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INTRODUCCION

Este trabajo de investigacion presenta la estructura algebraica de lazo, una generalizacién de los grupos, la
cual no es necesariamente asociativa, pero se mantiene la existencia de un elemento neutro e inversos. Los
lazos, junto con los cuasigrupos, forman una clase de estructuras algebraicas no asociativas que, a pesar de
su aparente simplicidad, presentan una amplia y compleja organizacion interna. A lo largo de este trabajo se
explora los fundamentos de la teorfa de lazos y su relacién con la teoria de grupos, se introducen conceptos
importantes como los recubrimientos por sublazos, y se adaptan resultados clasicos de la teoria de grupos
al contexto de estructuras no asociativas.

El principal objetivo es estudiar como los lazos pueden ser descompuestos y cubiertos por medio de subla-
zos. Esta idea de recubrimiento, que en teoria de grupos ha sido ampliamente estudiada, especialmente a
partir de los trabajos de Bernhard Neumann, se traslada de manera similar al ambito de teoria de lazos, con
esto en mente, es necesario un desarrollo de propiedades bésicas de los lazos, lo que nos lleva a estudiar
la teorfa de cuasigrupos y su comportamiento bajo operaciones binarias no asociativas, lo cual nos permite
profundizar en el andlisis de las descomposiciones internas de los lazos, proporcionando nuevas perspecti-
vas sobre como estas estructuras algebraicas pueden organizarse y ser descompuestas en componentes mas
simples.

El trabajo comienza con una revisién de las definiciones bésicas en teoria de grupos, que servirdn como
punto de partida para el estudio de teoria de los lazos. Estos conceptos permiten no solo comprender la
organizacién interna de los grupos, sino también como estos pueden ser descompuestos y cubiertos por
subconjuntos mas pequefios, lo que sienta las bases para el estudio de los lazos.

En el segundo capitulo se presentan algunas de las estructuras algebraicas que son generalizaciones de gru-
pos, las cuales son, magmas, cuasigrupos y lazos, asi como varias de sus propiedades y algunos ejemplos
que nos permiten ver como se estructuran estos conjuntos. Los magmas siendo un conjunto con una ope-
racién binaria cerrada, los cuasigrupos definidos por la existencia de soluciones unicas para las ecuaciones
de la formaa xx = by y * a = by finalmente un lazo, el cual es un cuasigrupo que ademds posee un
elemento neutro o identidad, lo que lo aproxima mas a la estructura de un grupo, pero sin la necesidad de
ser asociativo. Al igual que en teoria de grupos, en este capitulo se estudian las subestructuras de lazo como
sublazos, especialmente el nicleo y centro, analizando su comportamiento y estructura dentro del lazo.

En algebra moderna, el estudio de las subestructuras siempre resulta de suma importancia, en el capitulo
3, los sublazos nos permiten analizar las descomposiciones en clases laterales, adaptando las nociones que
en teoria de grupos son cldsicas. El concepto de indice de un sublazo se convierte en una parte crucial para
entender como los lazos pueden ser estructurados y organizados. La descomposicién de un lazo en clases
laterales permite dividir su estructura en partes mas simples, facilitando su andlisis y proporcionando una
idea mas clara de su estructura interna.

Finalmente, en el capitulo 4, la idea de descomposicién nos lleva a plantearnos nuevos conceptos, tales
como los recubrimientos finitos y los n—recubrimientos para lazos, en los cuales se muestran formas de
recubrir un lazo mediante una coleccion de sublazos, de manera andloga a como un grupo puede ser cubier-
to por subgrupos. Con esta idea de recubrimientos surge la necesidad de verificar si el Lema de Neumann,
un resultado clave en la teoria de grupos, se cumple para los lazos, con esto, se caracterizan los lazos que
pueden admitir un recubrimiento finito, siendo este el objetivo principal de este trabajo. La nocién de recu-
brimiento no solo permite descomponer un lazo, sino también entender mejor su comportamiento global a
partir del andlisis de sus subestructuras.



Capitulo 1

Definiciones algebraicas basicas

En este capitulo se presentan algunas definiciones bdsicas de teoria de grupos, asi como algunas de sus
propiedades, las cuales nos ayudardn a comprender los conceptos a estudiar posteriormente en este trabajo.

1.1. Definiciones basicas de grupos y algunas propiedades

Definicion 1.1.1. Un grupo es un par (G,x), donde G es un conjunto no vacio 'y “ 7 es una ley de
composicion interna definida en G,

GxG — G
(z,y) = x*y

tal que verifica las siguientes propiedades:
1. Asociativa: Para todo x,y,z € G, (x*y) x 2z = x * (y * 2).
2. Existencia de elemento neutro: Existe e € G tal que, paratodox € Gexx =x *xe = x.
3. Existencia de elemento simétrico (inverso): Para cada x € G existe x' € G tal que xxx' = 2'xx = e.

Cuando no existe riesgo de confusién con la operacion interna que estemos utilizando, diremos simplemen-
te que G es un grupo. Asimismo, escribiremos ab en vez de a * b.

Definicion 1.1.2. Si en un grupo G se verifica la propiedad conmutativa, es decir, xy = yx para todo
z,y € G, diremos que G es un grupo conmutativo o abeliano.

Lema 1.1.1. Sea G un grupo, se verifica lo siguiente:
1. El elemento neutro e del grupo G es tinico.
2. Para cada v € G, existe un unico simétrico v’ € G.
Demostracion.
1. Supongamos que e1, e5 son elementos neutros en G. Se verifica que
€1 = €1€2 = €9.
2. Supongamos que x’ y =" son elementos simétricos de x en G. Se verifica que
¥ =2e=1'(za") = (2'2)2" =ex =2". O

Observacion 1.1.1. Siempre que no exista riesgo de confusion, el elemento simétrico de x € G, que hemos

demostrado que es iinico, lo denotaremos por 1.



Lema 1.1.2. Sea G un grupo, se verifica lo siguiente:
1 (xy) ' =y o7l Va,y € G.
2. (a7 ) l=2a,VredG.
3. e l=e.

Demostracion

L (zy)(y 1tz ) =a(yy Yzt = zex~! = 22! = 1. De igual forma se demuestra que (y~*2x~1)(zy) =

1. Ahora, al ser unico el simétrico de un elemento, se tiene el resultado.

1 1

2. Como 'z = zx~! = ¢, por tanto, podemos afirmar que (z~!)~! = z.

3. Como ee = e, tendremos que e l=c O
Ejemplo 1.1.1. Los niimeros reales con la operacion suma (R, +) forman un grupo donde el elemento
identidad es el 0 y para todo x© € R, su inverso es —x.

Ejemplo 1.1.2. El grupo de 4 de Klein, V = {e, a1, az2,as}, es un grupo formado por cuatro elementos,
donde cada uno de ellos es inverso de st mismo. Este posee la siguiente tabla de Cayley

‘ (& aq a9 as

aq a9 as

a1 ay e as ag
ag ag as & al
as as as al (&

Definicion 1.1.3. Si G es un grupo y m € Z, definimos las potencias enteras de un elemento a € G como

sigue:
(m)
a3 Sim >0,
an=1e Sim =0,
(m)
atva”t Sim <.

(m)

En el caso de un grupo abeliano (G, +), si m > 0, tenemos a™ = m = ma.
De la definicién anterior se desprende el siguiente resultado, cuya demostracién es inmediata.
Proposicion 1.1.1. Sean G un grupo, a € Gy m,n € Z. Se verifica lo siguiente:
1. a™a" = g™t
2. (a™)" = a™™.
Proposicion 1.1.2. Sean (G1,x*) y (G2, +) dos grupos. Definimos en el conjunto G1 X Go la operacion

(a1,az2) @ (by,b2) = (a1 * by, as + b2). Se verifica que (G1 x Gz, ®) es un grupo.

Demostracién.
Veamos que se verifican las condiciones necesarias para ser grupo

1. La operacién e es una operacion interna, ya que para todo (a1, az), (b1,b2) € G1 X Ga, se tiene que
a1,b; € G1y ag, by € Gy. Portanto, ay * by € G1y as + by € Go. De ahi que (a1, az) @ (b1, bs) =
(a1 x b1, a9 + b2) € G1 x Go.

2. La propiedad asociativa en G; x G5 es consecuencia inmediata de la asociatividad en G y G.
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3. Existencia de elemento neutro. El elemento (1¢,,1q,) es el elemento neutro, ya que para todo
(a1,a2) € Gy x G, se tiene que (a1, az2) ® (1g,, 1a,) = (1ay, 1a,) @ (a1,a2) = (a1, az2).

4. Existencia de elemento simétrico. Dado un elemento (a1,a2) € Gy X Ga, se tiene que (aq,az) @
(a7t a5) = (1a,, 1a,) = (a7t a3 ") @ (a1, az). Por tanto, el elemento (a7 *,ay') € Gy x Gy es

el elemento simétrico de (a1, as). O

A este grupo se le denomina el producto directo de G y Ga.

Definicion 1.1.4. Sean (G1,%) y (G2, +) dos grupos y f: G1 — Go una aplicacion, se dice que | es un
homomorfismo de grupos si preserva las operaciones, es decir, Vx,y € G1, se cumple:

flxxy) = f(z)+ fly).

Definicion 1.1.5. Sean (G1,%) y (G2, +) dos grupos 'y f: G1 — Gs una aplicacion, se dice que | es un
isomorfismo de grupos si es homomorfismo de grupos y ademds, es biyectiva.

Nota. Dos grupos son homomorfos (isomorfos) si existe un homomorfismo (isomorfismo) entre ellos.

Definicion 1.1.6. Sea G un grupo y X un conjunto. Decimos que G actiia sobre X o que hay una accion
de G sobre X, o simplemente que X es un G-conjunto si existe una funcion G x X — X, (¢g,x) — g-x
que satisface los siguientes axiomas.

1. e-x = x para todo x en X, donde e es el elemento identidad del grupo G.

2. g-(h-z) = (gh) -z paratodo x en X, todo g, h en G (gh denota el producto en G de los elementos
gyh.

Definicion 1.1.7. Sean x,y en un conjunto X, decimos que x estd relacionado con y y escribimos x ~ vy
si existe g en G tal que g - x = y.

Observacion 1.1.2. Notemos que la relacion anterior es una relacion de equivalencia:
1. Reflexiva: e - x = x, donde e denota el elemento identidad de G.
2. Simetria: si g - x =y entonces g~ -y = .

3. Transitividad: si g-x =y y h -y = z entonces (hg) - x = z.

Las clases de equivalencia bajo esta relacion de equivalencia se denominan 6rbitas de G en X o simplemente
Orbitas, si G 'y X quedan claros en el contexto.

Definicion 1.1.8. Sea x € X, la drbita que lo contiene se define como Gz .= {g-z |g € G}.

Observacion 1.1.3. Recordar que las clases de equivalencia que determina una relacion de equivalencia
sobre un conjunto A forman una particion para dicho conjunto.

1.2. Subgrupos

La nocién de subobjeto, en dlgebra moderna, posee un valor esencialmente importante por la preservacion
de propiedades en subconjuntos, es decir, por restriccion de problemas elementales a partes mas simples.

Definicion 1.2.1. Dados (G, *) un grupo y H un subconjunto no vacio de G, diremos que H es un subgrupo
de G si H es un grupo respecto de la misma operacion que dota a G de estructura de grupo y se denota
como H < G.

Proposicion 1.2.1. Dado (G, *) un grupo. H un subconjunto no vacio de G es subgrupo de G si'y sdlo si:
1. Para cualesquiera x,y € H se tiene vy € H.

2. El elemento neutro e de G pertenece a H.



3. Paratodo x € H se tiene que su simétrico x~—' € H.

Demostracion.

(<=) Es inmediato, ya que basta observar que la condicién (1) nos dice que la operacion x es interna en H,
la condicién (2) afirma que e es el elemento neutro de H, y la condicién (3) dice que todo elemento de H
tiene inverso perteneciente también a H . Por tanto, sélo nos falta ver que se verifica la propiedad asociativa.
Pero si x,y, z € H, entonces z,y, z € G y por tanto,

z(yz) = (zy)z. O (1.1)

(=)
Si H es subgrupo de (G, *), tenemos que (H, ) es un grupo, por tanto, se verifica:

(1) La operacién x* es interna en H y asi para cualquier par de elementos x,y € H se tiene que 2y € H.

(2) Sea ey el elemento neutro en H, por tanto, para todo x € H se tiene
Tey = egr =1x
pero, por otra parte, como = € (G, también se tiene
re=exr==mx
donde e es el elemento neutro de G, por tanto, para todo z € H se verifica zey = xe 'y de ahi que e = e.

(3) Sea 2’ € H el simétrico de z, luego se tiene que zz’ = 2’z = e. Por tanto, 2’ es el simétrico de x en G
y asi, por la unicidad del elemento simétrico, z =2 H. O

La siguiente proposicién caracteriza de modo sencillo la condicién de ser subgrupo.

Proposicion 1.2.2. Sean G un grupo y H un subconjunto no vacio de G. Las siguientes proposiciones son
equivalentes:

1. H es subgrupo de G.
2. Para cada par de elementos x,y € H, se tiene xy~' € H.

Demostracion.
(1) = (2) : Sean z,y € H. Por la Proposicién 1.2.1 (3), y~! € H. Por tanto, z,y~! € H y por la
Proposicion 1.2.1 (1) se tiene el resultado.

(2) = (1) : Veremos que H verifica las tres condiciones de la Proposiciéon 1.2.1:

(2) Como H es no vacio, existe al menos un elemento = € H. Por tanto, se tiene que e = xz~ ' € H.
(3) Como e € H, para todo y € H se tiene que y ! = ey~ € H.
(1) Dados z,y € H, como y~! € H por el apartado (3), se tiene zy = z(y~1)"1 € H. O

Observacion 1.2.1. Dado un grupo G, los conjuntos {e} y G son subgrupos de Gy son los llamados
subgrupos triviales del grupo G.

Definicion 1.2.2. Llamaremos subgrupos propios de un grupo G, a aquellos subgrupos distintos de {e} y

G.

Ejemplo 1.2.1. Los subgrupos del grupo (7,4 ) son los conjuntos de la forma mZ = {mx : x € Z}, para
cada entero m no negativo.

Proposicion 1.2.3. Sean G un grupo. Si Hy, Hy son subgrupos de G entonces Hy N Hy es subgrupo de G.
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Demostracion.

Hy N Hy # (), yaque e € Hy N Hy dado que e € Hy y e € Hy por ser subgrupos. Sean x,y € Hy N Ho
arbitrarios, como z,y € Hy y x,y € H, por definicién de interseccién, luego y~! € Hy,y~ ! € Ha,y
xy~t € Hy,xy~' € Hy por ser H,, H, subgrupos, entonces xy~' € H;, N Hy. Por tanto, por la Proposi-
cion 1.2.2 Hy N Hy es subgrupo de G. [

Anélogamente, se prueba que dado un grupo G y una familia { H; } H; también
es subgrupo de G.

;1 de subgrupos de G, ¢,

Se acaba de probar que la interseccion de dos subgrupos es un subgrupo, ¢serd que una unién de subgrupos
arbitrarios es un subgrupo?

Consideremos el grupo (R?, +) y consideremos los subgrupos H; = {(a,0)/a € R}y Hy = {(0,b)/b € R}.
Se verifica que H; U Hs no es subgrupo de R?, ya que no es cerrado, sean (1,0) € Hj, (0,1) € Hs, enton-
ces (1,0) + (0,1) = (1, 1), pero (1, 1) no pertenece ni a H; ni a Hy, por tanto, no pertenece a H; U Hs.

Proposicion 1.2.4. Sean G un grupo y Hy, Ho subgrupos de G, H; U Hy es subgrupo de G si y sélo si
H, C Hy 6 Hy, C H;.

Demostracion.
(<) Si H; C H; entonces Hy U Hy = Hj que es subgrupo por hipdtesis.
Andlogamente se cumple si H; C Ho.

(=)

Por contradiccién, supongamos que Hy ¢ Hoy Hy ¢ Hy,seanx € Hy — Hy y y € Hy — Hy, estos
conjuntos son no vacios, pues H; ¢ Hoy Ho ¢ Hy). Como x € H; se sigue que z € H1 U Hy y lo mismo
para y. Por tanto, xy € Hi U Hs por ser este subgrupo, por hipétesis. Luego, xy € Hy o zy € Hs. Si
xy € H; entonces xy = h para algtin h € H;. Como H; es subgrupo, y = x~'h € H; yaque x € H;.
Luego, y € H; contrario a que y € Hy — H; como se habia elegido. Asi se prueba que zy ¢ Hj, pero
andlogamente se prueba que xy ¢ Hs, Por lo que tenemos una contradiccién. [

1.3. Indice de un subgrupo y subgrupo normal.

La finitud en el ndmero de elementos de un grupo es importante para distinguir grupos, no sélo por el as-
pecto contable, sino también por las propiedades inherentes a un grupo en virtud de su cardinal.

Definicion 1.3.1. Sea G un grupo. Al cardinal de un subgrupo H de G se le llama orden de H y lo
denotamos por o(H). En particular, al nimero de elementos de G se llama orden de G. Un grupo es finito
cuando o(G) < oo. En caso contrario, decimos que el grupo G es infinito.

Sean G un grupo y H C G un subgrupo. Definimos en G las siguientes relaciones binarias:
1. Vz,y € G TRyy < xy~' € H,
2. Vz,ye G Ry «—= 271y c H.

Lema 1.3.1. Con la notacién anterior, las relaciones binarias Ry, R™ son relaciones de equivalencia
sobre G.

Demostracion.
Lo demostraremos para Rz, para R es analogo.

1

= Reflexiva: Para todo x € G se tiene que xz~ = e € H, por tanto, zRyx.

= Simétrica: Sean z,y € G, tales que xRy entonces xy~' € H. Pero al ser H un subgrupo, se tiene
que (my‘l)_l € H. Por tanto yx~! € H,y de ahi que yRgz.

7



» Transitiva: Sean z, 7,2 € G tales que xRyy e yRyz, entonces xy~' € H e yz—! € H. Por tanto,
al ser H un subgrupo, zz~! = (:vyfl) (yz’l) € Hydeahique xRyz. [

Dado a € G, denotemos por [a]x y [a]" respectivamente las clases de equivalencia que las relaciones
Ry, RY determinan en G. Asimismo, los conjuntos cocientes serdn denotados por G/ Ry, G/ RH respec-
tivamente.

Lema 1.3.2. Con la notacién anterior, se verifica que [a]g = {ha: h € H} y [a]? = {ah: h € H}.

Demostracién.
Notemos que
Ha ={ha:he H}

donde a € G. Se trata de demostrar que [a]y = Ha. Siy € [a]y entonces yRya, por tanto ya~ € H.

Asi, existe h € H tal que ya~—! = h, y de aqui que y = ha, con h € H. Por tanto y € Ha. Reciprocamente,

seay € Ha. Luego existe h € H, tal que y = ha, conlo cual ya=—! = h € H. Asi, yRgay y € [a]y. Por
lo tanto [a]g = Ha. O

Definicion 1.3.2. Las clases de equivalencia Ha 'y aH se llaman respectivamente clases laterales por la
derecha y por la izquierda de G médulo H.

Lema 1.3.3. Sea G un grupo, y H un subgrupo de G. Los conjuntos G /Ry y G /R tienen el mismo
cardinal.

Demostracién.
Para demostrar que los conjuntos G /Ry y G/ R tienen el mismo cardinal, estableceremos una aplicacién
biyectiva entre ellos. Definimos

f:G/Ry — G/RH
Ha v o 'H.
Se verifica que:
1. f estd bien definida y es inyectiva, ya que, dados a,b € G, tenemos
Ha=Hb < [aly = [b]u
< alRgb
—abteH
— (@) v leH
— a 'RFp7!
= [« )" ="
~—a'H=b"'H

— J(Ha) = f(Hb).

2. f es sobreyectiva, ya que para todo bH € G/RH, existe Hb~' € G//Ry tal que f (Hb‘l) =bH.

Por tanto, card (G/Ry) = card (G/R?). O

Definicion 1.3.3. Sea G un grupo y sea H un subgrupo de G.

1. Si G/Ry (y por tanto G /R ) es un conjunto infinito, decimos que H es un subgrupo de G de indice
infinito.

2. Si G/Ry (y por tanto G/RY) es finito, se llama indice de H en G, y lo denotamos por |G : H), al
cardinal (comiin) de los conjuntos G /Ry y G/RH. En este caso decimos que H es un subgrupo de
G de indice finito.



Lema 1.3.4. Sea H un subgrupo de G, y sea x € G. Las aplicaciones

f:H— Hx g: H—zH
h — hz h — xh
son biyectivas.

Demostracion.
Haremos la demostracion para la aplicacion f. De igual forma se demuestra que g es biyectiva.

= f esinyectiva, yaquesi f(hy) = f(ha) entonces hiz = hox. Por tanto, hy = ho.

= f es sobreyectiva, ya que para todo hx € Hx, existe h € H tal que f(h) = ha. O

Del Lema 1.3.4, tenemos que:
1. Dado x € G, existe una biyeccién entre Hx y 2 H. Sin embargo, estos pueden ser diferentes.
2. Si o(H) es finito, se verifica que card(Hz) = card(xH) = card(H) = o(H).
Definicion 1.3.4. sea G un grupo, H un subgrupo de G y g un elemento cualquiera de G:
1. gH = {gh : h € H} es una clase lateral izquierda de H en G.
2. Hg={hg: h € H} es una clase lateral derecha de H en G.

Proposicion 1.3.1. Sean G un grupo y sea H un subgrupo de G. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

1. Ha = aH paracada a € G.
2. H = a~'Haparacadaa € G.

3. Para cada par de elementos a,b € G tales que ab € H entonces ba € H.

Demostracion.

(1) = (2): Siy € a 'Haentonces y = a~! ha, con h € H. Asi tenemos que ay = ha, de donde
ay € Ha. Pero por hipétesis Ha = aH, luego existe h' € H tal que ay = ah’, de donde y = h'. Asi
y € H. Con esto hemos demostrado que a YHa C H.

Reciprocamente, sea h € H, se sigue que ah € aH. Por hipétesis tenemos que aH = Ha, luego existe
h' € H tal que ah = h'a, o lo que es lo mismo, h = a~'h/a. Por tanto, H C a~'Ha.

- :deana, 0 € G, talesque av € . Luegoba = (a™ "a) (ba) =a™ " (ad)a € a~ "Ha = M.
2 3): S be G,tal be H.L b La) (b Y(ab 'Hao=H

(3) => (1) : Six € Ha entonces x = ha para algiin h € H, por tanto xa~! = h € H. Asi, aplicando la
hipétesis, a~'x € H, es decir, existe b’ € H tal que a~'2 = b/, de donde x = ah’ € aH. Por consiguiente
Ha C aH. La otra inclusion se demuestra de forma andloga. [

Definicion 1.3.5. Dado un grupo Gy H < G, al conjunto X conformado por exactamente un representante
de cada clase lateral derecha de H se denomina transversal derecha de H en G, de igual manera se define
una transversal izquierda de H en G.

Definicion 1.3.6. Diremos que un subgrupo H de un grupo G es subgrupo normal, y se denotard por
H « G, siverifica una cualquiera y por tanto, todas las condiciones de la Proposicion 1.3.1.

Proposicion 1.3.2. (Cociente por un Grupo Normal) Sea G un grupo, H un subgrupo normal de G. El
conjunto de las clases laterales izquierdas (que coincide con el conjunto de las clases laterales derechas)
tiene una estructura de grupo respecto a la operacion definida por

(aH) % (bH) := abH.

Simbolizaremos a ese grupo por G/H y lo llamaremos el grupo cociente de G por (el subgrupo) H o G
mddulo H.



Demostracion.

La definicién de normal garantiza que la operacién definida en el enunciado estd bien definida en el conjunto
de las clases laterales. El neutro para la operacién es la clase del neutro H = eH,yaque eHzH = exH =
xH = zeH = xHeH. La asociatividad sigue de, H(yHzH) = zH(yzH) = x(y2)H = (zy)zH =
ryHzH = (xHyH)zH. Andlogamente, tHx'H = 20 'H =eH = H=cH = (z"'2)H = x 'HzH.
Lo que prueba que la clase x ' H es lainversa de laclase zH. O

1.4. Recubrimiento de grupos por subgrupos (Resultados).

Decimos que un grupo tiene un recubrimiento por subgrupos si es la unién tedrica de conjuntos de subgrupos
propios, y si el conjunto de subgrupos es finito, se dice que el recubrimiento es finito. Tales recubrimientos
han sido ampliamente estudiados en teoria de grupos y recientemente se han planteado problemas andlogos
para anillos y para semigrupos (conjunto con una operacion cerrada y asociativa) se discutieron en [HAL97;
LJJO1], respectivamente. Con esto, se tienen los siguientes resultados.

Teorema 1.4.1. Un grupo es la union tedrica de tres subgrupos propios si y solo si el grupo tiene una
imagen homomdrfica al grupo de cuatro de Klein.

Bernhard Neumann en [Neu54a; Neu54b] investigd los recubrimientos por clases laterales. El siguiente
teorema, a menudo llamado Lema de Neumann, es una clave para muchos de los resultados en teoria
de grupos. Particularmente se enuncia una caracterizacion de los grupos que tienen recubrimientos finitos
como corolario del siguiente teorema.

Teorema 1.4.2. Sea G = Ule gtH4i, donde Hq, ..., Hy, son subgrupos (no necesariamente distintos) de
G. Si omitimos de la union cualquier clase lateral g; H; para la cual |G : H;] sea infinito, la unién de las
clases laterales restantes sigue siendo todo G.

Corolario 1.4.1. Un grupo tiene un recubrimiento finito por subgrupos si y sélo si tiene una imagen ho-
momodrfica no ciclica finita.

Observacion 1.4.1. Notamos que en el Teorema 1.4.2, si consideramos a g; = e para todo i = 1, ..., k,
entonces se tiene que G es union de subgrupos.

Ejemplo 1.4.1. El grupo de cuatro de Klein, V. = {e, a1, as, a3}, admite una descomposicion de tres
subgrupos. Consideremos los conjuntos V; = {e,a;}, se verifica que V; es subgrupo de V, por ser a; su
propio inverso para i = 1,2, 3, por lo tanto, tenemos que

V=WVululs.
Ejemplo 1.4.2. El grupo cuaternion Qs = {£1, i, +j, £k} el cual tiene la siguiente tabla de Cayley.
« |1 -1 i —i j - k —k
11 -1 i —i j —j &k —k

“1|(-1 1 —i i —j j -k k
il i o—i -1 1k -k —j

—jl=i i ok -k 1 =1 —i
k| k —k j —j —i i -1 1
k| -k Kk —j § i —i 1 -1

Este es la unién de tres subgrupos propios. Una prueba directa es ver que Qg = Hy U Hy U Hs, donde
H, = (i), Hy = (j), Hs = (k).
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Capitulo 2

Cuasigrupos y Lazos

Este capitulo se centrard en dar una introduccién al estudio de estructuras algebraicas no asociativas, con
el objetivo de extender algunas analogias respecto a definiciones y propiedades presentadas en teoria de
grupos y verificar su comportamiento en estructuras algebraicas mas generales.

2.1. Magmas, cuasigrupos y lazos.

Una operacion binaria (cerrada) en un conjunto no vacio G es simplemente una aplicaciéon a: G x G — G.
Siempre que « sea una operacién binaria sobre G y a,b y ¢ sean miembros de G tales que «(a,b) =
¢, no dudaremos en emplear cualquiera de los recursos de notaciéon comunes y utiles para registrar esta
informacién. Por ejemplo, podemos escribira +b = ¢, a*xb = ¢, a + b = ¢, etc., y dependiendo de la
notacién seleccionada, podemos llamar a ¢ la “suma”, “producto”, “cociente”, etc., de a y b. En el presente
capitulo y los posteriores, se va a emplear la notacién “*” o “producto” y, por lo tanto, a escribir a x b = ¢

para a(a, b) = c e incluso a referirnos, informalmente, a (x) en lugar de « como la operacién binaria en G.

Definicion 2.1.1. Un magma es un par (G,x*), donde G es un conjunto no vacio, y (*) una operacion
binaria cerrada sobre G, es decir Va,b € G,a*xb € G.

Definicion 2.1.2. Sea (G, *) Un magma y sea a € G cualquier elemento fijo, las aplicaciones,

L,: G— G Ry: G—= G

T —axx T = T*xa

Para todo x € G, se denominan traslaciones izquierda y derecha respectivamente.

Definicion 2.1.3. Un magma (G, *) es llamado cuasigrupo si las traslaciones L, y R, son biyecciones
para todo a € G.

Proposicion 2.1.1. Dado un magma (G, ), las siguientes condiciones son equivalentes,
1. (G, %) es un cuasigrupo.
2. Para todo a,b € G las ecuaciones a * x = b,y * a = b tienen solucion tinica.

Demostracion.

1=2

Es claro ya que si (G, *) es cuasigrupo entonces las traslaciones L, y R, son biyecciones para todo a € G,
luego, dado que b € G, se tiene que existen tinicos z,y € G tal que L,(z) = by R,(y) = b, esto implica
que las ecuaciones a * © = by y * a = b tienen solucién tnica.

2=1
También es claro, ya que si las ecuaciones a xx = by y *a = b tienen solucién tnica, x,y € G son Unicos,
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y esto implica que para todo a € G, las traslaciones L,: G — Gy R,: G — G son biyecciones. [J

Teorema 2.1.1. Sea (G, x) un cuasigrupo. Se tienen las siguientes propiedades:
1. Para (a,b) € G x G existe un inico (xz,y) € G x G tal que a * x =y a = b (solubilidad vinica).
2. Paraa,z,y € G,a*x = a*y implica que © = y (cancelacion izquierda).
3. Paraa,x,y € G, x *a =y *aimplica que x = y (cancelacion por la derecha).

Demostracion.

(1) se probé en la Proposicion 2.1.1, por otro lado, (2), (3) se desprenden de la biyectividad de L, R, res-
pectivamente, vistas en la Definicion 2.1.2. De 1 se puede ver facilmente que para cada elemento a € (G, *)
existe una identidad local dinica izquierda (derecha) I,(r,) tal que I, * a = a(a * r, = a). Diferentes ele-
mentos pueden tener diferentes identidades locales. [

Aunque 1,2,3 del Teorema 2.1.1 son condiciones necesarias para que un magma (G, *) sea un cuasigrupo,
s6lo la condicién 1 es, en general, una condicién necesaria y suficiente para (G, *) ser un cuasigrupo. Sin
embargo, en presencia de la finitud, tenemos lo siguiente.

Teorema 2.1.2. Sea (G, x) un magma finito, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. (G, %) es un cuasigrupo.
2. Ly:G— GyRy: G — G soninyectivas para todo a € G.

L,:G— GyR,:G— G son sobreyectivas para todo a € G.

oW

Las leyes de cancelacion de derecha e izquierda son vdlidas para (G, ).

5. Cada elemento de G aparece una vez y sélo una vez en cada fila y en cada columna de una tabla de
Cayley para (G, ).

Demostracion.
Primero recordemos que dado un conjunto finito G y cualquier aplicaciéon a.: G — G, « es inyectiva si y
solo si es sobreyectiva.

1 = 2. Si GG es un cuasigrupo, se tiene que L, y R, son biyectivas, por tanto, son inyectivas para todo
acd.

2=3.SiL,: G- Gy R,: G — G son inyectivas para todo a € G, como G es finito, se cumple que
L, :G— Gy R,: G— G son sobreyectivas para todo a € G.

3= 4.Dadoque L,: G — Gy R,: G — G son sobreyectivas, cualquier elemento de G puede escribir-
se como I * a 0 a * x, para algin x € G. Con esto, las ecuaciones a * x = by z * a = b tienen solucién
tnica, para a,b € G. Asi se cumple la ley de cancelacion por izquierda y derecha.

4 = 5. Supongamos que un elemento a aparece dos veces en una fila, entonces existe b € G tal que
a =bx*cya = bxd, pero esto contradice la ley de cancelacién por la izquierda, de igual manera se veri-

fica que si un elemento aparece dos veces en una columna, se contradice la ley de cancelacién por la derecha.

5 = 1. Si cada elemento aparece una sola vez en cada fila o columna, se asegura que las ecuaciones
a*x =byy*a=Dtienen solucién tinica. [J

Definicion 2.1.4. Un magma (G, x) es conmutativo si L, = R, para todo a € G.

Definicion 2.1.5. Un magma (G, *) es asociativo si Ry.,(x) = Ry(Ra(z)) para todo a, b,z € G.
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Definicion 2.1.6. Si (G, *) es un magma y sea ¢ € G, que e es un elemento de identidad izquierdo
(derecho) para (G, x) significa que L.: G — G (R.: G — G) es la aplicacion identidad de G. También
que e sea un elemento identidad para (G, %) significa que e es un elemento de identidad izquierdo y derecho
para (G, *).

Algunos de los conceptos recién definidos estdn relacionados como se indica a continuacion:

Teorema 2.1.3. Si (G, *) es un cuasigrupo asociativo, (G, *) necesariamente tiene un elemento de identi-
dad vinico.

Demostracion.

Como G no es vacio, hay al menos un elemento a en GG. Ahora, por Teorema 2.1.1 existe e € G tal que
a * e = a, sea b cualquier elemento en G, de nuevo por el Teorema 2.1.1 existe y € G tal que y x a = b.
De ello se deduce que R.(b) = bxe = (y*a) e = Re(Ra(y)) = Raxe(y) = Ra(y) = y*xa =>
(obsérvese como se usa la asociatividad aqui). Por tanto, R.: G — G es la aplicacion de identidad en G,
por lo que e es un elemento de identidad derecho para (G, *).

Ahora, sea b cualquier elemento en G. Tenemos bx b = (bx e) x b = Rp(Re(b)) = Rexp(b) = b * (e * b)
(una vez mds se utiliza la asociatividad). Por cancelacién por la izquierda (ver Teorema 2.1.1) observamos
quebxb = bx(exb)implica b = e x b. Esto es cierto para todo b € G, luego L.(b) = bparatodo b € G.
Pero que L.: G — G sea la aplicacién identidad en G significa que e es un elemento identidad izquierdo
para (G, ).

Asi, e es un elemento identidad para (G, %) y, de hecho, es el dnico (ver Ejercicio I.1.1en [Pfl90]). O

No es cierto que un cuasigrupo con un elemento identidad tenga que ser asociativo. Considere el siguiente
ejemplo:

Ejemplo 2.1.1. Sea G = {1,2,3,4,5} y sea (x) dado por

DN B W N = %
N AWK ==
B W WL = NN
W W = B W W
D = N N KR
—_ N B W W

Segiin el Teorema 2.1.2, el sistema binario (G, ) es un cuasigrupo, ya que cada elemento de G aparece
una vez y exactamente una vez en cada fila y en cada columna. Claramente, 1 es el elemento identidad,
pero (G, %) no es asociativo, ya que Rs.4(3) # Ra(R3(3)).

En vista del Teorema 2.1.3, se tiene la siguiente definicion.
Definicion 2.1.7. Si un magma (G, ) es un grupo entonces (G, *) es un cuasigrupo asociativo.

Asi, los grupos son precisamente aquellos cuasigrupos que son asociativos y, por tanto, también tienen un
elemento identidad.

Consideremos ahora aquellos cuasigrupos que poseen un elemento identidad, sin ser necesariamente aso-
ciativos.

Definicion 2.1.8. Un magma (G, x) es llamado lazo si es un cuasigrupo y ademds (G, ) posee un elemento
neutro (identidad).

Por tanto, los grupos son aquellos lazos que son asociativos. El Ejemplo 2.1.1 muestra que existen lazos
que no son grupos.

Definicion 2.1.9. Un cuasigrupo (lazo) (G, %) es conmutativo si (G, *) es conmutativo de acuerdo con la
Definicion 2.1.4.
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Proposicion 2.1.2. Sea (G, *) un cuasigrupo que posee elemento identidad e, se cumple lo siguiente:

1. Para todo a € G, se tiene que existen vinicos x,y € G tal que a x © = y * a = e (existencia de
inversos por izquierda y derecha).

2. (G, ) siempre cumple los axiomas de grupo, excepto la asociatividad.
Demostracion.

1. Dado que (G, %) es cuasigrupo con identidad, es decir, ¢ € G, luego por la Proposiciéon 2.1.1,
tomando b = e, las ecuaciones a*x = ey y*a = e tienen solucién Uinica, entonces a*xr = y*a = e
(existencia de inversos por izquierda y derecha).

2. Es no vacio y la operacién es cerrada por ser un magma.
a) Por hipétesis e € G (existencia de identidad).
b) De 1. para todo a € G, se tiene el resultado.

O

Ejemplo 2.1.2. Sea G = {1,2,3,4,5} y sea (o) dada por

DB~ WM =0
DN AW =
— R W NN
N = B W W
W= RS
A W = W

(G, 0) es un ejemplo de lazo conmutativo, que también resulta ser un grupo. (El lazo (G, x) del Ejemplo
2.1.1 no es conmutativo).

Sea (G, *) un cuasigrupo. Segun la definicién misma de cuasigrupo (ver Definicién 2.1.3), todas las tras-
laciones L,: G — Gy R,: G — G, para todo a € G, son biyecciones de G. Como tal, todas tienen
aplicaciones inversas L;': G — Gy R;': G — G que no son necesariamente traslaciones. (Por ejem-
plo, para @ € G no hay garantia, en general, de que haya b € G de modo que L' = L, 6 R;! = Ry).
Dadas estas aplicaciones inversas, se definen las operaciones binarias (\) y (/) para el conjunto G. Sea

w\y=L;'(y)yz/y =R, (x)

para todo =, y € G. Tenga en cuenta que z\y = z si y s6lo si x * z = y, y que z/y = z siy sélo si
z * y = x. Con esto, es facil ver que (G, \) y (G, /) también son cuasigrupos:

La existencia y unicidad de soluciones paraa/w = b, x/a = b, a\y = b, z\a = b se deriva de la existencia
y unicidad de soluciones parabxw = a, bxa = x, a*xb =y, z*b = a, respectivamente, en el cuasigrupo
(G, %).

Los cuasigrupos (G, \) y (G, /) se denominan conjugados de (G, ).

Utilizando las operaciones (/) y (\) a veces resulta ventajoso dar una definicién diferente para un lazo:

Definicion 2.1.10. Un lazo (G, *, /,\) es un conjunto G junto con tres operaciones binarias (x), (/), (\)
tales que

1. ax(a\b) =0, (b/a) *a = bparatodo a,b € G,
2. a\(axb) =b, (bxa)/a = bparatodo a,b € G,

3. a\a = b/bpara todo a,b € G.
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2.2. Subcuasigrupos y sublazos.

Sea (G, *) un magma. Recuerde de la Seccién 2.1 que x x y = a(z, y) para alguna a: G x G — G. Ahora
bien, para cualquier subconjunto H no vacio de G es cierto que ) # H x H C G x G. Por lo tanto, se
puede considerar la restriccién 5 de awa H x H. Es decir, S(x,y) = a(x,y) paratodo (z,y) € H x H. Asi
H es un magma relativo a 3 sélo si el rango de 3 es un subconjunto de H, y es s6lo cuando esto ocurre que
consideramos a H como un submagma del magma (G, ). Tomando esto en cuenta, es conveniente dejar
que “*” cumpla dos funciones,

zxy =a(z,y) = B(z,y)
para todo (z,y) € H x H.

Con lo anterior, que un subconjunto H no vacio de G sea un submagma de un magma (G, *) significa que
(H, %) es en si mismo un magma.

Consideremos lo siguiente: Sea G = R, el conjunto de todos los nimeros reales, sea H = R™, el con-
junto de todos los niimeros reales no negativos, y sea (—) la operacién binaria de la resta ordinaria. Asf
) # H C G, pero H no es un submagma del magma (G, —). Por otro lado, debe quedar claro que H es un
submagma del magma (G, +), donde “ + 7 denota suma ordinaria.

Nos interesa algo un poco mas especifico en esta seccion. En el contexto previsto en los parrafos anteriores,
formulamos lo siguiente.

Definicion 2.2.1. Un subconjunto H no vacio de un conjunto G es un subcuasigrupo (sublazo, subgrupo)
de un cuasigrupo (G, x) si (H, *) es un cuasigrupo (lazo, grupo).

Siempre que (G, *) sea un cuasigrupo, recuerde de la Seccién 2.1 que (G, /) y (G, \) también son cuasi-
grupos. Luego, con las concesiones de notacidn hechas al comienzo de esta seccidn tenemos el siguiente
resultado Ttil.

Teorema 2.2.1. Sea (G, ) un cuasigrupo. Un subconjunto H no vacio de G es un subcuasigrupo de (G, )
siysolosi (H,x),(H,/)y (H, \) son magmas.

Demostracion.

La necesidad es clara. En cuanto a la suficiencia, supongamos que (H, x), (H, /),y (H,\) son magmas.
Ahorasea a,b € H. Como a,b € G existe un tnico x € G de modo que a * x = b, lo cual nos lleva a que
x = a\b, luego x € H yaque a,b € Hy (H,\) es un magma. El hecho de que z sea el tnico elemento
en H tal que a x x = b es obvio ya que (G, ) es un cuasigrupo. Asimismo, dado que (H, /) es un magma,
podemos demostrar que existe un tnico y € H tal que y * a = b. Por lo tanto, (H, ) es un cuasigrupo y asi
H es un subcuasigrupo de (G, *). O

Dado que estamos interesados en los lazos, se incluye el siguiente teorema, aunque se ve facilmente que es
poco mas que un corolario del teorema anterior.

Teorema 2.2.2. Sea (G, *) un lazo. Un subconjunto H no vacio de G es un sublazo del lazo (G, %) si y
solo si (H, ), (H, /)y (H,\) son magmas.

Demostracion.

La necesidad es obvia. En cuanto a la suficiencia, sean (H, ), (H, /)y (H,\) magmas. Luego, segiin el
Teorema 2.2.1, queda claro que H es un subcuasigrupo de (G, *). Por tanto, (H,*) es un cuasigrupo.
Dado que (G, %) es un lazo, (G, *) tiene un elemento identidad, digamos e. Como H # () existe a € H,
claramente (a/a) * a = a = e * a, por cancelacién por la derecha en (G, %) (ver Teorema 2.1.1) vemos
que a/a = e. Pero (H, /) es un magma, por lo que e € H, evidentemente e es un elemento identidad para
(H, %), y nuestra demostracién estd completa. (Véase también el Ejercicio 1.2.A. en [Pfl90]) O
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Encontraremos conveniente escribir H < G para indicar que H es un sublazo de un lazo (G, %). Obvia-
mente, s6lo podemos utilizar este recurso de notacién cuando sabemos por el contexto exactamente que
lazo (G, %) se esta considerando.

Los dos teoremas anteriores resultan muy familiares en presencia de asociatividad. De hecho, resulta que
sique ) # H C G entonces H es un subgrupo de un grupo (G, *) siy sélo si (H, /) es un magma. En
concreto tenemos lo siguiente:

Proposicion 2.2.1. Si H es un sublazo de un lazo (G, %), se tiene que (H,*)y (G, *) comparten el mismo
elemento de identidad.

Demostracién. Sea e el elemento identidad en (G, %) y e; el elemento identidad en (H, *), luego e; x e; =
e1,exe; = e sesigue que exe; = e ey, por lo tanto e = e; por cancelacion a la izquierda (ver Teorema
2.1.1). O

Teorema 2.2.3. Sea (G, *) un grupo, para cualquier subconjunto H no vacio de G las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

1. (H,x*) es un grupo.

2. (H,/)y (H,\) son magmas.
3. H es un subgrupo de (G, x).
4. H<G.

Demostracion.

1 = 2. Dado que (H, *) es un grupo, este es cerrado, tiene inversos, elemento identidad y es asociativo
bajo la operacién ().

Como H es grupo, es no vacio. Ahora sean x,y € H arbitrarios, luego z\y = z siy sélo si z * z = y pero
como x € H, se tiene que existe su inverso, de manera que z = 2~ %y € H por ser grupo, con esto (H, \)
es cerrado y por tanto es un magma. Andlogamente se prueba que (H, /) es magma.

2 = 3. Como (H,\) y (H, /) son magmas son cerrados bajo (\) y (/), ademds H es no vacio.
Ahora, sean z,y € H, z xy~* = zsiy sélosi z * y~! = x, pero esto es cierto si y sélosi x/y = z € H
por ser magma, luego x x y~! € H. Por tanto H es subgrupo de G.

3 = 4 Por definicion de subgrupo. Ver Definiciéon 1.2.1.
4 = 1 Por definicién de subgrupo. Ver Definicién 1.2.1. [

Teorema 2.2.4. Sea (G, *) un cuasigrupo (lazo, grupo), sea ) # S C G, y sea T cualquier conjunto no
vacio de subcuasigrupos (sublazos, subgrupos) de (G, *) con S C H siempre que H € T. Se tiene que
Nuer H es un subcuasigrupo (sublazo, subgrupo) de (G, ) con O # S C (\yer H.

Demostracion.

Por conveniencia, sea D = (. H. Es claro que S C D C G. Ademis, D # () ya que S # () luego
) # D C G. Ahora sean a,b € D, se sigue que a,b € H para todos los H € T. Dado que cada H € T es
un subcuasigrupo de (G, ), sabemos que cada uno de (H, ), (H, /), (H, \) es un magma (ver Teorema
2.2.2). Por lo tanto, a * b € H, a/b € H y a\b € H para todos los H € T. En consecuencia, a * b, a/b
y a\b son todos elementos de D. Por tanto, (D, *), (D, /)y (D,\) son magmas. Por el Teorema 2.2.2 se
deduce que D es un subcuasigrupo de (G, *).

Ahora, supongamos que (G, x) es un lazo y que H es un sublazo de (G, ) siempre que H € T'. Sea e el
elemento identidad de (G, ). Por la Proposicion 2.2.1 estd claro que e € H para todos los H € T. Luego

e € Dy se deduce ficilmente que el subcuasigrupo D de (G, ) es un sublazo del lazo (G, ).

Si (G, *) es un grupo y si cada H en T es un sublazo de (G, x) entonces del parrafo anterior se desprende
claramente que D es un sublazo de (G, ). Pero con (G, *) asociativo también lo es (D, ). Por tanto, D es
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un subgrupo de (G,%). O

Ahora sea (G, *) un cuasigrupo (lazo, grupo), sea ) # S C Gy sea T el conjunto de todos los subcuasigru-
pos (sublazos, subgrupos) de (G, *) que tienen S como subconjunto. Claramente 7' # () ya que G € T'. Por
tanto, podemos aplicar el Teorema 1.2.5 y deducir que (). H es un subcuasigrupo (sublazo, subgrupo)
de (G, *) con S C [y cp H. Usaremos (S) para denotar la interseccion (1. H y se tiene la siguiente
definicién:

Definicion 2.2.2. Sea (G, *) un cuasigrupo (lazo, grupo), sea®) # S C G, y sea T el conjunto de todos los
subcuasigrupos (sublazos, subgrupos) de (G, x) tales que S C H siempre que H € T. El subcuasigrupo
(sublazo, subgrupo) (S) de (G, ) se llama subcuasigrupo (sublazo subgrupo) generado por S.

El conjunto (S) es el subcuasigrupo (sublazo, subgrupo) mds pequeiio del cuasigrupo (lazo, grupo) (G, *)
que contiene a S como subconjunto. En el caso de grupos, recuerde que se dispone de una caracterizacion
muy constructiva de la generacion. En el caso de que (S) = G decimos que S genera (G, x) o que S es un
conjunto generador para (G, *). Siempre que .S sea un conjunto con un tnico elemento S = {a} para algin
a € G, acordaremos escribir (a) en lugar de ({a}).

Se dice que un cuasigrupo (G, *) es monogénico (se prefiere la palabra ciclico si (G, *) es un grupo) siem-
pre que G = (a) para algiin ¢ € G. De manera mds general, un cuasigrupo (G, x) se genera de manera
finita siempre que G = (.S) para algdn subconjunto finito .S de G.

Aunque un cuasigrupo (G, *) podria no satisfacer una propiedad P, adin podria satisfacerlo “localmente”
en el siguiente sentido: Un cuasigrupo (G, ) satisface la propiedad P localmente significa que todo sub-
cuasigrupo finitamente generado de (G, ) satisface P.

Observacion 2.2.1. Notemos que dado un lazo (G, *) los elementos del sublazo generado por un elemento
a € G, son potencias de a, es decir, (a) = {a™|n € Z} dado que si a € H, con H < G entonces todas las
potencias de a también estdn en H, por la cerradura de la operacion x, por tanto, siT = {H < G|a € H}
entonces (a) = (\ycp H = {a”|n € Z}.

Definicion 2.2.3. Un cuasigrupo (G, *) es potencia-asociativo si ({a), *) es un grupo para cada a € G.

Definicion 2.2.4. Un cuasigrupo (G, *) es di-asociativo si ({a,b), *) es un grupo para todo a,b € G, con
a y b no necesariamente distintos.

Observacion 2.2.2. Cualquier cuasigrupo (G,x*) que sea di-asociativo es automdticamente potencia-
asociativo porque {a) = (a,a) para todo a € G.

Sea (G, %) un lazo, y e su elemento identidad, sean z* y x” esos elementos tnicos en G tales que 2

xx 2P =eparacadax € G.

*r =

Definicion 2.2.5. Un lazo (G, ) tiene la propiedad de inverso derecho si satisface las identidades y*y* =
ey (zxy)*y’ =z

Definicién 2.2.6. Un lazo (G, ) es potencia alternativo derecho si (v xy') xy? = x xy*+J se cumple para
todos los enteros 1, j.

Observacion 2.2.3. Ndte que si un lazo es potencia alternativo derecho entonces tiene la propiedad de
inverso derecho.

Definicion 2.2.7. Un lazo de Bol derecho es un lazo que satisface la identidad de Bol derecha x((yz)y) =
((zy)2)y y un lazo de Bol izquierdo es un lazo que satisface la identidad de Bol izquierda (x(yx))z =
z(y(xz)).

Definicion 2.2.8. Un lazo de Moufang es un lazo que es un lazo Bol derecho e izquierdo.
Teorema 2.2.5. Si (G, %) es un lazo de Bol derecho entonces:

(1) (G, x) satisface la propiedad de inverso derecho,
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(ii) y* = y” para todo y € G.
Demostracion.

(i) Sea z = y” en la identidad de Bol derecha. Luego, ((z *y) x y?) xy = z x ((y x yP) *xy) = x *y
para todo x,y € G. Por lo tanto, (z * y) * y” = x para todo z,y € G.

(ii) Seaz = y* en laidentidad de Bol derecha. Se tiene que ((z*y) *y™)*y = x* ((y*y™>) *y) para todo
x,y € G. Ahora, usando la propiedad inverso derecho y el hecho de que y = (3*)”, obtenemos que
xxy = zx((y*y*)*y) paratodo x,y € G. Porlo tanto y*y* = ey asi,y* = y” paratodoy € G. [

A 1

A partir de acd, cuando se trate de lazos de Bol, consideremos z* = 2 = 7.

Definicion 2.2.9. Si z es un elemento de un lazo de Bol derecho (G,*) y n es un entero no negativo.
Definimos x™ recursivamente por x° = ey x™ = 2"~ ' x 2 para n > 0. Para cualquier entero negativo n,
definimos x" por x™ = (x~1)I"l.

Lema 2.2.1. Si (G, ) es un lazo de Bol derecho entonces

rxy" = (gc*y”_l)*y: (m*y)*y"_l 2.1

para todo x,y € Gy todos los enteros n.

Demostracion.

Por induccién. Se cumple paran = 0y paran = 1. Ahora, asumamos que, para k > 1,

cxyt = (xxyF sy = (zxy)xyt? (2.2)

k

para todo z,y € G (en particular, y* = y*~1 %y = y x 4*~! para todo y € G). Luego,

kfl) szl)

m*yk+1:z*(yk*y):x*((y*y xy)=((x*xy)*xy *y:(x*yk)*y

para todo x,y € GG. Luego, reemplazando x por x * y en 2.2, obtenemos

k—l)

(wry) sy’ =((@ry)xy* Nry=ax((yxy* ) xy) =ax @ *y) =axy"

para todo x,y € G. Por lo tanto, 2.1 se cumple para todos los enteros n > 0.

Ahora, para todos los enteros n > 0y para todo z,y € G, aplicando 2.1 a 'y y~! obtenemos
T % (yfl)nJrl _ (1’* (yfl)n) " yfl _ (x *yfn) *yfl

y aplicando 2.1 a zy y y ' obtenemos

n

(@xy)« ()" = ((wxy)xy ) x(y D) =azxy"

n nfl)

Por lo tanto, l’*yi = (1' *y7 xy = (.’E *y) *yfnfl. ]

Proposicion 2.2.2. Si (G, x) es un lazo de Bol entonces es potencia alternativo derecho.

Demostracion.

El resultado deseado es claro para n = 0y, por el Lema 2.2.1, también se cumple paran = 1.

Ahora supongamos cierto para cualquier entero n > 1, (z % y™) * y™ = x x y™ " se cumple para todos los
enteros m y para todos 2,y € G. Porel Lema 2.2.1, 7% y™ ™" = (zxy™ ™) xy = ((z+y™) xy") xy =
(2 % y™) * y" ! para todos x,y € G y para todos los enteros m y todos los enteros no negativos n. (En
particular, para uso posterior, (y")~! = y~" para todos los enteros no negativos n y para todos y € G).
Reemplazando m por m — n, tenemos (z * y™ ™) x y"™ = x * y™.

Por lo tanto, (x * y™~ ") = (x x y™) * (y")~! = (x * y™) * y~™ para todos los enteros n > 0, todos los
enteros m, y para todos x,y € G.

En particular, y™ * y™ = y™*" para todos y € Gy todos los enteros m y n. [
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Proposicion 2.2.3. Sea (G, *) un lazo. Si (G, x) es de Bol derecho entonces es potencia-asociativo.

Demostracién.

Sean z,y, z € (a) arbitrarios, para todo a € G. Se tiene que x = a™,y = a", z = aP, para algunos enteros
m,n, p. Por la Proposicion 2.2.2, (xxy) xz = (a™xa™)*xaP = a™*xa" P = a™ x (a™ *aP) = v x (y*2),
por lo tanto ({a), *) es asociativo. [J

2.3. Nicleo y centro de un cuasigrupo.

Sea (G,*) un magma y sea a € G. A veces, el papel que desempeifia a como miembro de (G, *) puede
describirse o caracterizarse por el comportamiento de las traslaciones L,: G — Gy R,: G — G, que se
introdujeron en la seccion 2.1.

Definicion 2.3.1. Sea (G, *) un magma y sea a € G, a es nuclear izquierdo (medio, derecho) en (G, ) si
Losz(y) = La(Ly(y)) (Laowa(y) = La(La(y)), Reoxa(y) = Ra(Rz(y))) para todo x,y € G. Ademds, a es
nuclear en (G, *) si a es nuclear izquierdo, medio y derecho en (G, *).

Proposicion 2.3.1. Sea (G, *) un magma y sea a € G. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. a es nuclear por la izquierda,
2. ax(xxy) = (axx)*yparatodo x,y € G,
3. Ly(R:(y)) = Ru(Ly(y)) para todo x,y € G.

Demostracion.

1 = 2. Si a es nuclear izquierdo entonces Ly (y) = Lo (L. (y), es decir (a * x) x y = a * (x x y), para
todoz,y € G.

2=3.Siax(z*xy) = (a*xz)*yparatodo x,y € Gentonces L,(R;(y)) =ax*(y*xx) = (axy)*xx =
Ry (La(y))-

3= 1.Si L,(R:(y)) = Rz(La(y)) para todo z,y € G, basta con desarrollar Is aplicaciones en la igual-
dad y se tiene el resultado. [

La proposicién anterior corresponde al Ejercicio 1.3.A en [Pf190], la prueba de los Ejercicios 1.3.B y 1.3.C
también en [Pfl90] es andloga a la anterior.

Definicion 2.3.2. Sea (G, *) un magma. El niicleo izquierdo Ny (niicleo medio N,,, niicleo derecho N,) de
(G, x) es el conjunto de todos los elementos nucleares izquierdos (medios, derechos) en (G, x) y el niicleo
N de (G, x) viene dado por N = Nx NN, N N,,.

En vista de las definiciones anteriores y los Ejercicios 1.3.A, .3.B y 1.3.C, queda claro que

Ny={a€eGlax(xxy)=(axx)*y, z,y € G},
Ny={a€G|(zxa)rxy=ax(axy), z,y € G},
N,={aeG|(z*xy)*xa=xx*(y*a), z,y € G}.

No hay garantia de que existan elementos nucleares izquierdos, medios o derechos y por lo tanto, cualquiera
de Ny, Ny, N,, N bien podria estar vacio.

Ejemplo 2.3.1. sea A = {1,2,3} y defina () mediante la tabla de Cayley:

Aqui los tres Ny, N, y N, son vacios. En efecto
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Paraa =1:

L1,2(3)=L1(3) =2

Li(L2(3)) = L1(2) =1

= Jdv,y € Gtal que Lo (y) # L
. 1¢ Ny

Para a = 2:
L2.1(3) =L1(3) =

2

La(L1(3)) = L2(2) =1

= Jz,y € G tal que Loy (y) # L
cL2 ¢ Ny.

Para a = 3:
L3.1(2) = Lo(2) =

L3(Ly(1)) = Ls(1)
= Jx,y € G tal que L. (y) #
.3 ¢ Ny.

I
~ N =

ao(Lz(y))

Con esto verificamos que N = (), andlogamente se verifica que N, y N, son vacios.

Teorema 2.3.1. Sea (G, *) un magma. Si Ny (N, Np) no es vacio entonces Nx(N,,, N,) es un submag-
ma de (G, x).

Demostraciéon. Supongamos que Ny # ), y sea a,b € Ny. Vemos que

L(a*b)*a; = LLa*b(fL‘) = LLa(Lb(-'L')) = La*(b*w) = La(Lbss) = La(Lo(Lz)) = Lasb(La)

paratodo x € G, por lo que a b es nuclear izquierdo de acuerdo con la Definicion 2.3.1. De ello se deduce
que N es un submagma de (G, *). De manera similar se puede demostrar que Ny y N, son submagmas
de (G, ) siempre que no sean vacios. [

Es claro (ver Ejercicio I.3.F en [Pf190]) que siempre que Ny (N,,, N,) es un submagma de un magma (G, *),
de hecho, es un submagma asociativo de (G, ). Si el magma (G, ) es un cuasigrupo, podemos decir mas
sobre los nidcleos, como se indica a continuacion:

Teorema 2.3.2. Sea (G, x) un cuasigrupo.

(i) Si N, # (0 entonces N,, es un subgrupo de (G, x) y el elemento identidad e de (N,,, %) es el elemento
identidad de (G, %).

(ii) Si Ny # 0 entonces N es un subgrupo de (G, *) y el elemento identidad de (N, ) es un elemento
identidad a la izquierda de (G, ).

(iii) Si N, # 0 entonces N, es un subgrupo de (G, *) y el elemento identidad de (N,, ) es un elemento
identidad a la derecha de (G, x).

Demostracién.

(i) Suponga que N, # ), y sea a € N,. Dado que (G, *) es un cuasigrupo, existe un tnico elemento
identidad local a la derecha e € G tal que a x ¢ = a. También tenemos que (z xa) xe =z x (axe) = x *a
paratodo x € G (yaque a € N,). Pero cada elemento y € G es de la forma x xa, asi que tenemos y xe = y
para todo y € G, luego e es un elemento identidad a la derecha para (G, ).

Ahora para © € G sean 2 y 2 elementos tnicos en G tales que 2> x © = z * 2 = e. Vemos que
axa’ =e=exe=cex(axa’) = (exa)*a’ (yaquea € N,), pero (G, *) es cancelativo, asi que
a*xa? = (e *a) * a” implica que e * a = a. Luego, a *x x = (e x a) * & = e % (a * x) para todo = € G.
Cada elemento y € G es de la forma a * x y por lo tanto y = e * y para todo y € G. Asi, e es también un
elemento identidad a la izquierda para (G, *). Por tanto, e debe ser el elemento identidad para (G, *).
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Dado que e es el elemento identidad para (G, ), se tiene que (z x e¢) xy = x *xy = x * (e x y) para todo
z,y € G, asf,e € N,. Ahora, paratodo b € N, tenemos que b**(bxb*) = (b*xb)xb* = exb* = b* = b xe
y asi, por cancelacmn se sigue que bxb* = e = bxb”. Nuevamente, por cancelacion se prueba que b* = b”.
Para conveniencia, definamos b~! como b~1 = p* = v* paratodo b € IV,.

Ahora, para todo b € N, y para todo z € G se cumple que ((z *b) x b~ ') x b = ( % (bxb71)) xb =
(x*xe)xb=xx*b, pero notamos que cada y € G es de la forma z * b. Asf (y * b=1) * b = y para todo
y € G, luego R, = R} para todo b € N,,. Examinando la expresién b * (b~1 (b x 1)), se deduce de

manera similar que L, = L;-: para todo b E N,.Sean b,c € N, con la informacién anterior obtenemos
que c/b = R;'(c) = Ry-1(c) =cxbPyquebxc= Ly (c) = Ly-1(c) = b~ x c. Pero sabemos
que b~' € N,, (ver arriba) y asi, por el Teorema 2.1.2, se deduce que ¢/b y b\c estdn ambos en N,,, por
tanto (N, %), ( /),y (N,,\) son magmas. Por el Teorema 2.2.2 concluimos que N, es un subcuasigrupo

de (G, *) Pero (N, ) también es asociativo y tiene un elemento identidad e, que se demostré que es el
elemento identidad para (G, ). Esto completa nuestra prueba de (i).

(ii) Sea N, # (0 y sea a € N,, dado que (G, *) es un cuasigrupo, existe un dnico elemento e € G tal
queaxe = a. Sesigiequeax ((exx)*xy) = (ax(exx))*xy = ((axe)xx)*xy = (axz)xy =
ax(zxy)=(axe)*x(xxy) =ax(ex(xx*y))paratodo xz,y € G (observe como hemos repetido el uso
de a € N,). Pero por cancelacién a x ((e * ) xy) = a * (e * (z * y)) implica que (e x x) x y = e * (x x y).
Luego, tenemos e € N). Ahora, para todo x € G también tenemos a x (e x ) = (axe)*xx =axxy
por cancelacién, obtenemos e x x = x. Asf, e es un elemento identidad a la izquierda para (G, *). Para todo
b € N) tenemos (bxe)xa = bx(exa) = bxa (ya que e es un elemento identidad a la izquierda para (G, x)).
Concluimos, por cancelacion, que bxe = b paratodo b € Ny, luego e es el elemento identidad para (IVy, *).

Seab € N,y seab* y b tal como en la prueba de (i). Es decir,si b* y b” son esos elementos tinicos en G
tales que b* x b = bx b” = eentonces e x b =b = bxe = b (b> xb) = (b b*) * by por cancelacién,
tenemos que b * b = e. Pero b” es el tnico elemento en G tal que b * b” = e, asi, b = bP. Por lo tanto,
definamos b~! como b~! = b* = b paratodo b € N.

Parab € Ny yx,y € Gtenemos b x (b~ x (w*y)) = (bxb" 1) x (xxy) =e* (xxy) = x*y (yaque
e es un elemento identidad a la izquierda para (G, *)). Peroz xy = (exx) xy = (b*x b~ 1) xx) vy =
(bx (b= *x))*xy = b* ((b-L*x)*y), portanto, b (b~ xx)xy) = bx ((b-L*x)*y) y por cancelacién,
b~lx (xxy)=(b"t*x)*y. Asi,b=! € N, cuando b € N,.

Parab,c € N tenemos (R, '(c))*b=c=cxe =cx (b~ xb) = (cxb™ 1) xbybx L, (c)

(b* b~ 1) % c = b* (b~! % c), ahora por cancelacién tenemos que Ry '(c) = cx bty L, '(c) = bt xe
para todo a,b € Ny, ahora ¢/by b\c estdn en N cuando b, c € Ny, pero sabemos que b~! A
el Teorema 2.1.2 y el hecho de que b= € N, cuando b € N, concluimos que (N, *), (N»\)y (Nx/)
son magmas.

(iii) La prueba es andloga a (ii). Sin embargo, debe tomarse en cuenta que (iii) es dual de (ii) en el siguiente
sentido: para z,y € G, tomemos x - y = y * x tomemos en cuenta que (G, -) también es un cuasigrupo.
Ahora N, que es el niicleo derecho de (G, ), es claramente el niicleo izquierdo de (G, -). Ahora aplicando
(i) a (G, -), se tiene el resultado. O

Consideremos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.3.2. Sea G = {e,z,y} con |G| = 3y sea (x) definida por la tabla de Cayley

Se tiene que (G, %) es un cuasigrupo, N = {e}, e es un elemento identidad a la izquierda para (G, *),
pero e no es un elemento identidad para (G, *). Asi, cuando (G, *) es un cuasigrupo que no es un lazo, uno
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no puede esperar mejorar las afirmaciones (ii) y (iii) del Teorema 2.3.2. Por supuesto, si (G, *) es un lazo,
sabemos que (G, *) comparte su elemento identidad con cada uno de sus sublazos.

Teorema 2.3.3. Si (G, *) es un lazo entonces los niicleos Ny, N,, y N, son subgrupos de (G, ).

Demostracion.
Sea e el elemento identidad de (G, ). Esté claro que e € N\ N N,, N N,,. Por tanto, cada uno de los niicleos
no es vacio y solo es necesario recurrir al Teorema 2.3.2. [J

Definicion 2.3.3. Sea (G, *) un magma. El centro Z de (G, x) viene dado por
Z={a€N|L,=Ry}
donde N es el niicleo de (G, *).

Es evidente que un elemento a € G pertenece al centro Z de un magma (G, x) si y s6lo si
ax(x*xy)=(axx)*xy, (xxa)xy=xx(axy), (xxy)xa=z*x(y*xa), y axx=2xxa
para todo x,y € G. Los siguientes resultados son consecuencias de los Teoremas 2.3.1,2.3.2, 2.3.3.

Teorema 2.3.4. Sea (G, x) un magma con niicleo N y centro Z. Si N 'y Z no son vacios entonces ambos
son submagmas de (G, x), siendo Z un submagma conmutativo de (N, x).

Demostracion.

Como N no es vacio, por el Teorema 2.3.1 se tiene que N es un magma. Ahora si a,b € Z entonces
Lo (y) = Lo(Lo(y)) = Ra(Rb(y)) = Rpsra(y) = Raxb(y), yaque a,b € Z C N entonces Z es cerrado
bajo (x), por tanto (Z, x) es submagma de (G, *). Ademds, es conmutativo por la Definicién 2.1.4 . [J

Teorema 2.3.5. Sea (G, *) un cuasigrupo con niicleo Ny centro Z. Si N no es vacio entonces Z no es
vacioy Ny Z son subgrupos de (G, x), siendo Z un subgrupo conmutativo de (N, x).

Demostracion.
Dado que N es no vacio, se sigue que es subgrupo (G, *) por el Teorema 2.3.2, ahora e € N (elemento
identidad), pero L. = R, por tanto e € Z y por el Teorema 2.3.4, se tiene el resultado. [

Teorema 2.3.6. Si (G, *) es un lazo con nicleo N y centro Z entonces N y Z son subgrupos de (G, x),
siendo Z un subgrupo conmutativo de (N, *).

Demostracion.
Consecuencia directa de Teorema 2.3.5. [
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Capitulo 3

Indices de sublazos y descomposicion de
clases laterales.

En teoria de grupos resulta de mucha importancia el estudio de subgrupos y el andlisis del comportamiento
de las clases laterales respectivas a dichos subgrupos, dado que ellas nos permiten definir otras estructuras
que resultan ser de suma importancia, tales como subgrupos normales y grupo cociente, ademas se sabe
que las clases laterales respecto a un subgrupo forman no solo un recubrimiento para el grupo, si no que
también forman una particion del mismo. En este capitulo se presenta un estudio similar al realizado en
teoria de grupos. Dado un lazo G y un sublazo H, se pretende entender como se comportan las clases
laterales modulo H, principalmente bajo que condiciones podemos obtener una particién de G mediante
estas clases laterales, asi como algunas de sus propiedades.

3.1. Clases laterales y descomposicion de clases laterales.

Parte de lo que se sabe sobre los subcuasigrupos o sublazos es simplemente una generalizacién manifiesta
de ciertos resultados estdndar de la teoria de grupos. A continuacién se presenta una de esas generalizacio-
nes. Tiene que ver con clases laterales, descomposiciones de clases laterales y resultados tipo Lagrange.

Sea (G, *) unlazoy sea H < G (es decir, H es un sublazo de (G, *)). Sea a € G, definimos aH y Ha por
aH={axhlhe HyyHa={hxalhe€ H}.

Claramente, aH y Ha son subconjuntos de . Cualquier subconjunto de G formado de esta manera se
llama clase lateral de H o clase lateral médulo H. Especificamente, formulamos lo siguiente.

Definicion 3.1.1. Sea (G,x*) un lazo, sea H < Gy sea K C G. Se dice que K es una clase lateral
izquierda (derecha) médulo H si que K = aH (K = Ha) para algiin a € G.

Lema 3.1.1. Sea (G, *) un lazo, si H y K son sublazos de G entonces para todo x© € G, se cumple que
z(HNK)=zHnNzK.

Demostracion.
Claramente, z(H N K) C «H NzK.Seay € vH NzK, entonces y = xh = xk paraalgin h € H y
k € K. Al cancelar, obtenemos h = k€ HN K. [

Corolario 3.1.1. Si G es un lazo y H; son sublazos de G para i = 1,...,n entonces x((\;_, H;) =
N, zH;, para todo x € G.

Demostracion.
Por induccién, notamos que se cumple para n = 2 por Lema 3.1.1, asumamos cierto para n, es decir
z(Ni_, H;) =, vH;, paratodo x € G. Probar paran + 1:

(1) - () ot o (F1) s (o) - (7 )

=1 i=1 i=1 i=1

O
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Observacion 3.1.1. Recuerde de teoria de conjuntos que P es una particion de un conjunto no vacio G
significa que

1. PC2¢%

2. X # () siempre que X € P.

3. G:UXGPX'

4. X =Y siempreque X e PyY e Py X NY # (.

Definicion 3.1.2. Sea (G, *) un lazo y sea H < G. (G, *) tiene una descomposicion de clases laterales
izquierda (derecha) modulo H si el conjunto P de todas las clases laterales izquierdas (derechas) modulo
H es una particion de G.

Sea (G, *) el lazo dado en el Ejemplo 2.1.1 y sea H = {1,2}. Claramente H < G y las clases latera-
les izquierdas médulo H son las siguientes: 1H = {1,2}, 2H = {1,2}, 3H = {3,5}, 4H = {3,4},
5H = {4,5 }. Por inspeccién queda claro que el conjunto P de las clases laterales izquierdas médulo H
no constituye una particién de G (nétese que 3H N 4H # (), pero 3H # 4H). Por lo tanto, (G, %) no tiene
una descomposicion lateral izquierda médulo H.

Ejemplo 3.1.1. Sea G = {1,2,3,4,5,6,7,8} y sea (x) definido por la siguiente tabla de Cayley:

*x|11 2 3 4 5 6 7 8
111 2 3 4 5 6 7 8
2121 4 3 6 5 8 7
313 41 2 8 7 5 6
414 3 2 1 7 8 6 5
515 6 7 8 1 2 3 4
66 5 8 7 2 1 4 3
7|7 8 5 6 4 3 1 2
818 7 6 5 3 4 2 1

Sea H = {1,2}. Nétese que 1H = 2H = {1,2}, 3H = 4H = {3,4}, 5H = 6H = {5,6}, TH = 8H =
{7,8}. El conjunto de clases laterales izquierdas médulo H forma una particion del conjunto G. Por lo
tanto, (G, *) tiene una descomposicion de clases laterales izquierdas médulo H.

Teorema 3.1.1. Sea (G,*) un lazo y sea H < G. (G, x) tiene una descomposicion de clases laterales
izquierdas (derechas) mddulo H si'y sélo si (a x h)H = aH (H(h * a) = Ha) para todo a € Gy todo
heH.

Demostracion.

Sea e el elemento identidad del lazo (G, ) y sea P el conjunto de todas las clases laterales izquierdas
médulo H.

(=) Si (G, x) tiene una descomposicién de clases laterales izquierdas médulo H entonces P es una par-
ticion de G, paraa € Gy h € H notamos que axh = (axh)xeyasiaxh € aH N (axh)H. Por lo tanto,
aH € P,(axh)H € Py (axh)H NaH # (). Como P es una particién de G, por (4) en la Observacién
3.1.1 vemos que (a * h)H = aH.

(<=)Supongamos ahora que (a * h)H = aH paratodo a € G ytodo h € H.Es claro que P C 2¢
y para cada g € G notamos que g = gxe € gH, asi G = Uycp X. Ademds, si X € P en-
tonces X = g¢gH para algin g € G, se sigue que ¢ = g x e € gH, es decir, X # (. Finalmente,
para aH y bH en P con aH NbH # (), debemos mostrar que aH = bH. Si aH N bH # (), hay
g € aH NbH, conesto, g = a*xx = bxy para algunos z,y € H, por la suposicién anterior se si-
gue que aH = (axx)H = (b*y)H = bH. Por lo tanto, P es una particién de G.

Para completar la prueba solo necesitamos mostrar que (G, *) tiene una descomposicién de clases laterales

derechas médulo H siy s6losi H(h+a) = Haparatodo h € H ytodo a € G. Solo necesitamos modificar
o imitar la primera parte de nuestra prueba. [
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Definicion 3.1.3. Sea (G, *) un lazo finito y sea H < G. Un sublazo H de (G, *) es de Lagrange si |H |
divide |G|

Definicion 3.1.4. Sea (G, *) un lazo finito, (G, ) satisface la propiedad débil de Lagrange si cada sublazo
finito H de (G, ) es de Lagrange.

Definicion 3.1.5. Sea (G, ) un lazo finito. (G, *) satisface la propiedad fuerte de Lagrange si (H, x)
satisface la propiedad débil de Lagrange siempre que H sea un sublazo de (G, *).

Para que un lazo finito (G, *) cumpla la propiedad fuerte de Lagrange, debe suceder que |H| divide |K|
siempre que H < K < (. Encontraremos lazos finitos que satisfacen la propiedad débil de Lagrange sin
satisfacer la propiedad fuerte de Lagrange. Consideremos el siguiente ejemplo: sea (G, %) un lazo de orden
10, y sea {e}, H, K los tnicos sublazos de (G, *). Ademds, sea H < K < Gy |H| = 2,|K| = 5. Dado
que 1, 2, 5 dividen 10, (G, ) tiene la propiedad débil de Lagrange. Pero (K, x) no tiene la propiedad débil
de Lagrange (| H| no es divisor de | K|), por lo tanto (G, ) no tiene la propiedad fuerte de Lagrange.

Teorema 3.1.2. Sea (G, ) un lazo finito y sea H < G. Si (G, ) tiene una descomposicion de clases
laterales izquierdas (derechas) modulo H entonces H es de Lagrange.

Demostracién.

Sea (G, ) un lazo finito, tal que tenga una descomposicion de clases laterales izquierdas médulo H y sea
P el conjunto de todos las clases laterales izquierdas mddulo H. Dado que P es una particion de G, es claro
que

Gl= > IXI.

XepP

Pero ahora miremos los sumandos mas de cerca. Sea X € P y note que X = aH para algiin a € G. Sea
« una aplicacién dada por a(h) = a * h para todo h € H. Dado que (G, %) es un cuasigrupo se tiene que
a : H — aH es una biyeccién. Por lo tanto, |H| = | X|. Se sigue facilmente que

Gl= ) |X|=m|H]|

XeP

donde m = |P|. Asi, |H| divide |G|. Una modificacién de este argumento produce la misma conclusién
cuando G tiene una descomposicion de clases laterales derechas médulo H. [

Teorema 3.1.3. Sea (G, *) un lazo finitoy sea H < G. Si (a * h)H = aH ( H(h * a) = Ha ) para todo
a € Gytodo h € H entonces H es de Lagrange.

Demostracion.
Por los Teoremas 3.1.1 y 3.1.2 se tiene el resultado. [

Definicion 3.1.6. Sea (G, ) unlazoy H < G, con (G, x) teniendo descomposiciones de clases laterales
izquierdas y derechas modulo H. H se llama un sublazo normal si

eH = Hz, (¢H)y=x(Hy) y z(yH)= (zy)H.
Proposicion 3.1.1. El centro Z de un lazo (G, *) es un sublazo normal de (G, ).

Demostracion.

Verifiquemos si G tiene una descomposicion en clases laterales médulo Z, sea y € xZ, se sigue que
y=xxz=(r*z)*e€ (x+*2z)Z, paraalginz € Z,conlocual xZ C (z * z)Z. Ahora, siy € (z * 2)Z
entonces y = (zx z) x 21 = x % (2% 21) € xZ, para algin z; € Z y por ser Z subgrupo conmutativo del
nicleo de G, por tanto (x * 2)Z C xZ. Las condiciones de normalidad se cumplen dado que Z es subgrupo
conmutativo del nicleo de G (ver Teorema 2.3.6). [

Observacion 3.1.2. Por la definicion de sublazo normal, un lazo (G, ) tiene una descomposicion en clases
laterales médulo sus sublazos normales. De manera similar, un lazo (G, *) tiene una descomposicion en
clases laterales médulo su niicleo N. Esto puede verse de la siguiente manera. Dado x € G yn,n; € N,
entonces (xxn)*xny = x* (n*ny), por lo tanto, (x xn)N = xN, de manera similar para el lado derecho.

25



Lema 3.1.2. Sea (G, *) un lazo y sea H < G generado por un elemento. Si G es potencia alternativo
derecho (ver Definicion 2.2.6) entonces G tiene una descomposicion de clases laterales izquierdas médulo
H.

Demostracion.

Por el Teorema 3.1.1, basta con mostrar que (2 x h)H = xH paratodo x € Gy h € H. Como H es
generado por un elemento, podemos asumir que H = (t) y debemos probar que (x *t™)H = aH para todo
x, dado que h = ™ para algtin n entero. Procedamos por doble inclusién, sea y € (x * t™)H, se sigue que
y=(zx1") "™ =z x "™ € xH, ya que "™ se sigue quedando en H. Ahora, si y € xH entonces
y=x+xt"™ = (xxt")t"™ " € (xxt")H, yaque """ se sigue quedandoen H. [

Proposicion 3.1.2. Si (G, x) un lazo de Bol derecho entonces G tiene una descomposicion de clases late-

rales izquierdas médulo (a) para todo a € G.

Demostracién.
Por la Proposicion 2.2.2, G es potencia alternativo derecho y por el Lema 3.1.2 se tiene el resultado. [

Definicién 3.1.7. Sea (G, *) un lazo, el conjunto generado por las traslaciones derechas Mlt,(G) =
(Ry|x € G), se denomina grupo de multiplicacion derecho de G.

Al considerar la composicién de aplicaciones como operacion sobre Mt,(G), éste toma estructura de
grupo, ya que sus elementos son composiciones de traslaciones y de sus inversas, ademds son biyectivas
(por ser GG un lazo), su elemento identidad es R, donde e es elemento identidad de G, las demds propiedades
de grupo se cumplen por las propiedades de la composicion de aplicaciones y por ser biyectivas.

Definicion 3.1.8. Dados un lazo G y un sublazo H < G, el conjunto M1t,(G,H) = (R;|x € H) es el
grupo de multiplicacion derecho relativo de G respecto a H.

Proposicién 3.1.3. Sean (G,*)y H < G, tanto Mt,(G) como MIt,(G, H) actiian sobre G (ver Defini-
cion 1.1.6).

Demostracion.
Consideremos la funcion f: Mlt,(G) x G — G, mediante la cual un par (g, z) es enviado a g(x), recor-
demos que g es una composicion de traslaciones derechas y de sus inversas.

1. Dado que la identidad en M1t,(G) es R, se tiene que R.(z) = z * e = x para todo = € G.

2. Dados dos elementos cualesquiera g, h en Mit,(G), se cumple que g(h(z)) = (g o h)(z) (definicién
de composicién) para todo x € G.

Por lo tanto M1t,(G) actia sobre G. Andlogamente se verifica que Mit,(G, H) actia sobre G. [J

Dado que Mlt,(G) y Mlt,(G, H) actian sobre G, estos dividen los elementos de G en érbitas. Sea
O.(G, H) la 6rbita de un elemento = € G bajo Mit,(G, H).

Lema 3.1.3. Sean (G, *) unlazoy H < G.
(i) Si |O.(G, H)| es un nuiltiplo de |H| para cada x € G entonces H es Lagrange en G.

(ii) Si O,(G, H) puede escribirse como una union disjunta de clases laterales derechas de H para cada
x € G entonces G tiene una descomposicion (particion) de clases laterales izquierdas médulo H.

Demostracion.

Ambas afirmaciones se deducen inmediatamente del hecho de que las orbitas forman una particion de
G. O

Observacion 3.1.3. Recordemos de teoria de conjuntos lo siguiente:

1. Dado un conjunto X y F una familia de subconjuntos no vacios de X, se dice que F' es un recubri-
miento de X o que X estd cubierto por F siy solo si X =] cp A.

2. F es una particion de X si y solo si es un recubrimiento de X y cada par de sus miembros son
mutuamente disjuntos.

Con la observacién anterior se verifica que, dadounlazo G, H < G, F; = {aH|zr € G} y Fy = {Hz|z €
G}, si G tiene una descomposicién de clases laterales izquierdas (derechas) médulo H entonces G estd
cubierto por F; (Fy).
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3.2. Indice de un sublazo.

Si un lazo tiene una descomposicién en clases laterales izquierdas médulo un sublazo entonces podemos
definir un indice izquierdo del sublazo en el lazo.

Definicion 3.2.1. Sea (G, *) unlazoy H < G, con G teniendo una descomposicion en clases laterales iz-
quierdas modulo H. Sea X una transversal izquierda de H en G (ver Definicion 1.3.5). El indice izquierdo
de H en G es la cardinalidad de X, denotada por |G : H]; = n, donde n es finito o infinito (ndtese que
esta es una definicion bien establecida desde que las clases laterales forman una particion).

Lema 3.2.1. Sea (G, ) un lazo, K y H sublazos de G. Si G tiene descomposiciones en clases laterales
izquierdas médulo H y K entonces G tiene una descomposicion en clases laterales izquierdas mddulo
HnKysicHNyK parax,y € G es no vacio entonces tH NyK es una clase lateral izquierda de H N K
en G.

Demostracion.
Seaxz € Gyt e HN K. Porel Lema 3.1.1 y el Teorema 3.1.1, tenemos que

sHNK)=zHNzK =(x*xt)HN (z*t)K = (z*t)(HNK).

Por la Teorema 3.1.1 se tiene que G tiene una descomposicion en clases laterales izquierdas médulo HN K.
Esto prueba la primera parte de nuestro lema.

Asumamos ahora que xH Ny K esno vacioy z € H NyK. Por el Teorema 3.1.1, se sigue que :H = xH
yzK = yK. Asi, zH N zK = 2H NyK. Por el Lema 3.1.1, obtenemos que tH NyK = z(HN K). O

Proposicion 3.2.1. Sea (G, x) unlazoy H y K sublazos de G con G teniendo descomposiciones en clases
laterales izquierdas modulo H y K. Si H y K tienen indice izquierdo finito en G entonces H N K tiene
indice izquierdo finito en G. Especificamente

[G : HﬁK]l < [G : H]l[G : K]l.

Demostracién.

A cada clase lateral z(H N K) asignamos el par ordenado de clases laterales (zH,xK ). Dado que por el
Teorema 3.1.1 tenemos (z « h)H = xH y (x x k)K = K paratodo h € H, k € K, esta asignacion estd
bien definida. Debemos mostrar que la aplicaciéon (H N K) — (xH, zK) es inyectiva. Sea (¢ H,zK) =
(yH,yK) y supongamos x = y x h = y % k para algin h € H, k € K. Por cancelacién concluimos h = k.
Por el Teorema 3.1.1 y el Lema 3.2.1 se sigue que z(H N K) = (y«h)(HNK) =y(HNK). O

El siguiente corolario es el Teorema de Poincaré para lazos.

Corolario 3.2.1. Sea G un lazoy Hy, ..., H,, sublazos de G con G teniendo descomposiciones en clases
laterales izquierdas mddulos H+, ..., H,. Si Hy,..., H, tienen cada uno indice izquierdo finito en G
entonces Hi N --- N Hy, tiene indice izquierdo finito en G.

Dado un lazo G'y un sublazo H, es claro que G = |, #H, por lo que G es la unién (no necesariamente
disjunta) de clases laterales de H. Si GG es la unién de una familia F' de clases laterales de H, decimos que
F es irredundante si A € F' implica que A no estd contenida en ninguna otra B € F'. Observamos que esto
es un recubrimiento de GG por complejos minimos de GG en el sentido de Steinberger [Ste73]. Esto lleva a
una nocién mds débil de indice.

Definicion 3.2.2. Si G es la union de una familia finita F de clases laterales izquierdas (derechas) irre-
dundantes de H entonces el indice del recubrimiento izquierdo (derecho) de H en G se define como

[G : H|; = min{|F| : F un recubrimiento finito irredundante de G por clases laterales izquierdas de H }.
Si G no tiene un recubrimiento por una familia finita ' de clases laterales izquierdas irredundantes de H,

entonces decimos que [G : H]} es infinito. De manera similar, definimos el indice de recubrimiento derecho
y lo denotamos por [G : H]|Z.
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Capitulo 4

Recubrimientos finitos y
n-recubrimientos para lazos.

En el capitulo anterior se estudiaron las descomposiciones de un lazo por medio de clases laterales médulo
un sublazo, al final se dio un tipo particular de recubrimiento, tomando esto en cuenta, el presente capitulo se
centra en dar una definicién mas amplia de un recubrimiento y de manera mds general un n-recubrimiento
asi como algunas de sus propiedades. Se presenta el Teorema de Neumann para lazos como resultado
principal de este trabajo, el cual nos asegura que dado un lazo con un recubrimiento por clases laterales,
podemos excluir ciertas clases laterales con ciertas caracteristicas de dicha unién y las restantes seguir for-
mando un recubrimiento para el lazo, finalmente mostramos algunos ejemplos que nos permiten visualizar
el uso de los resultados expuestos.

4.1. n-recubrimientos para lazos.

Definicion 4.1.1. Un lazo G tiene un n-recubrimiento si existen sublazos H; coni € Q un conjunto de indi-
ces, tal que para cada {x1,...,x,} C G existeuni € Q con {x1,...,x,} C H;. Un 1-recubrimiento de
un lazo se llama un recubrimiento si todos los sublazos son propios(son distintos de G). Un n-recubrimiento
es finito si §Q es finito.

Nos interesan los n-recubrimientos por subgrupos, ya que conducen a ciertas condiciones de asociatividad.
Esto es el contenido del siguiente teorema.

Teorema 4.1.1. Sea G un lazo:
(i) G tiene un 1-recubrimiento por subgrupos siy sélo si es potencia-asociativo;
(ii) G tiene un 2-recubrimiento por subgrupos siy solo si es disasociativo;
(iii) G tiene un 3-recubrimiento por subgrupos si y solo si es un grupo.

Demostracion.

Para demostrar (i), observamos que si G tiene un 1-recubrimiento por subgrupos entonces G tiene un recu-
brimiento por sus subgrupos ciclicos, ya que para cada x € G, existe un subgrupo H de G tal que x € H,
por ser H cerrado, todas las potencias de 2 también se quedan en H, con lo cual (x) es subgrupo de H,
por lo tanto, G es potencia-asociativo. Ahora, si G es potencia-asociativo, tiene un 1-recubrimiento por sus
subgrupos ciclicos.

Ahora, si G tiene un 2-recubrimiento por subgrupos entonces, dado a,b € G, existe un subgrupo H de G
con a,b € H, se sigue que (a, b) es el sublazo mds pequefio que contiene a a y b y ademds es subgrupo de
H, por tanto G es disasociativo. Inversamente, si G es disasociativo entonces (a, b) es un grupo para todo
a,b € G. Por lo tanto, GG tiene un 2-recubrimiento. Asi se demuestra (ii).

Finalmente para (iii), sea G un lazo con un 3-recubrimiento por subgrupos, entonces, dado a,b,c € G,
existe un subgrupo H de G con a, b, c € H. Por lo tanto, {a, b, ¢) es un grupo, por lo que G es asociativo.
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Ahora si G es un grupo entonces claramente G tiene un 3-recubrimiento por subgrupos de G. [

Ahora nos enfocamos en los recubrimientos finitos y n-recubrimientos finitos de lazos. Recordemos que
un lazo tiene un recubrimiento finito si es la unién de un nimero finito de sublazos propios, y de manera
similar, un lazo tiene un n-recubrimiento finito si el recubrimiento finito es un n-recubrimiento. Primero,
mostramos que el andlogo del resultado de que un grupo nunca es la unién de dos subgrupos propios se
traslada directamente no solo a los lazos sino incluso a los cuasigrupos.

Teorema 4.1.2. Un cuasigrupo nunca es la union de dos subcuasigrupos propios.

Demostracion.

Supongamos que G = A U B, donde (G, %) es un cuasigrupo y A y B son subcuasigrupos propios. Si
X=A-(AnB)yY =B - (AN B),entonces X y Y son no vacios. Seaa € X y b € Y, entonces
ab € G. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que a * b € A, es decir, a * b = a’ € A. Dado que A
es un cuasigrupo, existe un dnico xz € A tal que a * x = a’. Por cancelacién, b = x, por lo tanto b € A, lo
que es una contradiccién. [

Definicion 4.1.2. Un elemento a de un lazo G se llama diasociativo si para cualquier © € G se tiene que
(x, a) es un grupo.

Proposicion 4.1.1. Dado un lazo G con un recubrimiento finito por subgrupos H;, 1 = 1, ..., n, de indices
izquierdos finitos, de manera que si G tiene una descomposicion en clases laterales izquierdas médulo H;
para todo i entonces G es potencia-asociativo con un subgrupo H de indice lateral izquierdo finito en G y
todo elemento de H es diasociativo.

Demostracion.

Por (i) del Teorema 4.1.1, G es potencia-asociativo. Sea H = Hy N --- N H,, por el Corolario 3.2.1 se
tiene que H tiene indice izquierdo finito en G. Seaa € H y x € G, existe un ¢ tal que « € H;. Por lo tanto
(x,a) esun grupo, yaque a € H;. O

Nuestro préximo ejemplo muestra que un lazo que satisface las condiciones de la Proposicion 4.1.1 no es
necesariamente un grupo.

Ejemplo 4.1.1. Sea L. = H x G, donde H es un lazo potencia-alternativo no asociativo finito y G es
un grupo. Se verifica que L = J, .y Hy, donde H, = (x) x G, es un recubrimiento finito de L, y L
tiene una descomposicion en clases laterales izquierdas médulo H, para cada x. Ademds, L/H tiene
una descomposicion en clases laterales izquierdas médulo cualquier subgrupo ciclico, ya que es un lazo
potencia-alternativo.

Proposicion 4.1.2. Dado un lazo G con un 2-recubrimiento finito por subgrupos H;, i = 1,...,n, de
indices izquierdos finitos, si G tiene una descomposicion en clases laterales izquierdas médulo H; para
todo i entonces G es un lazo diasociativo y el N(G) es un subgrupo de indice finito en G.

Demostracion.

Por (ii) del Teorema 4.1.1, G es diasociativo. Sea H = H, N --- N H,. El Corolario 3.2.1 implica que H
tiene indice izquierdo finitoen G. Seaa € H y x,y € G, se tiene que existe un 7 tal que =,y € H;. Como
a € H;, se deduce que (x,y,a) es un grupo. Por lo tanto, a € N(G), es decir, H C N(G). Con lo cual
N(G) tiene indice izquierdo finito en Gy, por lo tanto, N (G) tiene indice finitoen G. O

Al igual que en el Ejemplo 4.1.1, proporcionamos aqui un ejemplo de un lazo que satisface los supuestos
de la Proposicion 4.1.2 y que no es un grupo.

Ejemplo 4.1.2. Sea L. = H X G, donde H es un lazo de Moufang finito no asociativo (los lazos de Moufang
son diasositivos, ver Capitulo 4 en [Pfl90]) con todos sus elementos de orden impar 'y G es un grupo. Se
cumple que L = U{x,y}gH Hyy .y, donde Hy, y = (x,y) X G, es un 2-recubrimiento finito de L, y L
tiene una descomposicion en clases laterales médulo Hy, .y para todo x,y € L.

En el caso de que tengamos un 2-recubrimiento finito por subgrupos de lazos, garantizamos una imagen
homomorfa finita, como el siguiente corolario lo indica.
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Corolario 4.1.1. Dado un lazo (G, *) con un 2-recubrimiento finito por subgrupos abelianos H;, i =
1,...,n, con indices izquierdos finitos, tal que G tiene una descomposicion de clases laterales izquierdas
mddulo H; para todo i, se tiene que Z(Q) tiene indice lateral finito en G como un subgrupo normal de L.

Demostracién.

Sea H = Hy; N ---N H,. Por la Proposicién 4.1.2, tenemos que [G : H|; y [G : N(G)] son finitos. Para
x € G, existe un i tal que z € H,;. Como H C H; y H; es un subgrupo abeliano, tenemos a * x = = * a
para todo a € H y para todo x € G. Luego H C Z(G). Se deduce que Z(G) tiene un indice finito en G.
O

Tomar en cuenta que si se elige el lazo H como en el Ejemplo 4.1.2, pero conmutativo y G como un grupo
abeliano, nos proporciona un lazo que no es un grupo y satisface las suposiciones del corolario anterior.
Como se puede ver en la siguiente proposicion, un nicleo normal de indice finito en un lazo potencia
alternativo garantiza la existencia de un recubrimiento finito por subgrupos.

Proposicion 4.1.3. Si (G, x) es un lazo potencia alternativo con N (G) un subgrupo normal de indice finito
en Gy G/N(G) no ciclico, entonces G tiene un recubrimiento finito por subgrupos H; de indice finito tales
que G tiene una descomposicion en clases laterales modulo H; para todo .

Demostracion.

Como N(G) es un subgrupo normal de G, el cociente G/N(G) estd definido. Sea N(G) = N y sea
H = (g, N) paraalgin g € G. Observamos que H es un subgrupo de Gy cualquier h € H se puede escribir
como h = ¢’ * n, donde j es un entero y n € N. Vamos a demostrar que G tiene una descomposicion en
clases laterales médulo H. Por el Teorema 3.1.1, basta con demostrar que (zxh)H = xH y H(h*xx) = Hzx
para todos h € H y paratodo x € G.Sean h,hy € H con h = g/ xn,n € N, se sigue que

(xxh)xh) = (x*(gj*n))*hl = ((x*gj)*n)*hl = (x*gj)*(n*hl).
Dado que n * hy € H, tenemos n * hy = ¢* * n’ para algtin n’ € N. Por lo tanto,
(xxgnxh))=(x*xg?)(g"*n) = (xxg"™)xn=xx(g""7 xn) = x % hy,

donde hy € H. Se deduce que G tiene una descomposicion en clases laterales izquierda médulo H. La
prueba para la descomposicion en clases laterales derecha es similar.

Sea X = {x1,...,2,} una transversal izquierda de N(G). Consideremos H; = (z;, N(G)). Se sigue
de lo anterior que H; es un subgrupo de G y G tiene una descomposicion en clases laterales modulo
H;. Obviamente, G = |J;_, H;, por lo que G tiene un recubrimiento. Como G/N(G) no es ciclico y
[G: H;] < [G: N(G)], cada H; es un subgrupo propio de G de indice finito. [

Corolario 4.1.2. Si G es un lazo diasociativo con N(G) un subgrupo normal de indice lateral finito en
G, y L/N(Q) no es ciclico entonces G tiene un recubrimiento finito por subgrupos H; de indice finito tal
que G tiene una descomposicion en clases laterales con respecto a H; para todo i. Ademds, si Z(G) tiene
indice finito en G entonces G es la union de un niimero finito de subgrupos abelianos, cada uno con indice
finito en G.

4.2. Lema de Neumann para Lazos

En esta seccion se demuestra un analogo del lema de Neumann, pero ahora para lazos. Para ello, necesitamos
fortalecer nuestras condiciones sobre las descomposiciones en clases laterales modulo un sublazo, tal como
se presenta en la siguiente definicion.

Definicion 4.2.1. Un lazo (G, ) tiene una fuerte descomposicion en clases laterales izquierdas (derechas)
mddulo H, donde H es un sublazo de G, si y(aH) = (y *x a)H para todo y,a € G. Si G tiene fuertes
descomposiciones en clases laterales izquierdas y derechas médulo H entonces decimos que G tiene una
fuerte descomposicion en clases laterales modulo H.

Proposicion 4.2.1. Sea (G, *) un lazo y H, K sublazos de G. Si G tiene una fuerte descomposicion en
clases laterales modulo H y K entonces tiene una fuerte descomposicion en clases laterales modulo HN K.
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Demostracion.

Vamos a probar que G tiene una fuerte descomposicion en clases laterales izquierdas, es decir que z(y(H N
K)) = (x*xy)(H N K) para todo x, y en G. Para una fuerte descomposicién en clases laterales derechas la
prueba es andloga.

Seaz € x(y(HNK)), sesigue que z = x(y xa) cona € Hya € K,conesto, z € z(yH) = (r*xy)Hy
z€x(yK) = (x+y)K portanto z € (z*y)H N (zxy)K = (x *y)(H N K) por el Lema 3.1.1.

Ahora, si z € (x*y)(HNK) entonces z = (z*y)a,cona € Hya € K,conlocual z € (zxy)H = z(yH)
yz € (xxy)K =x(yK),asiz =xx(y*xh)yz=axx(yxk), paraalgunos h € H, k € K, por cancelacién
alaizquierda h = k, porlo tanto z € z(y(H N K)). O

Corolario 4.2.1. Sea (G,*) unlazoy H;, coni = 1,...,n sublazos de G. Si G tiene una fuerte descompo-
sicion en clases laterales modulo H; para todo i = 1 entonces tiene una fuerte descomposicion en clases
laterales médulo (;._, H;.

Demostracion.
Consecuencia directa de la Proposicion 4.2.1

Lema 4.2.1. Sea G un lazo y H un sublazo de G. Se tiene que G tiene una fuerte descomposicion en clases
laterales izquierdas modulo H si'y solo si tiene una descomposicion en clases laterales izquierdas modulo
H y dado que {a;H} es una descomposicion en clases laterales de G mddulo H, se verifica que {y(a;H)}
también lo es para cualquier y € G.

Demostracion.

Supongamos que (G, *) tiene una fuerte descomposicion en clases laterales izquierdas médulo H. Por
la Proposicion 3.1.1 y la Definicion 4.2.1, es claro que G tiene una descomposicién en clases laterales
izquierdas médulo H. Dado que y(a; H) = (y * a;) H, observamos que y(a;H) es una clase lateral de H.
Supongamos que y(a;H) = y(a;H), se tiene que y*a; = y=*(a;*h), asi que a; = aj*h y conesto a;H =
(aj * h)H = a;H conlo cual j = i. Por lo tanto, si G = (J,; a; H entonces G = yG = |J;c;(y * a;) H.
Ahora, supongamos que G tiene una descomposicion en clases laterales izquierdas médulo H y asumamos
que {a; H} es una descomposicién en clases laterales izquierdas de G médulo H, implicando que {y(a; H)}
también lo es para cualquier y € G. Asi, para cada y,a € G, y(aH) es una clase lateral izquierda de H,
también lo es (y * a)H, pero y * a € y(aH) N (y * a)H. Por lo tanto, dado que G tiene un médulo de
descomposicién lateral izquierda H, y(aH) = (y x a)H y con esto G tiene un fuerte descomposicién en
clases laterales izquierdas médulo H. OJ

Como se observa en la demostracion del Lema 4.2.1, {y(a; H)} es una particién de G si {a; H } es una des-
composicién en clases laterales izquierdas de G médulo H. Sin embargo, {y(a;H)} no es necesariamente
una descomposicion en clases laterales.

Lema 4.2.2. Sean (G, x) un lazo y K, H sublazos de G con K < H, con G teniendo descomposiciones en
clases laterales izquierdas modulo K y H. Si [G : K); es finito entonces H tiene una descomposicion en
clases laterales izquierdas médulo K y [H : K], es finito.

Demostracion.
Por hipétesis tenemos que G = [[!_; a; K, donde ] denota una unién disjunta. Intersectando con H y
distribuyendo obtenemos que

H=GNH-= (ﬁaK) ﬂH:ﬁ(aiKﬂH).
=1

i=1
Vamos a demostrar que a; K N H no es vacio si y sélo si a; € H. Supongamos que a; € H, se sigue que
a; K C Hya; KN H = a;K. Inversamente, si a; K N H no es vacio entonces existe h € a; KX N H, con lo
cual h € Hyh € a; K, por tanto, existe k£ € K tal que h = a; * k. Dado que H es un sublazo de G, existe
un Unico x € H tal que = * k = h. Por cancelacién obtenemos x = a;, por lo que a; € H. Consideremos
ahora la transversal {a1,...,am, Gmy1,...,a,} tal que a; K N H no es vacio para i < m y vacio para
i > m. Por el Lema 3.2.1 y lo anterior se sigue que

m

H= H(aiKﬂH) = ﬁaiK,
=1

i=1
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con a; € H. Con esto, concluimos que H tiene una descomposicion en clases laterales izquierdas médulo
K yque [H : K]; es finito. O

Antes de iniciar nuestra teorema principal, notemos que el Lema 3.2.1 y 4.2.2 se aplican para una fuerte
descomposicidn en clases laterales.

Teorema 4.2.1. (Lema de Neumann para lazos). Sea (G, x) un lazo con G = J;_, g;H;, donde Hy, ..., H,,
son (no necesariamente distintos) sublazos de G tales que G tiene una fuerte descomposicion en clases la-
terales izquierdas modulo H; para i = 1,...,n. Se tiene que, si uno de los sublazos en esta union tiene un
indice infinito, es decir, el correspondiente |G : H;; es infinito, este sublazo puede omitirse de la union y
los sublazos restantes aiin forman un recubrimiento para el lazo.

Demostracion.
Primero mostramos que al menos uno de los sublazos H; tiene indice izquierdo finito en G. Sea G =
U?Zl g;H; y supongamos que r de los Hy, ..., H, son distintos. Procedamos por induccién en r.

Si r = 1 entonces G es una unién de un nimero finito de clases laterales del sublazo Hy y [G : Hy; es
finito. Ahora, sea r > 1y supongamos que r — 1 sublazos son distintos, se tiene que al menos uno tiene
indice finito en G.

Supongamos que los H; estdn etiquetados de tal manera que H,,,4; = -+ = H,,conm < ny H, es
distinto de cada uno de H,, ..., H,,, y donde exactamente  — 1 de los primeros m sublazos son distintos,
por lo que » — 1 < m. Luego, tenemos

G = GgiHi U LnJ giHn
i—1

i=m-+1

SiG=U.,, 41 9iH,, entonces [G : H,]; es finito y los sublazos Hy, ..., H,, pueden ser omitidos. De lo
contrario, existe un x € G tal que

ergiHi, pero x ¢ LnJ giH,,.
i=1

i=m-+1

Demostraremos que

m
eH, C | giHi. 4.1

i=1

Por contradicci6n, supongamos que existe un h € H, tal que zxh ¢ \J;" | g;H;. Asi, zxh € U;_,, .1 9iHn.
y usando la Propesicion 3.1.1, obtenemos xH,, = g;H,, para algin j con m + 1 < j < n. Concluimos
que z € J;_,, ,, 9:Hi, lo cual es una contradiccion.

Sea u; la solucién dnica de u; * z = g;, de modo que u;(xH,) = (u; * x)H, = g; H,. La multiplicacién
por la izquierda de (4,1) por u; lleva a

m m

m
9;H, Cuy (| J ol | = J(uy % g0 Hi = | ey Hi,
=1

i=1 =1

donde ¢;; = u; * g;. Concluimos que

U g;Hn C U UCz‘sz‘~

j=m+1 j=m+1i=1

Por lo tanto,
G= Ugin' U U UCinz'
i=1

j=m+1i=1

Asi que G es una unién de un nimero finito de clases laterales de Hy, ..., H,, de las cuales s6lo r — 1
son distintas seglin nuestra suposicion, y por induccién en 7, al menos uno de los H; tiene indice izquierdo
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finito en G.

Consideremos G = U?:l g;H; y supongamos que H1, ..., H,, tienen indice izquierdo infinito en GG, y que
H,41, ..., H, tienen indice izquierdo finito en G. Segun lo anterior, sabemos que m < n y obtenemos

n

G = (U giHi> U U g; H;
i=1

j=m+1

Seal = Hy,4+1N---NH,.Dadoque [G : H;]; < coparam+1 < j < n, se deduce por la Corolario 3.2.1
que [G : I]; es finito. Como I C H; param+1 < j < n,elLema4.2.2 implicaque [H, : I, =n; < ooy
que H tiene una fuerte descomposicién en clases laterales izquierdas médulo I. Sea {a;x}, ajr € Hj,1 <
k < m; un conjunto de representantes de las clases laterales de H; mddulo I. Definiendo b, = gja;x,
vemos que

giH; = | gi(al) = | J(g; ¥ ap)T = | bl
k=1 k=1 k=1

Concluimos que

G = <U giHZ) ul U Ubwl]. 4.2)
=1

j=m+1k=1

Ahora, si G = U?:m 1 UrZ, bjil, entonces G = Uj=m+195H;. y todos los sublazos de indice izquierdo
infinito han sido omitidos. De lo contrario, existe = € G tal que

xEUgiHi y l‘¢ U Ubjkl'
=1

j=m+1k=1

De igual forma que antes, demostraremos que

—

Il
_

K3
Nuevamente, por contradiccién, supongamos que existe i € I con zh ¢ | J"; g;H;. Por lo tanto,
n
zh S U ngj-
Jj=m+1
De ahi, zh € g; Hjs para algtn 5/, conm + 1 < j' <n.Como I C Hj, se sigue que
n
CCHj/ :gj/Hj/ y € U ngj,
Jj=m+1

lo cual es una contradiccion. Esto prueba (4,3).
Sea wjy, 1a tnica solucién de wjrx = bjk, y sea dijr = w;rg;. La multiplicacién por la izquierda de (4,1)
por w;y, junto con el Colorario 4.2.1 lleva a

wjk(xl) = (w]km)I = jkI g U ’Ll)jk(giHi) = U dz;kHz
i=1 i=1

Por lo tanto,

U Uwie U UUduti

j=m+1 k=1 j=m+1k=1i=1
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Esto, junto con (4,2), da

nj m

G= UgiHi U U U U dijrH;
i=1

j=m+1k=1i=1

Pero esto implicaria que al menos uno de los Hy, ..., H,, tiene indice izquierdo finito en G, lo que contra-
. . g . s . . . . . ’ n

dice nuestra suposicién de que Hy, . .., H,, tienen indice izquierdo infinito en G. Asi, G = | i—m+1 95

como se queria demostrar. [

Ahora el Teorema 4.2.1 junto con las Proposiciones 4.1.1, 4.1.2 y el Corolario 4.1.1, respectivamente,
conducen a los siguientes tres corolarios:

Corolario 4.2.2. Dado un lazo G con un recubrimiento finito por subgrupos H;, 1 = 1,...,n, tal que G
tiene una fuerte descomposicion por clases laterales izquierdas médulo H; para todo i, se tiene que G es
un lazo potencia asociativo con un subgrupo H de indice izquierdo finito en G y cada elemento de H es
diasociativo.

Corolario 4.2.3. Dado un lazo G con una 2-recubrimiento finito por subgrupos H;, i = 1, ... n, tal que
G tiene una fuerte descomposicion por clases laterales izquierdas médulo H; para todo i, se cumple que G
es un lazo disasociativo y Nuc(G) es un subgrupo de indice finito en G.

Corolario 4.2.4. Dado un lazo G con una 2-recubrimiento finito por subgrupos abelianos H;, i = 1,... n,
si G tiene una fuerte descomposicion por clases laterales izquierdas médulo H; para todo i entonces Z(QG)
es de indice finito en G.

A continuacién presentamos 2 ejemplos en los cuales se muestra que existen lazos que satisfacen las su-
posiciones del Teorema 4.2.1, los Corolarios 4.2.2 y 4.2.3, pero que no son necesariamente grupos. Un
lazo en el cual todos su sublazos son normales se denomina Lazo Hamiltoniano. Dado un lazo G, este
tiene una fuerte descomposicioén en clases laterales izquierdas mddulo cada subgrupo normal (ver Defi-
nicion 3.1.6), los lazos Hamiltonianos tienen una fuerte descomposicion por clases laterales izquierdas.
Norton en [Nor52] muestra la existencia de lazos finitos potencia asociativos asi como lazos Hamiltonianos
diasociativos que no son grupos.

Ejemplo 4.2.1. Sea L = H x G, donde H es un lazo finito, no asociativo, potencia asociativo, Hamilto-
niano y G es un grupo, entonces L = | J, ; H, donde H, = (x) x G, es un recubrimiento finito de L, y
L tiene una fuerte descomposicion por clases laterales izquierdas médulo H, para todo x.

Ejemplo 4.2.2. Sea G = H X G, donde H es un lazo finito, no asociativo, diasociativo, Hamiltoniano y
G es un grupo, entonces L = U{x,y}gH Hyy .y, donde Hy, g = (x,y) X G, es un 2-recubrimiento finito
de L, y L tiene una fuerte descomposicion por clases laterales izquierdas médulo H,, .,y para todo {x, y}.

Norton en [Nor52] demuestra que todo lazo Hamiltoniano, diasociativo y conmutativo es un grupo abeliano.
Por lo tanto, una construccién similar a las de los Ejemplos 4.2.1 y 4.2.2 no conduce a un lazo no-asociativo
que satisfaga las suposiciones del Corolario 4.2.4.

4.3. Ejemplos.

Ejemplo 4.3.1. Consideremos el conjunto generado por los elementos de la base de los octoniones QO =
({1,e;}), coni = 1,...,7, este forma un lazo de Moufang no asociativo (ver [Bae0l]), como se menciona
en el Ejemplo 4.1.2, este es diasociativo y por tanto potencia asociativo.

La tabla de Cayley viene dada de la siguiente manera.
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1 el es es €4 es €6 er
1 1 €1 €9 €3 €y €5 €6 er
€1 | €1 -1 €4 —€3 €5 —€g —€7 €6
€y | €2 —€4 -1 €1 (&1 (& —€5 —€3
ez |les e3 —ep —1 e —eg €5 —eq
eqs | eq —es —eg —er —1 el ) es
€5 | €5 €9 —€7 €g —€q -1 —E€3 €9
€6 | €6 (rd €4 —€5 —€9 €3 -1 —e1
€7 | €7 —€p €5 €4 —€3 —€3 €1 -1

Se verifica que para cada e; su generado es {e;) = {1,e;,—1,—e;}, parai = 1,...,7. Con esto es claro
que

como lo asegura el Teorema 4.1.1.

Ese mismo teorema nos asegura que existe un 2-recubrimiento finito por sublazos generados por dos ele-
mentos, es decir si consideramos A = {(e;,e;)|[i =1,...,7,5=1,..,7,i # j}

o=|JB

BeA

Notar que, aunque los sublazos generados por uno o dos elementos si forman un recubrimiento finito y
2-recubrimiento finito respectivamente, en ninguno de los casos estos no forman una particion de Q.

Ejemplo 4.3.2. De manera similar al ejemplo anterior, consideremos el conjunto de los sedeniones S
(ver [KMOO0]) y tomemos su base E1g = {e;|i = 0,1,...,15}. Sea S, = {+xe;|i = 0,1,...,15} el Lazo
Sedenion (ver [RS05]), donde ey = 1, es el elemento identidad, Sy, resulta ser un lazo potencia asociativo,
con lo cual, podriamos hacer una construccion de un recubrimiento finito usando el Teorema 4.1.1, pero
en esta ocasion, usaremos otros sublazos para construir dicho recubrimiento. Consideremos la tabla con
los siguientes sublazos dada en [RS05])

Ay | {eo,e1,e2,€3,€e4,65,€6,€7, —€0, —€1, —€2, —€3, —€4, —€5, —€G, —€7}

Ay | {eo,e1,e2,€3,€s,e9, €10, €11, —€0, —€1, —€2, —€3, —€8, —€9, —€10, —€11 }
As {60, €1, €4, €5, €8, €9, €12, €13, —€p, —€1, —€4, —€5, —€8, —€9, —€12, —613}
Ay | {eo,e1,e6,€7, €8, €9, €14, €15, —€0, —€1, —€6, —€7, —€8, —€9, —€14, —€15}
As {60, €2, €4, €, €8, €10, €12, €14, —€0, —€2, —€4, —€g, —€8, —€10, —€12, *614}
Ag | {eo,e2,e5,e7, €5, €10, €13, €15, —€0, —€2, —€5, —€7, —€8, —€10, —€13, —€15}
Aq {60, €3, €4, €7, €8, €11, €12, €15, —€p, —€3, —€4, —€7, —€8, —€11, —€12, *615}
Ag | {eo,e3,es5,€6,€5,€11, €13, €14, —€0, —€3, —€5, —€, —€8, —€11, —€13, —€14}

Notar que cada sublazo A; coni =1, ...,8 es isomorfo a O (lazo de los octoniones), con sus elementos en
términos de los generadores e; del lazo de los sedeniones. Es claro con esto que,

8
Sp =4
=1

Para los siguientes ejemplos, consideremos el siguiente teorema mostrado en [Che74] y [Bri22].

Teorema 4.3.1. Si (L, ) es un lazo de Moufang no asociativo para el cual todo conjunto minimo de
generadores contiene un elemento de orden 2 entonces existe un grupo no abeliano G, y un elemento x de
orden 2 en L, tal que cada elemento de L puede expresarse de manera tinica en la forma g - x*, donde
g € G, a=0,1,y el producto de dos elementos de L estd dado por

(g1 - %) * (g2 - %) = (g7 g8) - 2**°
donde v = (—1)¢y p = (—1)+°,
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Reciprocamente, dado cualquier grupo no abeliano G, el lazo L construido como se indico anteriormente
es un lazo de Moufang no asociativo.

Observacion 4.3.1. Notamos que si « = 1, entonces el orden de cada elemento g - x es 2, ya que (g - x) *
(9-2)=(9"g)2* =e.

Ejemplo 4.3.3. Consideremos con grupo simétrico de orden 3, S3 = {o;} coni = 0,1, ..., 5, donde oy es
el elemento identidad.

(1 2 3 (1 2 3 (1 2 3
90=1\1 2 3/ t=l2 1 3) 27\1 3 2/)°
(1 2 3 (1 2 3 (1 2 3
93=\3 2 1) %72 3 1) 957 \3 1 2/

La operacion es la composicion de funciones y la tabla de Cayley viene dada de la siguiente manera:

01 09 03 04 Oj
(& (& g1 02 03 04 05
g1 | 01 e o4 Oy 03 02
09 | 02 Oj & g4 01 O3
03 | 03 04 O5 € g2 01
04 | O4 03 01 02 05 €
05 | 05 0O 03 01 (& g4

Notamos que S3 no es abeliano y tampoco ciclico ya que la cantidad minima de generadores es 2. Un
conjunto generador minimo es {o1,04}, ademds o; y o; tienen orden 2y 3 respectivamente, parai = 1,2,3
yj=4,5.

Verificamos que cumple los requisitos del Teorema 4.3.1, para construir el lazo L de dicho teorema, con-
sideremos x € L tal que este tiene orden 2. Asi los elementos de L son de la forma g - z°, con g € Gy
a=0,1.

_ 0 0 0 0 0 0
L={oyp-2",01-2",09-2°,03-2°,04-2°,05-2°,00-%,01 2T,00-T,03 T,04-T,05" T},

0

donde o; - x° = o; para todo i = 0,1, ..., 5. Los elementos se operan de la siguiente manera

(g1-2°) * (g2 - %) = (g{gh) - 2°T~.

Por la Observacion 4.3.1, se tiene que el orden de o; - x es 2, para todo v = 0,1, ..., 5. Asi los elementos de
orden 2 en L son {o1,09,03,0; -z}, coni =0,1,....,5y los de orden 3 son {c4, 05} Ahora, L construido
de esta forma es un lazo de Moufang y por el Teorema 4.1.1 aseguramos que existen I-recubrimientos y
2-recubrimientos por subgrupos.

Consideremos algunos sublazos de L generados por dos elementos(grupos)

w (04,03 -x) ={00,04,05,01 -x,09 2,03 2} =2 S3
w (04,04 -2) ={00,04,05,2,04 - T,05 -} = S;3
» (01,02) = {00,01,02,03,04,05} = S3
w (e,01 x) = {00,012}
Por lo tanto, si X = {(04,03 - ), (04,04 - T),(01,02) } entonces L = J . x A — {53, 53,53}

Ejemplo 4.3.4. Consideremos el conjunto de las traslaciones y reflexiones de un tridngulo, el grupo diédri-
co D3 = {e,r,r%, s, sr,sr?}, su tabla de Cayley esta dada de la siguiente manera

* e r 7"2 S ST 87"2

(& € r 7"2 S ST 87“2

r r 7"2 (& ST ST2 S

7’2 7"2 e r ST2 S ST

S S ST 87’2 e r 7’2
ST ST ST2 S r 7’2 e
ST‘2 87"2 S ST 7“2 €




D3 es no abeliano y no es ciclico ya que la cantidad minima de generadores es 2. Un conjunto generador
minimo es {r, s}, ademds s,r tienen orden 2 y 3 respectivamente.

Verificamos que cumple los requisitos del Teorema 4.3.1, para construir el lazo L, consideremos x € L tal
que este tiene orden 2. Asi los elementos en L son de la forma g - x%, con g € Gy a = 0,1. Con esto,
consideremos que g - x° = gy e - x = x, para todo g € Gy por tanto

L={err? s srsr? xr-x,r’ x5 x,8 87 T}
Al igual que en el ejemplo anterior, los elementos se operan de la siguiente manera

(g1 2°) * (g2 - 2°) = (g} gh) - 2T

Nuevamente por la Observacion 4.3.1, se tiene que el orden de g- x es 2, paratodoi = 0,1,....5y g € Ds.
Asi, los elementos r,7% en L tienen orden 3, sr, sr? tienen orden 6 y el resto de elementos tienen orden 2.
Ahora, L construido de esta manera es un lazo de Moufang y por el Teorema 4.1.1 aseguramos que existen
1-recubrimientos y 2-recubrimientos por sublazos, que ademds son asociativos.

Consideremos algunos sublazos de L generados por dos elementos(grupos).
. <7”7l’> = {6,7‘,7‘2,.%',7" : .T,TQ : 33}
_ 2 2
w (s,xz) ={e,s,sr, 8%, 2,8 x,8r x,81% - X}

2

o (ryrex) ={e,r, 7% 2,0 2,7}

Nuevamente vemos que

L= (r,z)U/(s,z).

En general, dado cualquier grupo no abeliano con las condiciones del Teorema 4.3.1, podemos construir
un lazo de Moufang, con lo cual garantizamos que existen tanto 1-recubrimientos como 2-recubrimientos
finitos por sublazos que en este caso también son grupos.
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