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INTRODUCCIÓN
Este trabajo de investigación presenta la estructura algebraica de lazo, una generalización de los grupos, la
cual no es necesariamente asociativa, pero se mantiene la existencia de un elemento neutro e inversos. Los
lazos, junto con los cuasigrupos, forman una clase de estructuras algebraicas no asociativas que, a pesar de
su aparente simplicidad, presentan una amplia y compleja organización interna. A lo largo de este trabajo se
explora los fundamentos de la teorı́a de lazos y su relación con la teorı́a de grupos, se introducen conceptos
importantes como los recubrimientos por sublazos, y se adaptan resultados clásicos de la teorı́a de grupos
al contexto de estructuras no asociativas.

El principal objetivo es estudiar como los lazos pueden ser descompuestos y cubiertos por medio de subla-
zos. Esta idea de recubrimiento, que en teorı́a de grupos ha sido ampliamente estudiada, especialmente a
partir de los trabajos de Bernhard Neumann, se traslada de manera similar al ámbito de teorı́a de lazos, con
esto en mente, es necesario un desarrollo de propiedades básicas de los lazos, lo que nos lleva a estudiar
la teorı́a de cuasigrupos y su comportamiento bajo operaciones binarias no asociativas, lo cual nos permite
profundizar en el análisis de las descomposiciones internas de los lazos, proporcionando nuevas perspecti-
vas sobre como estas estructuras algebraicas pueden organizarse y ser descompuestas en componentes más
simples.

El trabajo comienza con una revisión de las definiciones básicas en teorı́a de grupos, que servirán como
punto de partida para el estudio de teorı́a de los lazos. Estos conceptos permiten no solo comprender la
organización interna de los grupos, sino también como estos pueden ser descompuestos y cubiertos por
subconjuntos más pequeños, lo que sienta las bases para el estudio de los lazos.

En el segundo capı́tulo se presentan algunas de las estructuras algebraicas que son generalizaciones de gru-
pos, las cuales son, magmas, cuasigrupos y lazos, ası́ como varias de sus propiedades y algunos ejemplos
que nos permiten ver como se estructuran estos conjuntos. Los magmas siendo un conjunto con una ope-
ración binaria cerrada, los cuasigrupos definidos por la existencia de soluciones únicas para las ecuaciones
de la forma a ∗ x = b y y ∗ a = b y finalmente un lazo, el cual es un cuasigrupo que además posee un
elemento neutro o identidad, lo que lo aproxima más a la estructura de un grupo, pero sin la necesidad de
ser asociativo. Al igual que en teorı́a de grupos, en este capı́tulo se estudian las subestructuras de lazo como
sublazos, especialmente el núcleo y centro, analizando su comportamiento y estructura dentro del lazo.

En álgebra moderna, el estudio de las subestructuras siempre resulta de suma importancia, en el capı́tulo
3, los sublazos nos permiten analizar las descomposiciones en clases laterales, adaptando las nociones que
en teorı́a de grupos son clásicas. El concepto de ı́ndice de un sublazo se convierte en una parte crucial para
entender como los lazos pueden ser estructurados y organizados. La descomposición de un lazo en clases
laterales permite dividir su estructura en partes más simples, facilitando su análisis y proporcionando una
idea más clara de su estructura interna.

Finalmente, en el capı́tulo 4, la idea de descomposición nos lleva a plantearnos nuevos conceptos, tales
como los recubrimientos finitos y los n−recubrimientos para lazos, en los cuales se muestran formas de
recubrir un lazo mediante una colección de sublazos, de manera análoga a como un grupo puede ser cubier-
to por subgrupos. Con esta idea de recubrimientos surge la necesidad de verificar si el Lema de Neumann,
un resultado clave en la teorı́a de grupos, se cumple para los lazos, con esto, se caracterizan los lazos que
pueden admitir un recubrimiento finito, siendo este el objetivo principal de este trabajo. La noción de recu-
brimiento no solo permite descomponer un lazo, sino también entender mejor su comportamiento global a
partir del análisis de sus subestructuras.
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Capı́tulo 1

Definiciones algebraicas básicas

En este capı́tulo se presentan algunas definiciones básicas de teorı́a de grupos, ası́ como algunas de sus
propiedades, las cuales nos ayudarán a comprender los conceptos a estudiar posteriormente en este trabajo.

1.1. Definiciones básicas de grupos y algunas propiedades
Definición 1.1.1. Un grupo es un par (G, ∗), donde G es un conjunto no vacı́o y “ ∗ ” es una ley de
composición interna definida en G,

G×G → G

(x, y) 7→ x ∗ y

tal que verifica las siguientes propiedades:

1. Asociativa: Para todo x, y, z ∈ G, (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z).

2. Existencia de elemento neutro: Existe e ∈ G tal que, para todo x ∈ G e ∗ x = x ∗ e = x.

3. Existencia de elemento simétrico (inverso): Para cada x ∈ G existe x′ ∈ G tal que x∗x′ = x′∗x = e.

Cuando no existe riesgo de confusión con la operación interna que estemos utilizando, diremos simplemen-
te que G es un grupo. Asimismo, escribiremos ab en vez de a ∗ b.

Definición 1.1.2. Si en un grupo G se verifica la propiedad conmutativa, es decir, xy = yx para todo
x, y ∈ G, diremos que G es un grupo conmutativo o abeliano.

Lema 1.1.1. Sea G un grupo, se verifica lo siguiente:

1. El elemento neutro e del grupo G es único.

2. Para cada x ∈ G, existe un único simétrico x′ ∈ G.

Demostración.

1. Supongamos que e1, e2 son elementos neutros en G. Se verifica que

e1 = e1e2 = e2.

2. Supongamos que x′ y x” son elementos simétricos de x en G. Se verifica que

x′ = x′e = x′(xx′′) = (x′x)x′′ = ex′′ = x′′.

Observación 1.1.1. Siempre que no exista riesgo de confusión, el elemento simétrico de x ∈ G, que hemos
demostrado que es único, lo denotaremos por x−1.
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Lema 1.1.2. Sea G un grupo, se verifica lo siguiente:

1. (xy)−1 = y−1x−1, ∀x, y ∈ G.

2. (x−1)−1 = x, ∀x ∈ G.

3. e−1 = e.

Demostración

1. (xy)(y−1x−1) = x(yy−1)x−1 = xex−1 = xx−1 = 1. De igual forma se demuestra que (y−1x−1)(xy) =
1. Ahora, al ser único el simétrico de un elemento, se tiene el resultado.

2. Como x−1x = xx−1 = e, por tanto, podemos afirmar que (x−1)−1 = x.

3. Como ee = e, tendremos que e−1 = e.

Ejemplo 1.1.1. Los números reales con la operación suma (R,+) forman un grupo donde el elemento
identidad es el 0 y para todo x ∈ R, su inverso es −x.

Ejemplo 1.1.2. El grupo de 4 de Klein, V = {e, a1, a2, a3}, es un grupo formado por cuatro elementos,
donde cada uno de ellos es inverso de sı́ mismo. Este posee la siguiente tabla de Cayley

∗ e a1 a2 a3
e e a1 a2 a3
a1 a1 e a3 a2
a2 a2 a3 e a1
a3 a3 a2 a1 e

Definición 1.1.3. Si G es un grupo y m ∈ Z, definimos las potencias enteras de un elemento a ∈ G como
sigue:

am =



(m)︷ ︸︸ ︷
a · · · a Si m > 0,

e Si m = 0,
(m)︷ ︸︸ ︷

a−1 · · · a−1 Si m < 0.

En el caso de un grupo abeliano (G,+), si m > 0, tenemos am =

(m)︷ ︸︸ ︷
a+ · · ·+ a = ma.

De la definición anterior se desprende el siguiente resultado, cuya demostración es inmediata.

Proposición 1.1.1. Sean G un grupo, a ∈ G y m,n ∈ Z. Se verifica lo siguiente:

1. aman = am+n.

2. (am)n = amn.

Proposición 1.1.2. Sean (G1, ∗) y (G2,+) dos grupos. Definimos en el conjunto G1 × G2 la operación
(a1, a2) • (b1, b2) = (a1 ∗ b1, a2 + b2). Se verifica que (G1 ×G2, •) es un grupo.

Demostración.
Veamos que se verifican las condiciones necesarias para ser grupo

1. La operación • es una operación interna, ya que para todo (a1, a2), (b1, b2) ∈ G1 ×G2, se tiene que
a1, b1 ∈ G1 y a2, b2 ∈ G2. Por tanto, a1 ∗ b1 ∈ G1 y a2 + b2 ∈ G2. De ahı́ que (a1, a2) • (b1, b2) =
(a1 ∗ b1, a2 + b2) ∈ G1 ×G2.

2. La propiedad asociativa en G1 ×G2 es consecuencia inmediata de la asociatividad en G1 y G2.
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3. Existencia de elemento neutro. El elemento (1G1
, 1G2

) es el elemento neutro, ya que para todo
(a1, a2) ∈ G1 ×G2, se tiene que (a1, a2) • (1G1

, 1G2
) = (1G1

, 1G2
) • (a1, a2) = (a1, a2).

4. Existencia de elemento simétrico. Dado un elemento (a1, a2) ∈ G1 × G2, se tiene que (a1, a2) •
(a−1

1 , a−1
2 ) = (1G1 , 1G2) = (a−1

1 , a−1
2 ) • (a1, a2). Por tanto, el elemento (a−1

1 , a−1
2 ) ∈ G1 ×G2 es

el elemento simétrico de (a1, a2). □

A este grupo se le denomina el producto directo de G1 y G2.

Definición 1.1.4. Sean (G1, ∗) y (G2,+) dos grupos y f : G1 → G2 una aplicación, se dice que f es un
homomorfismo de grupos si preserva las operaciones, es decir, ∀x, y ∈ G1, se cumple:

f(x ∗ y) = f(x) + f(y).

Definición 1.1.5. Sean (G1, ∗) y (G2,+) dos grupos y f : G1 → G2 una aplicación, se dice que f es un
isomorfismo de grupos si es homomorfismo de grupos y además, es biyectiva.

Nota. Dos grupos son homomorfos (isomorfos) si existe un homomorfismo (isomorfismo) entre ellos.

Definición 1.1.6. Sea G un grupo y X un conjunto. Decimos que G actúa sobre X o que hay una acción
de G sobre X , o simplemente que X es un G-conjunto si existe una función G ×X → X , (g, x) 7→ g · x
que satisface los siguientes axiomas.

1. e · x = x para todo x en X , donde e es el elemento identidad del grupo G.

2. g · (h · x) = (gh) · x para todo x en X , todo g, h en G (gh denota el producto en G de los elementos
g y h).

Definición 1.1.7. Sean x, y en un conjunto X , decimos que x está relacionado con y y escribimos x ∼ y
si existe g en G tal que g · x = y.

Observación 1.1.2. Notemos que la relación anterior es una relación de equivalencia:

1. Reflexiva: e · x = x, donde e denota el elemento identidad de G.

2. Simetrı́a: si g · x = y entonces g−1 · y = x.

3. Transitividad: si g · x = y y h · y = z entonces (hg) · x = z.

Las clases de equivalencia bajo esta relación de equivalencia se denominan órbitas de G en X o simplemente
órbitas, si G y X quedan claros en el contexto.

Definición 1.1.8. Sea x ∈ X , la órbita que lo contiene se define como Gx := {g · x |g ∈ G}.

Observación 1.1.3. Recordar que las clases de equivalencia que determina una relación de equivalencia
sobre un conjunto A forman una partición para dicho conjunto.

1.2. Subgrupos
La noción de subobjeto, en álgebra moderna, posee un valor esencialmente importante por la preservación
de propiedades en subconjuntos, es decir, por restricción de problemas elementales a partes más simples.

Definición 1.2.1. Dados (G, ∗) un grupo y H un subconjunto no vacı́o de G, diremos que H es un subgrupo
de G si H es un grupo respecto de la misma operación que dota a G de estructura de grupo y se denota
como H ≤ G.

Proposición 1.2.1. Dado (G, ∗) un grupo. H un subconjunto no vacı́o de G es subgrupo de G si y sólo si:

1. Para cualesquiera x, y ∈ H se tiene xy ∈ H .

2. El elemento neutro e de G pertenece a H .
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3. Para todo x ∈ H se tiene que su simétrico x−1 ∈ H .

Demostración.
(⇐=) Es inmediato, ya que basta observar que la condición (1) nos dice que la operación ∗ es interna en H ,
la condición (2) afirma que e es el elemento neutro de H , y la condición (3) dice que todo elemento de H
tiene inverso perteneciente también a H . Por tanto, sólo nos falta ver que se verifica la propiedad asociativa.
Pero si x, y, z ∈ H , entonces x, y, z ∈ G y por tanto,

x(yz) = (xy)z. (1.1)

(=⇒)
Si H es subgrupo de (G, ∗), tenemos que (H, ∗) es un grupo, por tanto, se verifica:

(1) La operación ∗ es interna en H y ası́ para cualquier par de elementos x, y ∈ H se tiene que xy ∈ H .

(2) Sea eH el elemento neutro en H , por tanto, para todo x ∈ H se tiene

xeH = eHx = x

pero, por otra parte, como x ∈ G, también se tiene

xe = ex = x

donde e es el elemento neutro de G, por tanto, para todo x ∈ H se verifica xeH = xe y de ahı́ que eH = e.

(3) Sea x′ ∈ H el simétrico de x, luego se tiene que xx′ = x′x = e. Por tanto, x′ es el simétrico de x en G
y ası́, por la unicidad del elemento simétrico, x−1 = x′ ∈ H . □

La siguiente proposición caracteriza de modo sencillo la condición de ser subgrupo.

Proposición 1.2.2. Sean G un grupo y H un subconjunto no vacı́o de G. Las siguientes proposiciones son
equivalentes:

1. H es subgrupo de G.

2. Para cada par de elementos x, y ∈ H , se tiene xy−1 ∈ H .

Demostración.
(1) =⇒ (2) : Sean x, y ∈ H . Por la Proposición 1.2.1 (3), y−1 ∈ H . Por tanto, x, y−1 ∈ H y por la
Proposición 1.2.1 (1) se tiene el resultado.

(2) =⇒ (1) : Veremos que H verifica las tres condiciones de la Proposición 1.2.1:

(2) Como H es no vacı́o, existe al menos un elemento x ∈ H . Por tanto, se tiene que e = xx−1 ∈ H .
(3) Como e ∈ H , para todo y ∈ H se tiene que y−1 = ey−1 ∈ H .
(1) Dados x, y ∈ H , como y−1 ∈ H por el apartado (3), se tiene xy = x(y−1)−1 ∈ H .

Observación 1.2.1. Dado un grupo G, los conjuntos {e} y G son subgrupos de G y son los llamados
subgrupos triviales del grupo G.

Definición 1.2.2. Llamaremos subgrupos propios de un grupo G, a aquellos subgrupos distintos de {e} y
G.

Ejemplo 1.2.1. Los subgrupos del grupo (Z,+) son los conjuntos de la forma mZ = {mx : x ∈ Z} , para
cada entero m no negativo.

Proposición 1.2.3. Sean G un grupo. Si H1, H2 son subgrupos de G entonces H1 ∩H2 es subgrupo de G.
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Demostración.
H1 ∩H2 ̸= ∅, ya que e ∈ H1 ∩H2 dado que e ∈ H1 y e ∈ H2 por ser subgrupos. Sean x, y ∈ H1 ∩H2

arbitrarios, como x, y ∈ H1 y x, y ∈ H2 por definición de intersección, luego y−1 ∈ H1, y
−1 ∈ H2, y

xy−1 ∈ H1, xy
−1 ∈ H2 por ser H1, H2 subgrupos, entonces xy−1 ∈ H1 ∩H2. Por tanto, por la Proposi-

ción 1.2.2 H1 ∩H2 es subgrupo de G.

Análogamente, se prueba que dado un grupo G y una familia {Hi}i∈I de subgrupos de G,
⋂

i∈I Hi también
es subgrupo de G.

Se acaba de probar que la intersección de dos subgrupos es un subgrupo, ¿será que una unión de subgrupos
arbitrarios es un subgrupo?

Consideremos el grupo (R2,+) y consideremos los subgrupos H1 = {(a, 0)/a ∈ R} y H2 = {(0, b)/b ∈ R}.
Se verifica que H1 ∪H2 no es subgrupo de R2, ya que no es cerrado, sean (1, 0) ∈ H1, (0, 1) ∈ H2, enton-
ces (1, 0) + (0, 1) = (1, 1), pero (1, 1) no pertenece ni a H1 ni a H2, por tanto, no pertenece a H1 ∪H2.

Proposición 1.2.4. Sean G un grupo y H1, H2 subgrupos de G, H1 ∪ H2 es subgrupo de G si y sólo si
H1 ⊂ H2 ó H2 ⊂ H1.

Demostración.
(⇐=) Si H1 ⊂ H2 entonces H1 ∪H2 = H2 que es subgrupo por hipótesis.
Análogamente se cumple si H1 ⊂ H2.

(=⇒)
Por contradicción, supongamos que H1 ̸⊂ H2 y H2 ̸⊂ H1, sean x ∈ H1 − H2 y y ∈ H2 − H1, estos
conjuntos son no vacı́os, pues H1 ̸⊂ H2 y H2 ̸⊂ H1). Como x ∈ H1 se sigue que x ∈ H1 ∪H2 y lo mismo
para y. Por tanto, xy ∈ H1 ∪ H2 por ser este subgrupo, por hipótesis. Luego, xy ∈ H1 o xy ∈ H2. Si
xy ∈ H1 entonces xy = h para algún h ∈ H1. Como H1 es subgrupo, y = x−1h ∈ H1 ya que x ∈ H1.
Luego, y ∈ H1 contrario a que y ∈ H2 − H1 como se habı́a elegido. Ası́ se prueba que xy /∈ H1, pero
análogamente se prueba que xy /∈ H2, Por lo que tenemos una contradicción.

1.3. Índice de un subgrupo y subgrupo normal.
La finitud en el número de elementos de un grupo es importante para distinguir grupos, no sólo por el as-
pecto contable, sino también por las propiedades inherentes a un grupo en virtud de su cardinal.

Definición 1.3.1. Sea G un grupo. Al cardinal de un subgrupo H de G se le llama orden de H y lo
denotamos por o(H). En particular, al número de elementos de G se llama orden de G. Un grupo es finito
cuando o(G) < ∞. En caso contrario, decimos que el grupo G es infinito.

Sean G un grupo y H ⊆ G un subgrupo. Definimos en G las siguientes relaciones binarias:

1. ∀x, y ∈ G xRHy ⇐⇒ xy−1 ∈ H ,

2. ∀x, y ∈ G xRHy ⇐⇒ x−1y ∈ H .

Lema 1.3.1. Con la notación anterior, las relaciones binarias RH , RH son relaciones de equivalencia
sobre G.

Demostración.
Lo demostraremos para RH , para RH es análogo.

Reflexiva: Para todo x ∈ G se tiene que xx−1 = e ∈ H , por tanto, xRHx.

Simétrica: Sean x, y ∈ G, tales que xRHy entonces xy−1 ∈ H . Pero al ser H un subgrupo, se tiene
que

(
xy−1

)−1 ∈ H . Por tanto yx−1 ∈ H , y de ahı́ que yRHx.
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Transitiva: Sean x, y, z ∈ G tales que xRHy e yRHz, entonces xy−1 ∈ H e yz−1 ∈ H . Por tanto,
al ser H un subgrupo, xz−1 =

(
xy−1

) (
yz−1

)
∈ H y de ahı́ que xRHz.

Dado a ∈ G, denotemos por [a]H y [a]H respectivamente las clases de equivalencia que las relaciones
RH , RH determinan en G. Asimismo, los conjuntos cocientes serán denotados por G/RH , G/RH respec-
tivamente.

Lema 1.3.2. Con la notación anterior, se verifica que [a]H = {ha : h ∈ H} y [a]H = {ah : h ∈ H}.

Demostración.
Notemos que

Ha = {ha : h ∈ H}
donde a ∈ G. Se trata de demostrar que [a]H = Ha. Si y ∈ [a]H entonces yRHa, por tanto ya−1 ∈ H .
Ası́, existe h ∈ H tal que ya−1 = h, y de aquı́ que y = ha, con h ∈ H . Por tanto y ∈ Ha. Recı́procamente,
sea y ∈ Ha. Luego existe h ∈ H , tal que y = ha, con lo cual ya−1 = h ∈ H . Ası́, yRHa y y ∈ [a]H . Por
lo tanto [a]H = Ha.

Definición 1.3.2. Las clases de equivalencia Ha y aH se llaman respectivamente clases laterales por la
derecha y por la izquierda de G módulo H .

Lema 1.3.3. Sea G un grupo, y H un subgrupo de G. Los conjuntos G/RH y G/RH tienen el mismo
cardinal.

Demostración.
Para demostrar que los conjuntos G/RH y G/RH tienen el mismo cardinal, estableceremos una aplicación
biyectiva entre ellos. Definimos

f : G/RH → G/RH

Ha 7→ a−1H.

Se verifica que:

1. f está bien definida y es inyectiva, ya que, dados a, b ∈ G, tenemos

Ha = Hb ⇐⇒ [a]H = [b]H

⇐⇒ aRHb

⇐⇒ ab−1 ∈ H

⇐⇒
(
a−1

)−1
b−1 ∈ H

⇐⇒ a−1RHb−1

⇐⇒
[
a−1

]H
=
[
b−1
]H

⇐⇒ a−1H = b−1H

⇐⇒ f(Ha) = f(Hb).

2. f es sobreyectiva, ya que para todo bH ∈ G/RH , existe Hb−1 ∈ G/RH tal que f
(
Hb−1

)
= bH.

Por tanto, card (G/RH) = card
(
G/RH

)
.

Definición 1.3.3. Sea G un grupo y sea H un subgrupo de G.

1. Si G/RH (y por tanto G/RH ) es un conjunto infinito, decimos que H es un subgrupo de G de ı́ndice
infinito.

2. Si G/RH (y por tanto G/RH ) es finito, se llama ı́ndice de H en G, y lo denotamos por [G : H], al
cardinal (común) de los conjuntos G/RH y G/RH . En este caso decimos que H es un subgrupo de
G de ı́ndice finito.
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Lema 1.3.4. Sea H un subgrupo de G, y sea x ∈ G. Las aplicaciones

f : H → Hx g : H → xH

h 7→ hx h 7→ xh

son biyectivas.

Demostración.
Haremos la demostración para la aplicación f . De igual forma se demuestra que g es biyectiva.

f es inyectiva, ya que si f(h1) = f(h2) entonces h1x = h2x. Por tanto, h1 = h2.

f es sobreyectiva, ya que para todo hx ∈ Hx, existe h ∈ H tal que f(h) = hx.

Del Lema 1.3.4, tenemos que:

1. Dado x ∈ G, existe una biyección entre Hx y xH . Sin embargo, estos pueden ser diferentes.

2. Si o(H) es finito, se verifica que card(Hx) = card(xH) = card(H) = o(H).

Definición 1.3.4. sea G un grupo, H un subgrupo de G y g un elemento cualquiera de G:

1. gH = {gh : h ∈ H} es una clase lateral izquierda de H en G.

2. Hg = {hg : h ∈ H} es una clase lateral derecha de H en G.

Proposición 1.3.1. Sean G un grupo y sea H un subgrupo de G. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

1. Ha = aH para cada a ∈ G.

2. H = a−1Ha para cada a ∈ G.

3. Para cada par de elementos a, b ∈ G tales que ab ∈ H entonces ba ∈ H.

Demostración.
(1) =⇒ (2): Si y ∈ a−1Ha entonces y = a−1 ha, con h ∈ H . Ası́ tenemos que ay = ha, de donde
ay ∈ Ha. Pero por hipótesis Ha = aH , luego existe h′ ∈ H tal que ay = ah′, de donde y = h′. Ası́
y ∈ H . Con esto hemos demostrado que a−1Ha ⊆ H .
Recı́procamente, sea h ∈ H , se sigue que ah ∈ aH . Por hipótesis tenemos que aH = Ha, luego existe
h′ ∈ H tal que ah = h′a, o lo que es lo mismo, h = a−1h′a. Por tanto, H ⊆ a−1Ha.

(2) =⇒ (3): Sean a, b ∈ G, tales que ab ∈ H . Luego ba =
(
a−1a

)
(ba) = a−1(ab)a ∈ a−1Ha = H .

(3) =⇒ (1) : Si x ∈ Ha entonces x = ha para algún h ∈ H , por tanto xa−1 = h ∈ H . Ası́, aplicando la
hipótesis, a−1x ∈ H , es decir, existe h′ ∈ H tal que a−1x = h′, de donde x = ah′ ∈ aH . Por consiguiente
Ha ⊆ aH . La otra inclusión se demuestra de forma análoga.

Definición 1.3.5. Dado un grupo G y H ≤ G, al conjunto X conformado por exactamente un representante
de cada clase lateral derecha de H se denomina transversal derecha de H en G, de igual manera se define
una transversal izquierda de H en G.

Definición 1.3.6. Diremos que un subgrupo H de un grupo G es subgrupo normal, y se denotará por
H ◁ G, si verifica una cualquiera y por tanto, todas las condiciones de la Proposición 1.3.1.

Proposición 1.3.2. (Cociente por un Grupo Normal) Sea G un grupo, H un subgrupo normal de G. El
conjunto de las clases laterales izquierdas (que coincide con el conjunto de las clases laterales derechas)
tiene una estructura de grupo respecto a la operación definida por

(aH) ∗ (bH) := abH.

Simbolizaremos a ese grupo por G/H y lo llamaremos el grupo cociente de G por (el subgrupo) H o G
módulo H .
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Demostración.
La definición de normal garantiza que la operación definida en el enunciado está bien definida en el conjunto
de las clases laterales. El neutro para la operación es la clase del neutro H = eH , ya que eHxH = exH =
xH = xeH = xHeH . La asociatividad sigue de, xH(yHzH) = xH(yzH) = x(yz)H = (xy)zH =
xyHzH = (xHyH)zH . Análogamente, xHx−1H = xx−1H = eH = H = eH = (x−1x)H = x−1HxH .
Lo que prueba que la clase x−1H es la inversa de la clase xH .

1.4. Recubrimiento de grupos por subgrupos (Resultados).
Decimos que un grupo tiene un recubrimiento por subgrupos si es la unión teórica de conjuntos de subgrupos
propios, y si el conjunto de subgrupos es finito, se dice que el recubrimiento es finito. Tales recubrimientos
han sido ampliamente estudiados en teorı́a de grupos y recientemente se han planteado problemas análogos
para anillos y para semigrupos (conjunto con una operación cerrada y asociativa) se discutieron en [HAL97;
LJJ01], respectivamente. Con esto, se tienen los siguientes resultados.

Teorema 1.4.1. Un grupo es la unión teórica de tres subgrupos propios si y solo si el grupo tiene una
imagen homomórfica al grupo de cuatro de Klein.

Bernhard Neumann en [Neu54a; Neu54b] investigó los recubrimientos por clases laterales. El siguiente
teorema, a menudo llamado Lema de Neumann, es una clave para muchos de los resultados en teorı́a
de grupos. Particularmente se enuncia una caracterización de los grupos que tienen recubrimientos finitos
como corolario del siguiente teorema.

Teorema 1.4.2. Sea G =
⋃k

i=1 giHi, donde H1, ...,Hk son subgrupos (no necesariamente distintos) de
G. Si omitimos de la unión cualquier clase lateral giHi para la cual [G : Hi] sea infinito, la unión de las
clases laterales restantes sigue siendo todo G.

Corolario 1.4.1. Un grupo tiene un recubrimiento finito por subgrupos si y sólo si tiene una imagen ho-
momórfica no cı́clica finita.

Observación 1.4.1. Notamos que en el Teorema 1.4.2, si consideramos a gi = e para todo i = 1, ..., k,
entonces se tiene que G es unión de subgrupos.

Ejemplo 1.4.1. El grupo de cuatro de Klein, V = {e, a1, a2, a3}, admite una descomposición de tres
subgrupos. Consideremos los conjuntos Vi = {e, ai}, se verifica que Vi es subgrupo de V , por ser ai su
propio inverso para i = 1, 2, 3, por lo tanto, tenemos que

V = V1 ∪ V2 ∪ V3.

Ejemplo 1.4.2. El grupo cuaternión Q8 = {±1,±i,±j,±k} el cual tiene la siguiente tabla de Cayley.

∗ 1 −1 i −i j −j k −k
1 1 −1 i −i j −j k −k
−1 −1 1 −i i −j j −k k
i i −i −1 1 k −k −j j
−i −i i 1 −1 −k k j −j
j j −j −k k −1 1 i −i
−j −j j k −k 1 −1 −i i
k k −k j −j −i i −1 1
−k −k k −j j i −i 1 −1

Este es la unión de tres subgrupos propios. Una prueba directa es ver que Q8 = H1 ∪ H2 ∪ H3, donde
H1 = ⟨i⟩, H2 = ⟨j⟩, H3 = ⟨k⟩.
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Capı́tulo 2

Cuasigrupos y Lazos

Este capı́tulo se centrará en dar una introducción al estudio de estructuras algebraicas no asociativas, con
el objetivo de extender algunas analogı́as respecto a definiciones y propiedades presentadas en teorı́a de
grupos y verificar su comportamiento en estructuras algebraicas más generales.

2.1. Magmas, cuasigrupos y lazos.
Una operación binaria (cerrada) en un conjunto no vacı́o G es simplemente una aplicación α : G ×G → G.
Siempre que α sea una operación binaria sobre G y a, b y c sean miembros de G tales que α(a, b) =
c, no dudaremos en emplear cualquiera de los recursos de notación comunes y útiles para registrar esta
información. Por ejemplo, podemos escribir a + b = c, a ∗ b = c, a ÷ b = c, etc., y dependiendo de la
notación seleccionada, podemos llamar a c la “suma”, “producto”, “cociente”, etc., de a y b. En el presente
capı́tulo y los posteriores, se va a emplear la notación “ ∗ ” o “producto” y, por lo tanto, a escribir a ∗ b = c
para α(a, b) = c e incluso a referirnos, informalmente, a (∗) en lugar de α como la operación binaria en G.

Definición 2.1.1. Un magma es un par (G, ∗), donde G es un conjunto no vacı́o, y (∗) una operación
binaria cerrada sobre G, es decir ∀a, b ∈ G, a ∗ b ∈ G.

Definición 2.1.2. Sea (G, ∗) Un magma y sea a ∈ G cualquier elemento fijo, las aplicaciones,

La : G → G Ra : G → G

x 7→ a ∗ x x 7→ x ∗ a

Para todo x ∈ G, se denominan traslaciones izquierda y derecha respectivamente.

Definición 2.1.3. Un magma (G, ∗) es llamado cuasigrupo si las traslaciones La y Ra son biyecciones
para todo a ∈ G.

Proposición 2.1.1. Dado un magma (G, ∗), las siguientes condiciones son equivalentes,

1. (G, ∗) es un cuasigrupo.

2. Para todo a, b ∈ G las ecuaciones a ∗ x = b, y ∗ a = b tienen solución única.

Demostración.
1 =⇒ 2
Es claro ya que si (G, ∗) es cuasigrupo entonces las traslaciones La y Ra son biyecciones para todo a ∈ G,
luego, dado que b ∈ G, se tiene que existen únicos x, y ∈ G tal que La(x) = b y Ra(y) = b, esto implica
que las ecuaciones a ∗ x = b y y ∗ a = b tienen solución única.

2 =⇒ 1
También es claro, ya que si las ecuaciones a ∗x = b y y ∗a = b tienen solución única, x, y ∈ G son únicos,
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y esto implica que para todo a ∈ G, las traslaciones La : G → G y Ra : G → G son biyecciones.

Teorema 2.1.1. Sea (G, ∗) un cuasigrupo. Se tienen las siguientes propiedades:

1. Para (a, b) ∈ G × G existe un único (x, y) ∈ G × G tal que a ∗ x = y ∗ a = b (solubilidad única).

2. Para a, x, y ∈ G, a ∗ x = a ∗ y implica que x = y (cancelación izquierda).

3. Para a, x, y ∈ G, x ∗ a = y ∗ a implica que x = y (cancelación por la derecha).

Demostración.
(1) se probó en la Proposición 2.1.1, por otro lado, (2), (3) se desprenden de la biyectividad de La, Ra res-
pectivamente, vistas en la Definición 2.1.2. De 1 se puede ver fácilmente que para cada elemento a ∈ (G, ∗)
existe una identidad local única izquierda (derecha) la(ra) tal que la ∗ a = a(a ∗ ra = a). Diferentes ele-
mentos pueden tener diferentes identidades locales.

Aunque 1,2,3 del Teorema 2.1.1 son condiciones necesarias para que un magma (G, ∗) sea un cuasigrupo,
sólo la condición 1 es, en general, una condición necesaria y suficiente para (G, ∗) ser un cuasigrupo. Sin
embargo, en presencia de la finitud, tenemos lo siguiente.

Teorema 2.1.2. Sea (G, ∗) un magma finito, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. (G, ∗) es un cuasigrupo.

2. La : G → G y Ra : G → G son inyectivas para todo a ∈ G.

3. La : G → G y Ra : G → G son sobreyectivas para todo a ∈ G.

4. Las leyes de cancelación de derecha e izquierda son válidas para (G, ∗).

5. Cada elemento de G aparece una vez y sólo una vez en cada fila y en cada columna de una tabla de
Cayley para (G, ∗).

Demostración.
Primero recordemos que dado un conjunto finito G y cualquier aplicación α : G → G, α es inyectiva si y
solo si es sobreyectiva.

1 =⇒ 2. Si G es un cuasigrupo, se tiene que La y Ra son biyectivas, por tanto, son inyectivas para todo
a ∈ G.

2 =⇒ 3. Si La : G → G y Ra : G → G son inyectivas para todo a ∈ G, como G es finito, se cumple que
La : G → G y Ra : G → G son sobreyectivas para todo a ∈ G.

3 =⇒ 4. Dado que La : G → G y Ra : G → G son sobreyectivas, cualquier elemento de G puede escribir-
se como x ∗ a o a ∗ x, para algún x ∈ G. Con esto, las ecuaciones a ∗ x = b y x ∗ a = b tienen solución
única, para a, b ∈ G. Ası́ se cumple la ley de cancelación por izquierda y derecha.

4 =⇒ 5. Supongamos que un elemento a aparece dos veces en una fila, entonces existe b ∈ G tal que
a = b ∗ c y a = b ∗ d, pero esto contradice la ley de cancelación por la izquierda, de igual manera se veri-
fica que si un elemento aparece dos veces en una columna, se contradice la ley de cancelación por la derecha.

5 =⇒ 1. Si cada elemento aparece una sola vez en cada fila o columna, se asegura que las ecuaciones
a ∗ x = b y y ∗ a = b tienen solución única.

Definición 2.1.4. Un magma (G, ∗) es conmutativo si La = Ra para todo a ∈ G.

Definición 2.1.5. Un magma (G, ∗) es asociativo si Ra∗b(x) = Rb(Ra(x)) para todo a, b, x ∈ G.
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Definición 2.1.6. Si (G, ∗) es un magma y sea e ∈ G, que e es un elemento de identidad izquierdo
(derecho) para (G, ∗) significa que Le : G → G (Re : G → G) es la aplicación identidad de G. También
que e sea un elemento identidad para (G, ∗) significa que e es un elemento de identidad izquierdo y derecho
para (G, ∗).

Algunos de los conceptos recién definidos están relacionados como se indica a continuación:

Teorema 2.1.3. Si (G, ∗) es un cuasigrupo asociativo, (G, ∗) necesariamente tiene un elemento de identi-
dad único.

Demostración.
Como G no es vacı́o, hay al menos un elemento a en G. Ahora, por Teorema 2.1.1 existe e ∈ G tal que
a ∗ e = a, sea b cualquier elemento en G, de nuevo por el Teorema 2.1.1 existe y ∈ G tal que y ∗ a = b.
De ello se deduce que Re(b) = b ∗ e = (y ∗ a) ∗ e = Re(Ra(y)) = Ra∗e(y) = Ra(y) = y ∗ a = b
(obsérvese cómo se usa la asociatividad aquı́). Por tanto, Re : G → G es la aplicación de identidad en G,
por lo que e es un elemento de identidad derecho para (G, ∗).

Ahora, sea b cualquier elemento en G. Tenemos b ∗ b = (b ∗ e) ∗ b = Rb(Re(b)) = Re∗b(b) = b ∗ (e ∗ b)
(una vez más se utiliza la asociatividad). Por cancelación por la izquierda (ver Teorema 2.1.1) observamos
que b ∗ b = b ∗ (e ∗ b) implica b = e ∗ b. Esto es cierto para todo b ∈ G, luego Le(b) = b para todo b ∈ G.
Pero que Le : G → G sea la aplicación identidad en G significa que e es un elemento identidad izquierdo
para (G, ∗).
Ası́, e es un elemento identidad para (G, ∗) y, de hecho, es el único (ver Ejercicio I.1.I en [Pfl90] ) .

No es cierto que un cuasigrupo con un elemento identidad tenga que ser asociativo. Considere el siguiente
ejemplo:

Ejemplo 2.1.1. Sea G = {1, 2, 3, 4, 5} y sea (∗) dado por

* 1 2 3 4 5
1 1 2 3 4 5
2 2 1 4 5 3
3 3 5 1 2 4
4 4 3 5 1 2
5 5 4 3 2 1

Según el Teorema 2.1.2, el sistema binario (G, ∗) es un cuasigrupo, ya que cada elemento de G aparece
una vez y exactamente una vez en cada fila y en cada columna. Claramente, 1 es el elemento identidad,
pero (G, ∗) no es asociativo, ya que R3∗4(3) ̸= R4(R3(3)).

En vista del Teorema 2.1.3, se tiene la siguiente definición.

Definición 2.1.7. Si un magma (G, ∗) es un grupo entonces (G, ∗) es un cuasigrupo asociativo.

Ası́, los grupos son precisamente aquellos cuasigrupos que son asociativos y, por tanto, también tienen un
elemento identidad.

Consideremos ahora aquellos cuasigrupos que poseen un elemento identidad, sin ser necesariamente aso-
ciativos.

Definición 2.1.8. Un magma (G, ∗) es llamado lazo si es un cuasigrupo y además (G, ∗) posee un elemento
neutro (identidad).

Por tanto, los grupos son aquellos lazos que son asociativos. El Ejemplo 2.1.1 muestra que existen lazos
que no son grupos.

Definición 2.1.9. Un cuasigrupo (lazo) (G, ∗) es conmutativo si (G, ∗) es conmutativo de acuerdo con la
Definición 2.1.4.
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Proposición 2.1.2. Sea (G, ∗) un cuasigrupo que posee elemento identidad e, se cumple lo siguiente:

1. Para todo a ∈ G, se tiene que existen únicos x, y ∈ G tal que a ∗ x = y ∗ a = e (existencia de
inversos por izquierda y derecha).

2. (G, ∗) siempre cumple los axiomas de grupo, excepto la asociatividad.

Demostración.

1. Dado que (G, ∗) es cuasigrupo con identidad, es decir, e ∈ G, luego por la Proposición 2.1.1,
tomando b = e, las ecuaciones a∗x = e y y ∗a = e tienen solución única, entonces a∗x = y ∗a = e
(existencia de inversos por izquierda y derecha).

2. Es no vacı́o y la operación es cerrada por ser un magma.
a) Por hipótesis e ∈ G (existencia de identidad).
b) De 1. para todo a ∈ G, se tiene el resultado.

Ejemplo 2.1.2. Sea G = {1, 2, 3, 4, 5} y sea (◦) dada por

◦ 1 2 3 4 5
1 1 2 3 4 5
2 2 3 4 5 1
3 3 4 5 1 2
4 4 5 1 2 3
5 5 1 2 3 4

(G, ◦) es un ejemplo de lazo conmutativo, que también resulta ser un grupo. (El lazo (G, ∗) del Ejemplo
2.1.1 no es conmutativo).

Sea (G, ∗) un cuasigrupo. Según la definición misma de cuasigrupo (ver Definición 2.1.3), todas las tras-
laciones La : G → G y Ra : G → G, para todo a ∈ G, son biyecciones de G. Como tal, todas tienen
aplicaciones inversas L−1

a : G → G y R−1
a : G → G que no son necesariamente traslaciones. (Por ejem-

plo, para a ∈ G no hay garantı́a, en general, de que haya b ∈ G de modo que L−1
a = Lb ó R−1

a = Rb).
Dadas estas aplicaciones inversas, se definen las operaciones binarias (\) y (/) para el conjunto G. Sea

x\y = L−1
x (y) y x/y = R−1

y (x)

para todo x, y ∈ G. Tenga en cuenta que x\y = z si y sólo si x ∗ z = y, y que x/y = z si y sólo si
z ∗ y = x. Con esto, es fácil ver que (G, \) y (G, /) también son cuasigrupos:
La existencia y unicidad de soluciones para a/w = b, x/a = b, a\y = b, z\a = b se deriva de la existencia
y unicidad de soluciones para b ∗w = a, b ∗a = x, a ∗ b = y, z ∗ b = a, respectivamente, en el cuasigrupo
(G, ∗).
Los cuasigrupos (G, \) y (G, /) se denominan conjugados de (G, ∗).

Utilizando las operaciones (/) y (\) a veces resulta ventajoso dar una definición diferente para un lazo:

Definición 2.1.10. Un lazo (G, ∗, /, \) es un conjunto G junto con tres operaciones binarias (∗), (/), (\)
tales que

1. a ∗ (a\b) = b, (b/a) ∗ a = b para todo a, b ∈ G,

2. a\(a ∗ b) = b, (b ∗ a)/a = b para todo a, b ∈ G,

3. a\a = b/b para todo a, b ∈ G.
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2.2. Subcuasigrupos y sublazos.
Sea (G, ∗) un magma. Recuerde de la Sección 2.1 que x ∗ y = α(x, y) para alguna α : G×G → G. Ahora
bien, para cualquier subconjunto H no vacı́o de G es cierto que ∅ ̸= H × H ⊆ G × G. Por lo tanto, se
puede considerar la restricción β de α a H×H . Es decir, β(x, y) = α(x, y) para todo (x, y) ∈ H×H . Ası́
H es un magma relativo a β sólo si el rango de β es un subconjunto de H , y es sólo cuando esto ocurre que
consideramos a H como un submagma del magma (G, ∗). Tomando esto en cuenta, es conveniente dejar
que “ ∗ ” cumpla dos funciones,

x ∗ y = α(x, y) = β(x, y)

para todo (x, y) ∈ H ×H .

Con lo anterior, que un subconjunto H no vacı́o de G sea un submagma de un magma (G, ∗) significa que
(H, ∗) es en sı́ mismo un magma.

Consideremos lo siguiente: Sea G = R, el conjunto de todos los números reales, sea H = R+, el con-
junto de todos los números reales no negativos, y sea (−) la operación binaria de la resta ordinaria. Ası́
∅ ≠ H ⊂ G, pero H no es un submagma del magma (G,−). Por otro lado, debe quedar claro que H es un
submagma del magma (G,+), donde “ + ” denota suma ordinaria.

Nos interesa algo un poco más especı́fico en esta sección. En el contexto previsto en los párrafos anteriores,
formulamos lo siguiente.

Definición 2.2.1. Un subconjunto H no vacı́o de un conjunto G es un subcuasigrupo (sublazo, subgrupo)
de un cuasigrupo (G, ∗) si (H, ∗) es un cuasigrupo (lazo, grupo).

Siempre que (G, ∗) sea un cuasigrupo, recuerde de la Sección 2.1 que (G, /) y (G, \) también son cuasi-
grupos. Luego, con las concesiones de notación hechas al comienzo de esta sección tenemos el siguiente
resultado útil.

Teorema 2.2.1. Sea (G, ∗) un cuasigrupo. Un subconjunto H no vacı́o de G es un subcuasigrupo de (G, ∗)
si y sólo si (H, ∗),(H, /) y (H, \) son magmas.

Demostración.
La necesidad es clara. En cuanto a la suficiencia, supongamos que (H, ∗), (H, /), y (H, \) son magmas.
Ahora sea a, b ∈ H . Como a, b ∈ G existe un único x ∈ G de modo que a ∗ x = b, lo cual nos lleva a que
x = a\b, luego x ∈ H ya que a, b ∈ H y (H, \) es un magma. El hecho de que x sea el único elemento
en H tal que a ∗ x = b es obvio ya que (G, ∗) es un cuasigrupo. Asimismo, dado que (H, /) es un magma,
podemos demostrar que existe un único y ∈ H tal que y ∗ a = b. Por lo tanto, (H, ∗) es un cuasigrupo y ası́
H es un subcuasigrupo de (G, ∗).

Dado que estamos interesados en los lazos, se incluye el siguiente teorema, aunque se ve fácilmente que es
poco más que un corolario del teorema anterior.

Teorema 2.2.2. Sea (G, ∗) un lazo. Un subconjunto H no vacı́o de G es un sublazo del lazo (G, ∗) si y
sólo si (H, ∗), (H, /) y (H, \) son magmas.

Demostración.
La necesidad es obvia. En cuanto a la suficiencia, sean (H, ∗), (H, /) y (H, \) magmas. Luego, según el
Teorema 2.2.1, queda claro que H es un subcuasigrupo de (G, ∗). Por tanto, (H, ∗) es un cuasigrupo.
Dado que (G, ∗) es un lazo, (G, ∗) tiene un elemento identidad, digamos e. Como H ̸= ∅ existe a ∈ H ,
claramente (a/a) ∗ a = a = e ∗ a, por cancelación por la derecha en (G, ∗) (ver Teorema 2.1.1) vemos
que a/a = e. Pero (H, /) es un magma, por lo que e ∈ H , evidentemente e es un elemento identidad para
(H, ∗), y nuestra demostración está completa. (Véase también el Ejercicio 1.2.A. en [Pfl90])
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Encontraremos conveniente escribir H ≤ G para indicar que H es un sublazo de un lazo (G, ∗). Obvia-
mente, sólo podemos utilizar este recurso de notación cuando sabemos por el contexto exactamente que
lazo (G, ∗) se está considerando.

Los dos teoremas anteriores resultan muy familiares en presencia de asociatividad. De hecho, resulta que
si que ∅ ≠ H ⊆ G entonces H es un subgrupo de un grupo (G, ∗) si y sólo si (H, /) es un magma. En
concreto tenemos lo siguiente:

Proposición 2.2.1. Si H es un sublazo de un lazo (G, ∗), se tiene que (H, ∗) y (G, ∗) comparten el mismo
elemento de identidad.

Demostración. Sea e el elemento identidad en (G, ∗) y e1 el elemento identidad en (H, ∗), luego e1 ∗ e1 =
e1, e∗e1 = e1 se sigue que e∗e1 = e1 ∗e1, por lo tanto e = e1 por cancelación a la izquierda (ver Teorema
2.1.1).

Teorema 2.2.3. Sea (G, ∗) un grupo, para cualquier subconjunto H no vacı́o de G las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

1. (H, ∗) es un grupo.

2. (H, /) y (H, \) son magmas.

3. H es un subgrupo de (G, ∗).

4. H ≤ G.

Demostración.
1 =⇒ 2. Dado que (H, ∗) es un grupo, este es cerrado, tiene inversos, elemento identidad y es asociativo
bajo la operación (∗).
Como H es grupo, es no vacı́o. Ahora sean x, y ∈ H arbitrarios, luego x\y = z si y sólo si x ∗ z = y pero
como x ∈ H , se tiene que existe su inverso, de manera que z = x−1 ∗ y ∈ H por ser grupo, con esto (H, \)
es cerrado y por tanto es un magma. Análogamente se prueba que (H, /) es magma.

2 =⇒ 3. Como (H, \) y (H, /) son magmas son cerrados bajo (\) y (/), además H es no vacı́o.
Ahora, sean x, y ∈ H , x ∗ y−1 = z si y sólo si z ∗ y−1 = x, pero esto es cierto si y sólo si x/y = z ∈ H
por ser magma, luego x ∗ y−1 ∈ H . Por tanto H es subgrupo de G.

3 =⇒ 4 Por definición de subgrupo. Ver Definición 1.2.1.
4 =⇒ 1 Por definición de subgrupo. Ver Definición 1.2.1.

Teorema 2.2.4. Sea (G, ∗) un cuasigrupo (lazo, grupo), sea ∅ ̸= S ⊆ G, y sea T cualquier conjunto no
vacı́o de subcuasigrupos (sublazos, subgrupos) de (G, ∗) con S ⊆ H siempre que H ∈ T . Se tiene que⋂

H∈T H es un subcuasigrupo (sublazo, subgrupo) de (G, ∗) con ∅ ≠ S ⊆
⋂

H∈T H .

Demostración.
Por conveniencia, sea D =

⋂
H∈T H . Es claro que S ⊆ D ⊆ G. Además, D ̸= ∅ ya que S ̸= ∅ luego

∅ ≠ D ⊆ G. Ahora sean a, b ∈ D, se sigue que a, b ∈ H para todos los H ∈ T . Dado que cada H ∈ T es
un subcuasigrupo de (G, ∗), sabemos que cada uno de (H, ∗), (H, /), (H, \) es un magma (ver Teorema
2.2.2). Por lo tanto, a ∗ b ∈ H , a/b ∈ H y a\b ∈ H para todos los H ∈ T . En consecuencia, a ∗ b, a/b
y a\b son todos elementos de D. Por tanto, (D, ∗), (D, /) y (D, \) son magmas. Por el Teorema 2.2.2 se
deduce que D es un subcuasigrupo de (G, ∗).

Ahora, supongamos que (G, ∗) es un lazo y que H es un sublazo de (G, ∗) siempre que H ∈ T . Sea e el
elemento identidad de (G, ∗). Por la Proposicion 2.2.1 está claro que e ∈ H para todos los H ∈ T . Luego
e ∈ D y se deduce fácilmente que el subcuasigrupo D de (G, ∗) es un sublazo del lazo (G, ∗).

Si (G, ∗) es un grupo y si cada H en T es un sublazo de (G, ∗) entonces del párrafo anterior se desprende
claramente que D es un sublazo de (G, ∗). Pero con (G, ∗) asociativo también lo es (D, ∗). Por tanto, D es
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un subgrupo de (G, ∗).

Ahora sea (G, ∗) un cuasigrupo (lazo, grupo), sea ∅ ≠ S ⊆ G y sea T el conjunto de todos los subcuasigru-
pos (sublazos, subgrupos) de (G, ∗) que tienen S como subconjunto. Claramente T ̸= ∅ ya que G ∈ T . Por
tanto, podemos aplicar el Teorema 1.2.5 y deducir que

⋂
H∈T H es un subcuasigrupo (sublazo, subgrupo)

de (G, ∗) con S ⊆
⋂

H∈T H . Usaremos ⟨S⟩ para denotar la intersección
⋂

H∈T H y se tiene la siguiente
definición:

Definición 2.2.2. Sea (G, ∗) un cuasigrupo (lazo, grupo), sea ∅ ≠ S ⊆ G, y sea T el conjunto de todos los
subcuasigrupos (sublazos, subgrupos) de (G, ∗) tales que S ⊆ H siempre que H ∈ T . El subcuasigrupo
(sublazo, subgrupo) ⟨S⟩ de (G, ∗) se llama subcuasigrupo (sublazo subgrupo) generado por S.

El conjunto ⟨S⟩ es el subcuasigrupo (sublazo, subgrupo) más pequeño del cuasigrupo (lazo, grupo) (G, ∗)
que contiene a S como subconjunto. En el caso de grupos, recuerde que se dispone de una caracterización
muy constructiva de la generación. En el caso de que ⟨S⟩ = G decimos que S genera (G, ∗) o que S es un
conjunto generador para (G, ∗). Siempre que S sea un conjunto con un único elemento S = {a} para algún
a ∈ G, acordaremos escribir ⟨a⟩ en lugar de ⟨{a}⟩.

Se dice que un cuasigrupo (G, ∗) es monogénico (se prefiere la palabra cı́clico si (G, ∗) es un grupo) siem-
pre que G = ⟨a⟩ para algún a ∈ G. De manera más general, un cuasigrupo (G, ∗) se genera de manera
finita siempre que G = ⟨S⟩ para algún subconjunto finito S de G.

Aunque un cuasigrupo (G, ∗) podrı́a no satisfacer una propiedad P , aún podrı́a satisfacerlo “localmente”
en el siguiente sentido: Un cuasigrupo (G, ∗) satisface la propiedad P localmente significa que todo sub-
cuasigrupo finitamente generado de (G, ∗) satisface P .

Observación 2.2.1. Notemos que dado un lazo (G, ∗) los elementos del sublazo generado por un elemento
a ∈ G, son potencias de a, es decir, ⟨a⟩ = {an|n ∈ Z} dado que si a ∈ H , con H ≤ G entonces todas las
potencias de a también están en H , por la cerradura de la operación ∗, por tanto, si T = {H ≤ G|a ∈ H}
entonces ⟨a⟩ =

⋂
H∈T H = {an|n ∈ Z}.

Definición 2.2.3. Un cuasigrupo (G, ∗) es potencia-asociativo si (⟨a⟩, ∗) es un grupo para cada a ∈ G.

Definición 2.2.4. Un cuasigrupo (G, ∗) es di-asociativo si (⟨a, b⟩, ∗) es un grupo para todo a, b ∈ G, con
a y b no necesariamente distintos.

Observación 2.2.2. Cualquier cuasigrupo (G, ∗) que sea di-asociativo es automáticamente potencia-
asociativo porque ⟨a⟩ = ⟨a, a⟩ para todo a ∈ G.

Sea (G, ∗) un lazo, y e su elemento identidad, sean xλ y xρ esos elementos únicos en G tales que xλ ∗ x =
x ∗ xρ = e para cada x ∈ G.

Definición 2.2.5. Un lazo (G, ∗) tiene la propiedad de inverso derecho si satisface las identidades y∗yρ =
e y (x ∗ y) ∗ yρ = x.

Definición 2.2.6. Un lazo (G, ∗) es potencia alternativo derecho si (x∗yi)∗yj = x∗yi+j se cumple para
todos los enteros i, j.

Observación 2.2.3. Nóte que si un lazo es potencia alternativo derecho entonces tiene la propiedad de
inverso derecho.

Definición 2.2.7. Un lazo de Bol derecho es un lazo que satisface la identidad de Bol derecha x((yz)y) =
((xy)z)y y un lazo de Bol izquierdo es un lazo que satisface la identidad de Bol izquierda (x(yx))z =
x(y(xz)).

Definición 2.2.8. Un lazo de Moufang es un lazo que es un lazo Bol derecho e izquierdo.

Teorema 2.2.5. Si (G, ∗) es un lazo de Bol derecho entonces:

(i) (G, ∗) satisface la propiedad de inverso derecho,
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(ii) yλ = yρ para todo y ∈ G.

Demostración.

(i) Sea z = yρ en la identidad de Bol derecha. Luego, ((x ∗ y) ∗ yρ) ∗ y = x ∗ ((y ∗ yρ) ∗ y) = x ∗ y
para todo x, y ∈ G. Por lo tanto, (x ∗ y) ∗ yρ = x para todo x, y ∈ G.

(ii) Sea z = yλ en la identidad de Bol derecha. Se tiene que ((x∗y)∗yλ)∗y = x∗((y∗yλ)∗y) para todo
x, y ∈ G. Ahora, usando la propiedad inverso derecho y el hecho de que y = (yλ)ρ, obtenemos que
x∗y = x∗((y∗yλ)∗y) para todo x, y ∈ G. Por lo tanto y∗yλ = e y ası́, yλ = yρ para todo y ∈ G.

A partir de acá, cuando se trate de lazos de Bol, consideremos xλ = xρ = x−1.

Definición 2.2.9. Si x es un elemento de un lazo de Bol derecho (G, ∗) y n es un entero no negativo.
Definimos xn recursivamente por x0 = e y xn = xn−1 ∗ x para n > 0. Para cualquier entero negativo n,
definimos xn por xn = (x−1)|n|.

Lema 2.2.1. Si (G, ∗) es un lazo de Bol derecho entonces

x ∗ yn = (x ∗ yn−1) ∗ y = (x ∗ y) ∗ yn−1 (2.1)

para todo x, y ∈ G y todos los enteros n.

Demostración.

Por inducción. Se cumple para n = 0 y para n = 1. Ahora, asumamos que, para k > 1,

x ∗ yk = (x ∗ yk−1) ∗ y = (x ∗ y) ∗ yk−1 (2.2)

para todo x, y ∈ G (en particular, yk = yk−1 ∗ y = y ∗ yk−1 para todo y ∈ G). Luego,

x ∗ yk+1 = x ∗ (yk ∗ y) = x ∗ ((y ∗ yk−1) ∗ y) = ((x ∗ y) ∗ yk−1) ∗ y = (x ∗ yk) ∗ y

para todo x, y ∈ G. Luego, reemplazando x por x ∗ y en 2.2, obtenemos

(x ∗ y) ∗ yk = ((x ∗ y) ∗ yk−1) ∗ y = x ∗ ((y ∗ yk−1) ∗ y) = x ∗ (yk ∗ y) = x ∗ yk+1

para todo x, y ∈ G. Por lo tanto, 2.1 se cumple para todos los enteros n ≥ 0.

Ahora, para todos los enteros n > 0 y para todo x, y ∈ G, aplicando 2.1 a x y y−1 obtenemos

x ∗ (y−1)n+1 = (x ∗ (y−1)n) ∗ y−1 = (x ∗ y−n) ∗ y−1

y aplicando 2.1 a xy y y−1 obtenemos

(x ∗ y) ∗ (y−1)n+1 = ((x ∗ y) ∗ y−1) ∗ (y−1)n = x ∗ y−n.

Por lo tanto, x ∗ y−n = (x ∗ y−n−1) ∗ y = (x ∗ y) ∗ y−n−1.

Proposición 2.2.2. Si (G, ∗) es un lazo de Bol entonces es potencia alternativo derecho.

Demostración.
El resultado deseado es claro para n = 0 y, por el Lema 2.2.1, también se cumple para n = 1.
Ahora supongamos cierto para cualquier entero n > 1, (x ∗ ym) ∗ yn = x ∗ ym+n se cumple para todos los
enteros m y para todos x, y ∈ G. Por el Lema 2.2.1, x∗ym+n+1 = (x∗ym+n)∗y = ((x∗ym)∗yn)∗y =
(x ∗ ym) ∗ yn+1 para todos x, y ∈ G y para todos los enteros m y todos los enteros no negativos n. (En
particular, para uso posterior, (yn)−1 = y−n para todos los enteros no negativos n y para todos y ∈ G).
Reemplazando m por m− n, tenemos (x ∗ ym−n) ∗ yn = x ∗ ym.
Por lo tanto, (x ∗ ym−n) = (x ∗ ym) ∗ (yn)−1 = (x ∗ ym) ∗ y−n para todos los enteros n ≥ 0, todos los
enteros m, y para todos x, y ∈ G.
En particular, ym ∗ yn = ym+n para todos y ∈ G y todos los enteros m y n.
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Proposición 2.2.3. Sea (G, ∗) un lazo. Si (G, ∗) es de Bol derecho entonces es potencia-asociativo.

Demostración.
Sean x, y, z ∈ ⟨a⟩ arbitrarios, para todo a ∈ G. Se tiene que x = am, y = an, z = ap, para algunos enteros
m,n, p. Por la Proposición 2.2.2, (x∗y)∗z = (am ∗an)∗ap = am ∗an+p = am ∗ (am ∗ap) = x∗ (y ∗z),
por lo tanto (⟨a⟩, ∗) es asociativo.

2.3. Núcleo y centro de un cuasigrupo.
Sea (G, ∗) un magma y sea a ∈ G. A veces, el papel que desempeña a como miembro de (G, ∗) puede
describirse o caracterizarse por el comportamiento de las traslaciones La : G → G y Ra : G → G , que se
introdujeron en la sección 2.1.

Definición 2.3.1. Sea (G, ∗) un magma y sea a ∈ G, a es nuclear izquierdo (medio, derecho) en (G, ∗) si
La∗x(y) = La(Lx(y)) (Lx∗a(y) = Lx(La(y)), Rx∗a(y) = Ra(Rx(y))) para todo x, y ∈ G. Además, a es
nuclear en (G, ∗) si a es nuclear izquierdo, medio y derecho en (G, ∗).

Proposición 2.3.1. Sea (G, ∗) un magma y sea a ∈ G. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. a es nuclear por la izquierda,

2. a ∗ (x ∗ y) = (a ∗ x) ∗ y para todo x, y ∈ G,

3. La(Rx(y)) = Rx(La(y)) para todo x, y ∈ G.

Demostración.
1 =⇒ 2. Si a es nuclear izquierdo entonces La∗x(y) = La(Lx(y), es decir (a ∗ x) ∗ y = a ∗ (x ∗ y), para
todo x, y ∈ G.
2 =⇒ 3. Si a ∗ (x ∗ y) = (a ∗ x) ∗ y para todo x, y ∈ G entonces La(Rx(y)) = a ∗ (y ∗ x) = (a ∗ y) ∗ x =
Rx(La(y)).
3 =⇒ 1. Si La(Rx(y)) = Rx(La(y)) para todo x, y ∈ G, basta con desarrollar ls aplicaciones en la igual-
dad y se tiene el resultado.

La proposición anterior corresponde al Ejercicio 1.3.A en [Pfl90], la prueba de los Ejercicios 1.3.B y I.3.C
también en [Pfl90] es análoga a la anterior.

Definición 2.3.2. Sea (G, ∗) un magma. El núcleo izquierdo Nλ (núcleo medio Nµ, núcleo derecho Nρ) de
(G, ∗) es el conjunto de todos los elementos nucleares izquierdos (medios, derechos) en (G, ∗) y el núcleo
N de (G, ∗) viene dado por N = Nλ ∩Nµ ∩Nρ.

En vista de las definiciones anteriores y los Ejercicios 1.3.A, I.3.B y I.3.C, queda claro que

Nλ = {a ∈ G | a ∗ (x ∗ y) = (a ∗ x) ∗ y, x, y ∈ G},
Nµ = {a ∈ G | (x ∗ a) ∗ y = x ∗ (a ∗ y), x, y ∈ G},
Nρ = {a ∈ G | (x ∗ y) ∗ a = x ∗ (y ∗ a), x, y ∈ G} .

No hay garantı́a de que existan elementos nucleares izquierdos, medios o derechos y por lo tanto, cualquiera
de Nλ, Nµ, Nρ, N bien podrı́a estar vacı́o.

Ejemplo 2.3.1. sea A = {1, 2, 3} y defina (∗) mediante la tabla de Cayley:

∗ 1 2 3
1 1 1 2
2 1 1 2
3 2 2 2

Aquı́ los tres Nλ, Nµ y Nρ son vacı́os. En efecto
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Para a = 1:
L1∗2(3) = L1(3) = 2

L1(L2(3)) = L1(2) = 1

⇒ ∃x, y ∈ G tal que La∗x(y) ̸= La(Lx(y))

∴ 1 /∈ Nλ.

Para a = 2:
L2∗1(3) = L1(3) = 2

L2(L1(3)) = L2(2) = 1

⇒ ∃x, y ∈ G tal que La∗x(y) ̸= La(Lx(y))

∴ 2 /∈ Nλ.

Para a = 3:
L3∗1(2) = L2(2) = 1

L3(L2(1)) = L3(1) = 2

⇒ ∃x, y ∈ G tal que La∗x(y) ̸= La(Lx(y))

∴ 3 /∈ Nλ.

Con esto verificamos que Nλ = ∅, análogamente se verifica que Nµ y Nρ son vacı́os.

Teorema 2.3.1. Sea (G, ∗) un magma. Si Nλ (Nµ, Nρ) no es vacı́o entonces Nλ(Nµ, Nρ) es un submag-
ma de (G, ∗).

Demostración. Supongamos que Nλ ̸= ∅, y sea a, b ∈ Nλ. Vemos que

L(a∗b)∗x = LLa∗b(x) = LLa(Lb(x)) = La∗(b∗x) = La(Lb∗x) = La(Lb(Lx)) = La∗b(Lx)

para todo x ∈ G, por lo que a∗b es nuclear izquierdo de acuerdo con la Definición 2.3.1. De ello se deduce
que Nλ es un submagma de (G, ∗). De manera similar se puede demostrar que Nµ y Nρ, son submagmas
de (G, ∗) siempre que no sean vacı́os.

Es claro (ver Ejercicio I.3.F en [Pfl90]) que siempre que Nλ(Nµ, Nρ) es un submagma de un magma (G, ∗),
de hecho, es un submagma asociativo de (G, ∗). Si el magma (G, ∗) es un cuasigrupo, podemos decir más
sobre los núcleos, como se indica a continuación:

Teorema 2.3.2. Sea (G, ∗) un cuasigrupo.

(i) Si Nµ ̸= ∅ entonces Nµ es un subgrupo de (G, ∗) y el elemento identidad e de (Nµ, ∗) es el elemento
identidad de (G, ∗).

(ii) Si Nλ ̸= ∅ entonces Nλ es un subgrupo de (G, ∗) y el elemento identidad de (Nλ, ∗) es un elemento
identidad a la izquierda de (G, ∗).

(iii) Si Nρ ̸= ∅ entonces Nρ es un subgrupo de (G, ∗) y el elemento identidad de (Nρ, ∗) es un elemento
identidad a la derecha de (G, ∗).

Demostración.
(i) Suponga que Nµ ̸= ∅, y sea a ∈ Nµ. Dado que (G, ∗) es un cuasigrupo, existe un único elemento
identidad local a la derecha e ∈ G tal que a ∗ e = a. También tenemos que (x ∗ a) ∗ e = x ∗ (a ∗ e) = x ∗ a
para todo x ∈ G (ya que a ∈ Nµ). Pero cada elemento y ∈ G es de la forma x∗a, ası́ que tenemos y∗e = y
para todo y ∈ G, luego e es un elemento identidad a la derecha para (G, ∗).
Ahora para x ∈ G sean xλ y xρ elementos únicos en G tales que xλ ∗ x = x ∗ xρ = e. Vemos que
a ∗ aρ = e = e ∗ e = e ∗ (a ∗ aρ) = (e ∗ a) ∗ aρ (ya que a ∈ Nµ), pero (G, ∗) es cancelativo, ası́ que
a ∗ aρ = (e ∗ a) ∗ aρ implica que e ∗ a = a. Luego, a ∗ x = (e ∗ a) ∗ x = e ∗ (a ∗ x) para todo x ∈ G.
Cada elemento y ∈ G es de la forma a ∗ x y por lo tanto y = e ∗ y para todo y ∈ G. Ası́, e es también un
elemento identidad a la izquierda para (G, ∗). Por tanto, e debe ser el elemento identidad para (G, ∗).
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Dado que e es el elemento identidad para (G, ∗), se tiene que (x ∗ e) ∗ y = x ∗ y = x ∗ (e ∗ y) para todo
x, y ∈ G, ası́, e ∈ Nµ. Ahora, para todo b ∈ Nµ tenemos que bλ∗(b∗bλ) = (bλ∗b)∗bλ = e∗bλ = bλ = bλ∗e
y ası́, por cancelación, se sigue que b∗bλ = e = b∗bρ. Nuevamente, por cancelación se prueba que bλ = bρ.
Para conveniencia, definamos b−1 como b−1 = bλ = bρ para todo b ∈ Nµ.

Ahora, para todo b ∈ Nµ y para todo x ∈ G se cumple que ((x ∗ b) ∗ b−1) ∗ b = (x ∗ (b ∗ b−1)) ∗ b =
(x ∗ e) ∗ b = x ∗ b, pero notamos que cada y ∈ G es de la forma x ∗ b. Ası́, (y ∗ b−1) ∗ b = y para todo
y ∈ G, luego Rb = Rb−1 para todo b ∈ Nµ. Examinando la expresión b ∗ (b−1 ∗ (b ∗ x)), se deduce de
manera similar que Lb = Lb−1 para todo b ∈ Nµ. Sean b, c ∈ Nµ, con la información anterior obtenemos
que c/b = R−1

b (c) = Rb−1(c) = c ∗ b−1 y que b ∗ c = L−1
b (c) = Lb−1(c) = b−1 ∗ c. Pero sabemos

que b−1 ∈ Nµ (ver arriba) y ası́, por el Teorema 2.1.2, se deduce que c/b y b\c están ambos en Nµ, por
tanto (Nµ, ∗), (Nµ/), y (Nµ\) son magmas. Por el Teorema 2.2.2 concluimos que Nµ es un subcuasigrupo
de (G, ∗). Pero (Nµ, ∗) también es asociativo y tiene un elemento identidad e, que se demostró que es el
elemento identidad para (G, ∗). Esto completa nuestra prueba de (i).

(ii) Sea Nλ ̸= ∅ y sea a ∈ Nλ, dado que (G, ∗) es un cuasigrupo, existe un único elemento e ∈ G tal
que a ∗ e = a. Se sigue que a ∗ ((e ∗ x) ∗ y) = (a ∗ (e ∗ x)) ∗ y = ((a ∗ e) ∗ x) ∗ y = (a ∗ x) ∗ y =
a ∗ (x ∗ y) = (a ∗ e) ∗ (x ∗ y) = a ∗ (e ∗ (x ∗ y)) para todo x, y ∈ G (observe como hemos repetido el uso
de a ∈ Nλ). Pero por cancelación a ∗ ((e ∗ x) ∗ y) = a ∗ (e ∗ (x ∗ y)) implica que (e ∗ x) ∗ y = e ∗ (x ∗ y).
Luego, tenemos e ∈ Nλ. Ahora, para todo x ∈ G también tenemos a ∗ (e ∗ x) = (a ∗ e) ∗ x = a ∗ x y
por cancelación, obtenemos e ∗x = x. Ası́, e es un elemento identidad a la izquierda para (G, ∗). Para todo
b ∈ Nλ tenemos (b∗e)∗a = b∗(e∗a) = b∗a (ya que e es un elemento identidad a la izquierda para (G, ∗)).
Concluimos, por cancelación, que b∗e = b para todo b ∈ Nλ, luego e es el elemento identidad para (Nλ, ∗).

Sea b ∈ Nλ, y sea bλ y bρ tal como en la prueba de (i). Es decir,si bλ y bρ son esos elementos únicos en G
tales que bλ ∗ b = b ∗ bρ = e entonces e ∗ b = b = b ∗ e = b ∗ (bλ ∗ b) = (b ∗ bλ) ∗ b y por cancelación,
tenemos que b ∗ bλ = e. Pero bρ es el único elemento en G tal que b ∗ bρ = e, ası́, bλ = bρ. Por lo tanto,
definamos b−1 como b−1 = bλ = bρ para todo b ∈ Nλ.

Para b ∈ Nλ y x, y ∈ G tenemos b ∗ (b−1 ∗ (x ∗ y)) = (b ∗ b−1) ∗ (x ∗ y) = e ∗ (x ∗ y) = x ∗ y (ya que
e es un elemento identidad a la izquierda para (G, ∗)). Pero x ∗ y = (e ∗ x) ∗ y = ((b ∗ b−1) ∗ x) ∗ y =
(b ∗ (b−1 ∗x)) ∗ y = b ∗ ((b−1 ∗x) ∗ y), por tanto, b ∗ ((b−1 ∗x) ∗ y) = b ∗ ((b−1 ∗x) ∗ y) y por cancelación,
b−1 ∗ (x ∗ y) = (b−1 ∗ x) ∗ y. Ası́, b−1 ∈ Nλ cuando b ∈ Nλ.

Para b, c ∈ Nλ tenemos (R−1
b (c))∗b = c = c∗e = c∗ (b−1 ∗ b) = (c∗b−1)∗b y b∗L−1

b (c)) = c = e∗c =
(b ∗ b−1) ∗ c = b ∗ (b−1 ∗ c), ahora por cancelación tenemos que R−1

b (c) = c ∗ b−1 y L−1
b (c) = b−1 ∗ c

para todo a, b ∈ Nλ, ahora c/b y b\c están en Nλ cuando b, c ∈ Nλ, pero sabemos que b−1 ∈ Nλ. Usando
el Teorema 2.1.2 y el hecho de que b−1 ∈ Nλ cuando b ∈ Nλ, concluimos que (Nλ, ∗), (Nλ\) y (Nλ/)
son magmas.

(iii) La prueba es análoga a (ii). Sin embargo, debe tomarse en cuenta que (iii) es dual de (ii) en el siguiente
sentido: para x, y ∈ G, tomemos x · y = y ∗ x tomemos en cuenta que (G, ·) también es un cuasigrupo.
Ahora Nρ, que es el núcleo derecho de (G, ∗), es claramente el núcleo izquierdo de (G, ·). Ahora aplicando
(ii) a (G, ·), se tiene el resultado.

Consideremos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.3.2. Sea G = {e, x, y} con |G| = 3 y sea (∗) definida por la tabla de Cayley

∗ e x y
e e x y
x y e x
y x y e

Se tiene que (G, ∗) es un cuasigrupo, Nλ = {e}, e es un elemento identidad a la izquierda para (G, ∗),
pero e no es un elemento identidad para (G, ∗). Ası́, cuando (G, ∗) es un cuasigrupo que no es un lazo, uno
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no puede esperar mejorar las afirmaciones (ii) y (iii) del Teorema 2.3.2. Por supuesto, si (G, ∗) es un lazo,
sabemos que (G, ∗) comparte su elemento identidad con cada uno de sus sublazos.

Teorema 2.3.3. Si (G, ∗) es un lazo entonces los núcleos Nλ, Nµ y Nρ son subgrupos de (G, ∗).

Demostración.
Sea e el elemento identidad de (G, ∗). Está claro que e ∈ Nλ∩Nµ∩Nρ. Por tanto, cada uno de los núcleos
no es vacı́o y solo es necesario recurrir al Teorema 2.3.2.

Definición 2.3.3. Sea (G, ∗) un magma. El centro Z de (G, ∗) viene dado por

Z = {a ∈ N | La = Ra},

donde N es el núcleo de (G, ∗).

Es evidente que un elemento a ∈ G pertenece al centro Z de un magma (G, ∗) si y sólo si

a ∗ (x ∗ y) = (a ∗ x) ∗ y, (x ∗ a) ∗ y = x ∗ (a ∗ y), (x ∗ y) ∗ a = x ∗ (y ∗ a), y a ∗ x = x ∗ a

para todo x, y ∈ G. Los siguientes resultados son consecuencias de los Teoremas 2.3.1,2.3.2, 2.3.3.

Teorema 2.3.4. Sea (G, ∗) un magma con núcleo N y centro Z. Si N y Z no son vacı́os entonces ambos
son submagmas de (G, ∗), siendo Z un submagma conmutativo de (N, ∗).

Demostración.
Como N no es vacı́o, por el Teorema 2.3.1 se tiene que N es un magma. Ahora si a, b ∈ Z entonces
La∗b(y) = La(Lb(y)) = Ra(Rb(y)) = Rb∗a(y) = Ra∗b(y), ya que a, b ∈ Z ⊆ N entonces Z es cerrado
bajo (∗), por tanto (Z, ∗) es submagma de (G, ∗). Además, es conmutativo por la Definición 2.1.4 .

Teorema 2.3.5. Sea (G, ∗) un cuasigrupo con núcleo N y centro Z. Si N no es vacı́o entonces Z no es
vacı́o y N y Z son subgrupos de (G, ∗), siendo Z un subgrupo conmutativo de (N, ∗).

Demostración.
Dado que N es no vacı́o, se sigue que es subgrupo (G, ∗) por el Teorema 2.3.2, ahora e ∈ N (elemento
identidad), pero Le = Re, por tanto e ∈ Z y por el Teorema 2.3.4, se tiene el resultado.

Teorema 2.3.6. Si (G, ∗) es un lazo con núcleo N y centro Z entonces N y Z son subgrupos de (G, ∗),
siendo Z un subgrupo conmutativo de (N, ∗).

Demostración.
Consecuencia directa de Teorema 2.3.5.
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Capı́tulo 3

Índices de sublazos y descomposición de
clases laterales.

En teorı́a de grupos resulta de mucha importancia el estudio de subgrupos y el análisis del comportamiento
de las clases laterales respectivas a dichos subgrupos, dado que ellas nos permiten definir otras estructuras
que resultan ser de suma importancia, tales como subgrupos normales y grupo cociente, además se sabe
que las clases laterales respecto a un subgrupo forman no solo un recubrimiento para el grupo, si no que
también forman una partición del mismo. En este capı́tulo se presenta un estudio similar al realizado en
teorı́a de grupos. Dado un lazo G y un sublazo H , se pretende entender como se comportan las clases
laterales módulo H , principalmente bajo que condiciones podemos obtener una partición de G mediante
estas clases laterales, ası́ como algunas de sus propiedades.

3.1. Clases laterales y descomposición de clases laterales.
Parte de lo que se sabe sobre los subcuasigrupos o sublazos es simplemente una generalización manifiesta
de ciertos resultados estándar de la teorı́a de grupos. A continuación se presenta una de esas generalizacio-
nes. Tiene que ver con clases laterales, descomposiciones de clases laterales y resultados tipo Lagrange.

Sea (G, ∗) un lazo y sea H ≤ G (es decir, H es un sublazo de (G, ∗)). Sea a ∈ G, definimos aH y Ha por

aH = {a ∗ h |h ∈ H} y Ha = {h ∗ a |h ∈ H}.
Claramente, aH y Ha son subconjuntos de G. Cualquier subconjunto de G formado de esta manera se
llama clase lateral de H o clase lateral módulo H . Especı́ficamente, formulamos lo siguiente.

Definición 3.1.1. Sea (G, ∗) un lazo, sea H ≤ G y sea K ⊆ G. Se dice que K es una clase lateral
izquierda (derecha) módulo H si que K = aH (K = Ha) para algún a ∈ G.

Lema 3.1.1. Sea (G, ∗) un lazo, si H y K son sublazos de G entonces para todo x ∈ G, se cumple que
x(H ∩K) = xH ∩ xK.

Demostración.
Claramente, x(H ∩ K) ⊆ xH ∩ xK. Sea y ∈ xH ∩ xK, entonces y = xh = xk para algún h ∈ H y
k ∈ K. Al cancelar, obtenemos h = k ∈ H ∩K.

Corolario 3.1.1. Si G es un lazo y Hi son sublazos de G para i = 1, ..., n entonces x(
⋂n

i=1 Hi) =⋂n
i=1 xHi, para todo x ∈ G.

Demostración.
Por inducción, notamos que se cumple para n = 2 por Lema 3.1.1, asumamos cierto para n, es decir
x(
⋂n

i=1 Hi) =
⋂n

i=1 xHi, para todo x ∈ G. Probar para n+ 1:(
n+1⋂
i=1

xHi

)
=

(
n⋂

i=1

xHi

)
∩ xHn+1 = x

(
n⋂

i=1

Hi

)
∩ xHn+1 = x

(
n⋂

i=1

Hi ∩Hn+1

)
= x

(
n+1⋂
i=1

Hi

)
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Observación 3.1.1. Recuerde de teorı́a de conjuntos que P es una partición de un conjunto no vacı́o G
significa que

1. P ⊆ 2G.

2. X ̸= ∅ siempre que X ∈ P .

3. G =
⋃

X∈P X .

4. X = Y siempre que X ∈ P y Y ∈ P y X ∩ Y ̸= ∅.

Definición 3.1.2. Sea (G, ∗) un lazo y sea H ≤ G. (G, ∗) tiene una descomposición de clases laterales
izquierda (derecha) módulo H si el conjunto P de todas las clases laterales izquierdas (derechas) módulo
H es una partición de G.

Sea (G, ∗) el lazo dado en el Ejemplo 2.1.1 y sea H = {1, 2}. Claramente H ≤ G y las clases latera-
les izquierdas módulo H son las siguientes: 1H = {1, 2}, 2H = {1, 2}, 3H = {3, 5}, 4H = {3, 4},
5H = {4, 5 }. Por inspección queda claro que el conjunto P de las clases laterales izquierdas módulo H
no constituye una partición de G (nótese que 3H ∩ 4H ̸= ∅, pero 3H ̸= 4H). Por lo tanto, (G, ∗) no tiene
una descomposición lateral izquierda módulo H .

Ejemplo 3.1.1. Sea G = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} y sea (∗) definido por la siguiente tabla de Cayley:

∗ 1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 2 3 4 5 6 7 8
2 2 1 4 3 6 5 8 7
3 3 4 1 2 8 7 5 6
4 4 3 2 1 7 8 6 5
5 5 6 7 8 1 2 3 4
6 6 5 8 7 2 1 4 3
7 7 8 5 6 4 3 1 2
8 8 7 6 5 3 4 2 1

Sea H = {1, 2}. Nótese que 1H = 2H = {1, 2}, 3H = 4H = {3, 4}, 5H = 6H = {5, 6}, 7H = 8H =
{7, 8}. El conjunto de clases laterales izquierdas módulo H forma una partición del conjunto G. Por lo
tanto, (G, ∗) tiene una descomposición de clases laterales izquierdas módulo H .

Teorema 3.1.1. Sea (G, ∗) un lazo y sea H ≤ G. (G, ∗) tiene una descomposición de clases laterales
izquierdas (derechas) módulo H si y sólo si (a ∗ h)H = aH (H(h ∗ a) = Ha) para todo a ∈ G y todo
h ∈ H .

Demostración.
Sea e el elemento identidad del lazo (G, ∗) y sea P el conjunto de todas las clases laterales izquierdas
módulo H .
(=⇒) Si (G, ∗) tiene una descomposición de clases laterales izquierdas módulo H entonces P es una par-
tición de G, para a ∈ G y h ∈ H notamos que a ∗h = (a ∗h) ∗ e y ası́ a ∗h ∈ aH ∩ (a ∗h)H . Por lo tanto,
aH ∈ P , (a ∗ h)H ∈ P y (a ∗ h)H ∩ aH ̸= ∅. Como P es una partición de G, por (4) en la Observación
3.1.1 vemos que (a ∗ h)H = aH .

(⇐=)Supongamos ahora que (a ∗ h)H = aH para todo a ∈ G y todo h ∈ H . Es claro que P ⊆ 2G

y para cada g ∈ G notamos que g = g ∗ e ∈ gH , ası́ G =
⋃

X∈P X . Además, si X ∈ P en-
tonces X = gH para algún g ∈ G, se sigue que g = g ∗ e ∈ gH , es decir, X ̸= ∅. Finalmente,
para aH y bH en P con aH ∩ bH ̸= ∅, debemos mostrar que aH = bH . Si aH ∩ bH ̸= ∅, hay
g ∈ aH ∩ bH , con esto, g = a ∗ x = b ∗ y para algunos x, y ∈ H , por la suposición anterior se si-
gue que aH = (a ∗ x)H = (b ∗ y)H = bH . Por lo tanto, P es una partición de G.

Para completar la prueba solo necesitamos mostrar que (G, ∗) tiene una descomposición de clases laterales
derechas módulo H si y sólo si H(h∗a) = Ha para todo h ∈ H y todo a ∈ G. Solo necesitamos modificar
o imitar la primera parte de nuestra prueba.
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Definición 3.1.3. Sea (G, ∗) un lazo finito y sea H ≤ G. Un sublazo H de (G, ∗) es de Lagrange si |H|
divide |G|.

Definición 3.1.4. Sea (G, ∗) un lazo finito, (G, ∗) satisface la propiedad débil de Lagrange si cada sublazo
finito H de (G, ∗) es de Lagrange.

Definición 3.1.5. Sea (G, ∗) un lazo finito. (G, ∗) satisface la propiedad fuerte de Lagrange si (H, ∗)
satisface la propiedad débil de Lagrange siempre que H sea un sublazo de (G, ∗).

Para que un lazo finito (G, ∗) cumpla la propiedad fuerte de Lagrange, debe suceder que |H| divide |K|
siempre que H ≤ K ≤ G. Encontraremos lazos finitos que satisfacen la propiedad débil de Lagrange sin
satisfacer la propiedad fuerte de Lagrange. Consideremos el siguiente ejemplo: sea (G, ∗) un lazo de orden
10, y sea {e}, H,K los únicos sublazos de (G, ∗). Además, sea H ≤ K ≤ G y |H| = 2, |K| = 5. Dado
que 1, 2, 5 dividen 10, (G, ∗) tiene la propiedad débil de Lagrange. Pero (K, ∗) no tiene la propiedad débil
de Lagrange (|H| no es divisor de |K|), por lo tanto (G, ∗) no tiene la propiedad fuerte de Lagrange.

Teorema 3.1.2. Sea (G, ∗) un lazo finito y sea H ≤ G. Si (G, ∗) tiene una descomposición de clases
laterales izquierdas (derechas) módulo H entonces H es de Lagrange.

Demostración.
Sea (G, ∗) un lazo finito, tal que tenga una descomposición de clases laterales izquierdas módulo H y sea
P el conjunto de todos las clases laterales izquierdas módulo H . Dado que P es una partición de G, es claro
que

|G| =
∑
X∈P

|X|.

Pero ahora miremos los sumandos más de cerca. Sea X ∈ P y note que X = aH para algún a ∈ G. Sea
α una aplicación dada por α(h) = a ∗ h para todo h ∈ H . Dado que (G, ∗) es un cuasigrupo se tiene que
α : H → aH es una biyección. Por lo tanto, |H| = |X|. Se sigue fácilmente que

|G| =
∑
X∈P

|X| = m|H|

donde m = |P |. Ası́, |H| divide |G|. Una modificación de este argumento produce la misma conclusión
cuando G tiene una descomposición de clases laterales derechas módulo H .

Teorema 3.1.3. Sea (G, ∗) un lazo finito y sea H ≤ G. Si (a ∗ h)H = aH ( H(h ∗ a) = Ha ) para todo
a ∈ G y todo h ∈ H entonces H es de Lagrange.

Demostración.
Por los Teoremas 3.1.1 y 3.1.2 se tiene el resultado.

Definición 3.1.6. Sea (G, ∗) un lazo y H ≤ G, con (G, ∗) teniendo descomposiciones de clases laterales
izquierdas y derechas módulo H . H se llama un sublazo normal si

xH = Hx, (xH)y = x(Hy) y x(yH) = (xy)H.

Proposición 3.1.1. El centro Z de un lazo (G, ∗) es un sublazo normal de (G, ∗).

Demostración.
Verifiquemos si G tiene una descomposición en clases laterales módulo Z, sea y ∈ xZ, se sigue que
y = x ∗ z = (x ∗ z) ∗ e ∈ (x ∗ z)Z, para algún z ∈ Z, con lo cual xZ ⊂ (x ∗ z)Z. Ahora, si y ∈ (x ∗ z)Z
entonces y = (x ∗ z) ∗ z1 = x ∗ (z ∗ z1) ∈ xZ, para algún z1 ∈ Z y por ser Z subgrupo conmutativo del
núcleo de G, por tanto (x∗ z)Z ⊂ xZ. Las condiciones de normalidad se cumplen dado que Z es subgrupo
conmutativo del núcleo de G (ver Teorema 2.3.6).

Observación 3.1.2. Por la definición de sublazo normal, un lazo (G, ∗) tiene una descomposición en clases
laterales módulo sus sublazos normales. De manera similar, un lazo (G, ∗) tiene una descomposición en
clases laterales módulo su núcleo N . Esto puede verse de la siguiente manera. Dado x ∈ G y n, n1 ∈ N ,
entonces (x∗n)∗n1 = x∗ (n∗n1), por lo tanto, (x∗n)N = xN , de manera similar para el lado derecho.
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Lema 3.1.2. Sea (G, ∗) un lazo y sea H ≤ G generado por un elemento. Si G es potencia alternativo
derecho (ver Definición 2.2.6) entonces G tiene una descomposición de clases laterales izquierdas módulo
H .

Demostración.
Por el Teorema 3.1.1, basta con mostrar que (x ∗ h)H = xH para todo x ∈ G y h ∈ H . Como H es
generado por un elemento, podemos asumir que H = ⟨t⟩ y debemos probar que (x∗ tn)H = xH para todo
x, dado que h = tn para algún n entero. Procedamos por doble inclusión, sea y ∈ (x ∗ tn)H , se sigue que
y = (x ∗ tn) ∗ tm = x ∗ tn+m ∈ xH , ya que tn+m se sigue quedando en H . Ahora, si y ∈ xH entonces
y = x ∗ tm = (x ∗ tn)tm−n ∈ (x ∗ tn)H , ya que tm−n se sigue quedando en H .

Proposición 3.1.2. Si (G, ∗) un lazo de Bol derecho entonces G tiene una descomposición de clases late-
rales izquierdas módulo ⟨a⟩ para todo a ∈ G.

Demostración.
Por la Proposición 2.2.2, G es potencia alternativo derecho y por el Lema 3.1.2 se tiene el resultado.

Definición 3.1.7. Sea (G, ∗) un lazo, el conjunto generado por las traslaciones derechas Mltρ(G) =
⟨Rx|x ∈ G⟩, se denomina grupo de multiplicación derecho de G.

Al considerar la composición de aplicaciones como operación sobre Mltρ(G), éste toma estructura de
grupo, ya que sus elementos son composiciones de traslaciones y de sus inversas, además son biyectivas
(por ser G un lazo), su elemento identidad es Re, donde e es elemento identidad de G, las demás propiedades
de grupo se cumplen por las propiedades de la composición de aplicaciones y por ser biyectivas.

Definición 3.1.8. Dados un lazo G y un sublazo H ≤ G, el conjunto Mltρ(G,H) = ⟨Rx|x ∈ H⟩ es el
grupo de multiplicación derecho relativo de G respecto a H .

Proposición 3.1.3. Sean (G, ∗) y H ≤ G, tanto Mltρ(G) como Mltρ(G,H) actúan sobre G (ver Defini-
ción 1.1.6).

Demostración.
Consideremos la función f : Mltρ(G) × G → G, mediante la cual un par (g, x) es enviado a g(x), recor-
demos que g es una composición de traslaciones derechas y de sus inversas.

1. Dado que la identidad en Mltρ(G) es Re se tiene que Re(x) = x ∗ e = x para todo x ∈ G.

2. Dados dos elementos cualesquiera g, h en Mltρ(G), se cumple que g(h(x)) = (g ◦h)(x) (definición
de composición) para todo x ∈ G.

Por lo tanto Mltρ(G) actúa sobre G. Análogamente se verifica que Mltρ(G,H) actúa sobre G.

Dado que Mltρ(G) y Mltρ(G,H) actúan sobre G, estos dividen los elementos de G en órbitas. Sea
Ox(G,H) la órbita de un elemento x ∈ G bajo Mltρ(G,H).

Lema 3.1.3. Sean (G, ∗) un lazo y H ≤ G.

(i) Si |Ox(G,H)| es un múltiplo de |H| para cada x ∈ G entonces H es Lagrange en G.

(ii) Si Ox(G,H) puede escribirse como una unión disjunta de clases laterales derechas de H para cada
x ∈ G entonces G tiene una descomposición (partición) de clases laterales izquierdas módulo H .

Demostración.
Ambas afirmaciones se deducen inmediatamente del hecho de que las órbitas forman una partición de
G.

Observación 3.1.3. Recordemos de teorı́a de conjuntos lo siguiente:

1. Dado un conjunto X y F una familia de subconjuntos no vacı́os de X , se dice que F es un recubri-
miento de X o que X está cubierto por F si y sólo si X =

⋃
A∈F A.

2. F es una partición de X si y sólo si es un recubrimiento de X y cada par de sus miembros son
mutuamente disjuntos.

Con la observación anterior se verifica que, dado un lazo G, H ≤ G, Fi = {xH|x ∈ G} y Fd = {Hx|x ∈
G}, si G tiene una descomposición de clases laterales izquierdas (derechas) módulo H entonces G está
cubierto por Fi (Fd).
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3.2. Índice de un sublazo.
Si un lazo tiene una descomposición en clases laterales izquierdas módulo un sublazo entonces podemos
definir un ı́ndice izquierdo del sublazo en el lazo.

Definición 3.2.1. Sea (G, ∗) un lazo y H ≤ G, con G teniendo una descomposición en clases laterales iz-
quierdas módulo H . Sea X una transversal izquierda de H en G (ver Definición 1.3.5). El ı́ndice izquierdo
de H en G es la cardinalidad de X , denotada por [G : H]l = n, donde n es finito o infinito (nótese que
esta es una definición bien establecida desde que las clases laterales forman una partición).

Lema 3.2.1. Sea (G, ∗) un lazo, K y H sublazos de G. Si G tiene descomposiciones en clases laterales
izquierdas módulo H y K entonces G tiene una descomposición en clases laterales izquierdas módulo
H∩K y si xH∩yK para x, y ∈ G es no vacı́o entonces xH∩yK es una clase lateral izquierda de H∩K
en G.

Demostración.
Sea x ∈ G y t ∈ H ∩K. Por el Lema 3.1.1 y el Teorema 3.1.1, tenemos que

x(H ∩K) = xH ∩ xK = (x ∗ t)H ∩ (x ∗ t)K = (x ∗ t)(H ∩K).

Por la Teorema 3.1.1 se tiene que G tiene una descomposición en clases laterales izquierdas módulo H∩K.
Esto prueba la primera parte de nuestro lema.

Asumamos ahora que xH ∩yK es no vacı́o y z ∈ xH ∩yK. Por el Teorema 3.1.1, se sigue que zH = xH
y zK = yK. Ası́, zH ∩ zK = xH ∩ yK. Por el Lema 3.1.1, obtenemos que xH ∩ yK = z(H ∩K).

Proposición 3.2.1. Sea (G, ∗) un lazo y H y K sublazos de G con G teniendo descomposiciones en clases
laterales izquierdas módulo H y K. Si H y K tienen ı́ndice izquierdo finito en G entonces H ∩ K tiene
ı́ndice izquierdo finito en G. Especı́ficamente

[G : H ∩K]l ≤ [G : H]l[G : K]l.

Demostración.
A cada clase lateral x(H ∩ K) asignamos el par ordenado de clases laterales (xH, xK). Dado que por el
Teorema 3.1.1 tenemos (x ∗ h)H = xH y (x ∗ k)K = xK para todo h ∈ H , k ∈ K, esta asignación está
bien definida. Debemos mostrar que la aplicación x(H ∩K) → (xH, xK) es inyectiva. Sea (xH, xK) =
(yH, yK) y supongamos x = y ∗ h = y ∗ k para algún h ∈ H , k ∈ K. Por cancelación concluimos h = k.
Por el Teorema 3.1.1 y el Lema 3.2.1 se sigue que x(H ∩K) = (y ∗ h)(H ∩K) = y(H ∩K).

El siguiente corolario es el Teorema de Poincaré para lazos.

Corolario 3.2.1. Sea G un lazo y H1, . . . ,Hn sublazos de G con G teniendo descomposiciones en clases
laterales izquierdas módulos H1, . . . ,Hn. Si H1, . . . ,Hn tienen cada uno ı́ndice izquierdo finito en G
entonces H1 ∩ · · · ∩Hn tiene ı́ndice izquierdo finito en G.

Dado un lazo G y un sublazo H , es claro que G =
⋃

x∈G xH , por lo que G es la unión (no necesariamente
disjunta) de clases laterales de H . Si G es la unión de una familia F de clases laterales de H , decimos que
F es irredundante si A ∈ F implica que A no está contenida en ninguna otra B ∈ F . Observamos que esto
es un recubrimiento de G por complejos mı́nimos de G en el sentido de Steinberger [Ste73]. Esto lleva a
una noción más débil de ı́ndice.

Definición 3.2.2. Si G es la unión de una familia finita F de clases laterales izquierdas (derechas) irre-
dundantes de H entonces el ı́ndice del recubrimiento izquierdo (derecho) de H en G se define como

[G : H]∗l = mı́n{|F | : F un recubrimiento finito irredundante de G por clases laterales izquierdas de H}.

Si G no tiene un recubrimiento por una familia finita F de clases laterales izquierdas irredundantes de H ,
entonces decimos que [G : H]∗l es infinito. De manera similar, definimos el ı́ndice de recubrimiento derecho
y lo denotamos por [G : H]∗r .
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Capı́tulo 4

Recubrimientos finitos y
n-recubrimientos para lazos.

En el capı́tulo anterior se estudiaron las descomposiciones de un lazo por medio de clases laterales módulo
un sublazo, al final se dio un tipo particular de recubrimiento, tomando esto en cuenta, el presente capı́tulo se
centra en dar una definición más amplia de un recubrimiento y de manera más general un n-recubrimiento
ası́ como algunas de sus propiedades. Se presenta el Teorema de Neumann para lazos como resultado
principal de este trabajo, el cual nos asegura que dado un lazo con un recubrimiento por clases laterales,
podemos excluir ciertas clases laterales con ciertas caracterı́sticas de dicha unión y las restantes seguir for-
mando un recubrimiento para el lazo, finalmente mostramos algunos ejemplos que nos permiten visualizar
el uso de los resultados expuestos.

4.1. n-recubrimientos para lazos.
Definición 4.1.1. Un lazo G tiene un n-recubrimiento si existen sublazos Hi con i ∈ Ω un conjunto de ı́ndi-
ces, tal que para cada {x1, . . . , xn} ⊆ G existe un i ∈ Ω con {x1, . . . , xn} ⊆ Hi. Un 1-recubrimiento de
un lazo se llama un recubrimiento si todos los sublazos son propios(son distintos de G). Un n-recubrimiento
es finito si Ω es finito.

Nos interesan los n-recubrimientos por subgrupos, ya que conducen a ciertas condiciones de asociatividad.
Esto es el contenido del siguiente teorema.

Teorema 4.1.1. Sea G un lazo:

(i) G tiene un 1-recubrimiento por subgrupos si y sólo si es potencia-asociativo;

(ii) G tiene un 2-recubrimiento por subgrupos si y sólo si es disasociativo;

(iii) G tiene un 3-recubrimiento por subgrupos si y sólo si es un grupo.

Demostración.
Para demostrar (i), observamos que si G tiene un 1-recubrimiento por subgrupos entonces G tiene un recu-
brimiento por sus subgrupos cı́clicos, ya que para cada x ∈ G, existe un subgrupo H de G tal que x ∈ H ,
por ser H cerrado, todas las potencias de x también se quedan en H , con lo cual ⟨x⟩ es subgrupo de H ,
por lo tanto, G es potencia-asociativo. Ahora, si G es potencia-asociativo, tiene un 1-recubrimiento por sus
subgrupos cı́clicos.

Ahora, si G tiene un 2-recubrimiento por subgrupos entonces, dado a, b ∈ G, existe un subgrupo H de G
con a, b ∈ H , se sigue que ⟨a, b⟩ es el sublazo más pequeño que contiene a a y b y además es subgrupo de
H , por tanto G es disasociativo. Inversamente, si G es disasociativo entonces ⟨a, b⟩ es un grupo para todo
a, b ∈ G. Por lo tanto, G tiene un 2-recubrimiento. Ası́ se demuestra (ii).

Finalmente para (iii), sea G un lazo con un 3-recubrimiento por subgrupos, entonces, dado a, b, c ∈ G,
existe un subgrupo H de G con a, b, c ∈ H . Por lo tanto, ⟨a, b, c⟩ es un grupo, por lo que G es asociativo.
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Ahora si G es un grupo entonces claramente G tiene un 3-recubrimiento por subgrupos de G.

Ahora nos enfocamos en los recubrimientos finitos y n-recubrimientos finitos de lazos. Recordemos que
un lazo tiene un recubrimiento finito si es la unión de un número finito de sublazos propios, y de manera
similar, un lazo tiene un n-recubrimiento finito si el recubrimiento finito es un n-recubrimiento. Primero,
mostramos que el análogo del resultado de que un grupo nunca es la unión de dos subgrupos propios se
traslada directamente no solo a los lazos sino incluso a los cuasigrupos.

Teorema 4.1.2. Un cuasigrupo nunca es la unión de dos subcuasigrupos propios.

Demostración.
Supongamos que G = A ∪ B, donde (G, ∗) es un cuasigrupo y A y B son subcuasigrupos propios. Si
X = A − (A ∩ B) y Y = B − (A ∩ B), entonces X y Y son no vacı́os. Sea a ∈ X y b ∈ Y , entonces
ab ∈ G. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que a ∗ b ∈ A, es decir, a ∗ b = a′ ∈ A. Dado que A
es un cuasigrupo, existe un único x ∈ A tal que a ∗ x = a′. Por cancelación, b = x, por lo tanto b ∈ A, lo
que es una contradicción.

Definición 4.1.2. Un elemento a de un lazo G se llama diasociativo si para cualquier x ∈ G se tiene que
⟨x, a⟩ es un grupo.

Proposición 4.1.1. Dado un lazo G con un recubrimiento finito por subgrupos Hi, i = 1, . . . , n, de ı́ndices
izquierdos finitos, de manera que si G tiene una descomposición en clases laterales izquierdas módulo Hi

para todo i entonces G es potencia-asociativo con un subgrupo H de ı́ndice lateral izquierdo finito en G y
todo elemento de H es diasociativo.

Demostración.
Por (i) del Teorema 4.1.1, G es potencia-asociativo. Sea H = H1 ∩ · · · ∩ Hn, por el Corolario 3.2.1 se
tiene que H tiene ı́ndice izquierdo finito en G. Sea a ∈ H y x ∈ G, existe un i tal que x ∈ Hi. Por lo tanto
⟨x, a⟩ es un grupo, ya que a ∈ Hi.

Nuestro próximo ejemplo muestra que un lazo que satisface las condiciones de la Proposición 4.1.1 no es
necesariamente un grupo.

Ejemplo 4.1.1. Sea L = H × G, donde H es un lazo potencia-alternativo no asociativo finito y G es
un grupo. Se verifica que L =

⋃
x∈H Hx, donde Hx = ⟨x⟩ × G, es un recubrimiento finito de L, y L

tiene una descomposición en clases laterales izquierdas módulo Hx para cada x. Además, L/H tiene
una descomposición en clases laterales izquierdas módulo cualquier subgrupo cı́clico, ya que es un lazo
potencia-alternativo.

Proposición 4.1.2. Dado un lazo G con un 2-recubrimiento finito por subgrupos Hi, i = 1, . . . , n, de
ı́ndices izquierdos finitos, si G tiene una descomposición en clases laterales izquierdas módulo Hi para
todo i entonces G es un lazo diasociativo y el N(G) es un subgrupo de ı́ndice finito en G.

Demostración.
Por (ii) del Teorema 4.1.1, G es diasociativo. Sea H = H1 ∩ · · · ∩Hn. El Corolario 3.2.1 implica que H
tiene ı́ndice izquierdo finito en G. Sea a ∈ H y x, y ∈ G, se tiene que existe un i tal que x, y ∈ Hi. Como
a ∈ Hi, se deduce que ⟨x, y, a⟩ es un grupo. Por lo tanto, a ∈ N(G), es decir, H ⊆ N(G). Con lo cual
N(G) tiene ı́ndice izquierdo finito en G y, por lo tanto, N(G) tiene ı́ndice finito en G.

Al igual que en el Ejemplo 4.1.1, proporcionamos aquı́ un ejemplo de un lazo que satisface los supuestos
de la Proposición 4.1.2 y que no es un grupo.

Ejemplo 4.1.2. Sea L = H×G, donde H es un lazo de Moufang finito no asociativo (los lazos de Moufang
son diasositivos, ver Capı́tulo 4 en [Pfl90]) con todos sus elementos de orden impar y G es un grupo. Se
cumple que L =

⋃
{x,y}⊆H H{x,y}, donde H{x,y} = ⟨x, y⟩ × G, es un 2-recubrimiento finito de L, y L

tiene una descomposición en clases laterales módulo H{x,y} para todo x, y ∈ L.

En el caso de que tengamos un 2-recubrimiento finito por subgrupos de lazos, garantizamos una imagen
homomorfa finita, como el siguiente corolario lo indica.
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Corolario 4.1.1. Dado un lazo (G, ∗) con un 2-recubrimiento finito por subgrupos abelianos Hi, i =
1, . . . , n, con ı́ndices izquierdos finitos, tal que G tiene una descomposición de clases laterales izquierdas
módulo Hi para todo i, se tiene que Z(G) tiene ı́ndice lateral finito en G como un subgrupo normal de L.

Demostración.
Sea H = H1 ∩ · · · ∩Hn. Por la Proposición 4.1.2, tenemos que [G : H]l y [G : N(G)] son finitos. Para
x ∈ G, existe un i tal que x ∈ Hi. Como H ⊆ Hi y Hi es un subgrupo abeliano, tenemos a ∗ x = x ∗ a
para todo a ∈ H y para todo x ∈ G. Luego H ⊆ Z(G). Se deduce que Z(G) tiene un ı́ndice finito en G.

Tomar en cuenta que si se elige el lazo H como en el Ejemplo 4.1.2, pero conmutativo y G como un grupo
abeliano, nos proporciona un lazo que no es un grupo y satisface las suposiciones del corolario anterior.
Como se puede ver en la siguiente proposición, un núcleo normal de ı́ndice finito en un lazo potencia
alternativo garantiza la existencia de un recubrimiento finito por subgrupos.

Proposición 4.1.3. Si (G, ∗) es un lazo potencia alternativo con N(G) un subgrupo normal de ı́ndice finito
en G y G/N(G) no cı́clico, entonces G tiene un recubrimiento finito por subgrupos Hi de ı́ndice finito tales
que G tiene una descomposición en clases laterales módulo Hi para todo i.

Demostración.
Como N(G) es un subgrupo normal de G, el cociente G/N(G) está definido. Sea N(G) = N y sea
H = ⟨g,N⟩ para algún g ∈ G. Observamos que H es un subgrupo de G y cualquier h ∈ H se puede escribir
como h = gj ∗ n, donde j es un entero y n ∈ N . Vamos a demostrar que G tiene una descomposición en
clases laterales módulo H . Por el Teorema 3.1.1, basta con demostrar que (x∗h)H = xH y H(h∗x) = Hx
para todos h ∈ H y para todo x ∈ G. Sean h, h1 ∈ H con h = gj ∗ n, n ∈ N , se sigue que

(x ∗ h) ∗ h1 = (x ∗ (gj ∗ n)) ∗ h1 = ((x ∗ gj) ∗ n) ∗ h1 = (x ∗ gj) ∗ (n ∗ h1).

Dado que n ∗ h1 ∈ H , tenemos n ∗ h1 = gi ∗ n′ para algún n′ ∈ N . Por lo tanto,

(x ∗ gj)(n ∗ h1) = (x ∗ gj)(gi ∗ n′) = (x ∗ gi+j) ∗ n = x ∗ (gi+j ∗ n) = x ∗ h2,

donde h2 ∈ H . Se deduce que G tiene una descomposición en clases laterales izquierda módulo H . La
prueba para la descomposición en clases laterales derecha es similar.
Sea X = {x1, . . . , xn} una transversal izquierda de N(G). Consideremos Hi = ⟨xi, N(G)⟩. Se sigue
de lo anterior que Hi es un subgrupo de G y G tiene una descomposición en clases laterales módulo
Hi. Obviamente, G =

⋃n
i=1 Hi, por lo que G tiene un recubrimiento. Como G/N(G) no es cı́clico y

[G : Hi] < [G : N(G)], cada Hi es un subgrupo propio de G de ı́ndice finito.

Corolario 4.1.2. Si G es un lazo diasociativo con N(G) un subgrupo normal de ı́ndice lateral finito en
G, y L/N(G) no es cı́clico entonces G tiene un recubrimiento finito por subgrupos Hi de ı́ndice finito tal
que G tiene una descomposición en clases laterales con respecto a Hi para todo i. Además, si Z(G) tiene
ı́ndice finito en G entonces G es la unión de un número finito de subgrupos abelianos, cada uno con ı́ndice
finito en G.

4.2. Lema de Neumann para Lazos
En esta sección se demuestra un análogo del lema de Neumann, pero ahora para lazos. Para ello, necesitamos
fortalecer nuestras condiciones sobre las descomposiciones en clases laterales módulo un sublazo, tal como
se presenta en la siguiente definición.

Definición 4.2.1. Un lazo (G, ∗) tiene una fuerte descomposición en clases laterales izquierdas (derechas)
módulo H , donde H es un sublazo de G, si y(aH) = (y ∗ a)H para todo y, a ∈ G. Si G tiene fuertes
descomposiciones en clases laterales izquierdas y derechas módulo H entonces decimos que G tiene una
fuerte descomposición en clases laterales módulo H .

Proposición 4.2.1. Sea (G, ∗) un lazo y H,K sublazos de G. Si G tiene una fuerte descomposición en
clases laterales módulo H y K entonces tiene una fuerte descomposición en clases laterales módulo H∩K.
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Demostración.
Vamos a probar que G tiene una fuerte descomposición en clases laterales izquierdas, es decir que x(y(H ∩
K)) = (x ∗ y)(H ∩K) para todo x, y en G. Para una fuerte descomposición en clases laterales derechas la
prueba es análoga.

Sea z ∈ x(y(H ∩K)), se sigue que z = x(y ∗ a) con a ∈ H y a ∈ K, con esto, z ∈ x(yH) = (x ∗ y)H y
z ∈ x(yK) = (x ∗ y)K por tanto z ∈ (x ∗ y)H ∩ (x ∗ y)K = (x ∗ y)(H ∩K) por el Lema 3.1.1.
Ahora, si z ∈ (x∗y)(H∩K) entonces z = (x∗y)a, con a ∈ H y a ∈ K, con lo cual z ∈ (x∗y)H = x(yH)
y z ∈ (x∗y)K = x(yK), ası́ z = x∗ (y ∗h) y z = x∗ (y ∗k), para algunos h ∈ H, k ∈ K, por cancelación
a la izquierda h = k, por lo tanto z ∈ x(y(H ∩K)).

Corolario 4.2.1. Sea (G, ∗) un lazo y Hi, con i = 1, ..., n sublazos de G. Si G tiene una fuerte descompo-
sición en clases laterales módulo Hi para todo i = 1 entonces tiene una fuerte descomposición en clases
laterales módulo

⋂n
i=1 Hi.

Demostración.
Consecuencia directa de la Proposición 4.2.1

Lema 4.2.1. Sea G un lazo y H un sublazo de G. Se tiene que G tiene una fuerte descomposición en clases
laterales izquierdas módulo H si y sólo si tiene una descomposición en clases laterales izquierdas módulo
H y dado que {aiH} es una descomposición en clases laterales de G módulo H , se verifica que {y(aiH)}
también lo es para cualquier y ∈ G.

Demostración.
Supongamos que (G, ∗) tiene una fuerte descomposición en clases laterales izquierdas módulo H . Por
la Proposición 3.1.1 y la Definición 4.2.1, es claro que G tiene una descomposición en clases laterales
izquierdas módulo H . Dado que y(aiH) = (y ∗ ai)H , observamos que y(aiH) es una clase lateral de H .
Supongamos que y(aiH) = y(ajH), se tiene que y∗ai = y∗(aj ∗h), ası́ que ai = aj ∗h y con esto aiH =
(aj ∗ h)H = ajH con lo cual j = i. Por lo tanto, si G =

⋃
i∈I aiH entonces G = yG =

⋃
i∈I(y ∗ ai)H .

Ahora, supongamos que G tiene una descomposición en clases laterales izquierdas módulo H y asumamos
que {aiH} es una descomposición en clases laterales izquierdas de G módulo H , implicando que {y(aiH)}
también lo es para cualquier y ∈ G. Ası́, para cada y, a ∈ G, y(aH) es una clase lateral izquierda de H ,
también lo es (y ∗ a)H , pero y ∗ a ∈ y(aH) ∩ (y ∗ a)H . Por lo tanto, dado que G tiene un módulo de
descomposición lateral izquierda H , y(aH) = (y ∗ a)H y con esto G tiene un fuerte descomposición en
clases laterales izquierdas módulo H. □

Como se observa en la demostración del Lema 4.2.1, {y(aiH)} es una partición de G si {aiH} es una des-
composición en clases laterales izquierdas de G módulo H . Sin embargo, {y(aiH)} no es necesariamente
una descomposición en clases laterales.

Lema 4.2.2. Sean (G, ∗) un lazo y K,H sublazos de G con K ≤ H , con G teniendo descomposiciones en
clases laterales izquierdas módulo K y H . Si [G : K]l es finito entonces H tiene una descomposición en
clases laterales izquierdas módulo K y [H : K]l es finito.

Demostración.
Por hipótesis tenemos que G =

∐n
i=1 aiK, donde

∐
denota una unión disjunta. Intersectando con H y

distribuyendo obtenemos que

H = G ∩H =

(
n∐

i=1

aiK

)
∩H =

n∐
i=1

(aiK ∩H).

Vamos a demostrar que aiK ∩H no es vacı́o si y sólo si ai ∈ H . Supongamos que ai ∈ H , se sigue que
aiK ⊆ H y aiK ∩H = aiK. Inversamente, si aiK ∩H no es vacı́o entonces existe h ∈ aiK ∩H , con lo
cual h ∈ H y h ∈ aiK, por tanto, existe k ∈ K tal que h = ai ∗ k. Dado que H es un sublazo de G, existe
un único x ∈ H tal que x ∗ k = h. Por cancelación obtenemos x = ai, por lo que ai ∈ H . Consideremos
ahora la transversal {a1, . . . , am, am+1, . . . , an} tal que aiK ∩ H no es vacı́o para i ≤ m y vacı́o para
i > m. Por el Lema 3.2.1 y lo anterior se sigue que

H =

m∐
i=1

(aiK ∩H) =

m∐
i=1

aiK,
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con ai ∈ H . Con esto, concluimos que H tiene una descomposición en clases laterales izquierdas módulo
K y que [H : K]l es finito.

Antes de iniciar nuestra teorema principal, notemos que el Lema 3.2.1 y 4.2.2 se aplican para una fuerte
descomposición en clases laterales.

Teorema 4.2.1. (Lema de Neumann para lazos). Sea (G, ∗) un lazo con G =
⋃n

i=1 giHi, donde H1, . . . ,Hn

son (no necesariamente distintos) sublazos de G tales que G tiene una fuerte descomposición en clases la-
terales izquierdas módulo Hi para i = 1, ..., n. Se tiene que, si uno de los sublazos en esta unión tiene un
ı́ndice infinito, es decir, el correspondiente [G : Hi]l es infinito, este sublazo puede omitirse de la unión y
los sublazos restantes aún forman un recubrimiento para el lazo.

Demostración.
Primero mostramos que al menos uno de los sublazos Hi tiene ı́ndice izquierdo finito en G. Sea G =⋃n

i=1 giHi y supongamos que r de los H1, . . . ,Hn son distintos. Procedamos por inducción en r.
Si r = 1 entonces G es una unión de un número finito de clases laterales del sublazo H1 y [G : H1]l es
finito. Ahora, sea r > 1 y supongamos que r − 1 sublazos son distintos, se tiene que al menos uno tiene
ı́ndice finito en G.
Supongamos que los Hi están etiquetados de tal manera que Hm+1 = · · · = Hn, con m < n y Hn es
distinto de cada uno de H1, . . . ,Hm, y donde exactamente r − 1 de los primeros m sublazos son distintos,
por lo que r − 1 ≤ m. Luego, tenemos

G =

(
m⋃
i=1

giHi

)
∪

(
n⋃

i=m+1

giHn

)
.

Si G =
⋃n

i=m+1 giHn entonces [G : Hn]l es finito y los sublazos H1, . . . ,Hm pueden ser omitidos. De lo
contrario, existe un x ∈ G tal que

x ∈
m⋃
i=1

giHi, pero x /∈
n⋃

i=m+1

giHn.

Demostraremos que

xHn ⊆
m⋃
i=1

giHi. (4.1)

Por contradicción, supongamos que existe un h ∈ Hn tal que x∗h /∈
⋃m

i=1 giHi. Ası́, x∗h ∈
⋃n

i=m+1 giHn,
y usando la Proposición 3.1.1, obtenemos xHn = gjHn para algún j con m + 1 ≤ j ≤ n. Concluimos
que x ∈

⋃n
i=m+1 giHi, lo cual es una contradicción.

Sea uj la solución única de uj ∗ x = gj , de modo que uj(xHn) = (uj ∗ x)Hn = gjHn. La multiplicación
por la izquierda de (4,1) por uj lleva a

gjHn ⊆ uj

(
m⋃
i=1

giHi

)
=

m⋃
i=1

(uj ∗ gi)Hi =

m⋃
i=1

cijHi,

donde cij = uj ∗ gi. Concluimos que

n⋃
j=m+1

gjHn ⊆
n⋃

j=m+1

m⋃
i=1

cijHi.

Por lo tanto,

G =

(
m⋃
i=1

giHi

)
∪

 n⋃
j=m+1

m⋃
i=1

cijHi

 .

Ası́ que G es una unión de un número finito de clases laterales de H1, . . . ,Hm de las cuales sólo r − 1
son distintas según nuestra suposición, y por inducción en r, al menos uno de los Hi tiene ı́ndice izquierdo
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finito en G.

Consideremos G =
⋃n

i=1 giHi y supongamos que H1, . . . ,Hm tienen ı́ndice izquierdo infinito en G, y que
Hm+1, . . . ,Hn tienen ı́ndice izquierdo finito en G. Según lo anterior, sabemos que m < n y obtenemos

G =

(
m⋃
i=1

giHi

)
∪

 n⋃
j=m+1

gjHj

 .

Sea I = Hm+1∩· · ·∩Hn. Dado que [G : Hj ]l < ∞ para m+1 ≤ j ≤ n, se deduce por la Corolario 3.2.1
que [G : I]l es finito. Como I ⊆ Hj para m+1 ≤ j ≤ n, el Lema 4.2.2 implica que [Hj : I]l = nj < ∞ y
que Hj tiene una fuerte descomposición en clases laterales izquierdas módulo I . Sea {ajk}, ajk ∈ Hj , 1 ≤
k ≤ nj un conjunto de representantes de las clases laterales de Hj módulo I . Definiendo bjk = gjajk,
vemos que

gjHj =

nj⋃
k=1

gj(ajkI) =

nj⋃
k=1

(gj ∗ ajk)I =

nj⋃
k=1

bjkI.

Concluimos que

G =

(
m⋃
i=1

giHi

)
∪

 n⋃
j=m+1

nj⋃
k=1

bjkI

 . (4.2)

Ahora, si G =
⋃n

j=m+1

⋃nj

k=1 bjkI , entonces G =
⋃n

j=m+1 gjHj , y todos los sublazos de ı́ndice izquierdo
infinito han sido omitidos. De lo contrario, existe x ∈ G tal que

x ∈
m⋃
i=1

giHi y x /∈
n⋃

j=m+1

nj⋃
k=1

bjkI.

De igual forma que antes, demostraremos que

xI ⊆
m⋃
i=1

giHi. (4.3)

Nuevamente, por contradicción, supongamos que existe h ∈ I con xh /∈
⋃m

i=1 giHi. Por lo tanto,

xh ∈
n⋃

j=m+1

gjHj .

De ahı́, xh ∈ gj′Hj′ para algún j′, con m+ 1 ≤ j′ ≤ n. Como I ⊆ Hj′ , se sigue que

xHj′ = gj′Hj′ y x ∈
n⋃

j=m+1

gjHj ,

lo cual es una contradicción. Esto prueba (4,3).
Sea wjk la única solución de wjkx = bjk, y sea dijk = wjkgi. La multiplicación por la izquierda de (4,1)
por wjk junto con el Colorario 4.2.1 lleva a

wjk(xI) = (wjkx)I = bjkI ⊆
m⋃
i=1

wjk(giHi) =

m⋃
i=1

dijkHi.

Por lo tanto,
n⋃

j=m+1

nj⋃
k=1

bjkI ⊆
n⋃

j=m+1

nj⋃
k=1

m⋃
i=1

dijkHi.
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Esto, junto con (4,2), da

G =

(
m⋃
i=1

giHi

)
∪

 n⋃
j=m+1

nj⋃
k=1

m⋃
i=1

dijkHi

 .

Pero esto implicarı́a que al menos uno de los H1, . . . ,Hm tiene ı́ndice izquierdo finito en G, lo que contra-
dice nuestra suposición de que H1, . . . ,Hm tienen ı́ndice izquierdo infinito en G. Ası́, G =

⋃n
j=m+1 gjHj ,

como se querı́a demostrar.

Ahora el Teorema 4.2.1 junto con las Proposiciones 4.1.1, 4.1.2 y el Corolario 4.1.1, respectivamente,
conducen a los siguientes tres corolarios:

Corolario 4.2.2. Dado un lazo G con un recubrimiento finito por subgrupos Hi, i = 1, . . . , n, tal que G
tiene una fuerte descomposición por clases laterales izquierdas módulo Hi para todo i, se tiene que G es
un lazo potencia asociativo con un subgrupo H de ı́ndice izquierdo finito en G y cada elemento de H es
diasociativo.

Corolario 4.2.3. Dado un lazo G con una 2-recubrimiento finito por subgrupos Hi, i = 1, . . . , n, tal que
G tiene una fuerte descomposición por clases laterales izquierdas módulo Hi para todo i, se cumple que G
es un lazo disasociativo y Nuc(G) es un subgrupo de ı́ndice finito en G.

Corolario 4.2.4. Dado un lazo G con una 2-recubrimiento finito por subgrupos abelianos Hi, i = 1, . . . , n,
si G tiene una fuerte descomposición por clases laterales izquierdas módulo Hi para todo i entonces Z(G)
es de ı́ndice finito en G.

A continuación presentamos 2 ejemplos en los cuales se muestra que existen lazos que satisfacen las su-
posiciones del Teorema 4.2.1, los Corolarios 4.2.2 y 4.2.3, pero que no son necesariamente grupos. Un
lazo en el cual todos su sublazos son normales se denomina Lazo Hamiltoniano. Dado un lazo G, este
tiene una fuerte descomposición en clases laterales izquierdas módulo cada subgrupo normal (ver Defi-
nición 3.1.6), los lazos Hamiltonianos tienen una fuerte descomposición por clases laterales izquierdas.
Norton en [Nor52] muestra la existencia de lazos finitos potencia asociativos ası́ como lazos Hamiltonianos
diasociativos que no son grupos.

Ejemplo 4.2.1. Sea L = H × G, donde H es un lazo finito, no asociativo, potencia asociativo, Hamilto-
niano y G es un grupo, entonces L =

⋃
x∈H Hx, donde Hx = ⟨x⟩ ×G, es un recubrimiento finito de L, y

L tiene una fuerte descomposición por clases laterales izquierdas módulo Hx para todo x.

Ejemplo 4.2.2. Sea G = H × G, donde H es un lazo finito, no asociativo, diasociativo, Hamiltoniano y
G es un grupo, entonces L =

⋃
{x,y}⊆H H{x,y}, donde H{x,y} = ⟨x, y⟩ ×G, es un 2-recubrimiento finito

de L, y L tiene una fuerte descomposición por clases laterales izquierdas módulo H{x,y} para todo {x, y}.

Norton en [Nor52] demuestra que todo lazo Hamiltoniano, diasociativo y conmutativo es un grupo abeliano.
Por lo tanto, una construcción similar a las de los Ejemplos 4.2.1 y 4.2.2 no conduce a un lazo no-asociativo
que satisfaga las suposiciones del Corolario 4.2.4.

4.3. Ejemplos.

Ejemplo 4.3.1. Consideremos el conjunto generado por los elementos de la base de los octoniones O =
⟨{1, ei}⟩, con i = 1, ..., 7, este forma un lazo de Moufang no asociativo (ver [Bae01]), como se menciona
en el Ejemplo 4.1.2, este es diasociativo y por tanto potencia asociativo.
La tabla de Cayley viene dada de la siguiente manera.
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∗ 1 e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7
1 1 e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7
e1 e1 −1 e4 −e3 e5 −e2 −e7 e6
e2 e2 −e4 −1 e1 e6 e7 −e5 −e3
e3 e3 e3 −e1 −1 e7 −e6 e5 −e4
e4 e4 −e5 −e6 −e7 −1 e1 e2 e3
e5 e5 e2 −e7 e6 −e1 −1 −e3 e2
e6 e6 e7 e4 −e5 −e2 e3 −1 −e1
e7 e7 −e6 e5 e4 −e3 −e2 e1 −1

Se verifica que para cada ei su generado es ⟨ei⟩ = {1, ei,−1,−ei}, para i = 1, ..., 7. Con esto es claro
que

O =

7⋃
i=1

⟨ei⟩

como lo asegura el Teorema 4.1.1.

Ese mismo teorema nos asegura que existe un 2-recubrimiento finito por sublazos generados por dos ele-
mentos, es decir si consideramos A = {⟨ei, ej⟩|i = 1, ..., 7, j = 1, ..., 7, i ̸= j}

O =
⋃
B∈A

B

Notar que, aunque los sublazos generados por uno o dos elementos si forman un recubrimiento finito y
2-recubrimiento finito respectivamente, en ninguno de los casos estos no forman una partición de O.

Ejemplo 4.3.2. De manera similar al ejemplo anterior, consideremos el conjunto de los sedeniones S
(ver [KM00]) y tomemos su base E16 = {ei|i = 0, 1, ..., 15}. Sea SL = {±ei|i = 0, 1, ..., 15} el Lazo
Sedenión (ver [RS05]), donde e0 = 1, es el elemento identidad, SL resulta ser un lazo potencia asociativo,
con lo cual, podrı́amos hacer una construcción de un recubrimiento finito usando el Teorema 4.1.1, pero
en esta ocasión, usaremos otros sublazos para construir dicho recubrimiento. Consideremos la tabla con
los siguientes sublazos dada en [RS05])

A1 {e0, e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7,−e0,−e1,−e2,−e3,−e4,−e5,−e6,−e7}
A2 {e0, e1, e2, e3, e8, e9, e10, e11,−e0,−e1,−e2,−e3,−e8,−e9,−e10,−e11}
A3 {e0, e1, e4, e5, e8, e9, e12, e13,−e0,−e1,−e4,−e5,−e8,−e9,−e12,−e13}
A4 {e0, e1, e6, e7, e8, e9, e14, e15,−e0,−e1,−e6,−e7,−e8,−e9,−e14,−e15}
A5 {e0, e2, e4, e6, e8, e10, e12, e14,−e0,−e2,−e4,−e6,−e8,−e10,−e12,−e14}
A6 {e0, e2, e5, e7, e8, e10, e13, e15,−e0,−e2,−e5,−e7,−e8,−e10,−e13,−e15}
A7 {e0, e3, e4, e7, e8, e11, e12, e15,−e0,−e3,−e4,−e7,−e8,−e11,−e12,−e15}
A8 {e0, e3, e5, e6, e8, e11, e13, e14,−e0,−e3,−e5,−e6,−e8,−e11,−e13,−e14}

Notar que cada sublazo Ai con i = 1, ..., 8 es isomorfo a O (lazo de los octoniones), con sus elementos en
términos de los generadores ei del lazo de los sedeniones. Es claro con esto que,

SL =

8⋃
i=1

Ai.

Para los siguientes ejemplos, consideremos el siguiente teorema mostrado en [Che74] y [Bri22].

Teorema 4.3.1. Si (L, ∗) es un lazo de Moufang no asociativo para el cual todo conjunto mı́nimo de
generadores contiene un elemento de orden 2 entonces existe un grupo no abeliano G, y un elemento x de
orden 2 en L, tal que cada elemento de L puede expresarse de manera única en la forma g · xα, donde
g ∈ G, α = 0, 1, y el producto de dos elementos de L está dado por

(g1 · xδ) ∗ (g2 · xϵ) = (gν1g
µ
2 ) · xδ+ϵ

donde ν = (−1)ϵ y µ = (−1)ϵ+δ .
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Recı́procamente, dado cualquier grupo no abeliano G, el lazo L construido como se indicó anteriormente
es un lazo de Moufang no asociativo.

Observación 4.3.1. Notamos que si α = 1, entonces el orden de cada elemento g · x es 2, ya que (g · x) ∗
(g · x) = (g−1g)x2 = e.

Ejemplo 4.3.3. Consideremos con grupo simétrico de orden 3, S3 = {σi} con i = 0, 1, ..., 5, donde σ0 es
el elemento identidad.

σ0 =

(
1 2 3
1 2 3

)
, σ1 =

(
1 2 3
2 1 3

)
, σ2 =

(
1 2 3
1 3 2

)
,

σ3 =

(
1 2 3
3 2 1

)
, σ4 =

(
1 2 3
2 3 1

)
, σ5 =

(
1 2 3
3 1 2

)
.

La operación es la composición de funciones y la tabla de Cayley viene dada de la siguiente manera:

· e σ1 σ2 σ3 σ4 σ5

e e σ1 σ2 σ3 σ4 σ5

σ1 σ1 e σ4 σ5 σ3 σ2

σ2 σ2 σ5 e σ4 σ1 σ3

σ3 σ3 σ4 σ5 e σ2 σ1

σ4 σ4 σ3 σ1 σ2 σ5 e
σ5 σ5 σ2 σ3 σ1 e σ4

Notamos que S3 no es abeliano y tampoco cı́clico ya que la cantidad mı́nima de generadores es 2. Un
conjunto generador mı́nimo es {σ1, σ4}, además σi y σj tienen orden 2 y 3 respectivamente, para i = 1, 2, 3
y j = 4, 5.
Verificamos que cumple los requisitos del Teorema 4.3.1, para construir el lazo L de dicho teorema, con-
sideremos x ∈ L tal que este tiene orden 2. Ası́ los elementos de L son de la forma g · xα, con g ∈ G y
α = 0, 1.

L = {σ0 · x0, σ1 · x0, σ2 · x0, σ3 · x0, σ4 · x0, σ5 · x0, σ0 · x, σ1 · x, σ2 · x, σ3 · x, σ4 · x, σ5 · x},

donde σi · x0 = σi para todo i = 0, 1, ..., 5. Los elementos se operan de la siguiente manera

(g1 · xδ) ∗ (g2 · xϵ) = (gν1g
µ
2 ) · xδ+ϵ.

Por la Observación 4.3.1, se tiene que el orden de σi · x es 2, para todo i = 0, 1, ..., 5. Ası́ los elementos de
orden 2 en L son {σ1, σ2, σ3, σi · x}, con i = 0, 1, ..., 5 y los de orden 3 son {σ4, σ5} Ahora, L construido
de esta forma es un lazo de Moufang y por el Teorema 4.1.1 aseguramos que existen 1-recubrimientos y
2-recubrimientos por subgrupos.
Consideremos algunos sublazos de L generados por dos elementos(grupos)

⟨σ4, σ3 · x⟩ = {σ0, σ4, σ5, σ1 · x, σ2 · x, σ3 · x} ∼= S3

⟨σ4, σ4 · x⟩ = {σ0, σ4, σ5, x, σ4 · x, σ5 · x} ∼= S3

⟨σ1, σ2⟩ = {σ0, σ1, σ2, σ3, σ4, σ5} = S3

⟨e, σ1 · x⟩ = {σ0, σ1 · x}

Por lo tanto, si X = {⟨σ4, σ3 · x⟩, ⟨σ4, σ4 · x⟩, ⟨σ1, σ2⟩} entonces L =
⋃

A∈X A −→ {S3, S3, S3}.

Ejemplo 4.3.4. Consideremos el conjunto de las traslaciones y reflexiones de un triángulo, el grupo diédri-
co D3 = {e, r, r2, s, sr, sr2}, su tabla de Cayley esta dada de la siguiente manera

∗ e r r2 s sr sr2

e e r r2 s sr sr2

r r r2 e sr sr2 s
r2 r2 e r sr2 s sr
s s sr sr2 e r r2

sr sr sr2 s r r2 e
sr2 sr2 s sr r2 e r
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D3 es no abeliano y no es cı́clico ya que la cantidad mı́nima de generadores es 2. Un conjunto generador
mı́nimo es {r, s}, además s, r tienen orden 2 y 3 respectivamente.
Verificamos que cumple los requisitos del Teorema 4.3.1, para construir el lazo L, consideremos x ∈ L tal
que este tiene orden 2. Ası́ los elementos en L son de la forma g · xα, con g ∈ G y α = 0, 1. Con esto,
consideremos que g · x0 = g y e · x = x, para todo g ∈ G y por tanto

L = {e, r, r2, s, sr, sr2, x, r · x, r2 · x, s · x, sr · x, sr2 · x}.

Al igual que en el ejemplo anterior, los elementos se operan de la siguiente manera

(g1 · xδ) ∗ (g2 · xϵ) = (gν1g
µ
2 ) · xδ+ϵ.

Nuevamente por la Observación 4.3.1, se tiene que el orden de g ·x es 2, para todo i = 0, 1, ..., 5 y g ∈ D3.
Ası́, los elementos r, r2 en L tienen orden 3, sr, sr2 tienen orden 6 y el resto de elementos tienen orden 2.
Ahora, L construido de esta manera es un lazo de Moufang y por el Teorema 4.1.1 aseguramos que existen
1-recubrimientos y 2-recubrimientos por sublazos, que además son asociativos.

Consideremos algunos sublazos de L generados por dos elementos(grupos).

⟨r, x⟩ = {e, r, r2, x, r · x, r2 · x}

⟨s, x⟩ = {e, s, sr, sr2, x, s · x, sr · x, sr2 · x}

⟨r, r · x⟩ = {e, r, r2, r · x, r2 · x, x}

Nuevamente vemos que
L = ⟨r, x⟩ ∪ ⟨s, x⟩.

En general, dado cualquier grupo no abeliano con las condiciones del Teorema 4.3.1, podemos construir
un lazo de Moufang, con lo cual garantizamos que existen tanto 1-recubrimientos como 2-recubrimientos
finitos por sublazos que en este caso también son grupos.
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[Pfl90] Hala O. Pflugfelder. Cuasigroups and Loops: Introduction. Heldermann Verlag Berlin, 1990.

[Rag12] K. N. Raghavan. Group Actions on Sets. 2012. URL: https://www.imsc.res.in/
˜knr/past/14alg/1207mysore_public.pdf.

[RS05] Raoul E. Cawagas y Sheree Ann G. Gutierrez. “The Subloop Structure of the Cayley-Dickson
Sedenion Loop”. En: MATIMYAS MATEMATIKA, Journal of the Mathematical Society of the
Philippines 28.1-3 (2005), págs. 10-20. ISSN: 0115-6926.
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