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Resumen

Los terremotos son fendmenos naturales impredecibles y devastadores, que
generan dafios significativos en poco tiempo. La complejidad de los procesos
tecténicos y la variabilidad en el comportamiento de las placas hacen dificil
predecir estos eventos de manera precisa. Aunque los avances tecnolégicos han
mejorado la recoleccién de datos sismicos, la cobertura limitada y la baja resolucién
espacial de los sensores dificultan la deteccién temprana y la evaluacion de riesgos

en dreas menos monitoreadas.

En este contexto, las Redes Neuronales Informadas por la Fisica (PINNs)
ofrecen una solucién innovadora al integrar modelos geoldgicos y fisicos con
técnicas de aprendizaje profundo, mejorando la simulacién de la propagaciéon de
ondas sismicas. Este estudio se enfoca en la aplicacion de PINNs para simular la
ecuacion de onda en una dimension, utilizando el método de diferencias finitas
como punto de comparaciéon. Con la implementacién en Python, se comparé el

desemperio de los métodos.

Los resultados indican que, para problemas directos 1D, los métodos
tradicionales (FDM y FEM) superan a las PINNs en eficacia computacional
(tiempos < 1s vs >600s) y precisién (errores de 107> vs 1072). Sin embargo, las
PINNs demostraron ser prometedoras en problemas inversos para la estimacién de
velocidad de onda (error absoluto =~ 0,0015), ofreciendo una flexibilidad

geométrica y libre de malla ventajosa para escenarios complejos.

Palabras claves: Redes Neuronales Informadas por la Fisica (PINNSs),
Simulacién de ondas sismicas, Método de Diferencias Finitas (FDM), Prediccién de

terremotos, Aprendizaje profundo, Mitigacién de riesgos
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Abstract

Earthquakes are unpredictable and devastating natural phenomena that cause
significant damage in a short time. The complexity of tectonic processes and the
variability in plate behavior make it difficult to accurately predict these events.
Although technological advances have improved the collection of seismic data, the
limited coverage and low spatial resolution of sensors hinder early detection and

risk assessment in less monitored areas.

In this context, Physics-Informed Neural Networks (PINNs) offer an
innovative solution by integrating geological and physical models with deep
learning techniques, enhancing the simulation of seismic wave propagation. This
study focuses on the application of PINNs to simulate the one-dimensional wave
equation, using the finite difference method as a benchmark. With an

implementation in Python, the performance of both methods was compared.

The results indicate that for 1D forward problems, traditional methods (FDM
and FEM) outperform PINNs in computational efficiency (times < 1s vs >600s)and
accuracy (errors of 107> vs 1072).However, PINNs proved to be promising in
inverse problems for wave speed estimation (absolute error ~ 0,0015), offering

advantageous geometric flexibility and mesh-free modeling for complex scenarios.

Keywords: Physics-Informed Neural Networks (PINNSs), Seismic wave
simulation, Finite Difference Method (FDM), Earthquake prediction, Deep

learning, Risk mitigation.
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1. Introduccion

En el dmbito de las simulaciones aplicadas a la sismologia, un desafio
fundamental reside en la prediccién precisa de las ondas generadas durante un
evento sfsmico. Para abordar estos retos, es muy importante perfeccionar el
modelado y la solucién numérica de estos eventos geolégicos y fisicos que simulan
la propagaciéon de estas ondas, solo asi se podrdn establecer estrategias de
mitigacion de riesgos mas robustas y sistemas de alerta temprana con mayor

capacidad predictiva y eficacia.

La simulacién de la propagacién de ondas sismicas es una herramienta esencial
en sismologia e ingenieria sismica, permitiendo anticipar los efectos de los
terremotos. Estas simulaciones se implementan utilizando métodos numéricos que
discretizan las ecuaciones de onda en el espacio y el tiempo. La precisién con la que
estos métodos pueden predecir como las ondas se desplazan a través de la Tierra y
afectan las edificaciones no es trivial; depende intrinsecamente de un conjunto de
factores interconectados. Estos abarcan desde la formulacién matemética y la
implementaciéon del propio método numérico (por ejemplo, diferencias finitas,
elementos finitos, elementos espectrales), hasta la detallada parametrizaciéon del
modelo geoldgico que representa el medio de propagaciéon. Asimismo, las
caracteristicas de la fuente sismica (magnitud, profundidad, orientacion de la falla)
y las propiedades de las ondas que se investigan (amplitud, frecuencia, duracién)
deben ser cuidadosamente consideradas. La interaccion de todos estos elementos
determina la calidad y el realismo de las simulaciones, siendo fundamental para la

evaluacion del peligro y el disefio sismo-resistente.



Tradicionalmente, los métodos numéricos como las diferencias finitas (DF) y el
método de elementos finitos (FEM) han sido las herramientas mds utilizadas para
resolver las ecuaciones de onda. Sin embargo, estos enfoques enfrentan
limitaciones significativas a medida que los modelos geofisicos se vuelven mas

detallados y complejos.

Entre los desafios mds notables para el calculo de las simulaciones se
encuentran los altos costos computacionales y las dificultades para modelar
medios heterogéneos y anisotrépicos, lo que limita la precision y eficiencia de las
simulaciones. Dada estas limitaciones, surge una nueva técnica basada en las Redes
Neuronales Informadas por la Fisica (PINNs), la cual plantea una alternativa

prometedora para resolver ecuaciones diferenciales parciales (PDEs).

Estas redes neuronales incorporan directamente las leyes fisicas en el proceso
de aprendizaje, lo que las hace potencialmente mds eficientes y precisas en
comparacién con los métodos numéricos tradicionales. El presente trabajo de
grado se centra en la comparacién de las PINNs con los métodos tradicionales de
DF y FEM para determinar si pueden ofrecer una mayor eficiencia computacional y

precision en la simulacién de ondas sismicas.

El desarrollo de una comparacién detallada entre las PINNs y los métodos
tradicionales no solo permitird identificar las ventajas de estas nuevas
herramientas, sino que también podria transformar la practica en sismologia,
facilitando simulaciones rdpidas y detalladas. Al evaluar y comparar la eficiencia y
precisiéon de las Redes Neuronales Informadas por la Fisica (PINNs) con los
métodos numéricos tradicionales (diferencias finitas y elementos finitos) en la

simulaciéon de ondas sismicas.



Para lograrlo, se implementaran modelos de PINN que integren las ecuaciones
de onda y se realizardn simulaciones comparativas utilizando DF y FEM en los
mismos escenarios. Los resultados serdn evaluados en términos de precision y
eficiencia computacional, con especial atencién a la capacidad de los modelos para
gestionar geometrias complejas y condiciones de frontera. Ademads de implementar
modelos de PINN para simular la propagaciéon de ondas sismicas en medios
heterogéneos, realizando simulaciones comparativas con DF y FEM; evaluar la
precision y eficiencia computacional de las PINN en comparacién con los métodos
tradicionales; e identificar escenarios en los que las PINNs presentan ventajas

computacionales significativas.

1.1. Objetivos

1.1.1. Objetivo General

Demostrar la eficiencia de las Redes Neuronales Informadas por la Fisica en la
modelaciéon de la propagaciéon de ondas sismicas y la evaluacién de riesgos
sismicos, ofreciendo una comparacién detallada con las metodologias tradicionales
Diferencias Finitas y Elemento Finito para establecer su potencial como una

herramienta de simulacién superior.

1.1.2. Objetivos Especificos

1. Implementar modelos de Redes Neuronales Informadas por la Fisica que
incorporen las ecuaciones fundamentales de la dindmica sismica para simular

la propagacién de ondas sismicas en diferentes medios.

2. Realizar simulaciones paralelas utilizando los métodos Diferencias Finitas y



Elemento Finito para los mismos escenarios sismicos modelados con Redes
Neuronales Informadas por la Fisica asegurando una base comparativa

equitativa.

3. Evaluar la precision, eficiencia computacional y flexibilidad de los modelos
Redes Neuronales Informadas por la Fisica en contraste con Diferencias
Finitas y Elemento Finito, particularmente en términos de manejo de

geometrias complejas y condiciones de frontera.

1.2. Estado del Arte

Partiendo del andlisis de las simulaciones para conocer y predecir el
comportamiento de las heterogeneidades en el subsuelo de la Tierra es una tarea
crucial en geofisica, y las inversiones sismicas son herramientas esenciales para
lograrla. Tradicionalmente, la inversién de formas de onda completas (FWI- Forms
Wave Inversion) ofrece resultados superiores a la tomografia de tiempos de viaje,
especialmente cuando la longitud de onda dominante de la onda sismica es mayor
que la escala de las heterogeneidades objetivo [1, 2]. Sin embargo, la FWI sigue
siendo un desafio técnico y computacional considerable; aunque los métodos
adjuntos pueden reducir el costo computacional a solo dos simulaciones directas
por paso de optimizacién, su derivaciéon e implementacién son complejas y

especificas para cada caso.

La ultima década ha presenciado una explosién en la cantidad de datos
sismicos registrados y avances significativos en las técnicas de aprendizaje
automadtico, particularmente en el aprendizaje profundo . Esto ha motivado a los
sism6logos a buscar métodos mads eficientes para problemas como la deteccién de
terremotos, la seleccién automatica de fases y la eliminacién de ruido en las sefiales

sismicas. A pesar del éxito del aprendizaje profundo en campos con abundancia de



datos, las aplicaciones de imagenes sismicas han enfrentado limitaciones debido a

la escasez de conjuntos de datos espacialmente densos.

En este contexto, han surgido las redes neuronales informadas por la fisica
(PINNSs), una clase novedosa de redes neuronales profundas que ofrecen un marco
mejorado para superar la dependencia de grandes volimenes de datos
etiquetados. Las PINNs aprovechan las leyes fisicas que rigen los procesos que
generan los datos, reduciendo significativamente la necesidad de datos etiquetados

durante el entrenamiento [3].

Este enfoque se ha aplicado con éxito en diversas disciplinas, incluyendo
mecédnica de fluidos, sélidos y transferencia de calor. En sismologia, se ha
demostrado que las PINNs pueden usarse como solucionadores de la propagacion
de ondas actsticas[4, 2]. La aplicacion de PINNs a la FWI para problemas
sismolégicos se ha presentado como un estudio pionero en este &mbito. También se
han utilizado para resolver la ecuaciéon de Eikonal, crucial para la predicciéon de
tiempos de primera llegada y la tomografia de tiempos de viaje . Las ventajas clave
de las PINNs en este campo incluyen su formalismo sin malla, que permite una
implementacién flexible de la ecuacién de ondas y las condiciones de contorno,
como las condiciones de contorno absorbentes, que se satisfacen automaticamente.
Ademés, el conocimiento a priori de la estructura del subsuelo puede codificarse
sin problemas en la formulacién de las PINNs. Los estudios demuestran que las
PINNSs ofrecen excelentes resultados para las inversiones con una complejidad
computacional limitada. También pueden manejar multiples eventos sismicos en
una sola red neuronal, lo que optimiza significativamente el problema inverso.
Incluso ante la presencia de datos potencialmente ruidosos o escasos, la integracion
de las ecuaciones gobernantes en el entrenamiento de las PINNs proporciona un

marco que busca la robustez en la inversion al reducir la dependencia de grandes



voliimenes de datos etiquetados, abordando asi el desafio de los datos imperfectos.

En la estimacién de la estructura de velocidad sismica y la determinacién de
hipocentros, el uso de PINNs ha permitido una cuantificacién completa de la
incertidumbre (UQ) y un cdlculo rdpido que es érdenes de magnitud més veloz
que los métodos numéricos convencionales, lo cual es vital para la difusion rapida
de informacién sismica. A pesar de estos avances, persisten desafios para las
PINNSs, especialmente al aplicar la misma estrategia a estructuras mds complejas
con gradientes de velocidad pronunciados o discontinuidades abruptas. La
suavizacion excesiva en los resultados de la inversiéon puede mitigarse con
conjuntos de datos de entrenamiento més grandes o la inclusién de conocimiento a

priori sobre las discontinuidades.

La eleccién heuristica de los pesos para los términos de la funcién de pérdida y
el tamafo de la red también representa un desafio, asi como los altos costos de
memoria para dominios computacionales grandes. Futuras direcciones incluyen el
uso de PINNs conservadoras (cPINN) y PINNs extendidas (XPINN) para
descomponer el dominio computacional, lo que podria mejorar la flexibilidad y
eficiencia al tratar con campos de ondas complejos y superar el sesgo espectral de
las redes neuronales para componentes de alta frecuencia. Ademds, se estan
explorando modelos sustitutos para la carga paramétrica, que infieren
directamente las formas de onda completas para diferentes ubicaciones de carga.
La descomposicion temporal del dominio también ha sido propuesta para mejorar

la escalabilidad y la precisién en modelos a gran escala.

Paralelamente a estos enfoques de vanguardia, los métodos numéricos
tradicionales como el Método de Elementos Finitos (FEM) [5, 6], el Método de
Diferencias Finitas (FD) y el Método de Elementos Espectrales (SE) se siguen

utilizando para la predicciéon numérica de los efectos sismicos locales.



1.3. Sismologia

1.3.1. Conceptos basicos

La sismologia es una disciplina cientifica que forma parte de la geofisica y que
estudia la propagacion de las ondas sismicas (ondas de movimiento) en el interior
y la superficie del planeta, fruto de los movimientos de las placas tecténicas de la

corteza terrestre.

Dicho de un modo més simple, es la ciencia que estudia los terremotos y otros
fenémenos similares. Esta disciplina se ocupa de los movimientos de la corteza

terrestre, las tensiones que estos ocasionan y el impacto que generan.

Permite entender dénde, por qué y como se producen los sismos, asi como la
evolucion tecténica de la regiéon donde éstos se producen. Para estudiar la
sismologia es preciso tomar una perspectiva tanto geogradfica como histérica. La
sismologia realiza contribuciones importantes a la sociedad, ya que ayuda a

cuantificar la amenaza sismica que afecta a las poblaciones.

1.3.2. Propésitos de la sismologia

» Estudiar la propagacién de las ondas sismicas en el interior del planeta, lo
cual revela informacién respecto de cémo se compone el interior de la Tierra:

materiales, disposicion, estructuras.

» Proporcionar respuesta a la pregunta sobre el origen de los sismos y conocer

los distintos tipos que existen: temblores, terremotos, maremotos, entre otros.

» Disefiar estrategias para la prevencién de sismos que permitan salvar vidas y



minimizar el dafio de los temblores. Esto puede darse, por ejemplo, mediante
el aporte de informacién clave sobre materiales y técnicas para la industria de

la construccidn, o el disefio de manuales de conducta en caso de terremoto.

» Reunir informacion sismica que pueda ser ttil a otras disciplinas y saberes,

para expandir los conocimientos cientificos.

1.3.3. Sismologia Computacional

La sismologia computacional se centra en la resolucién numérica completa de
las ecuaciones diferenciales parciales que describen la propagaciéon de ondas
elasticas en modelos tridimensionales (3D) de la Tierra, donde las soluciones
analiticas no son posibles. Este enfoque se utiliza para generar sismogramas
sintéticos, fundamentales para comprender la estructura interna de la Tierra y las
fuentes de energia sismica. Aunque existen métodos clasicos como la teoria de
rayos y las soluciones modales, las técnicas numéricas modernas, como las
soluciones en el dominio del tiempo, permiten una representacion mads realista y
detallada de las ondas sismicas. Estas simulaciones son intensivas en recursos
computacionales, lo que requiere hardware avanzado y paralelizaciéon de

algoritmos.

La sismologia computacional abarca aplicaciones como estudios de
peligrosidad sismica, donde se calculan escenarios de movimientos del suelo, y
estudios de fisica de terremotos, que investigan las condiciones de ruptura sismica.
En la exploraciéon geofisica, el enfoque suele ser la generacién de ondas corporales,
evitando las ondas superficiales, y puede implicar modelos complejos con
anisotropia o poroelasticidad. En sismologia global, se deben considerar efectos
como la curvatura terrestre, utilizando métodos como las coordenadas esféricas o

el enfoque de la esfera dividida en cubos.

Otras areas de aplicacién incluyen la vulcanologia, donde se modelan sefiales



sismicas complejas influenciadas por la topografia, y la tomografia sismica,
especialmente la inversién completa de formas de onda. Este ultimo enfoque
combina modelos 3D y observaciones para mejorar iterativamente las imédgenes del

interior de la Tierra, lo que podria revolucionar nuestra comprension del planeta.

Este campo, impulsado por la evolucién del hardware, ofrece herramientas
potentes pero exige precaucién en su uso. Es fundamental complementar las
simulaciones 3D con métodos clédsicos para verificar resultados y desarrollar un
entendimiento profundo de la propagacion de ondas sismicas. Aunque las
simulaciones numéricas han avanzado significativamente, los métodos clasicos

siguen siendo relevantes por su eficiencia y simplicidad en ciertos contextos. [1]

1.3.4. Sismicidad Historica

La sismicidad histérica se refiere al estudio y registro de terremotos ocurridos
antes de la era instrumental, es decir, antes de la disponibilidad de sismégrafos
modernos. Este campo se basa en la recopilaciéon y andlisis de documentos
histéricos, relatos, registros arquitectéonicos y evidencias geoldgicas para

reconstruir eventos sismicos pasados.

En El Salvador, un pais con una notable actividad sismica debido a su
ubicacion en el Cinturén de Fuego del Pacifico, la sismicidad histérica es de
particular interés. Aunque no se dispone de registros instrumentales detallados de
los terremotos anteriores al siglo XX, existen documentos histéricos que describen
eventos significativos. Por ejemplo, el terremoto de San Salvador de 1854 causé una
destrucciéon considerable en la capital y es uno de los eventos sismicos mas

documentados de la época.

El estudio de la sismicidad histérica es esencial para comprender los patrones
sismicos de una regién y evaluar su riesgo sismico actual. Al analizar eventos

pasados, los sismdlogos pueden identificar dreas propensas a terremotos y estimar



la magnitud y frecuencia de futuros eventos. Esta informacién es crucial para la
planificaciéon urbana, la construccion de infraestructuras resistentes y la

preparacién ante desastres naturales.

En la actualidad, instituciones como el Instituto Geogréafico Nacional de
Espafia han desarrollado bases de datos y mapas que recopilan informacién sobre
la sismicidad histérica en diversas regiones. Estos recursos son valiosos para

investigadores y autoridades en la gestién del riesgo sismico.

1.4. Ondas elasticas en la Tierra

El estudio de las ondas sismicas y las fuentes implica desafios significativos al
calcular sismogramas sintéticos y abordar problemas complejos de modelos de la
Tierra o mecanismos de fuentes sismicas. Aunque las herramientas
computacionales modernas permiten obtener resultados preliminares
rapidamente, la validacién de estos resultados es crucial. Esto incluye verificar la
precision en los tiempos de viaje y amplitudes, asi como asegurar la correcta
implementaciéon del modelo de la Tierra, las fuentes y los receptores; como las
ecuaciones que gobiernan la propagacion de ondas eldsticas, los fenémenos
esperados en medios simples, las condiciones de contorno, y la descripcién de las
fuentes sismicas. Un aspecto fundamental es la relacién entre la longitud de onda y

el nimero de puntos de muestreo necesarios en las simulaciones numéricas.

Las ondas superficiales, como las de Rayleigh, dominan en terremotos grandes
y son influenciadas por la condicién de contorno libre de tensiones en la superficie
terrestre. Estas ondas tienen un rango de periodos que varia de decenas a cientos
de segundos y exhiben dispersién fisica, donde las ondas de mayor periodo llegan

antes que las de menor periodo.

En términos précticos, la eleccién de frecuencias objetivo, fases sismicas a
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modelar (ondas corporales o superficiales) y la heterogeneidad del modelo de
velocidad son factores determinantes en como se deben discretizar los modelos de
la Tierra. Ademas, los sismogramas estan influenciados tanto por la fuente como
por la estructura del medio. Para simular correctamente las ondas superficiales, es

esencial implementar condiciones de contorno precisas.

1.4.1. Ondas sismicas

Las ondas sismicas son vibraciones o perturbaciones que se propagan a través
de la Tierra como resultado de la liberaciéon repentina de energia en su interior. Esta
energia puede ser liberada por eventos naturales como terremotos, erupciones
volcanicas o incluso explosiones artificiales. Estas ondas representan la
manifestacion energética de los sismos y se propagan en todas direcciones desde su

fuente.

Cada tipo de onda sismica tiene caracteristicas especificas y viaja a diferentes
velocidades dependiendo del material a través del cual se desplaza. Si bien todas
las ondas sismicas pueden propagarse a través de las rocas, no todas son capaces
de atravesar liquidos o gases. Esto proporciona informacién crucial a los ge6logos,
quienes estudian las ondas sismicas no solo para comprender los sismos, sino

también para investigar la estructura interna de la Tierra.

Una onda eléstica es una deformacién que se propaga a través de un medio
elastico, y cuando el medio es la Tierra, se denomina onda sismica. El anélisis de
estas ondas permite a los cientificos obtener detalles sobre las propiedades fisicas de
los materiales terrestres, contribuyendo significativamente al estudio de la geologia

y la sismologia.[7]
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1.4.2. Tipos de Ondas Sismicas

Las ondas sismicas se clasifican en dos grandes grupos: profundas y

superficiales, segtin su comportamiento y la regiéon de propagacion. [8]
= Ondas Profundas: Py S

* Ondas Primarias (P): Son las mds rapidas y las primeras en registrarse
en los sismoégrafos, de ahi su nombre. Las particulas de las rocas vibran
en la misma direccién de la propagacién de la onda. Estas ondas pueden
desplazarse tanto en sélidos como en liquidos, aumentando su
velocidad en materiales mas rigidos. Se originan en el hipocentro y, al
atravesar diferentes materiales, pueden reflejarse, refractarse y cambiar

de velocidad.

* Ondas Secundarias (S): Viajan a menor velocidad y llegan después de
las ondas P. Las particulas de las rocas vibran de forma perpendicular a
la direccién de propagacion de la onda. A diferencia de las ondas P, las
ondas S no se transmiten a través de liquidos, solo en sélidos, lo que las
hace ttiles para estudiar las propiedades del interior de la Tierra. También

se originan en el hipocentro y sufren cambios al pasar de un medio a otro.
= Ondas Superficiales: Love (L) y Rayleigh (R)

Estas ondas son més lentas y se desplazan tnicamente por la superficie
terrestre, en las interfases tierra-aire y tierra-agua. Se originan en el epicentro

y son responsables de gran parte de los dafios asociados a los terremotos.

* Ondas Love (L): Mueven el suelo horizontalmente y de manera
perpendicular a la direccién de propagacion. Se generan en la interfase

entre medios con propiedades mecdnicas diferentes.

* Ondas Rayleigh (R): Se transmiten de forma similar a las olas del mar,

moviendo las particulas en trayectorias elipticas. Estas ondas combinan
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movimientos verticales y horizontales, lo que genera un efecto mds

destructivo.

ONDAS PROFUNDAS ONDAS SUPERFICIALES

Ondas P (primarias)

Ondas L (Love)

Ondas S (secundarias)

e P

—- Direccion de propagacion

. particulas consideradas como punto de referencia

Ondas R (Rayleigh)

Figura 1.1: Tipos de Ondas sismicas

1.5. Propagacion de ondas

La propagacion de las ondas producidas por los terremotos esta determinada
por la mecénica de los medios elésticos y, por tanto, sus velocidades dependen de
las caracteristicas eldsticas del medio, cuya distribucién puede estudiarse mediante

la observacion de los tiempos de recorrido y amplitudes de estas ondas.

El calculo del epicentro de un sismo se basa en la triangulacién, un método
sencillo que requiere al menos tres estaciones sismoldgicas. Cuando ocurre un
terremoto, las ondas sismicas P (primarias) y S (secundarias) se propagan en todas
direcciones a diferentes velocidades, siendo la onda P més radpida que la onda S. A
medida que las ondas se alejan del epicentro, aumenta la diferencia de tiempo

entre la llegada de ambas (TS-P). Esta diferencia permite estimar la distancia del
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epicentro a cada estacion.

Para simplificar, se asume que la Tierra es homogénea y la velocidad de la onda
P es constante. Con esta premisa, la distancia al epicentro puede calcularse
multiplicando TS-P por la velocidad de la onda P. Por ejemplo, en tres estaciones
(THA, TCA y VCA), las diferencias TS-P de 60, 80 y 110 segundos corresponden a
distancias de 360 km, 480 km y 660 km respectivamente. Utilizando un mapa y un
compads, se trazan circunferencias alrededor de cada estacién; la intersecciéon de los

tres arcos indica el epicentro.[9]

Aunque este método fue ampliamente utilizado antes de la era computacional,
los célculos actuales son més precisos. Hoy en dia, se emplean miltiples estaciones
y modelos especificos que consideran la estructura de la corteza terrestre, como las
variaciones de velocidad de las ondas en su trayectoria. Estos célculos utilizan
curvas ¢amino-tiempo”, que relacionan el tiempo TS-P con la distancia recorrida, y
algoritmos computacionales basados en modelos matematicos.[9] El proceso
iterativo optimiza los resultados, determinando con alta probabilidad la ubicaciéon

exacta del epicentro, su profundidad y el momento del evento.

1.6. Fenomenos Sismicos

Los efectos de un sismo traen como consecuencia el sacudimiento del suelo, los
incendios, las olas marinas sismicas y los derrumbes, asi como la interrupcién de
los servicios vitales, el péanico y el choque psicolégico. Los dafios dependen de la
hora en que ocurre el sismo, la magnitud, la distancia del epicentro, la geologia del
area, el tipo de construccién de las diversas estructuras, densidad de la poblacion y

duracién del sacudimiento.

Para cuantificar o medir el tamafio de un temblor se utilizan las escalas de

intensidad y magnitud. La escala de Intensidad o de Mercalli estd asociada a un
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ESCARPE DE FALLA

FRENTE DE ONDA

FALLA

Figura 1.2: Fen6meno sismico

lugar determinado y se asigna en funcién a los dafios o efectos causados al hombre

y a sus construcciones. La escala de Magnitud o Richter estd relacionada con la

energia que se libera durante un temblor y se obtiene en forma numérica a partir

de los registros obtenidos con los sismégrafos, esta es la manera mds conocida y

mas ampliamente utilizada para clasificar los sismos.

1.6.1. Caracteristicas y comportamiento

Las diversas ondas sismicas viajan a diferentes velocidades por lo que llegan
al sismoégrafo a diferentes horas, los tiempos de viaje se ilustran como gréficas
de tiempo-distancia llamados sismogramas con lo que se podra determinar el

epicentro de cualquier sismo.

El punto exacto en donde se origina el sismo se llama foco o hipocentro, se
sittia debajo de la superficie terrestre a unos pocos kildmetros hasta un maximo

de unos 700 km de profundidad.

El epicentro es la proyeccion del foco a nivel de tierra, es decir, el punto de la
superficie terrestre situada directamente sobre el foco, donde el sismo alcanza

su mayor intensidad.

El fallamiento (falla) de una roca es causado precisamente por la liberacién

repentina de los esfuerzos (compresion, tensién o de cizalla) impuestos al
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terreno, de esta manera, la tierra es puesta en vibracion; esta vibracién se
debe a que las ondas sismicas se propagan en todas las direcciones y
trasmiten la fuerza que se genera en el foco sismico hasta el epicentro en

proporcién a la intensidad y magnitud de cada sismo.

1.6.2. Registros reales y sintéticos

Los registros de datos reales son datos que provienen de observaciones o
mediciones directas del mundo real, recopilados a partir de eventos, personas,
sistemas o fendmenos reales mediante métodos como encuestas, sensores,
transacciones o experimentos. La mayor ventaja es que son precisos y reflejan las
condiciones reales. Sin embargo, pueden ser dificiles de obtener por cuestiones de

privacidad, costos o limitaciones en el acceso a las fuentes de datos.

Los registros de datos sintéticos son datos generados artificialmente mediante
modelos matemdticos o algoritmos de simulacién que intentan replicar las
caracteristicas y patrones de los datos reales, pero sin ser una copia directa de ellos.
Facilitan la experimentacién y el anélisis cuando no es posible acceder a datos
reales, ayudan a evitar problemas de privacidad y permiten crear escenarios
hipotéticos. Sin embargo, si los modelos que generan los datos sintéticos no son

precisos, los datos pueden no representar fielmente las condiciones reales.
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2. Marco Teorico

En la siguiente seccién se abordaran desde generalidades bésicas de la ciencia
de la sismologia, sus caracteristicas y comportamientos hasta funciones maés
avanzadas que involucran métodos numéricos. Una breve introduccién de los
problemas inversos, sus caracteristicas y algunos métodos para solucionarlos,

exponiendo conceptos que ayudaran a clarificar la teoria presentada.

2.1. Problema de la Ecuacidon Diferencial Parcial (PDE)

El problema considera una ecuacién de onda unidimensional definida en un

dominio espacial y temporal, con condiciones iniciales y de frontera especificadas.

La ecuacién de onda unidimensional estd dada por:

%u(x,t)  ,0%u(x,t)
— = >
52 c 532 0, x€[0,L],t>0,

donde u(x,t) es la funcién desconocida que describe el desplazamiento en el
tiempo t y el espacio x, c es la velocidad de propagacién de la onda, L = 1,0 es la

longitud del dominio espacial.

Para el dominio definimos el problema se define en:

(x,t) € [0,L] x [0,T],

donde x € [0, 1] es la dimensién espacial, t € [0, T] es el intervalo de tiempo.
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Para la condicién inicial para el desplazamiento u(x, 0) estd definida como:

u(x,0) = sin(mtx), x € [0,L].

Adicionalmente, se asume que la velocidad inicial es cero:

du(x,0)
ot

=0, x€][0,L]

Considerando las condiciones de frontera homogéneas de Dirichlet en ambos

extremos del dominio espacial:

u(0,¢) =0, u(L,t)=0, t>0.

La soluciéon analitica de la ecuacion de onda se basa en la féormula de
d’Alembert:

u(x,t) =

(f(x—ct)+ f(x +ct)),

N —

donde:f(x) = sin(7tx) representa la condicién inicial, x estd restringido al dominio

espacial mediante la funcién , x € [0, L].

Esta solucién representa la superposicion de dos ondas que se propagan en
direcciones opuestas con velocidad c, reflejando las condiciones iniciales y de
frontera, donde L = 1,0 y T = 1,0. La solucién analitica para este problema, con un

valor conocido de ¢, es:

u(x,t) = sin(7mx) cos(mct) (2.1)
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2.2. Problemas Inversos

Los problemas inversos son una clase de problemas matemadticos que
involucran la determinacién de las causas subyacentes a partir de los efectos
observados. Estos problemas son comunes en diversas disciplinas cientificas y
tecnolégicas, donde la medicion directa de los pardmetros de interés no es posible

o es impracticable.
Los problemas inversos tienen aplicaciones en diversas dreas, como:

» Geofisica: En geofisica, los problemas inversos se utilizan para determinar la
estructura subterrdnea a partir de ondas sismicas. Al analizar cémo las ondas
se propagan y se reflejan, se pueden inferir propiedades del subsuelo como la

densidad y la velocidad de propagacion de las ondas.

» Medicina: En medicina, los problemas inversos se aplican en técnicas de
imagen como la tomografia por ultrasonido. Al analizar cémo las ondas de
ultrasonido se propagan a través del cuerpo, se pueden reconstruir imdgenes

del interior del cuerpo.

» Ingenieria: En ingenieria civil, los problemas inversos ayudan a evaluar la
integridad estructural de edificios y puentes mediante el andlisis de
vibraciones. Al medir las vibraciones inducidas por cargas externas, se

pueden determinar pardmetros como la rigidez y la masa de la estructura.

Sin embargo, también presentan desafios, como la presencia de ruido en los
datos y la no linealidad de los modelos, lo que puede llevar a soluciones no tinicas
o inestables.

2.2.1. Caracteristicas de los Problemas Inversos

Los problemas inversos se caracterizan por las siguientes propiedades:
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1. Existencia, Unicidad y Estabilidad: Segiin Hadamard, un problema est4
correctamente planteado si su solucién existe, es tinica y es estable frente a
pequefias perturbaciones en los datos. Sin embargo, muchos problemas
inversos no cumplen estas condiciones, lo que los hace incorrectamente

planteados.

2. Tipos de Problemas Inversos: Estos problemas pueden variar desde la
reconstruccion de imdgenes en tomografia computarizada hasta la
determinacién de pardmetros fisicos en ecuaciones diferenciales. Cada tipo

requiere métodos especificos para su resolucion.

3. Ruido y Errores: Los datos medidos suelen estar contaminados con ruido o
errores, lo que complica la resolucién del problema inverso. Esto puede llevar

a soluciones inestables o no tinicas.

Para resolver problemas inversos, se utilizan varios métodos:

2.2.2. Soluciones por Regularizacién de Tikhonov

Este método es ampliamente utilizado para estabilizar problemas inversos
incorrectamente planteados. Introduce un pardmetro de regularizacién a que
minimiza la discrepancia entre los datos observados y las predicciones del modelo,

al mismo tiempo que alisa la solucién. La funcién de pérdida se define como:

2 2
L= [Ax=bl" +a |||

donde A es la matriz del sistema, x es el vector de pardmetros a determinar, b

es el vector de datos observados y « es el pardmetro de regularizacion.
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2.2.3. Soluciones por Optimizacién

Muchos problemas inversos se resuelven mediante técnicas de optimizacion,
donde se busca minimizar una funcién que mide la diferencia entre los datos
medidos y las predicciones del modelo. Por ejemplo, si tenemos un modelo lineal

y = Ax + b, la funcién de pérdida podria ser:

(vi — (Ax; + b))?

I
1=

~
I
—_

donde y; son los datos observados, x; son los valores de entrada y A y b son los

parametros del modelo.

2.2.4. Soluciones por Redes Neuronales Informadas por la Fisica

(PINNSs)

Consideremos un problema inverso donde se busca determinar la velocidad de
propagacion ¢ de una onda en un medio. Si se miden las amplitudes de la onda en

varios puntos y tiempos, podemos formular un problema inverso para encontrar c.
La funcién de pérdida podria ser:
1Y /%u ,0%u 21 M 2
L= N Z% (ﬁ —¢ @) M ;(upred — Udata)
i= j=

donde upreq es la prediccién del modelo y u4,t, son los datos observados.

Estas redes neuronales estan disefiadas para resolver ecuaciones diferenciales y
pueden ser utilizadas para problemas inversos relacionados con estas ecuaciones.
PINNs minimizan una funcién de pérdida que combina la ecuacién diferencial con

las condiciones de frontera y los datos observados.
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La ecuaciéon de onda es una ecuacion diferencial parcial que describe la
propagacion de ondas en diversos medios fisicos. En muchos casos, se enfrentan
problemas inversos relacionados con esta ecuacién, donde se busca determinar
pardmetros como la velocidad de propagacion o las condiciones iniciales a partir

de observaciones de la onda.

2.3. Redes Neuronales, PINNs, Arquitectura

Son un tipo de modelo de aprendizaje automatico inspirado en la estructura y
funcionamiento del cerebro humano. Estdn disefiadas para reconocer patrones
complejos y aprender de los datos de manera similar a como lo hacen las neuronas

en el cerebro.

Las redes neuronales informadas por la fisica (PINNSs, por sus siglas en inglés)
son redes neuronales disefiadas para resolver ecuaciones diferenciales parciales
(PDEs) lineales o no lineales incorporando directamente las leyes fisicas en la
funcién de pérdida. Este enfoque aprovecha el calculo automaético (autograd) para
representar las derivadas necesarias, garantizando que la solucién aprendida por la
red neuronal respete tanto las condiciones iniciales y de frontera como las

propiedades del sistema fisico modelado.

Estas redes neuronales son destacadas como una nueva clase de
aproximadores universales de funciones, eficientes en el uso de datos, que integran
de manera natural las leyes fisicas subyacentes como informacién previa. Este
enfoque representa un avance importante al combinar principios fisicos con
técnicas modernas de aprendizaje automaético, logrando una integraciéon coherente

entre el conocimiento tedrico y los datos observados.
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2.3.1. Perceptron

Las neuronas artificiales estan inspiradas en las neuronas biolégicas (Figura 2.1).
El perceptrén es un modelo basico de red neuronal que toma una entrada, aplica una

funcién lineal y, posteriormente, una funcién no lineal para generar una salida.

Sea (t, x) la entrada. La funcién lineal puede representarse como:

(t,x) > w-[t,x]+D,

donde w es el vector de pesos y b es el sesgo o término independiente. El siguiente

paso es aplicar una funcién de activacion para obtener la salida y del perceptrén.

2.3.2. Perceptron Multicapa

El algoritmo de aprendizaje del perceptron fue desarrollado por Frank
Rosenblatt en 1957. Sin embargo, en 1986, Rumelhart, Hinton y Williams
revolucionaron el campo al descubrir el algoritmo de retropropagacién
(backpropagation), que permite entrenar modelos con capas ocultas [10]. Este
avance marcé un hito importante, ya que el algoritmo de retropropagacion facilita
el ajuste de los pardmetros de redes neuronales més complejas mediante el cdlculo

eficiente del gradiente.

Aunque las redes neuronales tienen décadas de existencia, los perceptrones
iniciales eran muy limitados en su capacidad. Fue gracias a la incorporacién de la
retropropagacion, los avances recientes en hardware y la disponibilidad de grandes
conjuntos de datos que las neuronas artificiales lograron éxitos significativos en
una amplia gama de tareas, permitiendo asi solucionar de manera experimental

problemas teéricos complejos.

Un perceptrén multicapa (MLP, por sus siglas en inglés) puede representarse
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Figura 2.1: Neurona artificial vs meurona Humana. Obtenido de [10]
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donde las matrices W representan los pesos, los vectores b corresponden a los

sesgos (ambos representados por los pardmetros 6), y f son las funciones de

activacion. De esta manera, las salidas de algunas neuronas se utilizan como

entradas para otras (fig. 2.2).
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Figura 2.2: La visualizacién de un perceptrén de (L + 1) capas incluye n unidades

de entrada y K unidades de salida. La capa oculta L contiene m(L) neuronas
ocultas.Obtenido de [10]

2.3.3. Funcional de Pérdida

Las redes neuronales artificiales son esencialmente un esquema de
optimizacioén (si, con los inconvenientes relacionados con los minimos locales), y
para ello se define un funcional de pérdida. Los pardmetros 6 de la red neuronal se
ajustan para minimizar este funcional, logrando aproximaciones consistentes con

las ecuaciones diferenciales subyacentes.

2.3.4. Puntos de Colocacion

Sea X, un conjunto finito de puntos dentro del dominio D, denominados puntos
de colocacion. Ademas de inicializar los pesos, en las PINNs es necesario seleccionar
un conjunto adecuado de X; para el proceso de entrenamiento, evitando problemas
de overfitting o underfitting. Basicamente, durante cada época del entrenamiento, se
calculan los residuales definidos en la ecuacion( 2.2) para los puntos X, y se utiliza

esta informacién para construir un funcional de pérdida.
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2.3.5. Calculo del Residual en los Puntos de Colocacion

Para estos puntos, definimos:

Ny

1 i (i
¢x, (0) = N 275(5 ) 2,

ri=1

donde N; es la cantidad de puntos de colocacién y ry es el residual definido en la
ecuacion ( 2.2). Este término representa un error cuadrdtico medio de los residuales en
los puntos de colocacién. Si la ecuacién diferencial es satisfecha, entonces ¢x, () =

0.

De manera andloga, se generan puntos para los datos iniciales y de frontera,
donde se conoce la solucién exacta proporcionada. Las predicciones del modelo se

calculan utilizando la ecuacién). Asi, definimos los siguientes errores cuadraticos

medios:
1 X (i D\ 2
#x(0) = 5 L (va(t5 ") = o))
N ) NON G
¢x, (0 Z(”G Y _“b(tz(;)'xz(a))> :

i=1

2.3.6. Funcional de Pérdida

El funcional de pérdida para los parametros 6 en una época k se define como:

Px(0) = Arx, (0) + Aodx, (0) + Apgx, (0),

donde las constantes A son denominadas multiplicadores de Lagrange [11]. Estas
constantes se seleccionan para equilibrar las contribuciones de los diferentes

términos.
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2.3.7. Funcion de Costo

La funcién de costo C(60;) = ¢x(6x) se utiliza como un indicador de convergencia.
En teoria, se espera que:

C(0) >0 = ug — u.

Sin embargo, dado que X es un subconjunto finito del dominio y las métricas son
medias, ciertas caracteristicas espaciales o temporales podrian no ser capturadas

completamente [11].

2.3.8. Error

Sea

Ay = {ug | #0 = n},

el conjunto de todas las aproximaciones 1y a u con n pardmetros . Por lo tanto, se

tienen diferentes 1y dependiendo de 0 y las funciones de activacion utilizadas.

Para valores suficientemente grandes de 7, surge la pregunta de si siempre es
posible encontrar una buena aproximacién a u dentro de A,. En caso afirmativo,
(qué funcional de pérdida serfa el mds adecuado para alcanzar dicha
aproximacion? Aun cuando se identifique el funcional apropiado, los desafios de
optimizacién permanecen, como la posibilidad de quedar atrapados en minimos
locales indeseados o la necesidad de ajustar pardmetros clave como la tasa de

aprendizaje y el nimero de épocas de entrenamiento.

Es bien conocido que la capacidad de una red neuronal depende de la cantidad
de pardmetros. Es decir, mds pardmetros implican mayor capacidad. Sin embargo,
surge la pregunta: jes mds facil encontrar una buena aproximacién con un n

relativamente pequefio?

Para un punto dado z del dominio de la EDP, el error del modelo PINNs se
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define como:

Podemos calcular un error promedio como:

1
E(ug) = — EZ,
(ue) N ZGXZCD z

donde X es un subconjunto finito de D. Entonces, el error completo se define como:
E(ug) = /D E2dz.

¢Cémo se relacionan E y E? Es una pregunta interesante, ya que el funcional de
pérdida de las PINNSs se basa en E. En términos de aprendizaje profundo, el error

generalizado se define como :

Ec(up) = sup |E(ug) — E(up)] .

2.3.9. Retropropagacion (BackPropagation)

Dado un funcional de pérdida ¢x(6) que deseamos minimizar (generalmente
no convexo), el negativo del gradiente —V¢x(6) nos indica la direccién en la que
¢px decrece més rapido desde el punto (6, $x(6)). La regla de actualizacion se define

como:

1 =6 —1- V‘PX(ek)r

donde 7 es la tasa de aprendizaje, que determina el tamafio del paso en esa direccién

para encontrar el minimo (ver fig. 3.4).

La retropropagacion es un algoritmo utilizado para entrenar redes neuronales

artificiales, calculando el gradiente para actualizar los pesos y sesgos.
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Ejemplo 3.3

Consideremos una red neuronal con tres capas. La capa de entrada estd

compuesta por [x1, xz]T, la capa oculta se define como:

h W w2 [x1
= tanh ,

hy wy wxn| [x2

y la capa de salida es:

01 = Wo1hy + wyoho.

Para simplificar, los sesgos han sido omitidos. Sea ¢ = %(01 — y0)? la funcién de
pérdida, donde yj es el valor real que se desea predecir. Es importante notar que ¢

es diferenciable.

Los gradientes de la funcién de pérdida con respecto a los pesos se calculan
comenzando desde la capa de salida y retrocediendo a través de la red. Para la capa

de salida, los gradientes son:

En la capa oculta, aplicando la regla de la cadena, los gradientes son:

9P w
> _i = (01 — Yo)Wo1 {1 tanhz(wuxl + 12x2)} X1,
9P w
> _i = (01 — Yo)Wo1 {1 tanhz(wuxl + 12x2)} X2,
) +w
p ; = (01 — Yo)Wo2 {1 tanhz(w21x1 22x2)} X1,
) +w
: 52 = (01 — Yo)Wo2 {1 tanh? (w1, 22x2)} x2.
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Finalmente, los pesos se actualizan utilizando la tasa de aprendizaje # como:

_ agb
x=0 X
Y " awi]'

Este proceso se repite durante multiples épocas k hasta que el error converge a

un minimo aceptable.

2.3.10. Optimizadores

En general, los optimizadores son algoritmos disefiados para ajustar los
parametros de un modelo de aprendizaje automético con el objetivo de minimizar
una funcién objetivo. Estos algoritmos wutilizan los resultados de la
retropropagacioén y encuentran una forma inteligente de actualizar los pesos. Por
ejemplo, el optimizador Adam es descrito como: “Un algoritmo para la optimizacion
basada en gradientes de primer orden de funciones objetivo estocdsticas, basado en

estimaciones adaptativas de momentos de menor orden” [12]

2.3.11. Diferenciacion Automatica

La diferenciacion automatica es una técnica para el cadlculo computacional de
derivadas, distinta de los enfoques simbdlicos o numéricos, y generalmente
superior. En esencia, al considerar los cdlculos numéricos como composiciones de
operaciones bésicas con derivadas conocidas, se puede determinar la derivada de

toda la computacién utilizando la regla de la cadena.[13]

Mediante el uso de diferenciacién automatica, el residual puede calcularse

como:

%ug(t, x, %ug(t, x, ug(t, x,
Tg(t, X, y) _ Q(gtz y) _ CZ ( Qigxz y) + 9;]/2 y)) ) (2.2)

30



De manera compacta, utilizando el operador diferencial N, el residual se puede

expresar como:

ro(t,x,y) = Nlug](t, %, y),

donde

+

aZu t, x, azu t,x,
N[“](t/x/y):%_cz< éxz y)

%u(t, x,y)
dy? '

Este residual mide la discrepancia entre uy y la solucion real en cada punto (¢, x, y).
Este enfoque es la base de los Physics-Informed Neural Networks (PINNs) para
resolver EDPs en tiempo continuo, como se detalla en [14]. Minimizar el residual
sobre el dominio permite obtener una aproximacién efectiva a la solucién de la

ecuacion de onda en 2D.

2.3.12. Funciones de Activacion

Las funciones de activacién son hiperparametros que influyen directamente en
el comportamiento de las redes neuronales. Ademads, forman parte esencial del
calculo de la funcién de pérdida. Algunas de las funciones de activacién méds

comunes incluyen ReLU, Sigmoid y Tanh, cuyas ecuaciones son las siguientes:

1 e2x — 1

ReLU(x) = max(0,x), Sigmoid(x) = -———, Tanh(x)=tanh(x)=———.
& 14e* e +1

2.3.13. Hiperparametros

Los hiperpardmetros son valores establecidos antes del entrenamiento que
afectan directamente los pardmetros 6 (pesos y sesgos) obtenidos. Un ejemplo
comun es la tasa de aprendizaje, que determina el tamafio del paso durante la

actualizacién.
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2.3.14. Estructura General de una PINN para Resolver PDEs

El objetivo de las Physics-Informed Neural Networks (PINNs) es aproximar la
soluciéon u(x,t) de una ecuacién diferencial parcial (PDE) mediante una red
neuronal, denotada como (x,t;6), donde 6 representa los pardmetros (pesos y

sesgos) de la red neuronal. La PDE se representa de manera general como:

N(u(x,t)) =0, xeQ, te(0,T], (2.3)

donde N es un operador diferencial que puede incluir términos como
derivadas espaciales y temporales. Para resolver este problema, se define una

funcion de pérdida ¢x(0) que combina tres componentes principales:

» Pérdida fisica (¢x,(0)): Términos asociados al cumplimiento de la PDE en los

puntos de colocacion.
» Pérdida inicial (¢x,(0)): Términos asociados a las condiciones iniciales.

» Pérdida de frontera (¢x,(0)): Términos asociados a las condiciones de

contorno.

La funcién de pérdida completa se expresa como:

Px(0) = Mrgx, (0) + Aodx, (0) + Apgx, (0),

donde A;, Ag y A; son multiplicadores de Lagrange que balancean las contribuciones

de cada término.

2.3.15. Construcciéon del Operador Diferencial y Sustitucion

Para ilustrar este proceso, consideremos la ecuacién de onda en una dimension:
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T c 2 0. (2.4)

1. Definicién del operador diferencial: El operador N para la ecuacién de onda

es:

2. Aproximacién mediante la red neuronal: Se reemplaza u(x, t) por i(x, t;0),

lo que resulta en:

3. Calculo del residual: En los puntos de colocacién X;, el residual es:

ro(x,t) = Ni](x,t;0).

4. Pérdida fisica: La pérdida asociada a la PDE se calcula como el error

cuadréatico medio de los residuales:

4’Xr(9):ﬁr Y. (ro(x,1))".

5. Pérdidas inicial y de frontera: Se utilizan las condiciones iniciales y de

frontera para calcular las pérdidas correspondientes:

Px,(0) = Ni Yo (a(xo, to;0) — Mo(xo))z,
(x0,t0) €Xo
¢x, (6) = = Z (7 (xp, t; 0) — up(xp, tb))z'

b (xyty)€X,

Este enfoque asegura que la solucién aproximada #(x, t; 0) cumpla tanto la PDE

como las condiciones iniciales y de contorno. El entrenamiento de la red neuronal
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busca minimizar ¢x(6) para encontrar los pardmetros 6ptimos 6.

2.3.16. Funcién de Pérdida Completa para PINNs

La funcién de pérdida total de una Physics-Informed Neural Network (PINN)
combina tres términos principales: la pérdida asociada a la ecuacién diferencial
(PDE), la pérdida de las condiciones iniciales y la pérdida de las condiciones de

frontera. Esto se expresa como:

L(8) = ArLppe + AoLic + ApLpe, (2.5)

donde A;,Ap y A, son multiplicadores de Lagrange que ponderan la

contribucién de cada término, y cada componente se define como sigue:

2.3.17. Término de Pérdida Fisica (LppEg)

La pérdida asociada a la ecuacién diferencial mide el error entre el operador
diferencial N (i1) y el valor esperado (generalmente cero) en los puntos de

colocacion internos del dominio:

1 N
Lppg = N )

ri=1

N (h(xL,1;0)) 2, (2.6)

donde:

= 71(x,t;0) es la solucién aproximada generada por la red neuronal.
. 2. 25 . . .2
» N(11) = Oh_ (207 og 6] operador diferencial de la ecuacién de onda.

— ot? 9x2

= (x!,t.) son los puntos de colocacién internos dentro del dominio Q.
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2.3.18. Término de Pérdida de Condiciones Iniciales (Lic)

La pérdida asociada a las condiciones iniciales asegura que la solucién respete

los valores iniciales del sistema:

1(xh, 0;0) — uo(xh)| , (2.7)

donde:
» 1p(x) es la condicién inicial conocida.

= X, son los puntos espaciales donde se evaltian las condiciones iniciales.

2.3.19. Término de Pérdida de Condiciones de Frontera (Lgc)

La pérdida asociada a las condiciones de frontera asegura que la solucién

cumpla con los valores impuestos en los bordes del dominio:

o .2
a(xy, t,;0) — up(xy, ty)| (2.8)

1 N
Lpc = —
BC= R 1_21
donde:

» u,(x,t) representa las condiciones de frontera conocidas.

. (xé, té) son los puntos espaciales y temporales donde se evaltan las

condiciones de frontera.

2.3.20. Funcién de Pérdida Final

Al combinar los términos anteriores, la funcién de pérdida completa de la PINN

para la ecuaciéon de onda queda expresada como:
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2

L£(6) :ﬁr; ﬁ(xlw t;0) —c w(x;' £ 6)
Ao Mo , .2
+ R L 1056, 00) — ol 2.9)
Np =
Ap Nb o .2
+ 5, Z (xp, t;0) — up(xy, ty)
b

2.3.21. Arquitectura de 1a PINNs

Para ilustrar el funcionamiento del proceso de solucién de la ecuacién mediante
la siguiente arquitectura la cual muestra donde se define la red neuronal , luego
pasa por el operador diferencial tomando en cuenta las condiciones de borde y las
condiciones iniciales regidas por el fendmeno a simular , para lograr su solucién
minimizando los diferentes tipos de perdida de la ecuacién que estdn sujetas a la

ecuacion, a las condiciones iniciales y de borde.

Neural Network(&)

Output lay: ery

i .
E _Input ]r “’l‘.‘\')
' .t,/ w

MSE=wMSE/+ wyMSE} J

Figura 2.3: Arquitectura de la PINNs
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2.4. Métodos Numéricos

En la siguiente seccién se abordardn técnicas numéricas utilizadas para la
resoluciéon de ecuaciones diferenciales parciales (EDPs) que aparecen en la
modelizacién de fenémenos complejos a lo largo de la ingenieria, la fisica y las
matemadticas aplicadas, donde las soluciones analiticas suelen ser esquivas o
inexistentes. Dado que la eleccion del método impacta significativamente la
precision, eficiencia y aplicabilidad de la simulacién, se examinardn dos enfoques:
el Método de Diferencias Finitas (FDM), reconocido por su simplicidad de
implementacién pero con limitaciones inherentes ante geometrias complejas o
condiciones de frontera irregulares, y el Método de Elementos Finitos (FEM), que,
si bien puede ofrecer mayor precisiéon y versatilidad geométrica, usualmente
conlleva un costo computacional més elevado. A continuacién analizaremos los

principios y particularidades de ambos métodos.

2.4.1. Meétodo de Diferencias Finitas (FDM)

El método de diferencias finitas (DF) es uno de los enfoques numéricos mas
utilizados para resolver ecuaciones diferenciales parciales (PDEs) que gobiernan
muchos fenémenos fisicos, incluidos los sismicos. En el contexto de las ondas
sismicas, este método es especialmente tutil para simular cémo las ondas se
propagan a través de medios continuos. La ecuacién de onda unidimensional (1D)
es un ejemplo de PDE que describe la dindmica de las ondas sismicas en medios

homogéneos y su solucién numérica puede abordarse mediante diferencias finitas.

La ecuacién de onda en 1D tiene la siguiente forma:

9%u 9%u

37



donde:
» u(x,t) es el desplazamiento de la onda en la posicién x y el tiempo ¢,

= cesla velocidad de propagacién de la onda, y

2 2 . . .
. 2)73 y ‘37”2‘ son las derivadas segundas con respecto al tiempo y al espacio,

respectivamente.

Para resolver esta ecuacidon mediante el método de diferencias finitas,

discretizamos el dominio del problema tanto en el tiempo como en el espacio.

Discretizacion del Dominio

Dividimos el dominio espacial [0, L] en nx puntos, con un espaciamiento dx =

WL—V y el dominio temporal en nt puntos, con un intervalo de tiempo dt = FT—l
El método de diferencias finitas utiliza una malla de puntos discretos, donde las

soluciones de la ecuacién se calculan en cada punto x; y en cada paso de tiempo t,.

La derivada segunda con respecto al tiempo y al espacio se puede aproximar

mediante diferencias finitas centradas. Para el término temporal:

ou . u?“ —2ul + ul'.l_l

oz dt2 @11)
y para el término espacial:
azu ~ u?ﬁ-l B 2”? + u?—l (212)

ox?2 dx?

Sustituyendo estas aproximaciones en la ecuacién de onda, obtenemos la

ecuacion en diferencias finitas:

2742
_ cedt
uttt =yt — 1

i A (ufq — 2uf +ui ) (2.13)
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Este esquema explicito permite calcular el desplazamiento u en cada punto
espacial y temporal en funcién de los valores en los puntos vecinos y en los pasos

de tiempo anteriores.

Implementacién Numérica

El siguiente algoritmo describe el procedimiento para implementar el método

de diferencias finitas para la solucién de la Ecuacién Diferencial:

Algorithm 1 Simulacién numérica genérica mediante diferencias finitas

1: Inicializar los pardmetros del problema: definir el dominio espacial y temporal,
pardmetros fisicos relevantes, y otros parametros como el niimero de puntos
espaciales, ntimero de pasos de tiempo, etc.
Discretizar el dominio espacial y temporal.
Establecer las condiciones iniciales y las condiciones de frontera.
for cada paso temporal do

Calcular la siguiente iteracion utilizando la ecuacién en diferencias finitas
correspondiente.
6: end for
7: Visualizar o analizar los resultados.
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2.4.2. Meétodo de Elementos Finitos (FEM)

El Método de Elementos Finitos (FEM) es una técnica numérica mds versatil que
el método de diferencias finitas, especialmente en la simulacién de problemas con
geometrias complejas o medios heterogéneos. En lugar de discretizar el espacio
mediante una malla de puntos como en DF, FEM divide el dominio en elementos

pequefios y resuelve la ecuacién diferencial en una formulacién débil.

Formulacion Débil

La formulacién débil de la ecuaciéon de onda se obtiene multiplicando la
ecuacién por una funcién de prueba v(x) y luego integrando por partes el término

de la segunda derivada espacial:

0%u o [ 0v(x)du(x,t),
/Q U(X)ﬁdx +c o Wde =0 (214)

Este paso reduce el orden de las derivadas, lo que facilita la aplicacién de FEM.
La solucién aproximada u(x,t) se representa como una combinacion lineal de

funciones de forma N;(x) dentro de cada elemento:
n
u(x,t) = Y ui(t)Nj(x) (2.15)
i=1
donde u;(t) son los valores de la solucién en los nodos del elemento.

Matriz de Rigidez y Vector de Masa

La formulaciéon débil lleva a un sistema de ecuaciones algebraicas que se

resuelve numéricamente. Para cada elemento, se calculan:

40



» La matriz de rigidez K., que representa las contribuciones locales de las

derivadas espaciales de las funciones de forma,

» El vector de masa M,, que representa las contribuciones de las derivadas

temporales.

Estas matrices se ensamblan para obtener las matrices globales K y M, que

representan el sistema de ecuaciones para todo el dominio. El sistema completo

tiene la forma:

9%u

A continuacién se presenta el algoritmo genérico para la solucién de una PDE

utilizando el Método de Elementos Finitos, que incluye los pasos fundamentales

desde la definicién del problema hasta el post-procesado de los resultados.

Algorithm 2 Algoritmo genérico para la solucién de una PDE usando el Método de
Elementos Finitos (FEM)

1:

S Gy
NS s N~ O

Definir el problema fisico: especificar la ecuacion en derivadas parciales (PDE),
el dominio, las condiciones de frontera y las condiciones iniciales.
Discretizar el dominio en una malla de elementos finitos.
Definir las funciones de forma dentro de cada elemento.
Transformar la PDE en su formulacién débil mediante integracién por partes.
for cada elemento do
Calcular la matriz de rigidez local.
Calcular el vector de masa local.
Ensamblar las matrices globales.
end for
Aplicar las condiciones de frontera al sistema global.

: Resolver el sistema de ecuaciones:
: if el problema es dependiente del tiempo then

Avanzar en el tiempo con un esquema de integraciéon temporal adecuado.

: end if

: Post-procesado de los resultados:

: Interpolar la solucién dentro de los elementos.
: Graficar y analizar los resultados.
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3. Resultados

En la siguiente seccién se detallara la solucion analitica que posee condiciones
iniciales y condiciones de frontera para resolver el problema de la ecuacién
diferencial parcial (PDE). Ademas de la solucién utilizando PINNSs ilustrado con
mapas de calor y puntos de colocacién de la solucién exacta. Solucién utilizando
FDM y FEM. Posteriormente se mostrard un andlisis comparativo de rendimiento
de los tres métodos utilizados. Esta seccion es la mas amplia y detallada del
presente estudio abarcando también implementaciones con algoritmos narrados
para la simulacién numérica, se comtemplard una metodologia que conlleve a la
consecucion de resultados y andlisis, generaciéon de datos, estimaciéon de
pardmetros, para la estimacién de la velocidad de onda mediante redes neuronales

recurrentes informadas por la fisica.

3.1. Métricas de Evaluacion

Para comparar el desempefio de los modelos, se establecen las siguientes

definiciones:

» Precision (Accuracy): Medida de la discrepancia entre la solucién numérica 7
y la solucién analitica exacta 1., calculada mediante el Error Absoluto Medio

(MAE) y el MSE en los puntos de colocacioén.

» Eficiencia Computacional: Relacion entre la precisién obtenida y el costo de
recursos (tiempo de computo y memoria). Se cuantifica comparando el tiempo
de ejecucion (texec) Necesario para alcanzar un Error Cuadréatico Medio (MSE)

objetivo.
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» Eficacia Computacional: Se define como la capacidad del método para
converger a una solucién fisicamente valida (que cumple la Ecuacién de
Onda y condiciones de frontera) dentro de una tolerancia de error
predefinida, independientemente del tiempo consumido. Se evaltia mediante

la exactitud de la solucién final.

3.2. Simulaciéon de Problemas directos

3.2.1. Solucion utilizando PINNSs.

En el entrenamiento de Redes Neuronales Informadas por la Fisica (PINNSs),
los puntos de colocacién son coordenadas espacio-temporales estratégicas donde la
red aprende a satisfacer las ecuaciones del problema. Para este caso, se utilizaron
50 puntos para validar la condicién inicial (IC), asegurando que la solucién parta
del estado correcto. Otros 100 puntos de frontera (BC) se emplearon para que la red
respete las condiciones en los limites del dominio. La mayor parte, 2304 puntos
interiores, sirvieron para forzar el cumplimiento de la Ecuacién Diferencial Parcial
(EDP) internamente. En total, estos 2454 puntos se evaluaron en cada una de las

9000 iteraciones para minimizar la pérdida y ajustar la solucion de la PINN.

Distribucion de Puntos en el Dominio

Distribucion de Puntos de colocacion

0.8

0.6

Tiempo (1)

0.4

0.2

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10
Posicion (x)

Figura 3.1: Puntos de colocacién Figura 3.2: Puntos de colocacién

Figura 3.3: Puntos de colocacién.
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Tabla 3.1: Resumen Simplificado de la Arquitectura y Hiperpardmetros de la PINN
(Tanh)

Caracteristica Descripcién/Valor

Tipo de Red Perceptréon Multicapa (MLP)
Framework PyTorch

Entrada 2 neuronas (coordenadas ‘x’, ‘t*)
Arquitectura de Capas Ocultas 3 capas ocultas:

Lineal(2 — 16) — Tanh
Lineal(16 — 32) — Tanh
Lineal(32 — 16) — Tanh
Capa de Salida Lineal(16 — 1) (prediccion de u(x, t))
Funciones de Activacién Ocultas Tangente Hiperbolica (Tanh)

Optimizador Adam

Tasa de Aprendizaje 1x1072

Epocas Maximas 9000

Puntos de Colocaciéon (Total) 7000 (malla de 70x100)

Tabla 3.2: Estructura de la PINNS

La funcién de pérdida minimiza el residuo de la EDP y el error en las
condiciones iniciales y de contorno. Los resultados se muestran que la PINN
aproximé con precision la solucién analitica (d”Alembert). El error absoluto, con un
maximo cercano a 0.045, se concentré principalmente en regiones de alta curvatura

de la solucién, confirmando la efectividad del método.

Inicialmente (Epoch 0), los errores eran significativos (Loss: 0.42, MAE: 0.52).
Durante las primeras 1500 épocas, se observé un descenso drastico en todas las
métricas (Loss a 0.00035, MAE a 0.039), indicando una rdpida asimilacién de la
estructura del problema. Posteriormente, la mejora se torné mds gradual,
reflejando un proceso de ajuste fino. Aunque la Pérdida total experimentd
fluctuaciones (con picos temporales, e.g., 0.003 entre Epochs 5000-5500) debido al
complejo balanceo de sus componentes por el optimizador, el MAE y MSE

mantuvieron una tendencia general a la baja o se estabilizaron en valores
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Solucion Analitica

Tiempo (t}
-
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PINNS para la ecuacién diferencial parcial con condicién de Dirichlet.

reducidos, sefialando una aproximacién consistentemente mejor a la solucién

analitica. Al finalizar las 9000 épocas, el MAE (e.g., 0.014 en Epoch 8000) demostré

que la PINN alcanz6 una notable precision.
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3.2.2. Solucion utilizando FDM

En este experimento, se resolvi6 la ecuacién de onda unidimensional mediante
el Método de Diferencias Finitas (FDM) explicito. El dominio computacional se
definié con una longitud L = 1,0 y un tiempo total de simulacion T = 1,0,
utilizando una velocidad de propagacion ¢ = 1,0. La discretizacién espacial const6
de nx = 70 puntos y la temporal de nt = 100 puntos, lo que generd pasos dx y dt
que cumplieron con el criterio de estabilidad de Courant (r = c-dt/dx < 1). Se
impuso una condicién inicial u(x,0) = sin(7tx) con velocidad inicial nula, y
condiciones de frontera de Dirichlet homogéneas (1 = 0)enx = Oy x = L. La
simulacién progres6 durante 98 iteraciones temporales, alcanzando el maximo
predefinido (nt — 1 pasos), ya que la maxima diferencia entre soluciones de pasos
consecutivos (5,08 x 10~%) no disminuy6 por debajo de la tolerancia establecida de
10~%. El método fue muy eficiente, completéndose en aproximadamente 0,0037
segundos. La comparacién de la solucién numérica con la solucién analitica arrojé
un error absoluto méximo de 8,08 x 107>, un error absoluto promedio de

2,76 x 107° y un error mediano de 2,14 x 1075, lo que indica una buena precisién

Finitas)
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Figura 3.6: Mapas de calor de la solucién exacta, prediccion de FDM y su error para
la ecuacion diferencial parcial con condicién de Dirichlet.

en la aproximacién obtenida.

solucién analitica Solucion Aproximada (Difere

01s
030
028
6
g oo &
£
§ §
L] ]
i a4
023
as0
a8
a0 a0
00 02 04 o5 B 10
Posicién (x)

oo 02 04 06
Posicién (x)

Error Absoluto _—

46



3.2.3. Solucion utilizando FEM.

Se llevé a cabo un experimento para resolver la ecuacion de onda
unidimensional empleando el Método de Elementos Finitos (FEM). El problema se
defini6 sobre un dominio de longitud L = 1,0 durante un tiempo total T = 1,0, con
una velocidad de propagacién ¢ = 1,0. Para la discretizacion espacial, se utilizaron
nx = 70 nodos y elementos lineales para ensamblar las matrices globales de masa
(M) y rigidez (K). La discretizacién temporal se realiz6 mediante un esquema
explicito de diferencias centrales, con nt = 100 pasos de tiempo (tamafio de paso
dt). Se aplic6é una condicién inicial u(x,0) = sin(7rx) con velocidad inicial nula, y
condiciones de frontera de Dirichlet homogéneas (1 = O)enx = 0y x = L. La
simulacion temporal progres6 durante 98 iteraciones, completando el ntimero
maximo de pasos predefinidos, y consideraba una tolerancia de 107 sobre el
cambio maximo de la solucién para una posible detencion temprana. El tiempo
total de ejecucion fue de aproximadamente 0,157 segundos. La comparacién de la
solucion FEM con la solucién analitica arrojé6 un error absoluto médximo de
3,86 x 10~4, un error absoluto medio (MAE) de 1,32 x 1074, y un error cuadratico

medio (MSE) de 3,08 x 1078, indicando una aproximaci6n precisa de la solucién.
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Figura 3.7: Mapas de calor de la solucién exacta, prediccién de de FEM y su error
para la ecuacién diferencial parcial con condicién de Dirichlet.
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Tabla 3.3: Comparativa de Rendimiento en Problema Directo

Métrica FDM FEM PINN
Error Absoluto Max. 808x10> 386x10% 4,80 x 102
Precisién Relativa Mas Alta Alta Mas Baja
Tiempo de Ejecucién (s) 0.0037 s 0.157 s 621.8s
Eficiencia Relativa Mis Rdpido  Répido Mas Lento

En términos de precision, el Método de Diferencias Finitas (FDM) demostr6 ser
el mas exacto, exhibiendo el menor error absoluto méaximo (8,08137 x 107°) y

promedio (2,75907 x 107°).

Le sigue el Método de Elementos Finitos (FEM), que también alcanzé una alta
precision (Error Absoluto Maximo de 0.000386275), superando a las PINNSs. Estas
ultimas presentaron el mayor margen de error (Error Absoluto Maximo de
0.0480605), lo cual puede atribuirse a la complejidad inherente de la optimizacién
de redes neuronales y su sensibilidad a la configuracién hiperparamétrica para este

problema particular.

Desde la perspectiva de la eficiencia computacional, el FDM fue
extraordinariamente rdpido, con un tiempo de ejecucion de apenas 0.0036881
segundos, reflejando la simplicidad de sus esquemas explicitos. E1 FEM present6
un costo computacional intermedio (0.156725 segundos), considerablemente mayor
que el FDM pero significativamente menor que las PINNSs. Estas tltimas fueron,
con diferencia, las mds costosas computacionalmente, requiriendo 621.802
segundos, debido a la carga del entrenamiento de redes profundas y el calculo de

derivadas mediante diferenciacion automatica.

3.3. Aplicacién a los Problemas Inversos

Habiendo explorado previamente la capacidad de diversos métodos numéricos

para resolver el problema directo de la propagacion de ondas; donde todos los
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pardmetros del modelo fisico, como la velocidad de onda ¢, se asumen conocidos
(utilizando un valor constante c=1.0 para un medio homogéneo), esta secciéon se
enfoca en una perspectiva distinta . En este contexto, el objetivo primordial ya no
es predecir el comportamiento del sistema con pardmetros dados, sino inferir
propiedades fisicas desconocidas del medio a partir de observaciones del

comportamiento ondulatorio.

Especificamente, nos centraremos en la tarea de estimar la velocidad de
propagacion de la onda, un pardmetro que caracteriza las propiedades elésticas del
material. Simularemos cémo como los metodos numéricos previamente analizados
como el Método de Diferencias Finitas (FDM), el Método de Elementos Finitos
(FEM) y las Redes Neuronales Informadas por la Fisica (PINNs) pueden adaptarse
y ser empleadas para abordar este desafio inverso. Se explorard el potencial de
cada técnica para, a partir de datos que simulan mediciones de ondas
(posiblemente generados con un valor de referencia como ¢ = 1,0 para fines de

validacidén), estimar este parametro.

3.3.1. Estimacion de la Velocidad de Onda mediante Diferencias

Finitas

El procedimiento se basé en la comparacién entre la soluciéon numérica
obtenida por FDM y un conjunto de datos .°bservados”sintéticos, los cuales fueron
generados a partir de la soluciéon analitica de la ecuacién utilizando un valor

verdadero conocido de ¢ty = 1,0.

Como resultado de este proceso iterativo de simulacion FDM y minimizacién,

el valor estimado para la velocidad de onda c.; obtenido fue de 0,5.

la comparacién entre la solucién exacta y la solucién estimada mediante el
Método de Diferencias Finitas (FDM) exhibe una notable correspondencia

cualitativa en los patrones de onda;pero la solucion exacta presenta un rango de
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Figura 3.8: Solucién utilizando Diferencias Finitas

amplitud que fluctta aproximadamente entre -0.88 y +0.88; comparado con la
solucién aproximada que tienen un rango entre 0 y +0.88 lo cual denota que la
aproximacion del problema difiere. No obstante esta similitud visual, la inspeccién
del error absoluto, cuyos valores varian desde 0.00 hasta un maximo aproximado
de 1.08, evidencia la presencia de desviaciones cuantitativas. Estas desviaciones se
manifiestan con mayor intensidad en las regiones correspondientes a las
amplitudes extremas de la onda (crestas y valles) y muestran una tendencia a

intensificarse hacia el final del periodo de simulacién.

3.3.2. Estimacion de la Velocidad de Onda mediante Elementos

Finitos

El resultado de este proceso fue una estimacién de la velocidad de onda
cest = 0,5. Si bien este resultado demuestra la viabilidad de integrar un modelo
FEM en un esquema de inversién para la estimacion de pardmetros, la notable
diferencia entre el valor estimado (0.5) y el valor verdadero (1.0) indica que, bajo la
configuracion experimental particular (incluyendo la métrica de error, la estrategia
de optimizacion, el uso de datos solo en el instante final, y la adaptacién del paso
de tiempo en el modelo directo), el procedimiento convergié a un minimo local o a

una solucién que no refleja con precision el pardmetro fisico real del sistema.

Los resultados obtenidos son testimonio de la alta precision del enfoque: el

valor estimado para la velocidad de onda fue ces; = 0,999956. Esto representa un
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Figura 3.9: Solucién al problema inverso utilizando FEM
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error de estimacién extremadamente pequefio, de solo 0.000044 (o 4,4 x 10> ), con
respecto al valor real. Adicionalmente, el valor final de la funcién objetivo, que
cuantifica el desajuste entre la simulaciéon y los datos, alcanzé un minimo
notablemente bajo de 5,58618110x ~!4, indicando un ajuste practicamente perfecto.
Esta precision es corroborada por las graficas proporcionadas, donde la ”"Solucién
Estimada FEM.®s visualmente indistinguible de la "Solucién Exacta”, y el mapa de

Error Absoluto”muestra discrepancias minimas, del orden de 10~7.

3.3.3. Estimacion de la Velocidad de Onda mediante Redes

Neuronales Informadas por la Fisica

Los resultados numéricos indican un desempefio notablemente bueno del
modelo: el valor estimado para la velocidad de onda fue ¢,y = 0,998426. Esta
estimacién es muy cercana al valor real, con un error absoluto en la estimacién de c
de tan solo 0,001574. la “Solucién PINN.°btenida con el ¢ estimado muestra una
gran similitud visual con la ”Solucién Exacta”. Adicionalmente, el mapa de .Frror
Absoluto.tre ambas soluciones revela que las diferencias son pequenas,
alcanzando valores maximos en el orden de 0,0048, 1o cual es consistente con una

buena aproximacion.
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El modelo PINN converge satisfactoriamente hacia la solucién analitica tras el
proceso de entrenamiento. La evoluciéon de las métricas muestra una disminucién

progresiva tanto del error como del residuo de la ecuacién diferencial.

Historial de Pérdidas del Entrenamiento PINN
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Figura 3.11: Errores en el entrenamiento.

La comparacion visual entre la soluciéon obtenida mediante PINN y la solucién
analitica revela un alto grado de concordancia. El mapa de error absoluto permite
identificar las regiones del dominio espacio-temporal donde la aproximacién

presenta mayores desviaciones.
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Tabla 3.4: Comparativa de Estimacién de Pardmetros (c¢rye = 1,0)

Métrica FDM FEM PINN
¢ Estimado 0.5 0.999956 0.998426
Error de Est. ~ 50% 44 x 107° 1,57 x 1073

Resultado Fallo Exito Sobresaliente Exito Notable

En el problema inverso, las PINNs demuestran su verdadera fortaleza (eficacia
superior), convergiendo al valor real de la velocidad sin requerir la formulacién

compleja de matrices adjuntas necesarias en FDM /FEM.
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4. Conclusiones

A partir de los experimentos realizados con el Método de Diferencias Finitas
(FDM), el Método de Elementos Finitos (FEM) y las Redes Neuronales Informadas
por la Fisica (PINNSs), tanto para la simulacién de problemas directos como para la
estimacién de parametros en problemas inversos, se pueden extraer las siguientes

conclusiones generales:

4.1. En la resolucién de problemas directos (simulacién

con parametros conocidos):

El Método de Diferencias Finitas (FDM) se destacé por su excepcional
eficiencia computacional (tiempos de ejecucién del orden de 1073 s) y la més alta
precision entre los métodos evaluados para el problema de onda unidimensional
simple (errores absolutos méaximos del orden de 107°). Su principal limitacién
radica en su aplicabilidad a geometrias simples y mallas regulares. E1 Método de
Elementos Finitos (FEM) demostré un soélido rendimiento, ofreciendo una alta
precisién (errores absolutos maximos del orden de 107%) y una eficiencia
considerable (tiempos de ejecucién del orden de 107! s). Su fortaleza principal es la
versatilidad para manejar geometrias complejas y mallas no estructuradas, lo que
lo convierte en una herramienta robusta y ampliamente aplicable. Las Redes
Neuronales Informadas por la Fisica (PINNs), si bien capaces de aproximar la
solucion del problema directo, mostraron en este contexto errores
comparativamente més elevados (errores absolutos maximos del orden de 1072 o
0,048) y un costo computacional significativamente superior (tiempos de ejecucioén

del orden de cientos de segundos), reflejando la carga del entrenamiento de redes
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neuronales pero también su potencial para escenarios sin malla o geometrias

altamente complejas.

4.2. En la aplicacién a problemas inversos (estimacion

de la velocidad de onda ¢, con cyye = 1,0):

El Método de Elementos Finitos (FEM), integrado en un marco de
optimizaciéon, exhibié una capacidad sobresaliente para la estimacion de
pardametros, logrando una recuperacion casi perfecta de la velocidad de onda
(Cest = 0,999956, con un error de estimacién de 4,4 x 10~°). Esto fue respaldado por
un valor extremadamente bajo de la funcién objetivo (=~ 5,58 x 10~1%), indicando
un ajuste excelente a los datos observados. Las Redes Neuronales Informadas por
la Fisica (PINNs) también demostraron ser una herramienta efectiva para la
inversion, proporcionando una estimacién precisa de la velocidad de onda
(cest ~ 0,998426, con un error de 1,57 x 1073). Este resultado subraya la idoneidad
inherente de las PINNs para problemas de estimacion de pardmetros gracias a su
flexibilidad en la incorporacién de datos y la diferenciacion automaética. La
adaptacion del Método de Diferencias Finitas (FDM) para el problema inverso, en
la instancia reportada (cest = 0,5), sugirié que su éxito en este tipo de tareas puede
ser mds sensible a la configuracién del problema inverso, la estrategia de
optimizaciéon y la calidad de los datos, a pesar de su eficiencia como modelo

directo.

La eleccion del método numérico méds adecuado es intrinsecamente
dependiente de la naturaleza especifica del problema a resolver. Para problemas
directos con geometrias simples y la necesidad de alta eficiencia y precision, el
FDM es inigualable. El FEM se destaca como una solucién equilibrada y robusta
para una amplia gama de problemas directos, especialmente aquellos con

geometrias complejas, y ha demostrado ser también muy efectivo para problemas
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inversos bien planteados. Las PINNs, aunque computacionalmente mds intensivas
y con una precision potencialmente menor en problemas directos simples
comparados con métodos tradicionales optimizados, emergen como una
alternativa prometedora y flexible, especialmente para problemas inversos
complejos, geometrias complejas debido a que no dependen de ella o cuando se

buscan soluciones libres de malla.

4.3. Limitaciones y Desafios

La aplicacion de métodos numéricos para la simulacién de fenémenos fisicos,
si bien poderosa, enfrenta diversas limitaciones y desafios que varian segin la
técnica empleada. Los métodos tradicionales, como el Método de Diferencias
Finitas (FDM), se ven restringidos principalmente por su rigidez geométrica,
adaptdndose mejor a dominios regulares y mallas estructuradas, lo que dificulta el
tratamiento de geometrias complejas o condiciones de frontera intrincadas; la
imposicion precisa de estas condiciones en geometrias curvas es un desafio
particular. Por su parte, el Método de Elementos Finitos (FEM), aunque
geométricamente mucho mas flexible, encara el obstdculo de la generacion de
mallas de calidad, un proceso que puede ser laborioso, computacionalmente
costoso especialmente en tres dimensiones y una fuente de error si la malla no es
adecuada, ademas de que su implementacién para problemas no lineales o
multifisicos puede ser considerablemente mas compleja. En contraste, las Redes
Neuronales Informadas por la Fisica (PINNs), como enfoque més reciente basado
en el aprendizaje profundo, presentan un conjunto distinto de desafios. Uno de los
mas evidentes es el elevado costo computacional y el extenso tiempo de
entrenamiento que suelen requerir, especialmente para problemas complejos o
cuando se busca alta precisién, superando significativamente a las ejecuciones

individuales de FDM o FEM optimizados, lo cual se evidenci6 en los experimentos
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de modelado directo. La convergencia y la optimizacién del entrenamiento son
también aspectos criticos; el proceso es inherentemente no convexo y altamente
sensible a la arquitectura de la red, las funciones de activacion, el optimizador, la
tasa de aprendizaje, la inicializacién de pesos y el crucial balance entre los
multiples términos de la funcién de pérdida (residuos de la Ecuacién Diferencial
Parcial (EDP), condiciones de frontera e iniciales, y datos observados), conllevando
el riesgo de estancamiento en minimos locales subéptimos o un entrenamiento
ineficientemente lento. En cuanto a la precisién y el control del error, aunque las
PINNSs pueden aproximar soluciones complejas, lograr una exactitud comparable a
la de los métodos tradicionales, que cuentan con marcos tedricos de error més
maduros, puede ser un reto, y el control del error no es tan directo;
especificamente, el manejo de discontinuidades, singularidades o soluciones con
componentes de alta frecuencia puede resultar problemdtico para arquitecturas
estdindar de PINN con funciones de activacién suaves, requiriendo a menudo
estrategias especializadas como el muestreo de colocacién adaptativo. Finalmente,
persisten desafios en la interpretabilidad y los fundamentos tedricos, ya que las

4

redes neuronales son a menudo vistas como ¢ajas negras ”, y la comprensién
tedrica profunda de la convergencia, generalizaciéon e influencia de los
hiperparametros en las PINNs es un campo de investigacién activa; ademas,
aunque se promociona su capacidad para mitigar la dimensionalidad en ciertos
problemas de EDPs de alta dimension, la escalabilidad y el entrenamiento eficiente

de redes extremadamente grandes para problemas de vasta escala siguen

representando un obstédculo significativo.
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