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INTRODUCCION

Actualmente, las tendencias tecnoldgicas, el desarrollo sostenible y el curso de
globalizacién que se estan siguiendo en El Salvador, exigen que la perspectiva del uso de
la Estadistica por parte de los profesionales de las areas técnicas y de ciencias cambie.

En El Salvador la aplicaciéon de la Estadistica, se encuentra todavia en pafiales. Si bien es
cierto existen muchos buenos profesionales en las areas técnicas y de ciencias que no
ignoran por completo el uso de los métodos estadisticos, estos no tienen la disciplina de su
aplicacién, porque muchas veces desconocen como o bien a donde se emplea la
estadistica como herramienta, y por tanto también no perciben el apoyo que el uso
correcto de la estadistica, sus técnicas y sus innovadores avances pueden brindarle en sus
investigaciones y analisis.

Gran parte de la responsabilidad de este hecho radica, en que escasamente se ensefia a la
estadistica desde la perspectiva de su aplicacion en las diferentes areas de desarrollo
cientifico-técnico en el pais.

Los profesionales de las ciencias y técnicas quimicas no son la excepcion en el contexto
anterior, y son estos los que practican una de las ciencias mas cuantitativas de todas las
existentes.

Ante la problematica expuesta, se puede plantear que es imprescindible que a parte de los
cursos basicos de probabilidad y estadistica que se imparten a nivel de pre-grado, es
necesario que se ensefe a los alumnos avanzados asi como a profesionales, sobre el uso
de la estadistica en su campo de trabajo.

Con este trabajo se persigue presentar un material que beneficie al profesional en las
areas quimicas, al proporcionarle un condenso de herramientas estadisticas que le
permitan disefar y realizar sus experimentos y mediciones de forma fiable y objetiva.
Ademas se introducen conceptos y procedimientos que son necesarios dentro del contexto
de la normalizacién y certificacion de los laboratorios de ensayo y analisis quimico siempre
desde el punto de vista estadistico.

Entre los aspectos que destacan de este documento se encuentran:

1. Una rica investigacion bibliografica en literatura propia de analisis quimico y de

Estadistica presentada de una forma sencilla. En algunos casos la informacion se ha



estructurado en forma de cuadros resumen.

2. La resolucién y analisis detallado de ejercicios de aplicacion practica para el
quimico analista sobre los diferentes temas presentados en el documento. Los
ejercicios han sido extraidos de la literatura, de documentos técnicos y otros se

han creado con datos generados en algunos laboratorios del pais.

3. La aplicacidon de hojas de calculo como Excel y de programas de calculadoras
cientificas en la resolucidon de algunos ejemplos. La resolucion en Excel de algunos
ejercicios se presenta como archivo anexo, a la cual puede accederse mediante el

uso del CD incluido.

ORGANIZACION

El documento se compone de ocho capitulos y cada capitulo esta compuesto de tres

partes que son: Primera parte: Presentacion de la teoria base sobre el tema; Sequnda

parte: Presentacion de ejercicios resueltos, y 7ercera parte: Referencias bibliograficas y
anexos.

El capitulo 1 va enfocado a lograr que los profesionales en las areas quimicas comprendan
la naturaleza aleatoria de sus datos de trabajo dentro de la funcidon del laboratorio de
analisis quimico, a través de la identificacion de los métodos de la estadistica univariante y
su aplicacidn a la presentacion descriptiva de datos analiticos. En el capitulo 2 se destacan
los conceptos de muestras aleatorias, distribuciones muestrales y pruebas de normalidad.
En el capitulo 3, se continla con la estadistica inferencial en sus dos procesos: la
estimacion y el contraste de hipdtesis. En este capitulo se hace énfasis en la importancia
de la creacion de intervalos de confianza para el reporte de resultados provenientes de
analisis quimico, en el proceso de toma de decisiones basado en datos muestrales para
concluir respecto al comportamiento de un sistema de medicion quimica y en la
determinacién y analisis de la presencia de datos anémalos o “outliers”.

En los capitulos 4 y 5, se exponen los principios y aplicaciones al analisis quimico de
metodologias estadisticas que permiten la realizacion de experimentos validos.

Entendiendo en si al proceso de medicidn quimica como un experimento se presentan



sobre todo, metodologias estadisticas que permiten estudiar relaciones de dependencia
entre una serie de factores que intervienen en los procesos de medicion y los resultados
de dichos procesos como son la determinacidn de las concentraciones de analito o bien la
cuantificacion de alguna variable fisicoquimica, entre estas metodologias se encuentran el
disefio de experimentos y el andlisis de regresiéon. En el capitulo 4, se presenta el disefio
estadistico de experimentos comenzando con los disefos unifactoriales completamente
aleatorizados, y aquellos con restricciones en la aleatorizacion y finalizando con los disefios
factoriales completos y el especial tipo de los disefios factoriales 2%, El capitulo 5, se refiere
al analisis de regresidon en sus diferentes tipos lineal y no lineal, presentando aplicaciones
especificas de importancia dentro de los procesos de mediciéon quimica.

En los capitulos 6 y 7, se presenta una perspectiva estadistica del aseguramiento de la
calidad en los laboratorios de analisis quimico, en sus dos componentes la valoracién de la
calidad y el control de calidad. En el capitulo 6, se presenta el importante tema del
muestreo como la llave de la calidad y temas relativos a la valoracion de la calidad como el
desarrollo y analisis de pruebas de intercomparacion de laboratorios. En el capitulo 7, se
desarrolla el tema del control estadistico de calidad aplicado a procesos de mediciéon en
analisis quimico.

Finalmente, en el capitulo 8, se presenta a la estadistica no parametrica como otra area de
interés en el andlisis quimico. En este capitulo se explican y desarrollan métodos no
paramétricos de caracter cuantitativo como una herramienta alterna para efectuar
contrastes de hipdtesis sobre todo cuando no se cumplen los requisitos basicos para llevar
a cabo una prueba paramétrica. Este tema ha sido contemplado al final del documento por
presentar métodos que no obstante su utilidad carecen de la rigurosidad estadistica de los

métodos paramétricos que siempre seran los mas recomendados.
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1.0 FUNCION DEL LABORATORI O DE ANALI SIS QUIMICO

La quimica analitica forma parte inseparable de la mejora de las condiciones de vida y de
la preservacion del medio ambiente, a causa de su enorme potencial de informacién sobre
sistemas, procesos, productos, materiales y sustancias. Las demandas de andlisis cada vez
mas complejos, exactos, rapidos y competitivos en costos constituyen una necesidad
primordial en el mundo globalizado de la actualidad. Para ello, la Quimica analitica ha de
intensificar su evolucion. Por una parte, mejorando y aplicando los sistemas de calidad y
por otra, incidiendo en los aspectos cientificos y técnicos que condicionan la calidad
intrinseca de las metodologias de medicidn, sin la que no puede tener éxito ningin manual
de calidad por perfecto que sea.

Como puede intuirse, un factor fundamental para la aplicacion efectiva del analisis quimico
es el conocimiento y capacidad cientifico-técnica de los gestores y técnicos del laboratorio
de ensayo, puesto que ellos definen el proceso analitico a resolver, disenan el proceso
analitico y ajustan sus elementos principales, o los mas caracteristicos, de tal modo que
los resultados producidos cumplan con los objetivos de la informacién requerida, con
respecto a las leyes, normas o control de calidad de productos, procesos y sistemas.

En general, la funcion de un laboratorio de ensayo debe involucrar dos procesos

secuenciales que son (ver figura 1.1):

I. El proceso de investigacion-medicion cientifico-tecnoldgico: que puede considerarse

como un proceso primario y que involucra aspectos como la generacion de
metodologias de medicién, validacion de métodos de analisis quimico,
cuantificacion de la incertidumbre de los resultados y formar parte de equipos de

investigacion en areas de ciencias quimicas e ingenieria.

II. E proceso de medicion por servicio: que puede considerarse un proceso de

caracter secundario y cuya calidad depende de la efectividad del primer proceso.

Estos dos procesos en la funcidn del laboratorio, se manejan con frecuencia
inconsistentemente, produciéndose, a veces, confusion en el trabajo y en la comunicacion

con los clientes o usuarios del servicio.
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Las etapas generales involucradas en los procesos de la funcion del laboratorio de ensayo
son las siguientes (GARCIA, 1998, pags. 45-51):

Planteamiento del problema analitico.

Gestion de acceso y ejecucion del muestreo.

Estabilidad, conservacion y tratamiento previo de las muestras.
Materiales de referencia y preparacion de patrones.
Calibracién de instrumentos.

Seleccion y aplicacién de las condiciones experimentales.

N o v kWD

Adquisicion y tratamiento de datos.

FACTORES
CONTROLABLES
X Xo e XP PROCESO DE
MEDICION
ENTRADAS
L PROCESO DE Yy —
INVESTIGACION
MESURANDO
‘ RESULTADOS
z Z e Zq DELA
FACTORES NO T
CONTROLABLES DATOS

FIGURA 1.1 FUNCION DEL LABORATORIO DE ENSAYO

1.1 FI ABI LIDAD DE LOS RESULTADOS EN ANALI SI S QUi MI CO

Muchas decisiones importantes estan basadas sobre los resultados de analisis quimicos
cuantitativos. Los resultados se usan por ejemplo, para estimar rendimientos, comparar
materiales contra especificaciones o limites establecidos, o estimar valores monetarios. Es
importante, por tanto, tener indicadores de la calidad de los resultados, esto es, la
extension en la que ellos pueden ser confiables para lograr los propdsitos buscados.
Usualmente, los indicadores de calidad de los resultados, se refieren a ciertos requisitos
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establecidos por el usuario y que se denominan Parametros de Calidad o Caracteristicas
significativas del método. En general, estos pueden ser de tres tipos (RAMIS, 1997):

a) Estadisticos: como la exactitud, representatividad, sensibilidad, selectividad,
incertidumbre, etc.

b) Operativos: como rapidez, requerimientos energéticos, capacidad para el trabajo
de campo, complejidad en la preparacion de la muestra analitica, capacidad para el
microanalisis, etc.

c) Econdmicos: como inversidn inicial, costo de mantenimiento, preparacion del

personal, etc.

La calidad en los resultados, puede verse afectada, por multiples factores externos e
internos al laboratorio, y en especial de los siguientes (GARCIA, 1998):

« Adecuacion de la metodologia a la informacidon que se desea obtener.

« Equipamiento del laboratorio y calidad de las calibraciones.

« Calidad de los patrones y materiales de referencia.

» Representatividad de la muestra.

» Experiencia profesional del personal.

« Tratamiento estadistico de resultados, aplicando los medios mas convenientes.

« Organizacién del laboratorio (sistema de gestion de calidad real aplicado).

La fiabilidad o confiabilidad de las medidas, en analisis quimico, debe ser un objetivo
prioritario para el proceso de medicion en el laboratorio de ensayo. Sin embargo, aunque
esta confiabilidad se traduzca, en primera instancia como:

“calidad de las medidas”, no debe dejarse de lado el hecho de que ésta, depende
fundamentalmente, de la calidad del proceso analitico, la cual depende a su vez de la
efectividad del sistema de calidad implementado en el laboratorio de analisis quimico. De

III

acuerdo a lo anterior, es importante, que para el alcance de la “calidad total” se cuente
con una clara comprension de los parametros de calidad asi como de su relacién con el
sistema de calidad en el laboratorio de ensayo.

El sistema de calidad total, para el laboratorio de analisis quimico, se puede definir como

el conjunto interrelacionado de planes, politicas, procesos, procedimientos, personal y
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tecnologia que se necesitan para cumplir con los objetivos del laboratorio. Este sistema,
comprende diferentes elementos que son: el aseguramiento de la calidad, control de
calidad y la evaluacion de la calidad. Los capitulos 6 y 7 del texto comprenden esta

tematica.

1.2 ANALISIS QUIMICO Y ESTADI STI CA. QUI MI OMETRI A

“La aportacion a largo plazo de la estadistica depende no tanto de obtener gran
cantidad de estadisticos con estudios profundos en la industria, como lo es crear
una gran generacion de fisicos, quimicos, ingenieros y otros que tengan
conocimientos de la estadistica y que en una u otra forma puedan ayudar al
establecimiento y direccion de los procesos de produccion del manana”.

Shewhart y Deming

Los procesos de investigacion y medicion en analisis quimico constituyen dos de los
desarrollos mas cuantitativos en el area de la quimica.

La estadistica interviene en estos procesos a través del suministro de un conjunto de
herramientas que al ser usadas adecuadamente, conducen a la obtencién de resultados
confiables. En andlisis quimico, la ciencia que aplica los conocimientos estadisticos y otros
conocimientos de las matematicas y de las ciencias de la computaciéon al analisis de los
sistemas de su interés se conoce como quimiometria. En gran medida, la quimiometria es
estadistica, aunque con unas caracteristicas que la diferencian claramente de la estadistica
aplicada a otros campos del saber. El objetivo general de ésta, es extraer en forma dptima
la maxima cantidad de informacién relevante acerca de los sistemas naturales, utilizando
para ello datos quimicos, en forma exclusiva, o en combinacién con datos de cualquier
otra indole que aporten informacion relacionada con el problema que se desea resolver
(RAMIS, 1997).

Dado que la quimiometria permite potenciar y aumentar el rendimiento de un proceso de
analisis quimico, esta debe actuar sobre todas y cada una de las etapas de dicho proceso,
es decir planeacion, recoleccion, analisis y control. Asi, por ejemplo, antes de obtener los
datos, la aplicacion de los métodos quimiométricos permite el disefio experimental, de

modo que se obtenga la informacién requerida con el minimo de recursos. Otras, técnicas
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quimiométricas aumentan la eficacia del proceso de adquisicion de datos. Finalmente, una
vez obtenidos los datos se trata de extraer de los mismos la mayor cantidad de
informacién posible, y establecer la confiabilidad de la informacion obtenida.

Entre las fuentes de dificultad mas generales a las que se enfrenta el quimico analista y

que lo conducen de forma inevitable al uso de la estadistica se encuentran:

1. La variabilidad de los resultados obtenidos de la aplicacion de los procesos de
medicién y/o investigacion.

2. La necesidad de determinar los efectos de los factores controlables y no
controlables sobre los resultados obtenidos, y la complejidad de las relaciones
entre los mismos y la respuesta.

3. La necesidad de establecer la confiabilidad de los resultados obtenidos del proceso

de investigacion y/o medicidn.

1.3 MARCO CONCEPTUAL PARA EL ESTUDI O DE LA QUI MI OMETRI A

La determinacién del sistema analitico implica en general, describir las etapas o procesos
involucrados, definir las caracteristicas o propiedades de importancia para los mismos, y
clasificar bs factores que influyen sobre los procesos asi como sus efectos. La estadistica
proporciona una serie de herramientas que auxilian cada uno de los aspectos anteriores,
tal y como se presenta en la tabla 1.1. Sin embargo, antes de entrar en el estudio de

dichas herramientas es necesario definir conceptos como los siguientes:

a) Objetos o unidades experimentales.
b) Variables y datos.

c) Medicion.

d) Poblaciones y variabilidad.

En las secciones de la 1.3.1 a la 1.3.5 se presenta una descripcion detallada de dichos
conceptos.
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1.3.1 OBJETOS O UNIDADES EXPERI MENTALES

En quimiometria los objetos son los distintos entes materiales sobre los cuales se quiere
obtener informacién como espacios naturales en analisis ambiental, partidas de materia
prima o de produccidn en andlisis industrial, analisis de fluidos fisioldgicos en andlisis
clinico y veterinario, etc. Los objetos vendran representados por las muestras, utilizando la
palabra muestra en el sentido de quimica analitica y no en el estadistico, esto es que la
muestra es una parte representativa del objeto de andlisis. En estadistica los objetos

también se llaman unidades experimentales.

TABLA 1.1 RELACION ENTRE LAS ETAPAS DEL PROCESO ANALITICO Y LAS HERRAMIENTAS
ESTADISTICAS.

Etapas del proceso de Técnicas estadisticas aplicables
analisis quimico
Problema de analisis

Seleccion de variables
Estadistica del muestreo

Tratamiento de la muestra:

-Gestion de acceso y
ejecucion del muestreo
-Estabilidad, conservacion y
tratamiento previo de las
muestras

Seleccion de factores y variables
Disefo experimental
Analisis de regresion

Optimizacion

Medicion:

-Materiales de referencia y
preparacion de patrones
-Calibracion de
instrumentos

-Seleccidn y aplicacién de
las condiciones
experimentales

Seleccion de factores y variables
Disefio experimental
Analisis de regresion

Optimizacién

Resultados:
Adquisicién y tratamiento
de datos

Analisis exploratorio de datos
Procesado de datos uni y multivariable
Estimacién de intervalo
Pruebas de significacion
Analisis de regresion
Andlisis multivariable
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1.3.2 CARACTERISTICAS Y VARI ABLES

Buscar resultados confiables como salidas de los procesos del sistema del laboratorio de
analisis quimico, significa, en primera instancia, la determinacion y cuantificacion de sus
caracteristicas 0 propiedades descriptoras y de sus relaciones con los factores que afectan
dichos procesos.

Cuando estas caracteristicas descriptoras se expresan numéricamente son llamadas
variables, datos o resultados. En andlisis quimico las variables pueden ser de caracter
quimico (ej.: concentraciones), fisicoquimico Y fisico (ej.: ph, conductividad, etc).

Por otra parte, también se puede disponer de informacidon adicional a la informacion
propiamente de quimica analitica, como costos econdmicos por unidad de produccion,
estimacion del grado de aceptacion del producto por el consumidor, calidad organoléptica
del agua potable, etc. Todas estas variables pueden contener informacion que se debe
tratar de aprovechar conjuntamente con la informacion aportada por los datos quimico-
analiticos. Es importante hacer notar que los datos solo seran Utiles si su determinacion
surge a la luz de un proceso sistematico de busqueda de la informacién necesaria (proceso

analitico).

1.3.3 MEDICION Y ESCALAS DE MEDI CI ON

La medicién puede cefinirse como la asignacion de nimeros a las caracteristicas de los
objetos o sucesos de acuerdo a ciertas reglas. En el proceso de medicion se desarrolla una
relacion entre el sistema empirico (estudio de cosas fisicas, sociedades y personas) y el
sistema abstracto (sistemas numeéricos), siendo el resultado del mismo conocido como
medida (KINNEAR y TAYLOR, 1998, cap. 7). En la figura 1.2, se presenta el esquema del
proceso de medicion.

La definicién de medicidn sugiere que las caracteristicas de los objetos o eventos son las
que se miden y no los objetos o eventos en si. Por ejemplo, se puede medir la dureza, la
densidad, el contenido de sulfatos, la temperatura, etc en una muestra del agua potable.
Es importante destacar que solo es posible una medicion efectiva cuando las relaciones
entre las propiedades de los objetos o sucesos en el sistema empirico se relacionan
directamente con el sistema numérico. Si esta relacion es tergiversada se presenta el error
de medicion (KINNEAR y TAYLOR, 1998, cap. 7).
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En b definicién de medicion, el término “ndmero” impone ciertas restricciones sobre el tipo
de manipulaciones numéricas admisibles (KINNEAR y TAYLOR, 1998, cap. 7).

La naturaleza de las relaciones existentes en el sistema empirico determina el tipo de
manipukciones numéricas que son validas en el sistema abstracto. Hay una gran tentacion
de emplear todas las caracteristicas del sistema numérico en el analisis de datos y hacer
caso omiso de las restricciones impuestas por los fendmenos empiricos en estudio
(KINNEAR y TAYLOR, 1998, cap. 7).

Sistema | ——— | SiStema
empirico MEDICION Abstracto
Ciencias Ciencias Siste,:nja
fisicas, sociales numerico
quimicas y
bioldgicas

FIGURA 1.2 PROCESO DE MEDI CI ON (KINNEAR y TAYLOR, 1998)

En general, se habla de cuatro caracteristicas del sistema numérico (KINNEAR y TAYLOR,
1998, cap. 7):

Cada numero de la serie (0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9) es Unico y hay diez.
La ordenacion de los nimeros es convencional.

Se pueden precisar sustracciones equivalentes.

W=

Se pueden definir cocientes equivalentes.

Las escalas de medicion se han clasificado en dos tipos generales, en términos de las
cuatro caracteristicas del sistema numérico, estas son (KINNEAR y TAYLOR, 1998, cap. 7):

I. Escalas no métricas: que a su vez se clasifican en escalas nominales'y ordinales.
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Las medidas con una escala nominaj, también conocida como escala de categoria,
es una escala en la que el nimero cumple Unicamente con la propiedad uno del
sistema numérico y proporciona el nimero de ocurrencias en cada clase o
categoria de la variable que se esta estudiando. Por lo tanto los nimeros asignados
a los objetos no tienen mas significado cuantitativo que indicar la ausencia o
presencia de una caracteristica o atributo bajo investigacién. Un ejemplo de
medicidon en esta escala es identificar cualitativamente la presencia o no de un
componente quimico en una muestra.

Las escalas ordinales representan un nivel superior de precision en la medida, con
el cumplimiento de las propiedades uno y dos. Una escala ordinal define la relacion
ordenada entre los objetos o sucesos. Cada subclase puede ser comparada con
otra en términos de una relacion “mayor que” o “menor que”. Los numeros
utilizados en escalas como las ordinales no son cuantitativos, dado que indican
posiciones relativas en series ordenadas. Por ejemplo la cuantificacion

organoléptica de un agua purificada.

Escalas métricas: Estas a su vez se clasifican en escalas de intervalo y de razén.

Ambas proporcionan el nivel mas alto de precision en la medida, permitiendo
realizar todas las operaciones matematicas.

Una escala de intervalo comprende la utilizacion de numeros para clasificar las
caracteristicas de los objetos o sucesos, de manera que las distancias entre los
numerales correspondan a las distancias entre los mismos con relacién a lo que se
esta midiendo. Las escalas de intervalo poseen todas los requisitos de una escala
ordinal, mas la caracteristica de “igualdad de diferencia” del sistema numérico. En
una escala de intervalo existe una asignacion arbitraria del punto “cero”, y éste no
indica la ausencia absoluta de la propiedad en la muestra. Ejemplos de mediciones
en esta escala son las medidas de temperatura en grados Celsius o Fahrenheit.

Una escala de razén tiene todas las propiedades de una escala de intervalo mas un
punto cero absoluto. En la medicién de razén sélo se puede asignar arbitrariamente
un numero, es decir, la unidad de medicién o distancia. Una vez determinado éste
numero, las asignaciones numéricas restantes estan completamente determinadas.

El punto cero absoluto o natural se refiere a la asignacion del ndmero cero a la
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ausencia de la caracteristica que se esta midiendo. Un ejemplo de medicién en esta
escala es la concentracion de un analito en una muestra.

Como puede observarse la diferencia real entre las escalas de intervalo y de razdn
es que las de intervalo tienen un punto cero arbitrario, mientras que las escalas de
razon tienen un punto de cero absoluto (KINNEAR y TAYLOR, 1998, cap. 7).

En el esquema de la figura 1.3 se presenta la relacion entre el tipo de escala y las
propiedades del sistema numérico para el manejo de datos.

—— Nominales (propiedad 1)

No
métricas

L Ordinales  (Propiedades 1y 2)

Intervalo (propiedades 1,2 y 3)

Métricas

—— Razén (propiedades 1, 2, 3y 4)

FIGURA 1.3 RELACION ENTRE ESCALAS Y PROPI EDADES DEL SISTEMA
NUMERICO

1.3.4 VARI ABILIDAD

Considere el proceso de preparacion de un refresco de frutas por un restaurante (que es
famoso por este refresco). En principio, cada vez que se prepara, se efectla una
repeticion de ciertos pasos del proceso: la seleccion y corte de la fruta, el pesado de la
fruta picada, la medicion del volumen de agua, el pesado del aztcar, el licuado de la fruta
y por ultimo el mezclado de los materiales. La evidencia indica que a pesar de que se
intente repetir todos los pasos en forma idéntica, el resultado no es el mismo todas las

I\\

veces que se produzca el refresco. Esta variacion en el “producto” (el refresco, en este

caso) recibe el nombre de variabilidad y esta presente en todo proceso real, de modo que
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no se puede predecir con exactitud como “quedara el refresco” antes de que se fabrique.
Ello no significa que la variabilidad no se pueda medir. En este ejemplo si puede ser
posible “medir” la dulzura con que acostumbra quedar el refresco, o bien la apariencia que
suele tener el mismo.

En general, los resultados de cualquier trabajo que se realice contienen variaciéon y su
distribucién sigue un cierto patron. La variabilidad es un fendmeno de la naturaleza y un
hecho en el entorno de cualquier proceso de produccion®. Los datos (medidas) que se
obtienen siempre estan “dispersos” y casi nunca tienen un Unico valor constante. Esta
“dispersidon” en los datos, es causada por un nimero infinito de factores controlables o no
controlables que afectan el proceso. Ver figura 1.1.

Si se ignora la existencia de la variabilidad, o0 si se racionaliza en forma falsa que es
pequena, se pueden llegar a tomar decisiones incorrectas sobre problemas importantes
(PEREZ, 1999, p. 79).

La toma de decisiones en presencia de “ruido”, conduce al uso de l estadistica como
ciencia especializada, ya que esta ayuda a analizar los datos en forma adecuada y a
obtener conclusiones tomando en cuenta “lo inevitable”, la existencia de la variacion o
dispersion.

Muchas veces se dice que “La estadistica es al quimico analista, lo que un bisturi es a un

meédico cirujano”.

1.4 VARIABLE ALEATORI A. POBLACI ON. CLASI FI CACION DE LAS
POBLACI ONES

Los métodos estadisticos se aplican a fendmenos en cuya toma de decisiones prevalecen
las condiciones de incertidumbre y hay variabilidad (tal como se establecié en la seccién
1.3.4). Esta incertidumbre plantea al quimico analista la necesidad de medirla, siendo la
medida de la incertidumbre la probabilidad.

Asociado al concepto de probabilidad esta el concepto de variable aleatoria. Una variable
aleatoria representa el conjunto de valores que pueden observarse en un fendmeno
aleatorio (tal como lo es el proceso de medicidn), valores que dependen del azar y sobre

! “proceso de produccién”, cualquier proceso que genere un bien de manufactura, servicio o software. De acuerdo a esto el
proceso de “medicion”, es en si, también un proceso de produccion.
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los cuales es posible establecer una medida de su probabilidad. Seguin la escala de valores
que pueda tomar la variable aleatoria esta puede ser de dos tipos discreta y continua. Una
variable aleatoria discreta sdlo puede tener ciertos valores claramente separados, que
resultan de contar algin elemento de interés, en este sentido son conteos de nimeros
pertenecientes a escalas nominales. Una variable aleatoria continua es aquella que puede
adquirir cualquier nimero real, en este sentido pertenecen a resultados en escalas de tipo
métricas. Al menos tedricamente (aunque no en la practica), la variable continua puede
expresarse con un numero infinito de valores decimales.

En general, en estadistica se entendera como poblacién al conjunto de todos los indivduos
o elementos que constituyen el objeto de un determinado estudio y sobre los que se desea
obtener ciertas conclusiones. Para la quimiometria la poblacién estara constituida por el
conjunto de toda la materia sobre la que se aplica un método de analisis quimico de una
forma especifica.

Dado que el proceso de medicion es un fendmeno aleatorio puede decirse que en toda
poblaciéon que provenga de este proceso existird variabilidad y que sus resultados por
tanto son variables aleatorias.

Las poblaciones pueden clasificarse en funcién del nimero y tipo de elementos que la
constituyen dividiéndose, en poblaciones finitas e infinitas en base al nimero de
elementos, y en poblaciones reales y conceptuales en base al tipo de elementos. Las
poblaciones finitas son aquellas que tienen un ndmero contable de elementos mientras
que las poblaciones infinitas son las que no tienen un nimero contable o “concebible” de
elementos (ROMERO y ZUNICA, 1993, cap. 1).

Si los elementos que contienen las caracteristicas en estudio tienen una existencia real,
previa a la realizacion del estudio las poblaciones son de tipo real Por otra parte, si los
elementos que contienen a las caracteristicas son generados por la realizacién de un
determinado proceso las poblaciones son de tipo conceptual. A estos procesos, que en
sucesivas realizaciones pueden ir generando los diferentes elementos de la poblacion se
les denomina experimentos aleatorios (ROMERO y ZUNICA, 1993, cap. 1). En este sentido
el analisis quimico es un experimento aleatorio.

Como ejemplos de poblaciones de caracter finito y real pueden mencionarse: la

determinacion de desnutricién de los ninos de una comunidad, las caracteristicas de los
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lotes o partidas de produccién que se estudian para la aceptacion o rechazo de las
mismas, etc.

Normalmente, en analisis quimico, las poblaciones se consideran de caracter infinito y
conceptual

Cuando sobre cada resultado de la poblacién se estudian k caracteristicas diferentes
(todas ellas expresadas numéricamente) se obtiene una variable aleatoria kdimensional
(ROMERO y ZUNICA, 1993, cap. 1). Por ejemplo, si en una porcién de suelo se le lee su
contenido de hierro, su ph, su densidad, se tiene una variable aleatoria de dimension 3. Es
importante, distinguir, entre una variable aleatoria k-dimensional, en que k variables se
miden sobre los elementos de una poblacién y un conjunto de k variables aleatorias
unidimensionales, definidas sobre k poblaciones distintas (ROMERO y ZUNICA, 1993, cap.

1).

1.4.1 QUIMIOMETRIA'Y ESTADI STI CA UNI VARI ABLE Y MULTI VARI ABLE

En realidad ningun problema en analisis quimico es intrinsecamente univariado. Por el
contrario, un problema siempre puede ser descrito por varias variables. En algunos casos
sera necesaria una sola variable (ejemplo: conductividad eléctrica para establecer la
concentracion salina de una muestra de agua). En este caso el problema debera resolverse
en base a la informacion univariante. Sin embargo, en otros casos no sera conveniente ni
posible resolver el problema sin recurrir a dos, tres 0 mas variables: concentraciones de
ion cloruro, de ién sodio, de i6n sulfato, conductividad, densidad, etc. para establecer la
calidad de un producto para una determinada aplicacion industrial, o para cualquier otro
problema que se quiera resolver (RAMIS, 1997).

Cuando se dispone de una sola variable los métodos estadisticos que habra que aplicar
seran mas sencillos que en el caso en que se disponga de mas variables. Se habla
entonces de estadistica univariante, y de métodos univariantes. Si se dispone de dos o
mas variables, se hablara de estadistica multivariada y se aplicaran métodos multivariados.
En este documento se hara énfasis sobre los métodos univariados de analisis de datos
(RAMIS, 1997).



1.4.2 RECURSOS | NFORMATI COS EN QUIMIOMETRI A

Actualmente, para trabajar en quimiometria se utilizan recursos informaticos de diversa

procedencia, como son:

a)

b)

c)
d)

Paquetes estadisticos multipropdsito: como el STATGRAPHICS, SPSS, MINITAB,
SAS, etc.

Entornos asistidos para matematicas y estadistica: como el MatLab, Visual Basic,
etc.

Hojas de calculo: como Excel, Lotus, etc.

Paquetes disenados especialmente para quimiometria: como PARVUS,
UNSCRAMBLER, etc.

El uso de cualquiera de estos recursos dependera de la disponibilidad del mismo, asi como

de los requerimientos por parte del quimico analista.

1.5 DESCRI PCION DE LA VARI ABI LIDAD.

Una vez que se ha establecido que los datos relativos a los elementos de la poblaciéon van

a estar dispersos, surge el problema de detectar el patrdn en la variabilidad de los datos.

La pauta de variabilidad de una variable aleatoria puede describirse de tres formas que

son:

>
>
>

Forma grafica.
Mediante expresiones cuantitativas de la distribucion.

De forma sintética recurriendo a un tipo de modelo matematico.

1.5.1 DESCRI PCI ON GRAFI CA DE LA VARI ABI LIDAD

A menudo se utilizan métodos graficos simples para facilitar el analisis de los datos. Entre
estos estan (MONTGOMERY, 1991, cap.2):
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a) Diagramas de puntos: los diagramas de puntos son Utiles para representar una
serie pequefa de datos (menos de 15 datos). Tal y como se presenta en la figura
1.4, el diagrama de puntos permite ver rapidamente la localizacion general o
tendencia central de las medidas y su dispersion. Para construir este tipo de
graficos se procede de la siguiente forma: a) se traza una linea horizontal en el que
se marcan la escala de valores de la variable aleatoria y b) se colocan todos los
datos en la grafica, identificdndolos con puntos, uno por cada dato. En el caso de
que los valores de dos datos sean similares o iguales se colocan uno encima del

otro, esto es verticalmente.

) I T T T
.5750 .5755 .5760 .5765 .5770

FIGURA 1.4 DIAGRAMA DE PUNTOS

b) Histogramas: El histograma se construye dividiendo el eje horizontal en
intervalos (por lo general de la misma magnitud) y tomando sobre el jésimo
intervalo un rectangulo proporcional a n;, el nimero de observacion que caen en el
intervalo. El histograma representa la tendencia central, la dispersién y la forma

general de la distribucién de los datos, tal como se presenta en la figura 1.5.

12

FRECUENCIA

0 1 1 1 1 1 1 1 I I | I 11 1 I I 1 1 I 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

% de calcio

FIGURA 1.5 HISTOGRAMA
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c) Diagrama de frecuencia acumulada: Otro grafico que resulta interesante, es el
diagrama de frecuencias acumuladas. En este caso, las abcisas levantadas sobre el
limite superior de cada intervalo corresponden a la frecuencia acumulada, es decir
a la suma de las frecuencias constatadas en todos los intervalos anteriores al
considerado (incluyendo las de éste). La grafica, tal como se observa en la figura
1.6, tiene forma de linea quebrada creciente. En general, se opera con frecuencias
relativas y la altura final es, por tanto, igual a 1. El diagrama de frecuencias
acumuladas permite responder a preguntas como ¢équé porcentaje de elementos de
entre los estudiados tienen valores inferiores a un determinado valor? o équé valor

es esperado por un porcentaje de la muestra?.

[ # +++ ]
0.8] g :
Or _I_-I— ]

I +j-+ ]

£ 0.6f £ |
S 0.4
a, L ; i

i + ]
0.2 ¥

i L ]
0F .Jr*ﬂ[. i

0 1 2 3 4

ppm

FIGURA 1.6 DIAGRAMA DE FRECUENCIAS ACUMULADAS

d) Diagramas de cajas o Box-Whisker: Es un medio Util para representar datos.
En dichos diagramas (ver figura 1.7), los valores maximo y minimo, los cuartiles
inferior y superior (percentil 25 y 75 respectivamente) y la mediana (percentil 50)
se representan en una caja rectangular alineada ya sea horizontal o verticalmente.
La caja se extiende del cuartil inferior al superior, y es atravesada de un lado a otro
por la mediana. A partir de los extremos de la caja se extienden lineas (“bigotes”)
hasta los valores maximo y minimo. Si un datos dista del cuartil mas cercano en

mas de 1,5 veces el intervalo intercuartilico se grafica separado de los bigotes.
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FIGURA 1.7 DIAGRAMA DE CAJA O BOX-WHISKER

1.5.2 EXPRESI ON CUANTI TATI VA DE LAS DI STRI BUCI ONES

Las expresiones cuantitativas de las distribuciones de variabilidad de los datos permiten
definir tres propiedades importantes de dichos datos que son: forma de la distribucion,
tendencia central y dispersion. De acuerdo a lo anterior estas expresiones se clasifican en

tres tipos generales que son (PEREZ, 1999, cap. 3):

a) Medidas de posicion: En vez de manejar todos los datos sobre la variable, tarea
que puede ser pesada, se puede caracterizar su distribucion de frecuencias
mediante algunos valores numéricos, eligiendo como resumen de los datos un valor
central alrededor del cual se encuentren distribuidos los valores de la variable. El
valor de la variable para representar la distribucion se llama medida de posicién y
es un valor representativo de todos los valores que toma la variable. Debe
encontrarse entre el mayor y el menor valor de los datos. Pero estas medidas de
posicion de los datos deben cumplir determinadas condiciones para que sean
verdaderamente representativas de la variable a la que resumen. Toda sintesis de
una distribucion se considerara como operativa si intervienen en su determinacion
todos y cada uno de los valores de la distribucion y siendo siempre calculable y de
facil obtencion. Entre las medidas de posicion mas comunes se encuentran: /a
media aritmética, media aritmética ponderada, media armodnica, la media
cuadrética, la mediana, moda, cuantiles, momentos potenciales. En la tabla 1.2 se
presenta un resumen de las formulas de calculo de las medidas de posicion mas

usadas en analisis quimico.
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b) Medidas de dispersion: Las medidas de dispersion permiten calcular la

representatividad de una medida de posicion, para lo cual sera preciso cuantificar
la distancia de los diferentes valores de la distribucion respecto a dicha medida
(que se pretende que sea su sintesis). A tal distancia es a lo que, en términos
estadisticos se le denomina variabilidad o dispersion de la distribucién. Entre menor
sea la distancia, mas representativa es la medida de posicidn, y entre mayor sea
dicha distancia, serd menos representativa. Resulta pues necesario para completar
la informacion que pueda deducirse de una medida de posicidén o centralizacién,
acompafarla de uno o varios coeficientes que nos midan el grado de dispersion de
la distribucién de la variable respecto de esa medida de centralizacion. Estos
coeficientes son los que se conocen como medidas de dispersion. Inicialmente se
distingue entre medidas de dispersion absolutas y relativas, entendiéndose por
relativas las que no dependen de las unidades de medida. Posteriormente se
clasifican las medidas absolutas y relativas segun sean medidas referentes a
promedios 0 no los sean. Entre las medidas de dispersion absolutas no referentes a
promedios se tienen el recorrido o rango o diferencia entre el mayor y menor de
los datos y el recorrido intercuartilico o diferencia existente entre el tercer cuartil y
el primero. Entre las medidas de dispersion rebtivas no referentes a promedios se
tienen el coeficiente de apertura o cociente entre el mayor valor y el menor valor
de una distribucion y el recorrido relativo o cociente entre el recorrido y la media,
asi como el recorrido semintercuartilico 0 cociente entre el recorrido intercuatilico y
la suma del primer y tercer cuartil. Entre las medidas de dispersién absolutas
referentes a promedios se tienen la varianza y la desviacion tipica. Entre las
medidas de dispersidn relativas utilizadas para comparar medidas de posicion o
promedios, se tienen el indice de dispersion respecto a la medianay el coeficiente
de variacion de Pearson. En la tabla 1.3, se presenta el resumen de las formulas de

célculo de las medidas de dispersion mas usadas en quimiometria.

Medidas de forma: No se pueden basar las conclusiones Unicamente en
expresiones que vengan dadas en términos de medidas de posicion y dispersion de
una distribucién, se necesita conocer mas sobre el comportamiento de la misma. Si
bien intentamos globalizar el comportamiento del colectivo que sea objeto de

estudio, para lo cual las medidas de posicion son el mejor instrumento, no se debe
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proceder a una interpretacion que impligue un comportamiento de todos los elementos
del colectivo uniformemente constante e igual a la medida de posicidon en cuestion con
un error dado por la correspondiente medida de dispersion. Este error o disparidad se
hace mas ostensible al analizar la representaciéon grafica de la distribucidn. Pues bien
las medidas de forma de una distribucion se basan en su representacion grafica, sin
llegar a realizar la misma. Las medidas de forma se clasifican en medidas de asimetria
y medidas de curtosis o apuntamiento. Las medidas de asimetria tienen como finalidad
el elaborar un indicador que permita establecer el grado de simetria (o asimetria) que
presenta una distribucidn. Estos indicadores pueden ser de dos tipos coeficiente de
asimetria y coeficiente de asimetria estandarizado. Las medidas de curtosis estudian la
distribucion de frecuencias en la zona central de la misma. La mayor o menor
concentracién de frecuencias alrededor de la media y de la zona central de la
distribucion dara lugar a una distribucion mas o menos apuntada. Por esta razén a las
medidas de curtosis se les llama también de apuntamiento o concentracién central. Las
medidas de curtosis se aplican a distribuciones campaniformes, es decir unimodales
simétricas o con ligera asimetria. Los indicadores de curtosis son los coeficientes de
curtosis y el coeficiente de curtosis estandarizado. En la tabla 1.3 se presentan las

formulas para las medidas de forma de una distribucion.

TABLA 1.2 RESUMEN DE FORMULAS DE MEDIDAS DE POSICION

MEDIDAS DE FORMULA DE CALCULO
TENDENCI A
CENTRAL
Y
X=-
Media aritmética _ n
X = promedio

X; = observaciones
n = nimero de observaciones

G — xnlxn2 xnk
Media geométrica =X Xy Xy

G = media geométrica

~

X = x[n+%] para n impar

mediana X +Xx
~ (n/2) n/ |41
X :—((A) ) para n par
2
n
0, ==y
Cuartiles ’ 4

y = puedeser1,203
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TABLA 1.3 FORMULAS PARA LAS MEDIDAS DE DISPERSION Y FORMA

MEDIDAS DE
DI SPERSI ON ABSOLUTAS RELATIVAS
N
- (xl. - X)2
Varianza , &
§TE—
n-—1
[ Coeficiente de variacion
Desviacio tand s=As’ S
esviacion estandar CV =-2(100)
X
R=max(x;)) — min(x) Indice de dispersi'on
respecto a la mediana
Recorrido o rango R = yN
rel X
MEDIDAS DE COEFI CIENTES
FORMA COEFI CIENTES ESTANDARI ZADOS
N — CA
i { 1 Z(x _X)3 CAest =
Asimetria n—1 ! y
Ca=""11F
s’ n
01 & —. /0 _ ¢C
E,:Z(XI_X) |:| CCest - 6
Curtosis cC= =1 . [F3 A
0 S0
B B

1.5.3 DISTRIBUCI ONES DE PROBABI LIDAD

La variabilidad de una variable aleatoria determinada puede expresarse de forma sintética
recurriendo a un tipo de modelo matematico: la distribucion de probabilidad.

La distribucién de probabilidad, manifiesta la forma en que se distribuye la probabilidad de
que la variable aleatoria tome un valor o intervalo definido.

Cuando una variable aleatoria es discreta, es decir cuando su conjunto de valores posibles
es discreto, su distribucion de probabilidad viene caracterizada por la ley de
probabilidad o funcion de cuantia P(x)., que da la probabilidad de cada uno de los

valores posibkes de la variable. Cuando el conjunto de valores posibles de la variable es de
tipo continuo la caracterizacion de dicha pauta de variabilidad se efectia mediante
funcion de densidad f(x), que da la probabilidad de que la variable aleatoria este en un
intervalo (MONTGOMERY, 1991, cap.2).
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En la figura 1.8, se ilustran distribuciones de probabilidad discretas y continuas hipotéticas.
Notese que en la distribucion de probabilidad discreta la probabilidad esta representada
por la altura de la funcidén, mientras que en el caso continuo es el area bajo la curva f(x),
asociada a un intervalo dado, la que representa la probabilidad.

p(x) fx)

p(x3)

plxz) p(xq)

p(xy) p(xs)

x
x x3 x3 x4 X a b

(a)

(b)

FIGURA 1.8 DISTRIBUCIONES DE PROBABI LIDAD (a) caso discreto; (b) caso
continuo

Las propiedades de las distribuciones de probabilidad pueden resumirse cuantitativamente
como sigue (MONTGOMERY, 1991, cap.2):

¢ Si la variable aleatoria x es discreta: 0 < p(x) <1 para todos los valores x;

P(x=x;) = p(X) para todos los valores x;

F)=PX)= 3 p(X =x,)

Oxi<x
(funcién de distribucion)
R(x)=P(X>x) = 1 - F(x)

(funcién complementaria)
S p(x)=1
[hi

» Sila variable aleatoria x es continua: 0 < f(x)

Pla<x<bh) = f f(x)dx

F(x)= P(X<x)= } f(x)dx

(funcion de distribucion)

R(x)=P(X>x) = 1 - F(x)
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(funcién complementaria)

I“’ F(x)dx =1

1.5.3.1 VALORES ESPERADOS, MEDI A VARI ANZA Y DESVI ACI ON TI PI CA

La media () para una distribucién de probabilidades es una medida de su tendencia

central, matematicamente la media se define como (MONTGOMERY, 1991, cap.2):

M= J'_+:xf (x)dx  para x continua

= zxp(x) para x discreta

[hvi

También puede expresarse la media en términos del valor esperado o promedio a largo
plazo de la variable aleatoria y como E(x) = u. Donde E es el operador valor esperado.

La extension o dispersién de una distribucidon de probabilidad se mide por la varianza o
variancia, que se define como (MONTGOMERY, 1991, cap.2):

o’= f:(x -’ f(x)dx  para x continua

o’ = Z (x—W’p(x)  para x discreta

Oxi

En términos del valor esperado la varianza puede expresarse como:

o = E[(x-1)7
El operador varianza se define como V(x) = ¢ La raiz cuadrada de la varianza se conoce
como desviacion tipica. En la tabla 1.4 se presentan algunas propiedades para p y o.
Los conceptos expuestos para variables aleatorias unidimensionales pueden generalizarse
para el caso k-dimensional. Surgen en este contexto nuevos conceptos, como
distribuciones marginales y distribuciones condicionales. Estrechamente relacionada con el
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concepto de independencia de sucesos, aparece también la idea de independencia de

variables aleatorias.

TABLA 1.4 PROPIEDADES DE LA MEDIA Y DE LA VARIANZA

1. E(c)

]
(¢}

2. E(x)

1}
=

3. E(cx) = cE(x) = cu

4. V(c)=0

5 V(y)=o?
6. V(cx) = c2V(x) = c?¢5?
Si se tienen dos variables aleatorias por ejemplo, x; con 1 1y 012 Yy XoCONnpaoy 022, entonces:
7. E(x1+ x2) = pg+u2
Si x4 ¥ X2 son independientes, entonces,
7. V(X2 £ x1) = 61° + o2

8 E(xi*Xx2) = pi° p2

1.5.3.2 EL CASO BI VARI ANTE

Considérese que a cada elemento o unidad experimental se le asignan un par de valores
(x, y), en el que x es por ejemplo, la concentracion de i6n cloro, e y la concentracion de
ion calcio para determinar la composicion idnica en una muestra de agua.
Matematicamente hablando, esta asignacion estaria representada por una funcién (X, Y)
que hace corresponder a cada elemento un conjunto de valores (x, y) de R% Dicha funcion
recibe el nombre de variable aleatoria bidimensional o vector aleatorio de dimension 2.

Los conceptos de variabilidad poblacional y su representacion, discutidos en los apartados
anteriores pueden generalizarse de manera inmediata al caso multivariante (espacio R®) y

en particular al caso bivariante, como se vera a continuacion.

a) DENSIDADES DE PROBABI LI DAD CONJUNTA (PRAT et al., 1999, cap. 3)
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Cuando se considera la poblacion conceptual, en un histograma generalizado, las variable
aleatorias X e Y convergen en general hacia una superficie regular f(x,y) denominada
densidad de probabilidad conjunta (d.p.c), tal como puede observarse en la figura 1.9. De
nuevo, no todas las funciones matematicas f(x,y) pueden ser una densidad de
probabilidad conjunta. Para ello es necesario que:

I. f(x,y) 20 para todo (x,y) O R

ﬂ'f(x,y)dxdy =1

En el caso bivariante se tendra que:

P(xo< X< Xo +dX, Yo < YS Yo +dy) = f(Xoy,)dxdy

120
fix,y)

100
0.16

80

60

0.08-

40 L

e 0.04-

FIGURA 1.9 HISTOGRAMA GENERALIZADO Y CONVERGENCI A A UNA SUPERFICIE
REGULAR

b) DENSIDADES MARGI NALES (PRAT et al., 1999, cap. 3)

A partir del conocimiento de la d.p.c, f(x,y) de un vector aleatorio (X,Y), siempre es
posible obtener la densidad de probabilidad univariante correspondiente a cada una de las
dos variables aleatorias que definen el vector.

La distribuciéon univariante de X se conoce como densidad marginal de Xy esta definida
por:
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fo(x) = ‘!f (x, y)dy

La distribucién univariante de Y se conoce como densidad marginal de Yy esta definida
por:

Fy )= [ fCx,y)dx

En general, no siempre es posible obtener una densidad conjunta a partir de las
densidades marginales, aunque si los sera en el caso en que las variables aleatorias Xy Y
sean estocasticamente independientes.

c) DENSIDADES CONDICIONALES E INDEPENDENCI A DE VARIABLES (PRAT et
al., 1999, cap. 3)

Sea (X,Y) un vector aleatorio cuya d.p.c. es f(x,y) y sea y, un cierto valor de Y tal que
f,(y,) # 0. Se define como densidad de X condicional al valor de y, de Y a la densidad
univariante (PRAT et al., 1999, cap. 3):

f(x,p)
/Y = = / L )
f(x y,)=f(x/y,) [

Si x, es un valor de X tal que f(x, ) # 0, se puede definir también la densidad de Y

condicionada al valor de x, de X como:

o _f(xy)
/X =x)=f(y/x )=L222
S x,)=f(y/x,) 7o)

Asi pues, en general se tiene que:
Sy =fix)f(x,)=f(x/y,)f,(»,)

El concepto de densidad condicional permite definir la nocién de independencia entre
variables aleatorias. Dado el vector aleatorio (X,Y), se dira que X,Y son variables aleatorias

independientes siy sdlosi f(x/y, )= f.(x). Debe notarse que en este caso:

SO =0, ()
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y por tanto, si las variable X,Y son independientes, es posible obtener la densidad como
producto de las marginales.

Los conceptos de densidad conjunta, marginal y condicional asi @wmo la independencia
estocastica pueden extenderse faciimente a los vectores de dimension p. En particular, si
(X1, X3,...,%p) €s un vector aleatorio, se dira que las variables que lo componen X;, Xa,..., X,
son variables aleatorias independientes si y sélo si la densidad de probabilidad conjunta es
tal que:

S X s X)) = o () Sy (%) [y, (X))
d) COVARI ANZA (PRAT et al., 1999, cap. 3)

Sea (X, Y) un vector aleatorio. La variabilidad de dicho vector sera representada por su
funcidn de densidad de probabilidad conjunta f(x,y).
Un parametro de interés para caracterizar la dependencia lineal entre las variables X e Y

es la covarianza definida de la forma siguiente:
W, = COV(X,Y) = E[(X )Y -]
Donde .,y W, son las medias de las densidades marginales.

1.5.3.3 MODELOS PROBABI LI STI COS

En las tablas 1.5 y 1.6 se presentan las distribuciones de probabilidad mas generalizadas
para variables aleatorias discretas y continuas respectivamente.

En la tabla 1.7, se presenta un resumen de los modelos graficos, matematicos, asi como
también el contexto del uso para las distribuciones cuyo conocimiento es fundamental
para las aplicaciones estadisticas en andlisis quimico, entre las que se encuentran: /a
distribuciéon binomial, hipergeométrica y la de Poisson para las discretas y las
distribuciones exponencial, triangular, uniforme, log-normal y normal (merecedora de

comentarios aparte, seccién 1.6) para las continuas.



TABLA 1.5 DISTRIBUCIONES DISCRETAS MAS GENERALIZADAS

Distribucion | Leydeprobabilidad | Pardmetros | Media | Varianza
Bernoulli pra-p” P p p(1-p)
x=0,1 0<p<l
n . -x np
. (1-p)'
Binomial X n=12,. np | np(l-p)
x=01,..,n 0<p<l
Poisson ﬁfé% A>0 A A
x!
1 _ x-1 -
Geométrica pd-P) 0<p<l L 1_2[7
x=12,.. 14 p
o ntx-1) | X
Binomial . (I-p) n>0 n(1-p) | n(l-p)
negativa 0<p<l p p’
x=0]1,...
Np \(N(1-p)
X n—-x N=12,.. -
Hiper - l wpll=p)
L N n=12,..,N np N-n
geométrica *
n p=01- 1 N-1
b N 9oty

x=0\...n
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TABLA 1.6 DISTRIBUCIONES CONTINUAS MAS GENERALIZADAS

Distribuc. Funcion de densidad Media Varianza
) 2
ae R a+b (b-a)
Uniforme b-a ——
be R 2 12
a<x<b
Xy i
1 —1/2[ = ) ue R 2
Normal e U 4
oV c>0
X 2
Exponen. Ae A, x>0 1/4 112
a
p -px a-l
X a,p>0 a a
Gamma I'(a) - 7
o —x a-l x>0 4 4
I'(a) = I() e X dx
! -1 I
«7 (- x)q _n
B(p.q) p.g>0 P ptqg+l
Beta ——2
I'(p)L(p) 0O<x<l ptq (p+q)
B(p.q) =
I'p+g
n
1 5 x20
Chi - cuadrado " 2 x/2 n 2n
2 T'(nl2) n=1,
n+1 n+l 3 n-2
I'( ) 2\ 2 T'(—)I( n
2 - 2 2
t de Student 1+— n=1, 0
‘/> n n 1 n
naT(—) r(—)re)
2 22
m+n
I( ) m m x>0 )
5 m \2 2—1 mx n n (2m+2n-4)
F de Fisher b x 1+— m =1, 3
m n n n-2 m(n-2) (n-4)
F(—)r—) n=1,
2 2
B ’ 2
. _{X_-l] X2 —[2r(—) -
i |
Weibull —ﬁ(x—y)ﬁ p >0 |y+nqras—| ¢ ¢
n B 1 1
yeR —(T(—) 1]
a o
2
! ~(Lnx-m)2 1262 pek p 2w+l o2
Log - normal ——4 e e (¢ 1)
xoV2n x>0
A _Alx-al G : 2
Laplace —e o >
2 A>0 A
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TABLA 1.7 DISTRIBUCIONES MAS FRECUENTES EN ANALISIS QUIMICO

Distribucion

Forma

Distribucion

Uso

Binomial

o
&

x defectuosos

e e
3 8

probabilidad de

I
S

P(sz)zgéan_x

La media de la distribucion

es:
X =np
y la varianza:

o = np(1-p)

Se presenta si en una poblacién finita
se realiza un muestreo sin reemplazo.
Por ejemplo, sea una variable que
consiste en la presencia o no de una
caracteristica. Si se toman n
mediciones independientes (pruebas
de Bernoulli), y la probabilidad de la
presencia de la caracteristicaes p , y
esta es constante, entonces el
numero de “éxitos” (presencia de la
caracteristica) x en n pruebas de
Bernoulli tendré una distribucion
binomial.

Poisson

X -\
P(X =) :%

En esta distribucion:

)?:O'Z :)\=np

Si n es grande (n>50) y p pequefio
(p<0.1), las distribuciones binomiales
suelen aproximarse a las de Poisson.
Este es un modelo del nimero de
veces que aparece una caracteristica,
en la unidad de medicién, que puede
ser el tiempo, area, volumen, etc.,
como ocurre en las técnicas de
conteos intensidades radiactivas.

Hipergeométrica

probabilidad de x defectuosos

£ 3

PX =x)=m =

i

En esta distribucion:

Aplicable para definir la probabilidad
de x ocurrencias en n pruebas de un
suceso cuando hay un otal de D
ocurrencias en una poblacién de N
elementos.

Exponencial

f(x)

x

f(x)= 2™

para esta distribucion:

Aplicable cuando es probable que se
produzcan mas observaciones por
debajo que por encima de la media.
La distribuciéon exponencial se utiliza
ampliamente en el campo de la
ingenieria de la confiabilidad como un
modelo para el tiempo hasta el fallo
de un componente o sistema. Esta
cuenta con ser una informacion que
debe proveerse a un analista, para el
mantenimiento de sus equipos.

Normal

fx)

Aplicable cuando hay concentracion
de observaciones alrededor del
promedio y es igualmente probable
que las observaciones sucedan arriba
y abajo del promedio. La variacion en
las observaciones, por lo general, es
el resultado de muchas causas
pequeiias. Es una de las
distribuciones de mayor importancia
en andlisis quimico.
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TABLA 1.7 (continuacion)

Log-Normal %m . (=2 1202 Se cumple que si X es N(u, o)
— entonces Inx es log-normal. Esta
m\/; distribucién es de amplio uso en la
teoria de los errores. Y en la teoria de
5 la supervivencia como modelo de

ajuste de vida. Algunas
concentraciones de analito tienen
distribucion log-normal

1.5.3.4 ALGUNAS APROXIMACI ONES UTILES

En ciertos problemas es Util a veces aproximar una distribucién de probabilidad con otra.
Esto es en especial provechoso en situaciones en las que se hace dificil manipular
analiticamente la distribucién original, o ésta no estd bien tabulada. Entre las
aproximaciones mas Utiles se encuentran:(1) la aproximacién binomial a la
hipergeométrica; (2) la aproximacion de Poisson a la binomial; (3) la aproximaciéon normal
a la binomial. En la figura 1.10, se presenta un resumen de las distintas aproximaciones
antes mencionadas. En esta figura, H, B, P y N representan las distribuciones
hipergeométrica, binomial, de Poisson y normal respectivamente. La disponibilidad de
computadoras y calculadoras modernas ha hecho innecesarias dichas aproximaciones,

pero existen casos esporadicos en que si son Utiles (MONTGOMERY, 1991, cap. 2).

glf
N,

n
N

p<0.1 (Cuanto menor sea p y

/ mayor n, tanto mejor)
np > 10 P \

p<i

A215 (cuanto mayor sea, mejor)

FIGURA 1.10 APROXI MACI ONES A LAS DI STRIBUCI ONES DE PROBABI LI DAD
(MONTGOMERY, 1991, cap. 2)
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1.6 SIGNIFICADO PRACTICO DE LA DESVI ACI ON ESTANDAR

Se ha subrayado que una desviacidn estandar pequefia para un conjunto de valores indica
que estos se encuentran localizados cerca de la media. Por lo contrario, una desviacion de
valor grande revela que las observaciones estan lejos de la media. EI matematico ruso P.L.
Chevyshev (1821-1894) desarrolld un teorema que permite determinar la proporcion
minima de los valores que se encuentran dentro de un ndmero especifico de desviaciones
estandar con respecto a la media. En términos generales elTeorema Chebyshev
establece que:

“Para un conjunto cualquiera de observaciones, la proporcién minima de los valores que se
encuentran dentro de k desviaciones estandares desde la media es al menos * 1/K,
donde k es una constante mayor o igual que 1” (MENDENHALL, 1990, cap. 2).

Notese que el teorema es valido para cualquier valor de k que se elija, con tal que sea por
lo menos igual a 1. Entonces, al calcular la fraccion 1- 1/k%, se observa que el teorema
afirma que por lo menos esta fraccion del nimero total de n mediciones caera dentro del
intervalo determinado. En la tabla 1.8, se presentan algunos valores ilustrativos para 1-
1/K y los intervalos p = ko (MENDENHALL, 1990, cap. 2).

TABLA 1.8 VALORES ILUSTRATIVOS PARA 1- 1/k?

1 0 u+lo Poco significado practico

2 3/4 p+20 Al menos % de las
mediciones caeran en este
intervalo.

3 8/9 u+30 Al menos 8/9 de las
mediciones caeran en este
intervalo.

El teorema de Chebyshev es muy conservador. Se puede aplicar a cualquier distribucion de
mediciones y proporciona una cota inferior para la fraccion de mediciones que caen dentro
de un intervalo especifico. En la mayoria de los casos, la verdadera fraccion sera mucho
mayor que 1- 1/k* (MENDENHALL, 1990, cap. 2).
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1.7 LA DISTRIBUCION NORMAL

La distribucién normales sin duda la mas importante de la estadistica, debido no sdlo al
gran numero de variables que la siguen, sino al importante teorema central del limite que
posibilita la mayor parte de sus aplicaciones (PENA y ROSELL, 1996, cap. 7).

Se trata como ya se expuso en la seccidon 1.5.3.2, de una distribucion de probabilidad
continua cuya férmula es (PENA y ROSELL, 1996, cap. 7):

—(x-p)
1

e 20 2
O.J/2TT

Donde: p = media de la distribucion y o = desviacién tipica de la distribucion.

)=

Una gran parte de las variables en los problemas de analisis quimico siguen distribuciones
normales o casi normales, por ejemplo, las mediciones de concentraciones de muchos
analitos, mediciones de volimenes, mediciones de pesos, etc.

La distribucion probabilistica normal y su respectiva curva normal tiene las siguientes

caracteristicas:

1. La curva normal es acampanada y presenta un solo pico en el centro de la
distribucién. La media (aritmética), la mediana y la moda de la distribucién son
iguales y estan localizadas en el pico. De esta forma, la mitad del area bajo la

curva se encuentra por arriba de este punto central, y la otra mitad por debajo.

2. La distribucbn probabilistica normal es simétrica con respecto a su media. Si se
corta la curva normal verticalmente en este valor central, las dos mitades se

reflejaran como imagenes en el espejo.

3. La curva normal decrece uniformemente en ambas direcciones a partir cel valor
central. Es asintotica, lo cual significa que la curva se acerca cada vez mas al eje
X, pero en realidad nunca llega a tocarlo. Esto es, los puntos extremos de la curva

se extienden indefinidamente en uno y otro sentido.
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4. Si una variable aleatoria x se distribuye normalmente cualquier transformacion
lineal y = a + bx, se distribuye también normalmente (ROMERO y ZUNICA, 1993,
cap.b).

5. Si x y y son dos variables aleatorias independientes que se distribuyen
normalmente su suma w = x + y, se distribuye normalmente (ROMERO y ZUNICA,
1993, cap.5).

Segun la funcidn de densidad normal, la distribucién queda completamente determinada
por su media y su desviacién tipica. De esta forma conociendo las py o, de alguna
distribucién, puede calcularse la probabilidad (area bajo la curva) de que la variable x
tome un valor entre dos cotas cualesquiera. En la figura 1.11 se reflejan curvas normales
con diferentes medias y desviaciones tipicas, légicamente, el area bajo la curva entre dos

A\ /4

valores de x, "a” y “b”, no es la misma.

o = 26 psi
o = 41 psi
c =52 psi
] /\ |
18 : I 18
2 000 2048 2186
psi psi psi

FIGURA 1.11 DISTRIBUCI ONES NORMALES CON DI FERENTES MEDI AS Y DESVI A-
CIONES ESTANDAR

El calculo de la probabilidad de que el valor de x sea menor o igual a un valor a, viene
dado a partir de:

1 —(x—p)?
e 29" dx
o 2TT

P(x<a)=F(a) me

La dificultad matematica de la férmula queda solventada mediante la tabulacién de sus
valores; no obstante, al ser diferentes para cada py o, se tendrian infinitas tablas (PENA y

ROSELL, 1996, cap. 7).



1-35

1.7.1 DISTRIBUCI ON PROBABI LI STI CA NORMAL ESTANDAR

Como se puntualizo anteriormente, podria decirse que existe una “familia de distribuciones
normales”. Por lo tanto el ndmero de distribuciones normales es ilimitado. Resultaria
fisicamente imposible proporcionar una tabla de probabilidades para cada combinacién de
ny o. Por fortuna, puede utilizarse un elemento de la familia de distribuciones normales
para todos los problemas donde tal distribucion resulte aplicable. Tiene una media igual a
0 y una desviacion estandar igual a 1, y se denomina distribucion normal estandar
(MASON et al.,, 2001, cap. 7), ver figura 1.12. Cualquier distribucion normal puede
convertirse en una “distribucién normal estandar”, para relacionar a dichas distribuciones
es necesario hacer un cambio de variable o de escala de la siguiente forma (PENA y
ROSELL, 1996, cap. 7):

Lo que se hace con este cambio de escala es transformar una variable “x” con distribucion
N(y,0) en una variable z con distribuciéon N(0,1), a este proceso se le denomina “tipificar”

o “estandarizar” la variable (PENA y ROSELL, 1996, cap. 7).
El valor de la curva normal estandar (N(0,1)) viene definida por (PENA y ROSELL, 1996,
cap. 7):

2

1

NG

-z
e 2

f@2)=

La probabilidad de que una variable normal tipificada sea menor o igual que un valor
dado, vendra dada por la integral de su funcién de densidad desde - hasta z, es decir:

P(x<a) = P ((x-W)/o<(a-w)/0)=P(N(0,)) < z) = Ji, «/;TT T

Los valores de esta integral no pueden calcularse directamente por no existir primitiva de
f(x) (ROMERO y ZUNICA, 1993, cap.5). Sin embargo, para valores de z entre 0 y 4 esta
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probabilidad viene recogida en tablas como la que se presenta en el anexo Al. En la figura
1.12 se presenta el area de probabilidad de una distribucion normal estandar.
En la actualidad con el avance de las computadoras y calculadoras, el uso de tablas se va

volviendo menos necesario.

f(z)
0.40 [

0.30 -
0.20 -

0.10 -

0 1 ] 1
-3 ) -1 0 1 2 3

Unidades de desviacion estandar

FIGURA 1.12 DISTRIBUCION NORMAL ESTANDAR

1.7.2 REGLA EMPIRI CA O REGLA NORMAL

El teorema de Chebyshev se refiere a cualquier conjunto de valores; esto es, la
distribucion de estos puede tomar cualquier forma (ver secciéon 1.6). Sin embargo, para
una curva de distribucion simétrica de campana, como la normal, se logra ser mas
precisos al explicar la dispersién con respecto a la media. Estas relaciones entre la
desviacién estandar y la media se incluyen en la denominada regla empirica que algunas
veces se denomina regla normal (MENDENHALL, 1990, cap. 2). Esta regla se explica
como:

“Para una distribucion de frecuencias simétrica de campana, aproximadamente 68% de las
observaciones estarda a mas y menos una desviacion estandar desde la media;
aproximadamente 95% de tales observaciones se encontrarda a mas y menos dos
desviaciones estandares de la misma; y practicamente todas las observaciones (99.7%) se
hallaran a mas y menos tres desviaciones estandares con respecto a la media”.

En el caso de la distribucion normal el ajuste a la regla empirica es casi exacto. Las
relaciones en la regla empirica se presentan en forma grafica en la figura 1.13.
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u—=30c u—20 pu—1lo u ptlo u+26 p+ 30

j<—-68.26% —>

95.46%

99.73%

FIGURA 1.13 RELACIONES ENTRE LA MEDIA Y DESVI ACI ON
ESTANDAR DE ACUERDO A LA REGLA EMPIRICA

1.8 APROXIMACI ONES NORMALES

Si X1,Xy,...,Xn €S Una sucesion de n variables aleatorias independientes con E(x)= W y V(x;)
= o (ambas finitas), y y = X1 + X, +....+X,, entonces (MONTGOMERY, 1991, cap.3):

-3 m

tiene aproximadamente una distribucién N(0, 1) en el sentido de que, si F.(z) es la funcion

z, =

de distribucién de z,, y si ®(z) es la funcién de distribucion de la variable aleatoria N(0,1),

entonces Lim [ Fy(2)/ ®(2)] = 1. A este resultado se le llama el teorema central del

n oo
limite y es uno de los postulados de gran importancia en estadistica (MONTGOMERY,
1991, cap.3).

Esencialmente lo que este resultado refleja es que en condiciones muy generales respecto
a las distribuciones de los sumandos, la suma de variables aleatorias independientes
tiende a distribuirse normalmente a medida que aumenta el nimero de sumandos. Este
resultado tedrico justifica, en cierto sentido, la frecuencia con la que se presentan en la
realidad variables aleatorias cuya distribucion se asemeja a la pauta de variabilidad de la
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distribucién normal. En efecto muchas variables reales pueden considerarse como el
resultado de la asociacion de un conjunto de factores independientes (MONTGOMERY,
1991, cap.3). Asi, la medicion de una concentracion de una solucion estandar depende de
las caracteristicas del estandar, de la medicion de los volimenes, de las condiciones
ambientales del laboratorio, etc. Como consecuencia del teorema central del limite cabe
esperar que la variabilidad en la medicidén de esa concentracion, que en cierto sentido es la
suma de una serie de factores independientes, se distribuira aproximadamente de forma

normal.
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ANEXO A1.

(I>(z)=f_z ée‘uz/z du

DISTRI BUCI ON ACUMULATI VA NORMAL ESTANDAR
(Tomado de: Montgomery, 1991, p. 430)

0

z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 z
0.0 0.50000 0.503 99 0.50798 0.51197 0.51595 0.0
0.1 0.53983 0.54379 0.547 76 0.55172 0.55567 0.1
0.2 0.57926 0.58317 0.587 06 0.59095 0.59483 0.2
0.3 0.617 N 062172 0.625 51 0.62930 0.63307 0.3
0.4 0.655 42 0.65910 0.66276 0.666 40 0.67003 0.4
0.5 0.691 46 0.69497 0.698 47 0.701 94 0.705 40 0.5
0.6 0.72575 0.72907 0.73237 0.73565 0.73891 0.6
0.7 0.75803 0.76115 0.764 24 0.767 30 0.77035 0.7
0.8 0.78814 0.791 03 0.793 89 0.796 73 0.79954 0.8
0.9 0.81594 0.81859 0.821 21 0.823 81 0.826 39 0.9
1.0 0.84134 0.84375 0.84613 0.848 49 0.85083 1.0
11 0.864 33 0.866 50 0.868 64 0.87076 0.87285 1.1
1.2 0.88493 0.886 86 0.88877 0.890 65 0.892 51 1.2
1.3 0.903 20 0.904 90 0.906 58 0.908 24 0.90988 1.3
1.4 0.91924 0.92073 0.92219 0.923 64 0.925 06 1.4
1.5 0.93319 0.934 48 0.93574 0.93699 0.93822 1.5
1.6 0.945 20 0.946 30 0.947 38 0.948 45 0.94950 1.6
1.7 0.955 43 0.956 37 0.957 28 0.95818 0.95907 1.7
1.8 0.964 07 0.964 85 0.965 62 0.966 37 0.967 11 1.8
1.9 0.97128 0.97193 0.97257 0.973 20 0.973 81 1.9
20 0.977 25 0.97778 0.978 31 0.97882 0.97932 20
21 0.98214 0.98257 0.983 00 0.983 41 0.983 82 2.1
2.2 0.98610 0.986 45 0.986 79 0.98713 0.987 45 22
2.3 0.989 28 0.989 56 0.98983 0.99010 0.990 36 2.3
2.4 0.991 80 0.99202 0.992 24 0.992 45 0.992 66 24
25 0.99379 0.993 % 0099413 0.994 30 0.994 46 25
26 0.995 34 0.995 47 0.995 60 0.99573 0.995 85 2.6
2.7 0.9953 0.996 64 0.99 74 0.996 83 0.99693 2.7
2.8 0.997 44 0.99752 0.997 60 0.997 67 0.997 74 28
29 0.99813 0.99819 0.998 25 0.998 31 0.998 36 2.9
3.0 0.998 65 0.99869 0.99874 0.99878 0.99882 3.0
31 0.99903 0.999 06 0.99910 0.99913 0.99916 3.1
3.2 0.999 31 0.99934 0.99936 0.99938 0.999 40 3.2
33 0.99952 0.99953 0.99955 0.99957 0.99958 33
34 0.99966 0.99968 0.99969 0.99970 0.99971 3.4
35 0.99977 0.99978 0.99978 0.99979 0.99980 35
3.6 0.99984 0.999 85 0.99985 0.999 86 0.999 86 3.6
37 0.999 89 0.99990 0.99990 0.99990 0.99991 3.7
38 0.99993 0.99993 0.99993 0.99994 0.99994 3.8
39 0.99995 0.99995 0.9999% 0.999 9% 0.9999% 39
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1

= z LTS
D(2) /— = e du
z 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 z
0.0 0.51994 0.52392 0.52790 0.53188 0.53586 0.0
01 0.55962 0.563 56 0.567 49 0.571 42 0.57534 0.1
0.2 0.598 71 0.60257 0.606 42 0.610206 0.61409 0.2
0.3 0.63683 0.64058 0.644 31 0.64803 0.65173 03
0.4 0.67364 0.677 24 0.68082 0.68438 0.687 93 0.4
0.5 0.708 84 0.71226 0.71566 0.71904 0.722 40 0.5
0.6 0.74215 0.74537 0.74857 0.75175 0.75490 0.6
0.7 0.77337 0.776 37 0.77935 0.78230 0.78523 0.7
0.8 0.80234 0.80510 0.807 85 0.81057 0.81327 0.8
0.9 0.82894 0.83147 0.83397 0.836 46 0.83891 0.9
1.0 0.85314 0.855 43 0.857 69 0.85993 0.86214 1.0
11 0.87493 0.87697 0.87900 0.88100 0.88297 1.1
1.2 0.894 35 0.8%6 16 0.897 % 0.89973 0.901 47 1.2
1.3 0.911 49 0.91308 0.91465 0916 21 091773 1.3
1.4 0.926 47 0.92785 0.92922 0.93056 0.93189 1.4
1.5 0.93943 0.94062 094179 0.94295 0.94408 1.5
1.6 0.95053 0.951 54 0.95254 0.95352 0.95448 1.6
1.7 0.95994 0.960 80 0.961 04 0.962 46 0.963 27 1.7
1.8 0.967 84 0.968 56 0.969 26 0.96995 0.97062 1.8
1.9 0.974 41 0.97500 0.97558 0.97615 0.976 70 1.9
2.0 0.97982 0.98030 0.98077 0.981 24 0.981 69 2.0
21 0.984 22 0.984 61 0.985 00 0.98537 0.985 74 2.1
2.2 0.98778 0.98809 0.988 40 0.98870 0.988 99 2.2
2.3 0.990 61 0.990 86 0.9 1M 0.99134 0.99158 2.3
2.4 0.992 86 0.99305 0.993 24 0.993 43 0.993 61 2.4
2.5 0.994 61 0.99477 0.99492 0.995 06 0.995 20 2.5
2.6 0.99598 0.996 09 0.9% 21 0.996 32 0.996 43 2.6
2.7 0.99702 0.99711 0.997 20 0.997 28 0.997 36 2.7
2.8 0.997 81 0.99788 0.997 95 0.998 01 0.998 07 2.8
29 0.998 41 0.998 46 0.998 51 0.998 56 0.998 61 2.9
30 0.998 86 0.99889 0.99893 0.99897 0.99900 3.0
31 0.99918 0.99921 0.99924 0.999 26 0.999 29 31
32 0.999 42 0.99944 0.999 46 0.99948 0.99950 32
33 0.99960 0.99961 0.99962 0.99964 0.99965 33
34 0.99972 0.99973 0.99974 0.99975 0.99976 34
35 0.999 81 0.99981 0.99982 0.99983 0.99983 35
36 0.99987 0.99987 0.99988 0.99988 0.99989 36
37 0.999 91 0.99992 0.99992 0.99992 0.99992 3.7
38 0.99994 0.99994 0.99995 0.99995 0.99995 3.8
39 0.9999 0.9999% 0.9999% 0.99997 0.99997 39
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2.0 MUESTREO Y MUESTRAS ALEATORI AS | NDEPENDI ENTES

En todo problema estadistico existe un conjunto de elementos sobre los que se recoge
informacion. En general, no resulta posible estudiar la totalidad de elementos de la
poblacion para obtener informacidon sobre ésta. Incluso cuando esta posibilidad exista
técnicamente, como es el caso de poblaciones finitas, dicho procedimiento suele ser
impracticable.

En consecuencia para obtener informacion sobre una poblacidon hay que limitarse a
analizar solo un subconjunto de la misma. A este subconjunto se le denomina muestray a
los valores que se observan sobre los elementos que la constituyen, se les conoce como
datos estadisticos.

Usualmente la razén para tomar muestras es una de las siguientes:

a) Por restricciones de tiempo, dinero y personal.
b) La poblacion no existe fisicamente (como en el caso de la metrologia).
c) El examen de cada elemento requiere de la destruccién del mismo.

La forma de seleccionar o generar los elementos que han de constituir la muestra, se
conoce en general como muestreo, Y tiene como es légico, una importancia capital, pues
esto permite garantizar la obtencion de conclusiones que puedan extrapolarse validamente
a la poblacién de la que la muestra procede. Lo anterior implica que, con el objeto de
poder “inferir” conclusiones validas sobre una poblacion, la muestra debe ser
representativa de la misma. En realidad, en muchos casos un conocimiento previo sobre la
poblacion es indispensable para decidir si una muestra puede considerarse o no
representativa.

iNo hay que olvidar nunca que el objeto final del estudio es siempre la poblacién y que la
muestra es sé6lo un medio para obtener informacion sobre éstal.

En la figura 2.1 se representa el esquema del objetivo de la obtencién de muestras.
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Datos i

FI GURA 2.1 PROCESO DE OBTENCI ON DE MUESTRAS

Existen muchos y diferentes procedimientos mediante los cuales los investigadores pueden
seleccionar sus muestras, pero inicialmente debe establecerse un concepto fundamental,
la diferencia entre (1) una muestra probabilistica y (2) una muestra no probabilistica
(HERNANDEZ et al., 1998, cap.8).

En el muestreo probabilistico cada elemento de la poblaciéon tiene una oportunidad
(probabilidad) conocida de ser seleccionado para la muestra, es decir que la seleccion de
la muestra constituye un fendmeno aleatorio probabilizable. Dicha seleccion se verificara
entonces, en condiciones de azar, siendo susceptible de medida de la incertidumbre
derivada de la misma. El muestreo se hace mediante reglas de decision matematicas que
no permiten la discrecion al investigador. El muestreo probabilistico permite calcular el
grado hasta el cual la informacion de la muestra puede diferir de la informacion de la
poblacion (OSTLE, 1977, cap. 4).

En el muestreo no probabilistico la seleccién de un elemento de la poblacion para que
forme parte de la muestra se basa, en parte, en el criterio del investigador. No existe
oportunidad conocida por cualquier elemento particular de la poblacion que se ha
seleccionado. Por consiguiente no puede calcularse el grado en que la informacion
muestral difiere de la informacién poblacional (HERNANDEZ et al., 1998, cap.8).

La eleccién de uno u otro tipo de muestras dependera del problema en estudio. En el area
de la metrologia quimica (y en cualquier otra area de la metrologia), es indispensable
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presentar evidencias objetivas del grado de representatividad de la muestra, lo que
conduce inevitablemente al uso del muestreo probabilistico o aleatorio.

En general, para la obtencién de una muestra probabilistica se necesitan basicamente dos
cosas (HERNANDEZ et al., 1998, cap.8):

a. Determinar el tamafo de la muestra (n).

b. Seleccionar a los elementos muestrales de forma que todos tengan una
probabilidad conocida de ser elegidos, justificando de esta forma la independencia
estadistica e implicando que el orden en que se han efectuado las mediciones no

tiene influencia en los resultados.

Existen dos procedimientos de muestreo para la obtencién de muestras probabilisticas,
que se distinguen de acuerdo al tipo de poblacion de la que provienen los datos. Cuando
la poblacion es real la muestra se forma aplicando técnicas de muestreo estadistico, que
se fundamentan en el conocimiento de las caracteristicas de homogeneidad o
heterogeneidad de las unidades o elementos de los que se extraen los datos. Entre estas
técnicas de muestreo se encuentran: el muestreo aleatorio simple, el muestreo
estratificado, el muestreo por conglomerados y el muestreo sistematico (todos ellos con
otras subdivisiones o variantes).

Cuando se muestrea una poblacion conceptual (como es la que concierne al area del
analisis quimico), la forma de “extraer” una muestra aleatoria no es mas que efectuar un
cierto nimero de veces el experimento aleatorio (proceso) que genera a los elementos de
la poblacion, de forma planificada, lo que implica no sélo el conocimiento del experimento
aleatorio, sino también del entorno del mismo, es decir de los factores controlables o no
controlables que lo afectan. Las técnicas de extraccion de este tipo de muestras se basan
en el “disefio de experimentos”.

En andlisis quimico se presentan ambos procedimientos para obtencién de muestras
probabilisticas. Si se efectlia el muestreo de los materiales a analizar, se aplica el primer
procedimiento (ver capitulo 6.0). Por otra parte, si se realiza el muestreo del proceso de
medicion para investigacion y verificacion del mismo, se aplica el segundo procedimiento

(ver capitulos 4, 5y 7).



2.1 DEFINICION ESTADI SI CA DE MUESTRA EN ANALI SIS QUI MICO

En general, las muestras para andlisis quimico pueden definirse matematicamente de la
siguiente forma (MEYER, 1973, cap. 13):

“Sea X una variable aleatoria con cierta distribucién de probabilidad. Sean X;, X,,...., X, n
variables aleatorias independientes que tienen cada una la misma distribucién que X. Se
llama entonces a (X1, X,...., X,,) una muestra aleatoria de la variable X".

De la definicién anterior pueden notarse las observaciones siguientes:

a) Una muestra aleatoria de tamafio n de una variable aleatoria X corresponde a n
mediciones repetidas de X, hechas basicamente bajo las mismas condiciones de
repetitividad, con lo que se permite asegurar que la distribucion de probabilidad de
la variable aleatoria X permanezca la misma prueba tras prueba. En general, la
nocion matematicamente idealizada de una muestra aleatoria se puede aproximar
mejor sblo por las condiciones experimentales reales. A fin de que X, X...., X,
tengan la misma distribucién, todas las condiciones “relevantes” bajo las cuales se
realiza el experimento, deben ser las mismas. Las condiciones experimentales
nunca se pueden duplicar idénticamente, por supuesto, sin embargo, lo importante
es que esas condiciones, que son diferentes, deben tener poco o ningun efecto en
el resultado del experimento. Por ejemplo, si se quiere determinar la concentracién
de metales pesados en una porcién de agua de desecho, la concordancia entre los
resultados de mediciones del mesurando dependera de que se traten de mantener
condiciones como: principio de medicion, método de medicidn, instrumento de
medicién, patron de referencia, condiciones temperatura y humedad del

laboratorio, etc.

b) Si X es una variable aleatoria continua o discreta, (X;, X, .... X,) deben de
ser independientes. Lo que depende de que las pruebas sucesivas para
obtener una muestra sean independientes una de otra.
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2.2 NOCI ON DE ESTADI STI CO (O ESTADI GRAFO)

Si se elige una muestra formada por n elementos a partir de una poblaciéon modelizada por
la variable X cuya ley de probabilidad sea F, la distribucién de cada X; de la muestra sera la
misma que la de X, esto es, F(X;) = F(X) para todo i = 1,2,..,n. Ademas las variables X
seran independientes entre si con lo que F(X;, X5, ... Xn) = F(Xy).F(Xy).....F(X,) (PEREZ,
1999, cap. 5).

En general, a aquella cantidad directamente asociada a la poblacion se le conoce como
parametro (como por ejemplo la media), y como estadistico o estadigrafo, a aquella
cantidad calculada partiendo de un conjunto de datos muestrales. Los parametros
usualmente se representan con letras griegas, mientras que los estadisticos o estadigrafos
con letras latinas (BOX et al., 1989, cap. 2).

Un estadistico o estadigrafo se define como una funcion medible T de (Xy, Xz, .... X,). Al
tratarse de una funcidon de variables aleatorias es también una variable aleatoria cuya
distribucion se llama distribucion de muestreo del estadistico, que dependera en
general de los parametros desconocidos de la funcidon de distribucion de la variable
considerada para la poblacion y para cuya determinacion desempefia un papel
fundamental la relacién F(X;, X, .... X,) = F(X;).F(Xy).....F(X,) (PEREZ,1999, cap. 5).

En la figura 2.2, se esquematiza el caracter aleatorio de los estadisticos, tomando como
ejemplo la media y la varianza muestral.

Esa dependencia de la distribucién del estadistico, de los parametros desconocidos y de la
ley de probabilidad de la variable considerada para la poblacién sera utilizada para realizar
la estimacién de los parametros poblacionales a partir del estadistico, utilizando los
métodos que proporciona la inferencia estadistica (ver figura 2.1) (PEREZ,1999, cap. 5).
Los estadisticos, permiten describir la variabilidad de un conjunto de datos
muestrales mediante una funcion de los mismos que no contiene a los parametros
desconocidos. Las funciones de calculo para los estadisticos de los distintos tipos
se refieren a los resimenes numéricos que se presentan en las tablas 1.2 y 1.3 de

la seccién 1.5.2, referidos en este caso a datos muestrales, por lo que es

importante tomar en cuenta que, el promedio de los datos se representara por X
y la varianza por § (por tanto la desviacion tipica por S) y que las formulas de
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calculo se veran modificadas de la forma en la que se presenta en las tablas 2.1y

2.2.

fx)

v 2

X11,X12,- - XIn - [ X15S1
% 2
X21,X22,...,X2n — XZ 952
I v 2
XK1 XK, - »Xkn XSy

f®

i

Q =

<A

FIGURA 2.2 LOS ESTADISTICOS SON VARI ABLES ALEATORI AS (PRAT et al. 2000, cap. 4)



TABLA 2.1 RESUMEN DE FORMULAS DE MEDIDAS DE POSICION (PEREZ, 1999, cap. 3)

MEDIDAS DE FORMULA DE CALCULO
TENDENCI A
CENTRAL
Media aritmética z x.
X =
n
X = promedio

X; = observaciones
n = nimero de observaciones de la muestra

mediana X=X para n impar
[n+%]
Xr2) T X() )
X = w para n par
2
Cuartiles n+1
0, = y
Y4
y = puedeser1,203
Rango —
intercuartilico IQR = Qs - Q4

TABLA 2.2 FORMULAS PARA LAS MEDIDAS DE DISPERSION Y POSICION (PEREZ,
1999, cap. 3)

MEDIDAS DE ABSOLUTAS RELATIVAS
DI SPERSI ON
Varianza N —v
Z (xi - X )
SZ - 1=
n-—1
Desviacion estandar Coeficiente de variacion
NERAR S
CV ==-(100)
X
Recorrido o rango R=max(x;) — min(x) Indice de dispersion
respecto a la mediana
Rrel = %
MEDI DAS DE COEFI CIENTES COEFICIENTES
FORMA ESTANDARIZADOS

N E

Asimetria 12 —
— Z (x,' - X)3 CAest
CA="1= o3
Curtosis n _
Y0 -0 /6
cc=g'#= s O3
S
U U
H H

Q
a
I

est




Dos consideraciones respecto a los estadisticos y sus distribuciones son las siguientes
(MEYER, 1973, cap. 13):

« Dado que los estadisticos son variables aleatorias, dos caracteristicas importantes
para la distribucién de estos, seran la esperanza vy la varianza de los estadisticos,
que se conoceran como media y varianza muestral respectivamente. La desviacién
estandar de la distribucién muestral de un estadistico se mnoce, a veces, como
error estandar de la variable estadistica.

« La propiedad mas importante de los estadisticos es el teorema central del limite.

Este teorema se aplica tanto a la media muestral X como a la suma muestral
n

(ZX") y establece que cuando es grande el tamano de la muestra n, la
i=1

desviacion muestral de la media (o de la suma) muestral tendra aproximadamente

la distribucion normal.
2.3 DISTRIBUCIONES DE MUESTREO

Si se conoce la distribucion de probabilidad de la poblacién de la que se obtuvo la
muestra, entonces muchas veces es posible determinar la distribucion de probabilidad de
diversos estadisticos calculados a partir de los datos muestrales. Como se menciond
anteriormente, la distribucion de probabilidad de un estadistico se conoce como

distribucién de muestreo. Entre las distribuciones de muestreo mas importantes se tienen:

a) Distribucion normal.
b) Distribucion t de Student o distribucion t.
c) Distribucién Chicuadrado, o Gi-dos (x?).

d) Distribucion F de Snedecor o distribucion F.

En la tabla 2.3, se presenta un resumen sobre la utilidad, propiedades y formas de las
distribuciones de muestreo mas importantes. En los anexos A2, B2 y C2 se presentan las

tablas para las distribuciones t, Chi-cuadrado y F-Snedecor.
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TABLA 2.3 RESUMEN DE LAS DISTRIBUCIONES DE MUESTREO MAS IMPORTANTES

Tipo de
distribucion

Distribucion
del
estadistico

Descripcion

Forma

Normal

X

-Sea X una variable aleatoria distribuida
normalmente, con media p y o®. Sea Xy, ...,
Xn Una muestra aleatoria de tamafio n
tomada del proceso. Entonces la
distribucion de la media muestral xes
N(u,0%/n). Esto se deduce directamente
de los resultados respecto a la distribucion
de combinaciones lineales de variables
aleatorias normales.

-Del teorema central del limite se sabe
que la distribucion de = ¥

i
=1

es aproximadamente normal, a medida
que aumenta n (a partir de n>25), con
media np y varianza na?, sin importar la
distribucién de la poblacion. Por lo tanto,
la distribucion de muestreo de la media
muestral X es aproximadamente es

N(u, /n).

-La funcion de distribucién de la normal y
la normal estandar se presentan en la
tabla 1.7.

flx)

Distribucion t-
Student

i

-Tiene forma acampanada o de monticulo
y es perfectamente simétrica respecto de t
= 0, a diferencia de la normal estandar z,
es muy sensible, alargandose con rapidez
hacia la izquierda o derecha.

-El divisor (n-1) de la suma de cuadrados
de las desviaciones que aparece en la
formula para S% es el nimero de grados
de libertad® asociada a S’y a la
estadistica t.

-La varianza de la t Student es algo mayor
que 1, aumenta a medida que aumentan
los grados de libertad.

-El estadistico ¥ de una muestra de
tamaiio n, extraida de una poblacién
normal de media p sigue una

distribucion t-Student con n-1 grados de
libertad. Es util para n<25.

-La funcidn de distribucion de la t-Student
se presenta en la tabla 1.6.

u ou

a

k= (normal)

Chi-cuadrado

-Una distribucion de muestreo importante,
definida en términos de la distribucion
normal, es la distribucion Chi-cuadrado, o
X% Si X1, Xz,...,% son variables aleatorias
normal e independientemente distribuidas
con media cero y varianza uno, entonces
la variable aleatoria x> = Xi* + X2 +...+
Xn?, se distribuird como un Chi-cuadrado,
con n grados de libertad. La distribucion
de probabilidad de la x?, se presenta en la
tabla 1.6.

-La distribucion es sesgada, con mediany
varianza 2n.

-La distribucién de muestreo de (n-1)S%/c?
es X n-1%, cuando se realiza el muestreo a
partir de una N(y,0)

1)

n=5

n=1
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TABLA 2.3 continuacion...

Tipo de Distribucion Descripcion Forma
distribucion del
estadistico
F de Snedecor -Si X1 y X2 son dos variables Chi-cuadrado
(F) independientes con ny y n; grados de

razon de varianzas | libertad. La razon entre ellas divididas
cada una por sus grados de libertad se
distribuye como una F de Snedecor.

-La funcion de densidad (ver tabla 1.6) es
asimétrica y el coeficiente de asimetria
decrece cuando aumentan los grados de
libertad del numerador y denominador. &N

-La distribucién F se usa con el objeto de u=10,0=5
comparar la variabilidad de diferentes
fuentes. Supdngase que se tienen dos u=10,v=20
procesos normales independientes, sea
X11, X 12,...,X1n, UN@ Muestra aleatoria de
tamanfio n; observaciones a partir del
primer proceso normal, y sea X 21,
X2,...,Xn, UN@ muestra aleatoria de
tamafio n, tomada del segundo proceso.
Si Si? y S;% son las varianzas muestrales,
entonces el cociente

2 2
S /oy [Fni, n2-t
s}/o?

(M) se define el nimero de grados de libertad de una suma de cuadrados (SS = 3(xi - “x)*) como el nimero de términos
independientes en S(xi - x) = 0, ya que solo n-1 elementos en la regla anterior ( X1 - X, X2 = X,..., Xn1 - X), SON
independientes.

2.4 PRUEBAS DE NORMALIDAD

Un problema frecuente al estudiar datos reales continuos es analizar hasta qué punto la
distribucbn normal resulta un modelo conveniente para describir la pauta de variabilidad
de una serie de datos, puesto que pautas de variabilidad que se alejen sensiblemente de
la normal pueden exigir el recurso a tratamientos estadisticos especiales o ser el sintoma
de anomalias en los datos (ROMERO y ZUNICA, 1993, cap. 5).

Con el fin de estudiar si la distribucién normal resulta un modelo adecuado para describir
la variabilidad de una serie de datos, (lo cual es importante para la aplicacion de técnicas
de inferencia), puede acudirse a dos tipos de pruebas, que son (ROMERO y ZUNICA, 1993,
cap. 5):

a) Pruebas cualitativas: como el andlisis de histogramas, que exige al menos de 40 a

50 datos, andlisis de gréaficos en escalas probabilisticas, aplicable a un grupo de
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cinco datos a mas. Es conveniente acompafar ambos andlisis graficos con el

analisis de los coeficientes de curtosis y asimetria de la distribucion.

b) Pruebas estadisticas formales: Poco Utiles en & practica (respuesta correcta a la

pregunta equivocada), como por ejemplo pueden mencionarse: la prueba Chi-

cuadrado, la prueba de Kolmogorov-Smirnoff, etc.

a) ANALI SIS DE HI STOGRAMAS (KUME, 1992, cap. 5): Casi siempre existe variabilidad
en un proceso Yy, por lo general, presenta determinado comportamiento. Este

comportamiento o patron se puede representar en forma de histograma. Un histograma es
una representacion grafica de la variacién en un conjunto de datos. Muestra la frecuencia
0 numero de observaciones de determinado valor, o dentro de un grupo especificado. Los
histogramas proporcionan pistas acerca de las caracteristicas de la poblacion primitiva de
la que se toma la muestra. Al usar un histograma, se puede ver con claridad la forma de la
distribucion y se pueden hacer inferencias de la poblacion.

Como muchos procesos producen resultados que siguen razonablemente una distribucion
normal, cuando se combina el concepto de histograma y el concepto de curva normal, se
obtiene una herramienta de trabajo practica conocida como andlisis de histogramas.

Se selecciona una muestra aleatoria de al menos 50 datos y se toman las medidas de la
caracteristica de calidad elegida. Se prepara el histograma y se analiza su
comportamiento. El conocimiento del proceso se combina con la informacién del
histograma para obtener conclusiones.

La interpretacién consiste en responder a las siguientes preguntas:

» ¢Tiene una forma adecuada la distribucion de los datos?
» (Esta esta distribucion en la posiciéon adecuada?

« ¢Que accdn si existe es la adecuada?

En la figura 2.3, se ilustran histogramas representativos que con frecuencia se encuentran
en el andlisis de variabilidad de procesos. El literal a) representa el caso de una
distribucion normal. Cualquier desviacion de este wmportamiento por lo general, es el
resultado de una influencia externa al proceso, que se debe investigar. Un patron como el
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b) con valores altos y bajos de forma alternada, es causado con frecuencia por error
sistematico de la medicidn, en la manera de agrupar los datos, o sesgo debido al redondeo
de los valores de los datos. Un patron cargado hacia un lado como el de c) es como de
forma de campana, pero no es simétrico; la distribucién se desvanece en una direccion.
Las figuras sesgadas surgen cuando hay un limite natural de los valores de los datos o
cuando la distribucién de variabilidad de los datos no es normal. Un patrén como el de d)
se presenta cuando las asimetrias (positivas o negativas) se vuelven extremas. Un
comportamiento uniforme como el de e) muestra una mayor variabilidad que en a), sin
tendencia central. A menudo este es el resultado al combinar datos de muchos procesos
en forma de campana con diversos centros entre los limites de los datos. Un patron
bimodal como en los casos f) y g) sugiere que se combinan dos grupos de mediciones en
forma de campana. Por lo general se desea aislar los procesos o condiciones individuales

que provocan este comportamiento.

a) Tipo general b) Tipo peineta
c) Tipo sesgo positivo d) Tipo precipicio a la izquierda
e) Tipo planicie f) Tipo doble pico g) Tipo pico aislado

FIGURA 2.3 TIPOS DE HISTOGRAMAS (KUME, 1992, cap. 5)
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b) GRAFICAS EN ESCALA PROBABILISTICA NORMAL: La escala probabilistica (o
papel probabilistico) constituye una herramienta extremadamente practica de analisis
estadistico, utilizandose en el estudio de distintos tipos de distribuciones. En este apartado
se tratara solo de la escala probabilistica para distribuciones normales. Una representacion
de un conjunto de datos en escala probabilistica hace corresponder un punto a cada
observacién. La abcisa del punto no es mas que el valor observado, mientras que la
ordenada corresponde al porcentaje de valores en la muestra que son menores o iguales
que el considerado. Los puntos se representan en una escala como la de la figura 2.4. La
idea basica para la utilizacion de la escala probabilistica es la siguiente: cuando datos
procedentes de una distribucion normal se representan en esta escala, los puntos
correspondientes se sitian aproximadamente a lo largo de una recta. Si la representacion
de los datos difiere claramente de una linea recta ello es una prueba de que la distribucién
de variabilidad no se describe adecuadamente con el modelo normal (ROMERO y ZUNICA,
1993, cap. 5).

Las graficas de probabilidad normal requieren menos datos que un histograma para
identificar normalidad, por lo que es necesario tener cierta experiencia para interpretar los
resultados adecuadamente. En la figura 2.5, se observan aspectos tipicos de
representaciones correspondientes a datos no normales. Las distribuciones sesgadas se
pueden identificar por la curvatura que presentan en las graficas de probabilidad normal
(ver figura 2.5 a y b). Es importante sefialar que, bajo algunas circunstancias, es posible
observar curvaturas en las distribuciones normales, pero no tan pronunciadas como las
mencionadas anteriormente. Por otra parte, las observaciones aberrantes se presentan
como puntos que estan muy alejados del comportamiento lineal (ver figura 2.5c). Y
finalmente, comportamientos como el de la figura 2.5d, pueden representar la mezcla de
dos poblaciones con diferentes medias.

c) ANALISIS DE LOS COEFI CIENTES DE ASIMETRIA Y CURTOSI S: Si unos datos
son simétricos lo son respecto a su media, y la suma de los cubos de sus desviaciones
respecto a dicha media Y (x-X)* serd nula. Por el contrario, dicha suma serd positiva, si los
datos presentan una cola alargada hacia la derecha y negativa si la presentan hacia la

izquierda. Para representar el grado de asimetria de un conjunto de datos se emplea el

coeficiente de asimetria (CA) (ver seccidn 1.5.2), si CA = 0, la distribucion es simétrica, si
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CA > 0 la distribucion es asimétrica positiva, y si CA < 0 la distribucion es asimétrica

negativa (ROMERO y ZUNICA, 1993, cap. 5).
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Dado que el CA de forma poco frecuente sera exactamente cero, es necesario contar con
otro estadistico que permita considerar adecuado al modelo de la distribucion normal para
describir la simetria de una serie de datos, este indicador es el coeficiente de asimetria
estandarizado (CAest) (este coeficiente es asintéticamente normal (0, 1)), el criterio
establece que si el CA. se encuentra en el intervalo de [-2, 2] puede considerarse que la
distribucion no tiene desviaciones significativas en cuanto a la simetria de la distribucién
normal (PEREZ, 1999, cap. 3). Las formulas para el calculo de los coeficientes de asimetria
antes mencionados, son las siguientes:

1 N
— 3 (% ~%) CA, =

—3
CA4 = n-1 i=1 s3 %

En la figura 2.6 se reflejan los histogramas posibles para los tipos de asimetria (facilitando

su representacidon usando curvas continuas):

Simétrica Sesgo positivo Sesgo negativo
(U 1
o) | s =0.09 g ! s=4.0 o]
o]
8 | s| [ | 8
&= | = I -
| (.
| [
1.000 o
Y ]
X 52 £53
Mediana 3 3 3 8338
Media === =23

FIGURA 2.6 POLIGONOS DE FRECUENCI A QUE I LUSTRAN LA ASI METRI A (MASON et al.,
2001, cap. 7)

Por otra parte, se dice que un conjunto de datos es leptocurtico si presenta valores muy
alejados de la media con mayor frecuencia de la que cabria esperar para unos datos
normales que tuvieren la misma desviacion tipica. Obviamente, para compensar estos
valores extremos un histograma de datos leptocurticos es mas apuntado en las cercanias
de la media de lo que seria el de unos datos normales con la misma desviacion tipica.
Frecuentemente, valores elevados de curtosis de un conjunto de datos suele ser sintoma
de que entre los mismos se incluyen observaciones o resultados anémalos (ROMERO vy
ZUNICA, 1993, cap. 5).
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En el otro sentido unos datos se denominan planicurticos si los valores alejados de la
media aparecen con una frecuencia menor que la que cabria esperar si los datos siguieran
una distribucdn normal con la misma desviacién tipica. Para compensar este hecho, el
histograma de unos datos planiclrticos aparece mas plano en el entorno de la media de lo
que seria el de unos datos normales con idéntica desviacidn tipica. Una planicurtosis
excesiva puede revelar que los datos han sido artificialmente censurados para eliminar los
valores considerados extremos. El grado de curtosis de un conjunto de datos se mide
mediante el coeficiente de curtosis (CC), en datos que siguen una distribucion
exactamente normal CC es igual a 3, en datos leptocurticos CC > 3, y en datos
planicurticos CC < 3 (ROMERO y ZUNICA, 1993, cap. 5).

Al igual que en el caso del coeficiente de asimetria, existe un coeficiente de curtosis
estandarizado (CC.), €l criterio establece que si el CC.: Se encuentra en el intervalo de [-
2, 2] puede considerarse que la distribucion no tiene desviaciones significativas en cuanto
a la curtosis de la distribucién normal (PEREZ, 1999, cap. 3). Las férmulas para el calculo

de los coeficientes de curtosis normal y estandarizado, son las siguientes:

o1 & _. /0 _ CccC
(xi - X) D CCest N
d S0
B B
(en este caso CC de la distribucion
normal tiene el valor de 0)

En la figura 2.7, se presentan histogramas (sustituidos por curvas continuas) con idénticas

medias y desviaciones tipicas pero difiriendo en curtosis.

M
FaY Datos
, \ Leptocurticos

FIGURA 2.7 REPRESENTACION DE LA CURTOSI S (ROMERO y ZUNICA, 1993, cap. 5)
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2.4.1 TRANSFORMACION DE DATOS

A veces un conjunto de datos no se ajusta a una de las distribuciones habituaks, tal como
la distribucién normal. Sin embargo, si se aplica una transformacién a la caracteristica
original esta se transforma en una nueva variable que se distribuye normalmente. En la
figura 2.8 se resumen varias de estas transformaciones matematicas. Estas
transformaciones son Utiles para: (a) lograr la normalidad de los datos medidos; (b)
satisfacer el supuesto de varianzas muestrales iguales, requerido en ciertas pruebas; y (c)
satisfacer el supuesto de aditividad de efectos, necesario en determinados ensayos
(JURAN y GRYNA, 1993, Tomo 2, cap. 23).

RECORRIDO
DE LA
TRANSFORMACION | VARIABLE DISTRIBUCION ORIGINAL DISTRIBUCION TRANSFORMADA
VX 0<X<oo
X ‘/7
log, X
o
logo X 0<X<o
X log, X
(2
<X<1 )
log., % o< X<
o
x () (§})
ogio 5—
X
X log, T-X
1 1+X
~logi— 2 . 1
3 logs ToX 1<X<+
J 2 2
| o~ ) 2)
8o Tx ) )
1 14X
x — l0g. ——
7 '8 3Tx

FIGURA 2.8 RESUMEN DE ALGUNAS DI STRIBUCIONES (JURAN y GRYNA, 1993, Tomo 2,
cap. 23)



2-19

Entre las trasformaciones mas frecuentes se encuentran (JURAN y GRYNA, 1993, Tomo 2,
cap. 23):

(X)) = \/Xl —a

&H(x) = X173
&(X)) = logio( X))
&(X)) = arcsin\/z
&s(X,) = sinh™ X,

Si una de ellas, digamos &(x;), esta hormalmente distribuida, las estimaciones de la media

y la varianza de Y, = &(x;), vendran dadas por:

_ oY (Y, =Y)’
yr=5 -+ sy =Z—’
1 n S n-l

2.5 EJERCI Cl OS DE APLI CACI ON DE DESCRIPCI ON DE LA VARI ABI LIDAD
Y MUESTRAS

Los problemas que se presentan a continuacidn, se han resuelto a través de calculos
manuales, calculos asistidos mediante el modo stat de calculadoras cientificas y mediante

el uso de hojas de calculo y funciones estadisticas incluidas en dichas hojas de calculo.

1. La resistencia a la tensidon de un papel utilizado en la fabricacion de bolsas para el
transporte de cierto material es una caracteristica de calidad importante. Se sabe que
la resistencia (X) tiene una distribucidn normal, con media p = 40 Ib/plg” y desviacién
estandar o = 2lb/plg? lo que se denota por x N(u,c%). El comprador de las bolsas
necesita una resistencia d por lo menos 35 Ib/plg? . Determine la probabilidad de que

una bolsa producida con este papel satisfaga o exceda esta especificacion es decir P{x
> 35}.

OBJETIVO DEL PROBLEMA: Determinar la probabilidad de que una bolsa producida
con este papel satisfaga la especificacion es decir P(x=35).

SOLUCION: Conociendo que la variable aleatoria, resistencia a la tension, se distribuye
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como una normal de media 40 Ib/plg? y varianza 4 Ib/plg?, (xCIN(40,4)), es posible

encontrar la probabilidad pedida al desarrollar la integracidn de la funcién de densidad
para la normal en el intervalo correspondiente iLO CUAL ES MUY COMPLICADOQ! .... Sin
embargo, se cuenta con el concepto de la distribucién normal estandar que nos

permitira evaluar dicha probabilidad a partir de tablas, ver figura. Es decir,

N (1,0

A
—

A\

N

1 pl
a

N0, 1)

[\

i \

/

\

V4

Segun las tablas con las que se cuenta esta probabilidad debera evaluarse

como:.

P(x=35) =1 — P(x < 35)

Ahora, estandarizando la distribucion para buscar en la tabla, se tiene:
P(x £35) = P{Z <(35-40)/2} = P (Z < -2.5) ~ buscando en tablas

!
f

es decir, P (Z <-2.5) = 0.0062, por tanto:

N

@ P(z<-2.5)

P(x>35) = 1 — P(x <35) = 1 — 0.0062 = 0.9938

De esta forma se tiene una probabilidad del 99.38% para

cumplir con las

especificaciones del comprador, 6, en otras palabras sélo el 0.62% de las bolsas que

se adquieran podria no cumplir con la especificacion.
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2. Se realizd la calibracién de una pipeta de 10 ml, a través del siguiente procedimiento:
Se pesaron un matraz volumétrico pequefio y su tapon. Con la pipeta que se queria
calibrar, se transfirieron 10 ml de agua al matraz, y nuevamente se peso el matraz y su
tapdn pero ahora conteniendo el agua. También se midié la temperatura del agua para
saber su densidad. La masa del agua se calculdé como la diferencia entre las dos
masas, y esta diferencia se dividid entre la densidad del agua para conocer el volumen
vertido por la pipeta. El experimento se repitid 50 veces. En la tabla E22.1 se
presentan los resultados obtenidos. Para estos resultados: a) Construya la tabla de
distribucion de frecuencias y elabore el histograma. ¢éQué opinidn tiene respecto a la
variabilidad de los datos? (respecto a la pauta de variabilidad normal). b) Determine
los estadisticos siguientes: media, moda, varianza, desviacion tipica, coeficiente de
variacion, rango. c) ¢Cudles son las posibles causas de variabilidad de los resultados?

OBIJETIVO DEL PROBLEMA: Describir la variabilidad del volumen desalojado por una
pipeta de 10ml, graficamente mediante un histograma y numéricamente calculando los
estadisticos de mayor relevancia.

TABLA E22.1 MEDICIONES REPETIDAS EN LA CALIBRACION DE UNA PIPETA DE 10 ml
Ensayo Volumen, ml Ensayo Volumen, ml Ensayo Volumen, ml

1 9.988 18 9.975 35 9.976
2 9.973 19 9.980 36 9.990
3 9.986 20 9.994 37 9.988
4 9.980 21 9.992 38 9.971
5 9.975 22 9.984 39 9.986
6 9.982 23 9.981 40 9.978
7 9.986 24 9.987 41 9.986
8 9.982 25 9.978 42 9.982
9 9.981 26 9.983 43 9.977
10 9.990 27 9.982 44 9.977
11 9.980 28 9.991 45 9.986
12 9.989 29 9.981 46 9.978
13 9.978 30 9.969 47 9.983
14 9.971 31 9.985 48 9.980
15 9.982 32 9.977 49 9.983
16 9.983 33 9.976 50 9.979
17 9.988 34 9.983

SOLUCION:
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a) Para la construccién del histograma, hay que partir de la elaboraciéon de una tabla

de distribucién de frecuencias. Una de las observaciones que deben tomarse al

construir el histograma es comparar la pauta de variabilidad de la variable en cuestién

con la pauta de variabilidad descrita para una variable que se distribuye como una

normal, lo cual en este caso puede hacerse porque se cuenta con cincuenta datos

(algunos autores consideran suficientes 40 datos para hacer esta comparacién). A

continuacién se presenta el desarrollo del problema:

(i

Tabla de distribucion de frecuencias

Para construir la tabla de distribucion de frecuencias, debe calcularse
primero el rango de los datos, el cual viene dado por:

Rango o dispersion: R = valor maximo — valor minimo = 0.994 — 0.969
R = 0.025 ml

Optar por un numero de intervalos (k): Para mejores resultados el nimero

minimo de intervalos de clase debe ser cercano a la raiz cuadrada del niUmero

de observacnes. Para el caso se construiran 9 intervalos.

La amplitud de los intervalos puede calcularse a partir de:

h = R/k = 0.025/9 = 0.0028

A continuacién se fijan los limites de los intervalos, y se indica el nimero de
veces que aparecen datos dentro de cada uno de los intervalos definidos.

Posteriormente, se determina la frecuencia para cada intervalo como:

#de conteos por mt ervalo
% frecuencia = x100
n

En la tabla E22.2, se presenta el resumen de todos estos calculos:
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TABLA E22.2 TABLA DE DISTRIBUCION DE FRACUENCIAS

Intervalo de volumen, ml Frec_uencia en el % de frecuencia
intervalo
9.969 a 9.971 3 6
9.972 2 9.974 1 2
9.975 a 9.977 7 14
9.978 a 9.980 9 18
9,981 a 9.983 13 26
9.984 a 9.986 7 14
9.987 a 9.989 5 10
9.990 a 9.992 4 8
9.993 a 9.995 1 2

(ii) Histograma: a continuacion se presenta el histograma construido ¢éQué opina
respecto a la pauta de variabilidad del volumen desalojado? ¢Cédmo interpreta
al histograma?

18

15

12F

frecuencia
Ne)

of | | 1]
9.96 9.97 9.98 9.99 10

volumen

Como puede observarse la distribucion de variabilidad de los volimenes
desalojados tiene una tendencia del tipo general, tal como el grafico del

literal @) de la figura 2.3.

b) Calculo de estadisticos:

Volumen Promedio: ¥ = ( Vi)4 =(9.988+........ +9.979)/50 =9.982m!

i=1

Mediana de los volumenes: esta se obtiene al ordenar los datos de menor a

mayor y luego sacar el promedio entre los dos datos centrales, el ordenamiento
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de los datos se puede efectuar usando una hoja de calculo como Excel, usando

el comando “sort ascending”.

Mediana =V, =9.982m!

mediana ™~

Moda de los volumenes: esta se obtiene contando el niUmero de datos que mas

se repite, para el ejemplo esta tiene el valor de:

Moda = Vioda = 9.986 ml

Rango o dispersion: R = 0.994 —0.969 = 0.025 ml

Desviacion tipica: s = 0.0056 ml

Coeficiente de variacion (CV): CV = 0.000565

En general, la determinacion de los estadisticos como la media, la
desviacion tipica, el rango, la mediana, los coeficientes de curtosis y
asimetria puede facilitarse usando una hoja de calculo. A continuacion se

presenta un hipervinculo con Excel que permite el calculo de estadisticos

ol

volumen.xls

para esta variable:

c) Las fuentes de incertidumbre en la calibracién de la pipeta pueden ser:

1. La apreciacion visual en el nivel del agua con respecto a la marca en la
pipeta.

2. Las fluctuaciones en la temperatura que afectan, al volumen de la pipeta, la
viscosidad del liquido y el funcionamiento de la balanza.

3. Vibraciones vy falta de nitidez que ocasionan pequefas variaciones en la
lectura de la balanza.

iEs dificil determinar cuantos mas efectos influyen y como influyen!
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3. En el desarrollo de sistemas de gestion de aguas residuales suele ser necesario
determinar las caracteristicas estadisticas de los caudales. Se pide determinar las
caracteristicas estadisticas de los siguientes datos trimestrales de caudales obtenidos
de los vertidos correspondientes a ciertas explotaciones industriales. En la tabla E23.1,
se presentan los datos.

TABLA E23.1

Semana Caudal Semana Caudal
nimero | (m’/semana) | ndmero | (m?/semana)

1 768 8 971

2 803 9 1007

3 985 10 912

4 888 11 863

5 996 12 840

6 1078 13 828

7 1061

OBJETIVO DEL PROBLEMA: Caracterizar estadisticamente a la variable aleatoria
caudal de agua residual semanal.

a. Determinar graficamente mediante la representacion de los datos en papel de
probabilidad, si la distribucion de los mismos corresponde a una distribucion normal
o sesgada (log-normal).

i. Confeccionar una tabla de andlisis de los datos con tres columnas
como la descrita a continuacion:

1. En la primera columna, la numeracion de los datos.

En la segunda columna, los datos ordenados en orden creciente.

3. En la tercera columna, su probabilidad asociada, p = [m/(n+1)]100, con n
= numero total de datos y m = ndmero de orden del dato
correspondiente. Se usa el valor de (n + 1) en lugar de n para considerar
la posibilidad de que se den caudales o bien superiores al maximo de los

datos, o bien inferiores al minimo de ellos.



2-26

NUmero Caudal Probabilidad

de orden m’/semana
1 768 71
2 803 14.3
3 828 214
4 840 28.6
5 863 35.7
6 888 42.9
7 912 50.0
8 936 57.1
9 971 64.3
10 996 714
11 1007 78.6
12 1061 85.7
13 1078 92.9

b. Representar los caudales semanales y sus probabilidades tanto en papel aritmético

como logaritmico. A continuacién se adjuntan las graficas E23.1 y E23.2

correspondientes. Debido a que ambas graficas se ajustan bien con una recta,

se

pueden adoptar para los datos ambos tipos de distribucion, lo que indica que la

distribucién no es marcadamente sesgada, y que se pueden aplicar los métodos

estadisticos habituales para la distribucion normal.

GRAFI CA E23.1

% de valores iguales o menores

alindicado

100.0
90.0
80.0
70.0
60.0
50.0
400
300
200
100

0.0

600 700 800 900 1000 1100 1200

caudal, m’ /semana

GRAFI CA E23.2

ggales al

ca

valor indi

Y%de valores menores 0 i

200

0.0

[S 9% eo-o

4
1

i’
!

100

1000

caudal, n¥/semana

A continuacion se presenta la determinacion de las caracteristicas estadisticas de los datos

de los caudales, mediante la confeccion de una hoja de calculo:



caudal |(x-media) |(x-media)? [(x-media)®| (x-media)*
768 -151 22801 -3442951 519885601
803 -116 13456 -1560896 | 181063936
828 -91 8281 -753571 68574961
840 -79 6241 -493039 38950081
863 -56 3136 -175616 9834496
888 -31 961 -29791 923521
912 -7 49 -343 2401
936 17 289 4913 83521
971 52 2704 140608 7311616
996 77 5929 456533 35153041
1007 88 7744 681472 59969536
1061 142 20164 2863288 | 406586896
1078 159 25281 4019679 | 639128961
11951 117036 1710286 | 1967468568

1. Promedio:
25 11051
X =" —=—""=919m’/semana
n 13

2. Mediana: al ser 13 datos, la mediana sera el dato nimero 7, es decir:

3. Moda:

Moda = 3(mediana) — 2(media) = 3(912) — 2(919) = 898 m?/semana

4. Desviacion tipica:

mediana = 912 m?/semana

g(x X)

117036

5. %CV (desviacion estandar relativa)

%CV =

100s

_100(98.76)

X

919

=98.76 m*/semana

=10.75%
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6. Coeficiente de asimetria:

1

y CA

— > (5 =X) CAp ==
_n-14&" [6

ca=""1= s ‘/2

CAGJ‘t = ().6i
1710286,
CA = A/ X AS
98.76 CA,. = 0206
CA=0.14
7. Coeficiente de curtosis:
01 & s 0 _ CC
Z(.xi _X) |:| CCest N
CC:E%_ e , O3 92
0 S0
B B cA = -1.28
1967468568 RN
CA= /{éf;;764"3 _ s
: CA,, =-188
CA=-1.28

Observando estos datos se puede ver que esta distribucion es ligeramente
asimétrica (coeficiente de asimetria 0.14 frente a 0 de la normal), y que es
bastante mas aplanada que la normal (coeficiente de curtosis -1.28, frente a
0 de la normal). Si se analizan los coeficientes de asimetria y curtosis
estandarizados, ambos caen dentro del intervalo de -2 a 2, por lo tanto
puede considerarse que las desviaciones no son muy severas respecto a la

normal.

4. Se analizaron en seis botellas el azlcar residual, obteniéndose los resultados de la
tabla E24.1. a) Evaluar la desviacion estandar s, para cada serie de datos; b) Agrupe
los datos para establecer una desviacion estandar combinada para el método.
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TABLA E24.1
Frasco Numero de % p/ v de azucar

muestras residual
medidas

1 3 0.99, 1.04, 1.02

2 4 1.14, 1.13, 1.17, 1.14

3 5 1.25, 1.32, 1.27, 1.2,

1.28

4 4 0.72, 0.77, 0.73, 0.76

5 3 0.9, 0.92, 0.93

6 4 0.82, 0.88, 0.8, 0.79

OBJETIVO DEL PROBLEMA: Obtener un estimado ponderado de la desviacion
estandar, lo cual es til cuando los analisis toman mucho tiempo. Esta desviacion
estandar ponderada se obtiene a partir de datos de una serie de muestras similares
que se agrupan, permitiendo un valor de s para la caracteristica que es mejor que

el valor estimado para cualquier subserie individual.

SOLUCION: La desviacion estandar ponderada se calcula a partir de la siguiente

formula.

S PONDERADA —

Ademas,

S (x-%)° =s*(n-1)

i=1
DONDE: N;, es el nimero de datos en la serie 1, N,, el nimero de datos en la serie
2, y asi sucesivamente. El término N es el nimero de series de datos que se
agrupan.

Para las diferentes muestras se tienen:
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Frasco % p/ v de azucar Suma de los
residual cuadrados de las
promedio desviaciones
respecto a la
media

1 1.016 0.00130
2 1.145 0.00090
3 1.264 0.00772
4 0.745 0.00170
5 0.917 0.00047
6 0.823 0.00488

Los valores de las columnas dos y tres para la muestra 1 se calcularon de la

siguiente forma:

X; (Xi-"Xy) (Xi- ~Xy)?

0.99 0.03 0.0009

1.04 0.02 0.0004

1.02 0.00 0.0000

Suma 3.05 0.0013
Promedio 3.05/3 =1.02

Asi para los datos del problema tenemos:

0.0013+0.0009 +0.00772 +0.0017 + 0.00047 +0.0048
23-6

SPONDERADA - \/

Seonperapa = 0.032 % p/ v

La desviacién estandar ponderada puede calculbrse ademas valiéndose del uso de una

hoja de calculo como la que se presenta a continuacion:
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5. Calcular la desviacion estandar del resultado:

serie 1 2 3 4 5 6

x1 0.99 .14 1.25 0.72 0.9 0.82

X2 1.04 .13 1.32 0.77 0.92 0.88

x3 1.02 .17 1.27 0.73 0.93 0.8

x4 .14 1.2 0.76 0.79

x5 1.28

X6

sh2 0.000633 0.0003] 0.00193| 0.000567| 0.000233| 0.001625| Conteo Suma

n 3 4 5 4 3 4 6 23

n-1 2 3 4 3 2 3

s"2(n-1) 0.001267 0.0009] 0.00772 0.0017] 0.000467| 0.004875 0.016928
sp= 0.032

_ 1.43(20.02)x107 = 4.76(%0.06)x10

24.3(+0.7) + 8.06(£0.08)

y = 2.948 x 10™
(Los nimeros entre paréntesis son las desviaciones estandar absolutas)

OBJETIVO DEL PROBLEMA: Estudiar las propiedades de la desviacion estandar cuando

se calculan resultados.

SOLUCION: Con frecuencia es necesario estimar la desviacion estandar de un resultado

que se ha calculado a partir de dos o mas datos experimentales (ver capitulo 8), donde

cada uno tiene una desviacion estandar conocida. La forma de hacer estos estimados

depende del tipo de operaciones aritméticas empleadas, asi para distintos tipos de

calculos se tiene:

Tipo de calculo Ejemplo Desviacion estandar de x
Suma o resta X= p+q-r S = /Si +S§ + 52
Multiplicacion o X= pq/r _ 2 2 2
division SX _\/(Sp/p) +(Sq/Q) +(Sr/r)
Elevar a una X=p S S
potencia X = y_P

X p
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Logaritmo X =logy p S
S, =0.434—+%
p
Antilogaritmo X = antilog;, p Sy _
7’( =2.303S,

Para el ejemplo, se tienen combinaciones aditivas y multiplicativas, por lo que se
recomienda trabajar por separado las combinaciones aditivas en el numerador y

denominador, y posteriormente trabajar con las combinaciones multiplicativas.
Para el numerador: Shumerador = ((0.02E-2)* + (0.06E-3)%)*° = 4.36E-8

Para el denominador: Sienominagor = ((0.7)* + (0.08)%)% = 0.70
COMBINANDO: Sy/x = ((4.36E-8/9.5E-3)* + (0.7/32.46))°> = 0.02

Sx= 2.948E-4 * 0.02 = 5.9E6

6. Se hicieron varios analisis repetidos de una muestra de sangre para determinar su
contenido de plomo, y se obtuvieron los siguientes resultados: 0.725, 0.756, 0.752,
0.751, y 0.760 ppm de Pb. a) Analice la variabilidad de los datos; b) calcule el

promedio, la varianza, la desviacién estandar, el coeficiente de variacion, la desviacion
relativa en partes por mil (DER = s/ X * 1000).

SOLUCION:
a) Dado que el nimero de datos es de cinco, un recurso adecuado para analizar
descriptivamente la variabilidad de los resultados es la construccion de un

diagrama de puntos como el de la siguiente figura:

0.72 0.73 0.74 0.75 0.76 0.77

ppm, de plomo
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Del diagrama, puede observarse que existe un punto alejado de la serie como
es el correspondiente a 0.725 ppm. Por otra parte, la mayor parte de puntos se
localiza en el intervalo de 0.75 a 0.76 ppm.

b) Los estadisticos de la serie de datos son los siguientes.

Promedio:

n

25 0725+0.756+0.752 +0.751+0.76

X = =0.749
n 5
Varianza:
> (% —X)
S2 - i=1
n—1
&= (0.725-0.749* +(0.756-0.749° +(0.752-0.749 +(0.751-0.749* +(0.76—0.749)°
5-1
s> =1.897E-4

Desviacidon estandar:

s=+/s> =0.0138

Coeficiente de variaciéon (CV) y DER

CV=%—(:0~0138 =0.018 DER = CV *1000 =18.42

0.749
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100

df ' 070 075 080 085 090 095 0975 099 0995
1 0727 1000 1376 1963 3078 6314 12706 31.821 63.657
2 0617 0816 1061 138 1886 2920 4303 6965 9.925
3 0584 0765 0978 1250 1638 2353 3.182 4451 5841
4 0569 0741 0941 1.190 1533 2132 2776 3.747 4.604
5 0559 0727 0920 1156 1476 2015 2571 3365 4.032
6 0553 0718 0906 1.134 1440 1943 2447 3.143 3.707
7 0.549 0711 0896 1119 1415 1895 2365 2998 3.499
8 0.546 0706 0889 1108 1397 1860 2306 2896 3.355
9 0.543 0703 0883 1100 1383 1833 2262 2821 3250
10 0.542 0700 0879 1093 1372 1812 2228 2764 3.169
11 0.540 0.697 0876 1088 1363 1796 2201 2718 3.106
12 0539 0695 0873 1083 1356 1782 2179 2681 3.055
13 0538 0694 0870 1079 1350 1771 2160 2.650 3.012
14 0.537 0692 0868 1076 1345 1761 2145 2624 2977
15 0536 0691 0866 1074 1340 1753 2131 2602 2947
16 0535 0690 0865 1071 1337 1746 2120 2.583 2921
17 0.534 0689 0863 1069 1333 1740 2110 2.567 2.898
18 0.534 0688 0862 1067 1330 1734 2101 2552 2878
19 0533 0688 0861 1066 1328 1729 2093 2539 2.861
20 0533 0687 0860 1064 1325 1725 2086 2528 2.845
21 0.532 0686 0859 1063 1323 1721 2080 2518 2831
22 0532 0686 0858 1061 1321 1717 2074 2508 2819
23 0532 0685 0858 1060 1319 1714 2069 2.500 2.807
24 0531 0685 0857 1059 1318 1711 2064 2492 2.797
25 0.531 0684 0856 1058 1316 1708 2060 2485 2.787
26 0.531 0684 0856 1058 1315 1706 2056 2479 2.779
27 0531 0684 0855 1057 1314 1703 2052 2473 2771
28 0530 0683 0855 1056 1313 1701 2048 2467 2.763
29 0530 0683 0854 1055 1311 1699 2045 2462 2756
30 0530 0683 0854 1055 1310 1697 2042 2457 2750
40 0.529 0681 0851 1050 1303 1684 2021 2423 2.704
60 0527 0.679 0848 1046 1296 1671 2000 2390 2.660
120 0.526 0677 0845 1041 1289 1658 1980 2358 2.617
. 0524 0674 0842 1036 1282 1.960 2326 2.576

1.645
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ANEXO B2: TABLA DE LA DI STRI BUCI ON CHI-CUADRADA ()(2)
(MONTGOMERY, 1991, pag. 432)

s
o

¥ 0.9495 0990 0975 0950 0500 0050 Q025 Q010 Q.00
1 oo+ 000+ 00O+ 0004 045 384 502 663 7AA
2 oM 0.02 005 010 139 599 73R 91 1060
3 007 o1 022 0.35 237 78 935 T34 1284
4 an 0.30 045 .71 336 949 114 1128 1486
5 o4 0.55 0.83 115 435 MO7 1238 1509 1675
& 064 GAa7 1.24 164 535 1259 7445 1681 GBSS
7 099 1.24 1.69 217 635 1407 61 18548 X028
& 134 1.65 2.18 273 73 1551 753 009 2196
9 173 209 2.70 353 834 1692 1902 267 2359
0 216 2.56 3.25 I 934 1831 048 232 579
11 2.60 205 382 4.57 1034 196l 19 2478 2676
12 307 .57 4.40 523 34 103 2334 2632 2830
13 357 411 5.0 589 1234 2236 2474 2769 1982
14 407 4 66 5463 6.57 1334 23ER 2612 39714 1112
1% 460 523 B.27 F.2e 1434 2500 2749 3058 3280
16 514 5.8 b 796 15.24 2630 2885 3:00 3437
17 570 &.41 7.3b 8.67 1634 2759 3099 334 3572
18 626 7 B2 9.39 1734 2687 3153 3481 3716
19 654 763 4 10132 1834 3004 3285 3619 3458
20 743 826 959 1085 1934 314 3407 3757 4000
25 1052 1152 13012 1481 2434 3765 4065 4431 4693
01379 1495 1679 1849 234 4377 4698 5089 5367
40 201 216 4431 x5 3934 5576 5934 6369 677
50 3799 2971 3236 3476 4933 6750 7142 7815 7949
B0 3553 3748 4048 4379 5633 7208 Bl30 BB3IA 995
7O 4328 4544 ABTE 5174 £9.33 9053 9502 10047 10422
B0 5137 5354 5715 6039 7923 1NAea 10663 F12.33 116.32
90 5920 €175 6565 6913 8233 11334 1184 12412 12830
100 6733 006 7422 7IO% 9023 12434 12956 13581 14097
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Denominator Numerator df”
df oo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 15 20 30 60 120 -
1 0.90 399 495 53,6 558 572 582 589 594 599 602 612 617 623 628  63.1 63.3
0.95 161 200 216 225 230 234 237 239 241 242 246 248 250 252 253 254
0.975 648 800 864 900 922 937 948 957 963 969 985 993 1001 1010 1014 1018
0.99 4052 5000 5403 5625 5764 5859 5928 5981 6022 6056 6157 6209 6261 6313 6339 6366
2 0.90 853 9.00 9.16 924 929 933 935 937 938 939 942 944 946 947 948 9.49
0.95 18.5 19.0 19.2 19.2 19.3 19.3 19.4 19.4 19.4 194 194 19.4 19.5 19.5 19.5 19.5
0.975 385 390 392 392 393 393 394 394 394 394 394 394 395 395 395 39.5
0.99 985 990 992 992 993 993 994 994 994 994 994 994 995 995 995 99.5
3 0.90 554 546 539 534 531 528 527 525 524 523 520 518 517 515 514 5.13
0.95 10.1 9.55 928 9.2 9.01 894 889 885 8.8l 879 870 B66 862 857 8S55 8.53
0.975 17.4 16.0 15.4 15.1 14.9 14.7 14.6 14.5 145 144 143 14.2 14.1 140 139 13.9
0.99 34.1 308 295 287 282 279 277 275 273 272 269 267 265 263 262 26.1
4 0.90 454 432 419 411 405 4.01 398 395 394 392 387 384 38 379 378 3.76
0.95 7.7 694 659 639 626 616 609 6.04 600 596 586 580 575 569 566 5.63
0.975 122 106 998 960 936 920 907 898 890 884 866 856 846 836 831 8.26
0.99 21.2 18.0 16.7 16.0 15.5 15.2 15.0 14.8 14.7 14.5 14.2 140 138 13.7 136 13.5
5 0.90 406 378 362 352 345 340 337 334 332 339 324 321 317 314 312 311
0.95 6.61 579 541 519 505 495 488 482 477 474 462 456 450 443 440 437
0.975 100 843 776 739 7.5 698 685 6.76 668 662 643 633 623 6.12 6.07 6.02
0.99 16.3 13.3 12.1 114 11.0 10.7 10.5 10.3 10.2 10.1 972 955 938 920 9.11 9.02
6 0.90 378 346 329 3.18 3.1 305 3.01 298 296 294 287 284 280 276 274 2.72
0.95 599 514 476 453 439 428 421 415 410 406 394 387 381 374  3.70 3.67
0.975 8.81 726 660 623 599 582 570 560 552 546 527 517 507 496 49 4.85
0.99 22.8 109 978 9.15 875 847 826 B8.10 798 787 756 740 723 7.06 697 6.88
“Denominator Numerator df
df 100 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 15 20 30 60 120 -
7 0.90 350 3.26 307 296 2.88 2.83 2.78 2.5 2.2 2.70 2.63 2.59 256 251 249 247
0.95 559 474 435 412 397 387 379 373 368 364 351 344 338 330 327 323
0.975 807 654 589 552 529 512 499 490 482 476 457 447 436 425 420 414
0.99 122 955 845 785 746 719 699 684 672 6.62 631 6.16 599 582 574 5.65
8 0.90 346 311 292 281 273 267 262 259 256 254 246 242 238 234 232 229
0.95 532 446 407 384 369 358 350 344 339 335 322 315 308 301 297 293
0.975 757 606 542 505 482 465 453 443 436 430 410 400 389 378 373 367
0.99 113 865 759 701 6.63 637 6.18 6.03 5091 5.81 552 536 520 503 495 486
9 0.90 336 301 281 269 261 255 251 247 244 242 234 230 225 221 218 216
0.95 512 426 38 363 348 337 329 323 318 314 3.0l 294 286 279 275 271
0.975 7.21 5.71 508 472 448 432 420 410 403 396 377 367 356 345 339 333
0.99 106 802 699 642 606 580 5.61 547 535 526 496 481 465 448 440 431
10 0.90 329 292 273 261 252 246 241 238 235 232 224 220 216 211 208 206
0.95 496 410 371 348 333 322 314 307 3.02 298 284 277 270 262 258 254
0.975 694 546 483 447 424 407 395 385 378 372 352 342 331 320 314 3.08
0.99 100 756 655 599 564 539 520 506 494 485 456 441 425 408 400 391
12 0.90 318 281 2.61 248 239 233 228 224 221 219 210 206 201 1.96 193 190
0.95 475 389 349 326 3.1 3.00 291 285 2.80 275 262 254 247 238 234 230
0.975 6.55 5.10 447 412 389 373 361 3.51 344 337 318 307 29 285 279 272
0.99 9.33 693 595 541 506 482 464 450 439 430 401 386 3.70 354 345 336
15 0.90 3.07 270 249 236 227 221 216 212 209 2.06 1.97 1.92 1.87 1.82 1.79 176
0.95 454 368 329 3.06 29 279 271 264 259 254 240 233 225 216 211 207
0.975 620 477 415 380 358 341 329 320 3.12 3.06 286 276 264 252 246 240
0.99 868 636 542 489 456 432 414 400 389 380 352 337 321 305 296 287
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ANEXO C2: (CONTINUACI ON) TABLA DE LA DI STRI BUCION F-SNEDECOR
(http://www. usace.army.mil/inet/usace-docs/eng-manuals/em 200 1-7/toc pdf.)

Denominator Numerator df
df 100 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 15 20 30 60 120 -
20 0.90 297 259 238 225 2.16 209 204 200 196 194 184 179 174 168 164 161
0.95 435 349 310 287 271 260 251 245 239 235 220 212 204 195 190 184
0.975 587 446 386 351 329 313 301 291 284 277 257 246 235 222 216 209
0.99 810 585 494 443 410 387 370 356 346 337 3.09 294 278 261 252 242
24 0.90 293 254 233 219 210 204 198 194 191 18 178 173 167 161 157 153
0.95 426 340 301 278 262 251 242 236 230 225 211 203 194 18 179 173
0.975 572 432 372 338 315 299 287 278 270 264 244 233 221 208 201 194
0.99 782 666 472 422 390 367 350 336 326 317 289 274 258 240 231 221
30 0.90 288 249 228 214 205 198 193 188 1.8 18 172 167 161 154 150 146
0.95 417 332 292 269 253 242 233 227 221 216 201 193 184 174 168 162
0.975 557 418 3.59 325 303 287 275 265 257 251 231 220 207 194 18 179
0.99 756 539 451 402 370 347 330 3.17 307 298 270 255 239 221 211 20!
60 0.90 279 239 218 204 195 187 18 177 174 171 160 154 148 140 135 129
0.95 400 315 276 253 237 225 217 210 204 199 184 175 165 153 147 139
0.975 529 393 334 301 279 263 251 241 233 227 206 194 182 167 158 148
0.99 7.08 498 413 365 334 312 295 282 272 263 235 220 203 184 173 160
120 0.90 275 235 213 199 190 18 177 172 168 165 155 148 141 132 126 119
0.95 392 307 268 245 229 218 209 202 19 191 175 166 1.55 143 135 125
0.975 5.15 3.80 323 289 267 252 239 230 222 216 195 18 1.69 153 143 13l
0.99 685 479 395 348 317 296 279 266 256 247 219 203 186 166 153 138
= 0.90 271 230 208 194 185 177 172 167 163 160 149 142 134 124 117 100
0.95 384 300 260 237 221 210 201 194 188 183 167 157 146 132 122 100
0.975 502 369 312 279 257 241 229 219 211 205 18 171 157 139 127 1.00
0.99 663 461 378 332 302 280 264 251 241 232 204 188 170 147 132 1.00
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3.0 INFERENCI A ESTADI STICA

En general, el propdsito de la gran parte de estudios analiticos va mas alla de describir las
distribuciones de las variables; y se pretende generalizar los resultados obtenidos en la
muestra a la poblacion.

Las herramientas estadisticas que se describieron en el capitulo 1, tales como tablas de
distribucion de frecuencia, graficos y calculo de medidas descriptivas, se podrian englobar
en el término estadistica descriptiva, puesto que ellas esencialmente permiten describir,
presentar y resumir informacion que ha sido recolectada de alguna forma. Sin embargo,
las técnicas de estadistica descriptiva no permiten responder interrogantes que pueden
surgir cuando no se dispone de la informacion sobre todos los elementos de la poblacién
de interés sino sélo de una parte de ella, es decir, que los datos provienen de una muestra
de elementos de la poblacién bajo estudio. Por ejemplo, si se conoce que la media o el
promedio de 15 mediciones de concentracion de idén nitrato, en una muestra concreta de
agua, es de 0.5 ug/ml, équé se puede decir sobre el verdadero valor de la media de todas
las posibles mediciones de la concentracion de nitrato en el rio?

La estadistica dispone de una gran cantidad de métodos que se engloban dentro de

la llamada estadistica inferenciaj los cuales se usan esencialmente para determinar

la probabilidad de que una conclusion sacada a partir de los datos de una muestra

sea admisible en la poblacién muestreada.

El proceso conocido como inferencia estadistica requiere consideraciones de como fue
seleccionada la muestra y de cuanto varian las observaciones de una muestra a otra. De
manera que los métodos de seleccion de los elementos que se usaran en las
investigaciones analiticas son de considerable importancia para la obtencién de resultados
y conclusiones validas (ver capitulo 2.0).

El requisito fundamental de una buena muestra es que sea representativa de la poblacién
que se trata de describir. Sin embargo, aun cuando se esté seguro que la muestra se
obtiene de la apropiada poblacidn, otra fuente potencial de error en el muestreo, es el
procedimiento en la toma de las mediciones que puede llevar a resultados sesgados. El

grado de confianza que se puede asignar al valor experimental, método de medicién o la
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calibracion del instrumental utilizado puede dar lugar a resultados que no reflejan la
realidad que se quiere analizar' (Ver capitulo 6.0).

Por otra parte, en muchas ocasiones no es posible obtener la muestra a partir de todos los
elementos que definen la poblacion objetivo, sino sélo a partir de una subpoblacién que es
accesible al investigador analista en el momento de hacer la seleccién de los elementos de
la muestra y ella recibe el nombre de poblacion muestreada.

Los métodos de la inferencia estadistica permiten generalizar los resultados de la muestra
sélo a los elementos que componen la poblacién muestreada y la generalizacion hacia la
poblacién objetivo esta fuera del alcance de la Estadistica. Sin embargo, si es posible
suponer que b poblacién muestreada es similar a la poblacién objetivo no se cometeria un
error grande en generalizar los resultados hacia la poblacién objetivo (DAWSON et al.,
1994, cap. 5).

En la Figura 3.1, se presentan los alcances de las inferencias realizadas de una muestra.

Poblacion objetivo

Se requiere sentido comdn para
hacer inferencias del muestreo a
la poblacion objetivo

Para hacer inferencias estadisticas
de la muestra a la poblacion
muestreada se requiere que la

A muestra sea aleatoria

FIGURA 3.1 ALCANCES DE LAS INFERENCI AS REALIZADAS DE UNA MUESTRA (DAWSON
et al., 1994, cap. 5)

Aun cuando se esté seguro de que la muestra se obtiene de la poblacién apropiada, es igualmente importante que la muestra se saque de
una manera objetiva e insesgada. El problema que surge si el esquema de muestreo no es aleatorio y los datos luego, se analizan como si
provienen de una muestra aleatoria, es que se pierde la vital vinculacion entre un esquema de muestreo aleatorio y el apropiado método de

inferencia estadistica, el cual supone siempre que hubo una seleccion aleatoria de la muestra.
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3.1 DIVISION DEL ESTUDI O DE LA INFERENCI A ESTADI STI CA

Como se menciond anteriormente, la inferencia estadistica, es la metodologia consistente
en inferir resultados, predicciones y generalizaciones sobre la poblacion estadistica,
basandose en la informacion contenida en las muestras representativas previamente
elegidas por métodos de muestreo formales (PEREZ, 1999, cap. 5). En la figura 3.2, se
presenta un esquema para el proceso general de inferencia.

MUESTREO Y MUESTRAS

MUESTREO MEDICION

D e oot

INFERENCIA
ESTADISTICA

POBLACION

CALCULOS
e

La suposicién o no de una ‘
dis'rripbucién de la poblacién | TABLAZ, t |
permite clasificar al

estudio de la estadistica en

estadisticaparamétrica y

no paramétrica

FIGURA 3.2 PROCESO GENERAL DE INFERENCI A

Existen dos formas generales de efectuar una inferencia acerca de la poblacién que son:

« Estimar valores de parametros poblacionales, y
« contrastar hipétesis respecto a los valores de pardmetros poblacionales o bien del

comportamiento de la poblacion.

De ahi que la inferencia estadistica se divida en dos areas basicas que son:
1. Problemas de estimacion

2. Pruebas o contrastes de hipotesis
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La diferencia principal entre ambas areas radica en que en los problemas de estimacién se
debe elegir un valor de una posible continuidad de alternativas, mientras que en las
pruebas de hipdtesis se debe decidir si aceptar o rechazar un valor especificado o un
conjunto de valores especificados de un parametro.

La inferencia estadistica esta basada en la teoria de la probabilidad, pero tiene un caracter
diferente. En inferencia estadistica se consideraran fendmenos en los que se manifiesta
regularidad estadistica y se construyen modelos probabilisticos para describirlos.

El problema que se presenta, a la vista de lo expuesto, consiste en determinar el valor de
ciertos parametros poblacionales y/o determinar hipotesis respecto a dichos valores (por
ejemplo, la media y la varianza) a partir de la informacién muestral. Debe advertirse que
cuando se trate de poblaciones no caracterizadas por sus parametros, poblaciones que se
denominan no paramétricas, los criterios esbozados en orden a la especificacion de la
poblacion permanecen validos, aun cuando, en tal caso, los objetivos que satisface el
muestreo no sean légicamente la estimacion de parametros, sino la verificacién de otras

caracteristicas poblacionales mediante la denominada estadistica no paramétrica.

3.2 ESTIMACION

Los procedimientos de estimacidon pueden dividirse en dos tipos: estimaciéon puntual y

estimacién por intervalo. Supéngase que se quiere estimar el contenido medio de nitrito

(mg/l), en una muestra de agua de rio. La estimacion podria darse mediante un solo valor
o numero, por ejemplo 0.41mg/l, o bien puede reportarse que el contenido de nitrito en el
agua, oscila entre 0.405 y 0.415 mg/l. En el ejemplo anterior, a la primera forma de

determinar el contenido medio de nitrito en el agua se le conoce como estimacién puntual

ya que se utiliza un Unico valor o punto para dar una estimacion del parametro. La

segunda forma de dar tal estimacion se conoce como estimacién por intervalo, por que se

estiman dos valores o puntos de la recta real que definen un intervalo de valores
continuos no numerables.

En esta seccion se daran algunas propiedades que deberia cumplir un estimador para
conseguir estimaciones confiables del parametro de interés. Se consideraran diferentes

formas de estimacion y se estudiara una forma de medir la confiabilidad de la estimacion.
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3.2.1 ESTIMACION PUNTUAL

El procedimiento de estimacién puntualutiliza la informacion de una muestra para llegar a
un solo nimero o punto, que estima al parametro de interés. La estimacion real se realiza
mediante un estimador. Un estimador es una regla que expresa como calcular la
estimacion, basandose en la informacién de la muestra y se enuncia en general mediante
una férmula. Los estadisticos son en general estimadores de los parametros poblacionales
(ver capitulo 2). Por ejemplo, la media muestral (X), puede ser un estimador puntual de
la media poblacional ().

Matematicamente un estimador se define como (MEYER, 1973, cap.14):

“Sea X una variable aleatoria con funcién de probabilidad f(x,®), caracterizada por el
parametro desconocido © y sea x = {X;, X,...., X,} una muestra aleatoria, entonces el
estadistico @= h( Xy, X,...., X,) correspondiente a © se denomina estimador puntual de
Q"

Por ejemplo, suponiendo que x es una variable aleatoria con media p = 4 y se selecciona
una muestra x = {2, 5, 11}, entonces su media es X= 6, y su mediana X = 5. En este
caso, el estimador X produce una estimacidon mas cercana al parametro p que el
estimador X.

En general, se pueden establecer muchos estadisticos para estimar al mismo parametro y
como es de suponer cualquier estimador que se elija evaluara con error al parametro
poblacional. A la diferencia entre un estimador y el correspondiente parametro de la

poblacion se le denomina error en la estimacion del parametro ©y se expresa como:
£ =|@-9
Se denomina sesgo de un estimador a la diferencia © — E(®), donde E() es el operador

esperanza matematica (MENDENHALL, 1990, cap. 9).
Otro concepto de interés, es el del error cuadrético medio (ECM) de un estimador €l cual
matematicamente viene dado como (FREUD y WALPOLE,1990, cap. 10):

ECM(@) = E((&- ©)*)
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que mediante desarrollo algebraico y basandose en las propiedades del operador

esperanza matematica (E()), puede expresarse como:

ECM(®)=c?(0)+ [e - E(@)F = 02(O) + (sesgo)’
3.2.1.1 PROPI EDADES DE LOS ESTI MADORES

El analisis del concepto de error en la estimacién del parametro © puede conducir a
pensar que lo que debe buscarse al elegir un estimador es que sus valores no estén
demasiado alejados del valor exacto del parametro poblacional que se quiere estimar. Sin
embargo, es claro que al obtener una estimacion puntual su valor dependera de la
muestra que se haya seleccionado y que el valor encontrado puede cambiar de muestra en
muestra. De esta forma, las propiedades deseables no serian solamente que cada
estimacion no se encuentre muy alejada del verdadero valor del parametro, sino también
que no haya demasiada variabilidad entre los valores del estadistico, obtenidos de muestra
en muestra. Esto se puede formalizar definiendo las siguientes propiedades a tener en
cuenta de los estimadores y que son deseables para una buena estimacion puntual,
permitiendo a la vez diferenciar y elegir a un estimador de otro (FREUD y WALPOLE,1990,
cap. 10):

1. Insesgado: Informalmente esto significa ausencia de error sistematico. De una
manera mas formal, un estimador cualquiera @ke dice insesgado si la media o el
valor esperado de su correspondiente distribucién muestral es igual al parametro
poblacional de interés @, es decir el sesgo es cero. De la definicidon de sesgo, en el
ECM se tiene:

lo-E@f =0
O -E(®) =0,entonces E(®) =06

2. Eficiente: Significa que las estimaciones obtenidas para distintas muestras varian

poco entre ellas. De una manera mas formal, el estimador mas eficiente dentro de
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un conjunto de estimadores insesgados sera aquel que tiene la menor varianza®. Si
la variabilidad de las estimaciones se mide a través del desvio estandar, este desvio
estandar recibe el nombre de error estandar del estimador (SE). Si ®lks un

estimador insesgado de © y

Var(®) =

%lnf(x Hzm

00 0f

entonces @les un Estimador Insesgado de Varianza Minima (EIVM).

3. Consistente: Informalmente, un estimador @®I se dice consistente si su
variabilidad disminuye a medida que aumenta el tamafio de la muestra (n), es
decir que el estimador tiende a acercarse al valor del parametro. Este hecho se

expresa simbdlicamente como:

Sin - o, entonces o5 —~ 0 oseaque @ - ©

Lo que también indica que:

L|m|. O| — 0 donde N es el tamafio de la poblacion

Las distribuciones muestrales para un estimador insesgado y sesgado, se presentan en la
figura 3.3(a) y las distribuciones muestrales para dos estimadores uno con varianza
peguena y uno con varianza mayor se presenta en la figura 3.3(b).

Varios principios de estimacidn han sido propuestos para la obtencién de “buenos”
estimadores. Todos ellos conducen a procedimientos matematicos rutinarios. Tales

principios incluyen (OST LE, 1977, cap. 6):

1) El principio de momentos
2) Chi-cuadrado minima
3) El método de los minimos cuadrados

4) El principio de la maxima verosimilitud

% No debe confundirse “desvio estandar” de la distribucion de la poblacion (variabilidad entre los elementos)
con “error estindar” del estimador que es el desvio estandar de la distribucion muestral (variabilidad entre las

estimaciones de las muestras).
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>

(a) Estimador insesgado (b) Estimador sesgado
(a)
/l‘\ | /I\ A
[’}
0 0 o
(a) Estimador con (b) Estimador con
variancia pequefia variancia mayor

FIGURA 3.3 PROPIEDADES DE LOS ESTIMADORES (a) DISTRIBUCION DE
ESTIMADORES | NSESGADOS Y SESGADOS; (b) COMPARACION DE VARI ABILIDAD DE
ESTIMADORES (MENDENHALL, 1990, cap. 6)

La aplicacion de estos principios a casos particulares conduce a estimadores que pueden
diferir y, por lo mismo, tener diferentes atributos de “bondad”. Un principio muy de uso
que conduce a estimadores con muchos atributos de deseables de “bondad”, por
procedimientos matematicos rutinarios facilmente aplicables, es el de la méxima
verosimilitud establecido por R.A. Fisher (1922) (OSTLE, 1977, cap. 6).

El procedimiento para determinar la estimacion de maxima verosimilitud de un parametro
© de una poblacion es como sigue (OSTLE, 1977, cap. 6):

1) Determine la funcién de densidad de la muestra g(X;, X,....,Xn; ©), con funcién de
probabilidad:

6%, XaeXej ©) = FXs; ©) FX; ©).cors Ko ©) = [HX:©)

=1

2) Determine:
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L =log I_l fiX;;0)
=1

Este paso no es esencial. Sin embargo, ya que las funciones de probabilidad son
productos y ya que las sumas son mas faciles de manejar que los productos, se
acostumbra aumentar al maximo el logaritmo de la probabilidad, mas que la

probabilidad misma.

3) Determine el valor de ® que aumente al maximo a L, mediante la solucion de la

ecuacion 0L/a0 = 0.

En el cuadro 3.1 se presentan los estimadores de maxima verosimilitud para los principales

parametros de distintas distribuciones poblacionales.

TABLA 3.1 ESTIMADORES DE MAXIMA VEROSIMILITUD ASOCIADOS A CIERTAS
DISTRIBUCIONES

DISTRI BUCI ON PARAMETRO (©) ESTIMADOR PUNTUAL ( @)

Binomial P P=f /n = frecuencia relativa

Poisson n
X.
A=p) m:mzyzg /

Normal n /
> %
H X = I=
= X ! N

Exponencial 0 e/ w=1/x= n/,

>
i=1

3.2.2 ESTIMACION POR INTERVALOS

Dado que no puede esperarse que las estimaciones puntuales realmente coincidan con las

cantidades que intentan estimar y que estas no garantizan la precisién de dicha estimacion
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(pues aun el estimador insesgado mas eficiente es improbable que estime con exactitud al
valor del parametro poblacional) es preferible reemplazarlas con estimaciones por
intervalos. Esto es, con intervalos en los cuales se puede esperar con un grado razonable
de certeza que contengan al parametro en cuestion.

Una estimacién por intervalo de un parametro © es un intervalo de la forma Ly < © < Ly,
donde L; y L, dependen del valor puntual que tome el estimador @&l en una muestra dada

y también de la distribucion muestral de ®(FREUD y WALPOLE, 1990, cap. 11).

Como diferentes muestras generalmente produciran valores diferentes de @, y por
consiguiente, diferentes valores de L; y L, estos puntos extremos del intervalo son valores
de variables aleatorias. Por tanto, con base a la distribucidon muestral de ®ke puede
calcular el intervalo al cual perteneceria la proporcidn (1-a) de las estimaciones (FREUD y
WALPOLE, 1990, cap. 11).

Este intervalo Ly < © < L, determinado en relacién con una muestra particular recibe el
nombre de intervalo de confianza del (1-0)100%. La proporcion (1-a) se conoce como
coeficiente o grado de confianza, a es el nivel de significacion, y los extremos L y L
reciben el nombre de limites de confianza inferior y superior. Por ejemplo, cuando a =
0.05 el grado de confianza es de 0.95 y se obtiene un intervalo de confianza del 95%
(FREUD y WALPOLE, 1990, cap. 11).

Al interpretarse un intervalo de confianza se tiende a decir: “hay un (1-a)100% de
confianza de que el intervalo contenga al parametro”. La interpretacion correcta, si el nivel
de confianza es del (1-a)100%, es que si se toman cien muestras y se calcula para cada
una de ellas el intervalo de confianza, se espera que el (1-0)100% de esos intervalos
contengan al parametro ©. O se puede decir que la probabilidad de que un intervalo de
confianza contenga al valor exacto del parametro © es de (1-a)/100 ((1-a) de 100
intervalos posibles).

En el grado de confianza (1-a)100%, a se considera a menudo como la probabilidad de
cometer un error, ya que indica la proporcion de intervalos creados que no contienen al
parametro ©. De esta forma, (1-a) sera la proporcion intervalos de confianza creados que
contienen al parametro. Por ejemplo, si el valor (1-0)100% es de 95%, se llegaria a
establecer que en promedio sdlo en el 5% de los casos se cometeria error al suponer que

el intervalo contiene al valor exacto del parametro.
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Para encontrar estos intervalos se debe conocer la distribucion muestral de cada
estimador. Como ya se establecié en la seccion 3.2.1.1, esto depende del parametro de
interés y del estadistico que se elija para estimar dicho parametro. Sin embargo, es posible
dar la forma general que adopta un intervalo de confianza en cualquier caso.

En general, si se quiere estimar un parametro © de la poblacidn a través del estadistico

@], y si el error estandar de la distribucion de @l es o, que se denotara como SE( @),

entonces un intervalo de confianza para © con un nivel de confianza del (1-0)100% (1Cy.

w)100%) Viene dado por la expresion:

IC 1o o = |E0- k,SE(E), @~ k,SE(E]

Donde k; y k, dependen de la forma de la distribucion muestral de @1

En sintesis, en el proceso de construccion de intervalos de confianza (IC;-qyi00%) S€ pueden
distinguir dos etapas (PEREZ, 1999, cap.5):

1. Etapa tedrica: En esta etapa se establece formalmente el intervalo aleatorio
[LI,LZ] de tal forma que P[LISOSL2]=(1—G). Se puede hablar de la

probabilidad de que el intervalo contenga el valor del parametro ©.

2. Etapa practica: Se toma una muestra de la poblacién a la que pertenece el
parametro, y sustituida en L y L, se obtienen dos nimeros. Como no se sabe si el
parametro estara o no contenido en el intervalo, se tiene un nivel de confianza del
(1-0)100% de que lo esté. También se dice que el nivel de significacién es a. Es
deseable lograr que la longitud del intervalo de confianza sea lo mas corta posible.
Otra propiedad deseable es que la longitud esperada, E[L;-L,], sea lo mas pequena

posible.

En las tablas 3.2 a 3.4 se presentan los intervalos de confianza para la estimacion de

diversos parametros en poblaciones normales y no normales.
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TABLA 3.2 CONSTRUCCION DE INTERVALOS DE CONFIANZA PARA LOS PARAMETROS DE
POBLACIONES NORMALES

Parametro Oconocido Odesconocido
n=>30 p o S
Xtz —_ X+t 1) =
fobpi ; a/2 (a/2n-1)
distribuciones normales /n Jﬁ
0 no normales
X :promedio muestral X :promedio muestral
. e, tas2, n1):valor de la distribucién t para el
Za /2 :valor de la distribucion N(0,1), nivel significacion a.
para el nivel de significacion o S: desviilcién tipica de la muestra
o:desviacion tipica de la poblacion n: tamafio de la muestra
n: tamafio de la muestra n-1: grados de libertad
n<30 1]

distribuciones normales

X*t

S
(a/2,n-1) ﬁ

X :promedio muestral

t(as2, n-1):valor de la distribucién t para el
nivel significacion a.

S: desviacion tipica de la muestra

n: tamafio de la muestra

n-1: grados de libertad

X*t

S
(a/2,n-1) ﬁ

X :promedio muestral

t(as2, n-1):valor de la distribucién t para el
nivel significacion a.

S: desviacion tipica de la muestra

n: tamafio de la muestra
n-1: grados de libertad

n-1S* (n-1)S°
Xj/z,n—l Xlz—cx /2,n-1

2
Xa /2,01 :valor de distribucion chi-
'

cuadrado

H|(n-1)s?

2
ch /2n-1

(n-1)S* H
XI2—01 /2,n-1 H




TABLA 3.3 CONSTRUCCION DE INTERVALOS DE CONFIANZA PARA COMPARACION DE
POBLACIONES NORMALES (PEREZ, 1999, cap.5)

Parametro Estadistico Intervalo de confianza
Hy —Hy o
(X] _Xz)—(#l ‘/Jz)
(01y0, — N(@.,1)
dadas)
(xl-xz)-(#l—ﬂz) o,
B o f _
1,2 %)
S
Hy—H
1 2 S2 Sz
(0,#0, Zt T2
n n X
no dadas) | f = ‘ 2 ) 1
2 2 2/ ¥
(S, /"1) +(Sz/”2)
n, +1 n, +1
(%) - %) - (1) ~H2)
: ; _”nl+n2—2
Hi—Ha Sp |—+— o 11
(0,=0 \np np X =X lgiopan,25p Tt
1 2 1 2 nl n2
5
no dadas) P (nl -—1)51" + (14 —l)S%
ST = =
N ny+n, -2
4 ) /
5 2 S™, 5" 52/ 52
o"'/o' 1/ 2 1/ 2
1 2 , r ’F
312/0.17— a/?.,nl—],nz—l 1—a/2,nl—l,nz——l
" / 2 _>th1—1,112—1 2 7 ) 2
Sy s S° /s S /s
2/ 2 1/ 72 1/ 72

L}

Faran-1ny-1 F-ar2.n-1,ny-1

\




TABLA 3.4 CONSTRUCCION DE INTERVALOS DE CONFIANZA PARA PARAMETROS DE
POBLACIONES NO NORMALES

3-15

DI STRI BUCI ON PARAMETRO INTERVALO
BINOMIAL p
pl-p) .
piZu/2 T 0 piZa/ZO'
1- N-n
para poblaciones finitas o, = \/p( P) \/
p: proporcion de éxitos
n: tamano de la muestra
N: tamafio de la poblacion
Z,, /, :coeficiente de la distribucion
0p: desviacion tipica de la muestra
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3.3 PRUEBAS O CONTRASTES DE HI POTESI S

El problema central de la inferencia estadistica es un problema de toma de decisiones,
del cual la estimaciéon y contraste de hipdtesis son aspectos importantes, diferenciados
pero complementarios.

Existen muiltiples problemas en los cuales, en lugar de tener la necesidad de hacer una
estimacion de un parametro, se debe decidir si una afirmacion relativa a un parametro es
verdadera o falsa. Esto es, se debe probar una hipdtesis relativa a un parametro. Por
ejemplo, para un analisis EDTA se quiere determinar si la concentracion rotulada de una
solucion estandar de tiosulfato continlia siendo la misma o bien ha cambiado a tal grado
que el uso de esa solucion para un analisis ya no sea confiable y deba reemplazarse.

Un contraste de hipdtesis, una prueba de significacion 0 una prueba de hipdtesis, son
términos que indican el proceso mediante el cual se decide siuna proposicién acerca de la
poblacién debe ser aceptada o no. Esta proposicion es lo que se conoce como hipétesis
estadistica. Una hipdtesis estadistica es por tanto, una proposicion acerca de la
distribucién de probabilidad de una o de varias variables aleatorias. Tal proposicion puede
referirse bien a la forma de la distribucion, bien al valor o valores de los parametros o bien
a ambos.

El contraste de la hipdtesis estadistica se basara en la informacién proporcionada por la
muestra. De modo que si se lechaza la hipdtesis, se quiere indicar que los datos de la
muestra ofrecen cierta evidencia sobre su falsedad. Si se acepta simplemente se quiere
significar que no se rechaza.

Todo contraste va a implicar la comparacion entre dos hipdtesis a la luz de la hformacién
muestral. Como resultado el investigador tomara una decisién.

Por ejemplo, se desea decidir si la utilizacién de un nuevo método de tratamiento de
muestras para la determinacion de calcio mejora o permite la obtencion de datos tan
confiables como los generados al tratar las muestras con el método oficial. La
investigacion anterior puede ir orientada a tratar de comparar la media muestral del
contenido de calcio en un estandar o bien comparar los promedios muestrales entre un
grupo de datos en los que se ha utilizado el método oficial de tratamiento de muestras, y
un grupo de datos en los que se ha empleado el nuevo método de tratamiento de
muestras. El contraste en el primer caso consistira en comparar la hipdtesis: “Existe

diferencia entre el promedio muestral y el verdadero”, con la hipétesis de que “no existe
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diferencia”, y en el segundo caso contrastar las hipdtesis sobre la igualdad o diferencia
entre los promedios de calcio utilizando ambos métodos a partir de las observaciones de
las dos muestras. En general, los resultados favoreceran mas a una de las dos hipédtesis

que a la otra, y por tanto se podra tomar una decision.

3.3.1 ELEMENTOS DE UNA PRUEBA DE HI POTESI S

A continuacion se describen los elementos mas importantes para cualquier contraste de
hipdtesis (MENDENHALL, 1990, cap.7):

a. HIPOTESIS NULA: Es aquella hipdtesis que se desea contrastar, se simboliza por

H,. Esta suele ser una estrategia 0 medio del que se sirve el investigador para
probar la alternativa. El planteamiento de H, permite elaborar un modelo
probabilistico a partir del cual se puede llegar a una decision final.

b. HIPOTESIS ALTERNATIVA: También se conoce como experimental y se representa

por H;. Esta es la hipdtesis de investigacion. De modo que se espera que hay un
argumento para la hipétesis de investigacion (o alternativa) H;, demostrando que

no lo hay para su contraria, la hipétesis nula.

En general, las hipdtesis pueden ser simples y compuestas. Una hipdtesis es simple
si se especifica exactamente el valor del parametro, ejemplos: p = 10, 6> = 4 6 p,y
= 1, etc. Una hipdtesis es compuesta si contiene dos o mas valores para el
parametro, como por ejemplo: p # 10, o* > 4, etc.

La hipdtesis nula, por ser mas concreta, suele ser simple, y la alternativa
compuesta. No obstante, es frecuente plantearlas como complementarias. Suele
ser habitual hacer supuestos que dependen del tipo de contraste o prueba y que se

pueden resumir como:

» Caracteristicas de los datos que se van a manipular: independencia de las
observaciones, nivel de medida utilizado, etc.

« Supuestos acerca de la forma de la distribucién de partida: normal, binomial, etc.
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Algunos de estos supuestos podran contrastarse, otros seran de dificil verificacion.
La violacién de los supuestos podra invalidar mas o menos el modelo probabilistico

y conducir a conclusiones erroneas.

ESTADISTICO DE PRUEBA: Los valores muestrales se emplean para calcular un

solo nimero que corresponde a un punto sobre una recta. Tal nimero sirve para
tomar decisiones y se denomina estadistico de prueba o contraste y se simboliza
en general como T. Tal estadistico, sera una variable aleatoria, con una distribucion
muestral, conocida si la hipdtesis hecha es verdadera, que proporcionara las
probabilidades asociadas a un valor determinado 0 a un intervalo de valores del

estadistico de contraste.

REGLAS DE DECISION: Una regla de decision es un criterio utilizado para decidir si
se acepta o se rechaza la hipdtesis nula, a partir del espacio muestral de valores

del estadistico de contraste y de las probabilidades asociadas. Este criterio consiste
en dividir tal espacio en dos zonas mutuamente excluyentes y exhaustivas: /a zona
de rechazo (0 region critica) y /a zona de aceptacion. La zona de rechazo esta
constituida por aquellos valores del estadistico de contraste que por ser muy
grandes o muy pequenos (o lo que es igual alejarse mucho de H,), es muy poco
probable que ocurran si H, es verdadera.

Las reglas de decision se pueden expresar en términos de probabilidad como:
“rechazar H, si la probabilidad de que ocurra un valor concreto T (Tk) del
estadistico de prueba es menor que a”. Por ejemplo, para el problema de comparar
los dos métodos de tratamiento de muestras para la cuantificacion de la
concentracion de calcio, la regla de decisidon puede ser: “rechazar el hecho de que
ambos métodos de tratamiento de muestras producen resultados equivalentes si T
toma un valor tan grande (o tan pequefio) que la probabilidad de su ocurrencia sea
menor o igual que a = 0.05”. El valor de a se conoce como nivel de signif icacion o
nivel de riesgo y representa la probabilidad de que un valor concreto del estadistico
de contraste caiga en la zona de rechazo o critica.

Si se establece previamente la zona de rechazo o critica, se determina un valor
Unico de a. Sin embargo, en la practica, se suele fijar de antemano un valor de a,
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lo que lleva consigo distintas zonas criticas (en ocasiones infinitas) de las que
habra seleccionar la mejor. En la practica, los niveles de significacion mas
frecuentemente empleados son de 0.05 y 0.01, que en algunos casos aparecen

como 5 por 100 y el 1 por 100.

3.3.2 ERRORES EN LOS CONTRASTES DE HI POTESI S

En general, una prueba de hipdtesis estadistica no es otra cosa que un procedimiento para
tomar una decision bajo incertidumbre, sobre la vaidez de la hipdtesis nula. Usando la
evidencia de los datos de la muestra o de las muestras se llega a dos decisiones:

Decision 1: rechazar H, ; Decision 2: aceptar H,

La realidad es también doble: H, es falsa o H, es verdadera. Por tanto, si H, es verdadera
y se rechaza se comete un error. Si H, es falsa y se acepta se comete otro error. En
conclusion, existe un riesgo inherente de llegar a una conclusion incorrecta cuando se
prueban hipdtesis, a causa de la naturaleza aleatoria del muestreo. Este riesgo se puede

clasificar de dos maneras:

e ERROR TIPO I: Es el que se comete al rechazar H, cuando es verdadera. La
probabilidad de cometer este error es a.

e ERRORTIPO Il: Es el que se comete al aceptar H, cuando es falsa. La probabilidad
de cometer este error es .

Lo antes expuesto se puede resumir esquematicamente como sigue:
SITUACION DE Ho

DECI SI ON Verdadera Falsa
Decision correcta Error tipo 11
Aceptar H,
(1-a) (B)
Error tipo | Decision correcta

Rechazar H,
(a) (1-B)
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En general, se puede decir que un buen contraste o una buena regla de decision tendera a
minimizar los errores inherentes a toda decision. Pero esto no es facil, pues para una
muestra de tamafio n, al intentar disminuir uno de los errores aumenta el otro. El
investigador analista debe saber en cada caso qué error tiene mayor importancia, para
controlarlo y tratar de disminuirlo.

Se llama potencia de un contraste, a la probabilidad de rechazar la hipdtesis nula cuando
es falsa (decision correcta), su probabilidad es 7-B. Mas estrictamente deberia llamarse
potencia de una regién critica, y no es mas que la probabilidad de que esta detecte una H,
falsa, dado un valor para H; (MONTGOMERY, 1991, cap.2). En resumen, las probabilidades
de importancia en los contrastes de hipdtesis son (PEREZ, 1999, cap. 5):

e o = P{errortipo I } = P{ rechazar H,/H, es verdadera }
e B = P{ errortipo II } = P{ no rechazar H./H, es falsa }
e 1-B = Poder de la prueba = P{ rechazar H,/H, es falsa }

En una situacion practica, en la mayoria de las pruebas estadisticas el interés
generalmente es “rechazar H,”, por lo que la mayor parte de las veces la probabilidad de
error que se controla usualmente durante este procedimiento es, justamente, el error
asociado a esta decision ( probabilidad de error tipo I) es decir la probabilidad de rechazar
H, cuando es cierta.

Puede ser muy dificil calcular los valores de B para los diferentes parametros de prueba ya
que dependerd de la hipdtesis alternativa que se escoja’. Es mas facil detectar diferencias
grandes con un valor de H, de un parametro, que detectar diferencias pequefas. Si se
quieren detectar diferencias pequefias con el valor de H, de un parametro, 8 sera grande.
Si se desea detectar diferencias grandes, B sera pequeno. Para un tamafio muestral fijo
(n) al aumentar la regién de rechazo (y por lo tanto a), B disminuye. Si por el contrario a
decrece, B aumentara. Por otra parte, al aumentar el tamafio de la muestra (n), a y B
decrecen a la vez (MENDENHALL, 1990, cap. 7).

* Que pueden ser de tipo compuestas
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3.3.3 PROCEDIMIENTOS DE UN CONTRASTE O PRUEBA DE HI POTESI S

En resumen, el procedimiento general para realizar un contraste de hipdtesis es especificar
el valor de la probabilidad de cometer un error tipo I (a), y después disefar un
procedimiento de prueba para obtener un pequeio valor de la probabilidad de cometer un
error tipo II (B) (< 10%). Por regla general, se elige directamente el riesgo a y se intenta
minimizar el riesgo B. El riesgo B como se vio en la seccién 3.3.2, es una funcion del
tamano muestral, y se controla indirectamente. Cuanto mas grande es el tamafio muestral
para la prueba, tanto menor sera el riesgo .

Existen tres procedimientos generales para el contraste de hipétesis que son:

a. Procedimiento general de un contraste de hipdtesis basado en la region de
rechazo.

b. Procedimiento general de un contraste de hipétesis basado en el p-valor.

c. Procedimiento general de un contraste de hipdtesis basado en la creacidon de

intervalos de confianza.

En las secciones de la 3.3.3.1 a la 3.3.3.3 se detallan estos procedimientos.

3.3.3.1 PROCEDIMIENTO GENERAL DE UN CONTRASTE DE HI POTESI S
BASADO EN LA REGION DE RECHAZO

A continuacidon se presenta una secuencia de pasos que puede usarse de forma

sistematica para efectuar cualquier contraste de hipdtesis (PEREZ, 1999, cap.5):

1) Formular, de forma clara y explicita, cual es la hipdtesis nula (H,), y cual es la
hipdtesis alternativa (H;) en términos de parametros.

2) Determinar el tamafio de la muestra (n), y fijar el nivel de significacion deseado a,
que es el maximo error aceptable cuando se rechaza H, siendo cierta, y usar este
valor para construir la regién critica.

3) Usar la teoria estadistica para construir un indicador de concordancia entre los
datos y la hipdtesis nula. Este indicador denominado estadistico de prueba sera

usado para juzgar la hipdtesis H,.
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4) Establecer el criterio o regla de decision, es decir la zona de la distribucién del
estadistico de prueba donde se rechaza H,, la cual se denomina regién critica.

5) Calcular el valor del estadistico de prueba a partir de la muestra.

6) Aplicar la regla de decision: si el valor del estadistico de prueba pertenece a la
regidn critica, entonces rechazar H,. En caso contrario, lo que se puede afirmar es
que no existe suficiente evidencia para rechazar H,, y se acepta H,.

7) Si se dispone de una hipétesis alternativa y de la distribucion del estadistico de
contraste bajo la suposicion de que es vdlida la hipdtesis alternativa, es posible

calcular la probabilidad de error tipo II.

3.3.3.2 PROCEDIMIENTO GENERAL DE UN CONTRASTE DE HI POTESI S
BASADO EN EL P-VALOR

Cuando se interpretan los resultados de un contraste, las conclusiones estan basadas en
una regla de decisién. Esta, como se ha visto anteriormente, s establece teniendo en
cuenta el riesgo que asume el investigador analista de cometer un error tipo I, siendo la
probabilidad de este error el nivel de significacion o. Otras personas que quieran utilizar
los resultados del experimento pueden tener en mente, sin embargo, la decisién a tomar
para un nivel de significacién diferente, con lo cual sera util conocer qué tipo de decision
se puede adoptar segun el nivel de significacion real de un contraste basandose en los
datos observados. Este concepto actuara como contrapuesto al nivel de significacion
elegido antes de realizar el contraste (PEREZ, 1999, cap.5).

Otro procedimiento general para efectuar un contraste de hipdtesis, mas usado en la
actualidad debido a la potencialidad de los ordenadores y del software estadistico
existente, consiste en tomar una decision a partir del calculo de la probabilidad del
estadistico muestral que se utiliza para contrastar la hipdtesis nula, y que es
proporcionada por las salidas de tales programas. Esta probabilidad se denomina p-valor o
simplemente p. En otras palabras se denomina p-valor o nivel de significacién observado o
valor p, a la probabilidad del estadistico muestral en su distribucién y se compara con el
nivel de significacion a.

El procedimiento de contraste de hipdtesis usando el concepto del p-valor se puede
resumir en los siguientes pasos (PEREZ, 1999, cap.5):
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1) Suponer que H, es cierta.

2) Para confrontar esta suposicion con la informacion (parcial) que proveen los datos
sobre la realidad de H, se forma una especie de “indicador” de concordancia,
denominado estadistico de la prueba, €l cual es funcién de los datos.

3) Como el estadistico depende de la informacidon de los datos, con cada muestra
posible hay asociado un valor de este estadistico y en consecuencia se genera una
nueva variable aleatoria. Asociada a esta variable hay una cierta distribuciéon de
probabilidad, a partir de la cual se determina la probabilidad de que la informacién
de los datos concuerde con la hipétesis nula, denominado p-valor.

4) Es claro que si de antemano se fija la maxima probabilidad de error al rechazar H,
cuando es cierta, esta debe ser igual a o, otra forma de tomar la decisién es

comparar el valor del p-valor con a. Asi:

« Si p < a entonces la decision es rechazar H..
« Si p> a la decsion es que no existe evidencia suficiente para

rechazar H,.

3.3.3.3 PROCEDIMIENTO GENERAL DE UN CONTRASTE DE HI POTESI S
BASADO EN LA CREACION DE INTERVALOS DE CONFI ANZA

Los intervalos de confianza tienen la ventaja frente a los contrastes de hipotesis de que
siempre dan una idea de la zona en que se va a encontrar el verdadero valor del
parametro poblacional, mientras que en el caso de los contrastes de hipotesis, cuando se
rechaza una hipotesis nula, no se conoce el valor del parametro de la poblacion en
cuestion. Todo lo que se sabe es que es mas verosimil que el valor del parametro sea
mayor o0 menor que un valor concreto (PEREZ, 1999, cap. 5).

En algunas ocasiones, en lugar de llevar a cabo un procedimiento de contraste de

hipdtesis sobre un parametro, se puede construir un intervalo de confianza para el
parametro y extraer conclusiones del mismo. Supdngase que se desea contrastar H,: g =

W frente a H;: p # W,. Si el nivel de significacién es a, se pueden utilizar los datos de la
muestra para construir un intervalo de confianza para p al (1-a)100%. Si el valor de p, no
esta incluido en el intervalo hay que rechazar H,; pero si el valor de |, se encuentra en el

intervalo calculado, no hay evidencia para rechazar a H,. Una ventaja de este
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procedimiento es que se pueden contrastar muchas hipdtesis nulas de una vez, ya que se
puede rechazar cualquier hipotesis nula de la forma H,: p = k para cualquier valor de k

que no pertenezca al intervalo (PEREZ, 1999, cap.5).

3.3.4 USO DE CURVAS DE POTENCI A O CURVAS OC

Un aspecto de mucha importancia en los problemas de contrastes de hipdtesis es la
seleccién del tamaiio muestral. Dicha seleccién y la probabilidad del error tipo II(B) estan

muy relacionados. Supdngase que se contrasta la hipdtesis: H,: p = |, frente a H;: p #
Ko, Y que la media no es igual al valor especificado, de forma que A = g - M. Como H,:
= o ho es verdadera el problema esta en decidir erroneamente no rechazar H,. La
probabilidad de error tipo II depende de la diferencia verdadera que hay entre la media y
el valor especificado (A). La grafica de B contra A, en el caso particular de un tamafio
muestral n de la muestra, se conoce como Curva Caracteristica de Operacion o Curva
OC de la prueba. Generalmente, para un valor dado de A, el valor de B disminuye a
medida que aumenta el tamano de la muestra n. Esto significa que la diferencia especifica
del nivel medio es mas facil de detectar en muestras grandes que en muestras pequefias.
Todo contraste de hipdtesis tiene una curva caracteristica de operacién (OC) (JURAN vy
GRYMA, 1993, cap. 23).

En muchas situaciones practicas, las probabilidades de error tipo II (B) pueden
determinarse a partir de diagramas semejantes a los dados en el anexo A3. El diagrama a,
del anexo A3, permite localizar los valores de 3 que corresponden a los de y, W, G, nYy
para la hipdtesis propuesta, y se fundamenta en la suposicion de que la distribucion
muestral de la media es una normal; en consecuencia puede utilizarse cuando n es
relativamente grande o sila poblacién que se esta muestreando tiene forma aproximada a
la distribucién normal. Para el caso, la figura a, se aplica a pruebas de dos colas con a =
0.05 y la cantidad que se grafica no es p sino (MILLER y FREUND, 1986, cap. 7):

A |-

d=0
() (0]
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En la figura b, del anexo A3, se presenta la curva de potencia para una diferencia de
medias de dos poblaciones en la que la cantidad que se grafica es (MONTGOMERY, 1991,
cap.2):

3.3.4.1 DETERMINACION DEL TAMANO MUESTRAL PARA CONTRASTAR
HI POTESI S.

En los apartados anteriores, se daba por supuesto que el tamafio muestral se fijaba por
razones estadisticas y que el error tipo I solo quedaba predefinido en la prueba. El
procedimiento ideal es definir los errores tipo I y II deseados y calcular el tamafio muestral
n requerido para cubrir ambos tipos de errores. El tamaio requerido dependera de (JURAN
y GRYMA, 1993, cap. 23):

i) Los riesgos de muestreo deseados a y 3.
i) El tamafio de la menor diferencia verdadera que ha de ser
detectada.

i) La variacion de la caracteristica que ha de ser medida.

El tamafio muestral n puede determinarse haciendo uso de la curva OC correspondiente a
la prueba.

Supdngase que el tiempo medio de secado de un precipitado es aproximadamente de 35
minutos, especificamente se tiene un 90% de seguridad de detectar ese cambio (3 = 0.1).
Ademas si la media verdadera fuera de 30 minutos y o = 10, debia haber sélo un 5% de
riesgo de rechazar H, (a = 0.05). Del grafico a) del anexo A3 se define “d” como:

oluoul psa
o 10
Localizando el punto correspondiente a d = 0.5y 3 = 0.10 en el diagrama a del anexo A3,
se encuentra que la muestra n ha de ser igual a 30, aproximadamente.
En la practica del andlisis quimico, es necesario el analisis de las curvas OC
correspondientes a muestras de varios tamafos para ayudar a adoptar una decisién acerca
del tamano requerido de los riesgos I y II. En general, los valores de oy B deberan
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mantener un equilibrio, a debe regularse de tal forma que la probabilidad de B no sea

superior al 10%.

3.3.4.2 CONTRASTES DE HIPOTESI S UNILATERALES Y BI LATERALES

Supdngase, como ilustracion que se utiliza el simbolo 6 para denotar el parametro

poblacional de interés, por ejemplo, 6 puede ser y, (W- W), O (Tu-T), y €l simbolo &
para denotar el estimador puntual insesgado correspondiente. Desde el punto de vista
practico se puede tener interés en contrastar la hipdtesis nula Ho: @ = @,, contra la
alternativa de que el pardmetro poblacional es mayor que 6, 0 sea H;: 8> 6, En esta
situacion, se rechazara H, cuando é!sea grande, o sea cuando el estadistico de prueba
sea mayor que un cierto valor llamado valor critico, que separa las regiones de rechazo y
no rechazo de la hipdtesis. La probabilidad de rechazar la hipétesis nula cuando es cierta
sera igual al area bajo la curva de la distribucion muestral del estadistico de prueba sobre
la region de rechazo. Por ejemplo, en el caso de que se esté trabajando con una
distribucion normal y un a = 0.05, se rechaza la hipdtesis nula cuando é!se encuentre a

mas de 1,6450, a la derecha de 6,. En general, para detectar 6 > 6, se sitUa la region

de rechazo en la extremidad de valores superiores a €. Para detectar 6 < 6, se ubica la
region de rechazo en la extremidad izquierda de la distribucion de &/, o sea para valores
inferiores a €l A este tipo de contraste se le denomina prueba estadistica de una cola o
unilateral, es decir que un contraste unilateral es aquel tipo de prueba en la que la region
de rechazo se localiza solamente en una cola o extremo de la distribucién muestral del
estadistico de contraste (JURAN y GRYMA, 1993, cap. 23).

Si hay que detectar diferencias mayores o menores de 6,, la hipdtesis alternativa sera
H;: 6 # 6,, es decir: 6 > 6, 0 bien 6 < 8,. En este caso la probabilidad de error Tipo I (a)
se repartira entre las dos colas de la distribucion muestral del estadistico, y se rechazara
Ho para valores de &! mayores que un valor critico 8, + C) o menor que @o- C). Esta
prueba se llama prueba estadistica bilateral o de dos colas (JURAN y GRYMA, 1993, cap.
23).

En los contrastes unilaterales, utilizando la creacion de un intervalo de confianza, H, se

rechaza si 6, es mayor que el extremo superior del intervalo de confianza (caso de 6 > 6),
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mientras que si 6, menor o igual que el extremo superior del intervalo de confianza, no
hay evidencia para rechazar H,. Si se quiere contrastar H,: 6 = 6, frente a H;: 6 < 65, a un
nivel de significacion a se puede razonar de manera similar, si se construye un intervalo
de confianza para 6 al 100(1-2a)%. Si el valor de 6, es menor que el extremo inferior del
intervalo, hay que rechazar H,; si 8, es mayor o igual que el extremo inferior del intervalo,
no hay evidencia para rechazar H,. Para el caso de contrastes bilaterales, se rechaza H, si
6, cae fuera del intervalo creado del 100(1-a)% (JURAN y GRYMA, 1993, cap. 23).

A continuacién se detallan algunas directrices para la realizacion de un ensayo unilateral o
bilateral basado en el analisis de las curvas caracteristicas de operacion (JURAN y GRYMA,
1993, cap. 23):

« Realicese un ensayo unilateral (una cola) con todo el riesgo a la derecha si: (1) se
sabe que (si 68, no es verdadero) el parametro real (o de comparacion) es mayor
que 6,; (2) los valores del parametro poblacional menores que 6, (o el valor
especificado) son aceptables y solo se esta interesado en detectar un parametro
poblacional mayor que 6.

» Realicese un ensayo bilateral (dos colas) si: (1) no hay un conocimiento previo
acerca de la posicion del parametro real o, (2) se esta interesado en detectar un
parametro poblacional real menor o mayor que el 6, enunciado en la hipdtesis

original.

3.3.5 MODO DE SACAR CONCLUSI ONES DE LOS CONTRASTES DE
HIPOTESIS

Con los contrastes de hipdtesis se pueden sacar conclusiones Utiles. Cuando se rechaza
una hipotesis, la conclusion practica es “el valor del parametro especificado en la hipotesis
es erroneo”. Se llega a esta conclusidon con profunda conviccidn, sencillamente hablando,
con un nivel de confianza del 100(1-a)%. La pregunta clave es entonces: {Cual es, pues,
una buena estimaciéon del valor del parametro correspondiente a la poblacion? Se puede
ayudar a responder esta pregunta calculando los “limites de confianza” del parametro
(JURAN y GRYMA, 1993, cap. 23).
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Cuando se acepta una hipdtesis, el valor numérico del pardmetro contrastado en la
hipdtesis no se ha probado, pero no se ha refutado. No es valido decir que ha quedado
probado que la hipdtesis es correcta, con un nivel de confianza del 100(1-a)%. Se podrian
aceptar otras muchas hipédtesis para la misma muestra de observaciones y, sin embargo,
solo una hipotesis puede ser verdadera. Por lo tanto, una aceptacién no significa haber
probado, con una elevada probabilidad, que una hipétesis determinada es correcta. (Si
permanecen invariables todos los demas factores, cuanto mas pequena sea la muestra,
mas probable es que se acepte la hipdtesis. La menor evidencia no implica ciertamente

una prueba.) Por esta razon, la expresion mas frecuente utilizada actualmente es la de que
“la hipdtesis no ha sido rechazada, con un nivel de significacion a” en vez de “la hipdtesis

ha sido aceptada, con un nivel a” (JURAN y GRYMA, 1993, cap. 23).

Cuando se acepta una hipotesis, la pregunta clave es: éQué conclusion puede extraerse, si
es que puede extraerse alguna, acerca del valor del parametro de la hipdtesis? Se
sugieren dos enfoques (JURAN y GRYMA, 1993, cap. 23):

1. Calcular los limites de confianza del resultado de la muestra. Estos limites de
confianza definen un intervalo dentro del cual estad el verdadero pardmetro de la
poblacion. Si este intervalo es pequefio, una decisién de aceptacion en el ensayo
de hipdtesis significa que el verdadero valor de la poblacion es igual o muy préximo
al indicado en la hipdtesis. Luego, es razonable actuar como si el valor del
parametro especificado fuera de hecho wrrecto. Si el intervalo de confianza es
relativamente amplio, implica una seria advertencia de que el valor enunciado en la
hipdtesis no ha quedado probado y que el valor verdadero de la poblacion podria

ser muy diferente al especificado en la hipdtesis.

2. Construir y analizar la curva caracteristica para el contraste de hipotesis. Esta
define la probabilidad de que puedan aceptarse con la prueba otros valores
posibles del parametro poblacional. El conocimiento de estas probabilidades para
valores relativamente cercanos a la hipdtesis original puede ayudar a extraer

nuevas conclusiones acerca de la aceptacion de la hipotesis original.

Hay que tener siempre cuidado de extraer conclusiones técnicas de conclusiones

estadisticas, en particular cuando se acepta la hipotesis (JURAN y GRYMA, 1993, cap. 23).
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3.3.6 CASOS PARTI CULARES DE CONTRASTES DE HI POTESI S

En los contrastes de hipdtesis es frecuente hacer supuestos que dependen del tipo de
contraste o prueba, como son las caracteristicas acerca de los datos que se van a
manipular (independencia de las observaciones, nivel de medida utilizada, etc.) y los
supuestos de la distribucién de partida (normal, binomial, etc.). Algunos de estos
supuestos podrian controlarse, otros seran de dificil verificacidén. La violacién de dichos
supuestos podra invalidar mas o menos el modelo probabilistico y conducir a conclusiones

erroneas.

En general, un contraste de hipdtesis puede servir para:
» Comparar un promedio muestral con un valor especificado.
» Comparar la variabilidad muestral con un valor especifico.
» Comparar varianzas de dos muestras.
» Comparar promedios de dos muestras.
» Comparar parametros de poblaciones binomiales.
> Comparar parametros de poblaciones de Poisson.

En las secciones de la 3.3.6.1 a la 3.3.6.3, se presentan los resimenes de los elementos
principales para los distintos tipos de contrastes de hipdtesis, tanto para el caso unilateral
como bilateral.

3.3.6.1 COMPARACI ON DE PROMEDI OS MUESTRALES
En la comparacion de promedios muestrales pueden presentarse dos casos generales:

1. Comparacion de un promedio muestral con un valor especificado (). Que

presenta dos casos particulares: (i) Comparacion de un promedio muestral con un
valor especificado (4,) cuando se conoce la desviacion estandar de la poblacion

(0), y (ii) comparaciéon de un promedio muestral con un valor especificado ()

cuando no se conoce la desviacion estandar de la poblacion (o).

2. Comparacién de dos promedios a partir de las medias muestrales (71 y 72). Se

presentan tres casos particulares: (i) Comparacion de dos promedios cuando las
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desviaciones estandar de las dos poblaciones son conocidas (o; y 03); (ii) comparacién
de dos promedios cuando las desviaciones estandar de las dos poblaciones son
desconocidas y consideradas diferentes (o; # 0,); y (i) comparacion de dos promedios

cuando las desviaciones estandar de las dos poblaciones son desconocidas y
consideradas iguales (o1 = ay).

El control de algunos supuestos a tomar en cuenta para llevar a cabo estos tipos de contrastes,
puede lograrse cuando los datos se recolectan de forma que el Unico factor que influya, sea
aquel cuyo efecto se quiere evaluar, asi como también, mediante la aleatorizacién de la
recogida de datos (todo lo que se pueda) para protegerse de posibles sesgos introducidos por

factores no identificados.

En las tablas de la 3.5 a la 3.9 se describen los componentes principales de los contrastes de

hipdtesis antes mencionados en sus distintos casos particulares.

TABLA 3.5 COMPARACION DE LA MEDI A MUESTRAL CON UN VALOR ESPECI FI CADO,
CASO o CONOCIDA

1. Hipdtesis nula: H,: L= b

2. Hipdtesis alternativa

Prueba de una cola Prueba de dos colas
Hi: p> Hi: UZ b
(o bien p< )
X — U,

3. Estadistico de contraste: Z = " / «/ﬁ
4. Region de rechazo:
Prueba de una cola Prueba de dos colas
2> Z |Z| > Zy2
(o sea, Z < -Z, cuando la hipdtesis
alternativa es H;: < )

Los valores de z, z,, y Zq/2 Se obtienen de las
tablas de la distribucién N(0,1), como la que se
presenta en la tabla A2 del capitulo 1.

Suposiciones: La muestra se selecciond aleatoria e independientemente de una poblacion
distribuida normalmente o bien para muestras con n > 30.
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TABLA 3.6 COMPARACION DE LA MEDI A MUESTRAL CON UN VALOR ESPECI FI CADO,

CASO o DESCONOCI DA

1. Hipdtesis nula: H,: L= b

2. Hipétesis alternativa

Prueba de una cola Prueba de dos colas
Hi: p> Hi: UZ b
(o bien k< )

X =~ My
3. Estadistico de contraste: t = ———
s/~/n

4. Regién de rechazo:
Prueba de una cola Prueba de dos colas
t> Iy t> typ 0 bien t < -ty
(o sea, t < -tq cuando la hipotesis
alternativa es H;: < |h)

Los valores de t, ty y %, se basan en ( nl1)
grados de libertad. Estos valores estan
tabulados en el anexo A del capitulo 2.

Suposiciones: La muestra se selecciond aleatoria e independientemente de una
distribuida normalmente con n < 30.

poblacion
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TABLA 3.7 COMPARACION DE LAS MEDI AS MUESTRALES DE DOS MUESTRAS, CASO o; Y
o, DADAS

1. Hipdtesis nula: Hy: Wy - W& = D,, donde D, es
una diferencia especificada que se quiere
probar. Para muchas pruebas tal vez se desee
probar que no hay una diferencia entre |y y |,
es decir Do= 0.

2. Hipdtesis alternativa

Prueba de una cola Prueba de dos colas
Hi: (W - ) > Dy Hi: (W-1e) # Dy
(o bien (- k) < D)

3. Estadistico de contraste: (X, -%,)-D

4. Regidn de rechazo:
Prueba de una cola Prueba de dos colas
2> 4 |Z| > Zy2
(o sea, Z < -Zy cuando la hipdtesis
alternativa es Hi: Wy < |b)

Los valores de z, z,, Y Zq/2 Se obtienen de las
tablas de la distribucion N(0,1), como la que se
presenta en la tabla A2 del capitulo 1.

Suposiciones: Las muestras se seleccionaron aleatoriamente de poblaciones distribuidas
normalmente con n > 30.
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TABLA 3.8 COMPARACION DE LAS MEDI AS MUESTRALES DE DOS MUESTRAS, CASO o; Y
o, DESCONOCIDAS Y DI FERENTES

1. Hipdtesis nula: H,: W - ke = D, donde D,
es una diferencia especificada que se quiere
probar. Para muchas pruebas tal vez se desee
probar que no hay una diferencia entre | y Lk,

es decir Do= 0.

2. Hipdtesis alternativa

Prueba de una cola
Hiz (W - ) > Do
(o bien (- k) < D)

3. Estadistico de contraste:

t = (71 —72)—D0

2
il BR'R
n,

4. Regidn de rechazo:

n

wn
SIS

35

Prueba de una cola

t> iy

(o sea, t < -ty cuando la hipdtesis
alternativa es Hi: Wy < |b)

Los valores de t, ty y ty2 Se basan en v grados
de libertad. Estos valores estan tabulados en el

anexo A del capitulo 2.

Prueba de dos colas
Hi: (W-1e) # D,

Grados de libertad:

Ly S
il n
\Y) 12 . ; -2
(st /n) , (s /n.)
n, +1 n, +1

Prueba de dos colas

t> tqe 0 bient < -ty

Suposiciones: Las muestras se seleccionaron aleatoria e independientemente de dos poblaciones
distribuidas normalmente. Las varianzas poblacionales, o; y 03, son diferentes.
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TABLA 3.9 COMPARACI ON DE LAS MEDI AS MUESTRALES DE DOS MUESTRAS, CASO o; Y
o, DESCONOCI DAS E | GUALES

1. Hipdtesis nula: Hy: Wy - e = D,, donde D,
es una diferencia especificada que se quiere
probar. Para muchas pruebas tal vez se desee
probar que no hay una diferencia entre W y |k,

es decir Dy,=0.

2. Hipdtesis alternativa

Prueba de una cola
Hiz (W - ) > Do
(o bien (- k) < Dp)

3. Estadistico de contraste:

t = (71 —72)—D0

s L+
P nl n2

4. Regidn de rechazo:
Prueba de una cola

t> ty

(o sea, t < -ty cuando la hipdtesis
alternativa es H;: Wy < k)

Los valores de t, ty y ty2 Se basan en v grados
de libertad. Estos valores estan tabulados en el

anexo A del capitulo 2.

Prueba de dos colas
Hi: (W-1e) # D,

Grados de libertad:
v=n+np-2

Desviacion estandar ponderada Sp:

2

S
P n, +n, -2
52 = (nl _1)512 +(n2 —I)Si
’ n +n, -2

Prueba de dos colas

t> tye 0 bient < -ty

S (x-X) -3 (% %)

Suposiciones: Las muestras se seleccionaron aleatoria e independientemente de dos poblaciones
distribuidas normalmente. Las varianzas poblacionales, o; y 0, son iguales. En el caso de que la
suposicion de igualdad de varianzas de las dos poblaciones no se cumpla, la prueba t de varianzas
iguales es robusta cuando los tamanos de las dos muestran no difieren. Dicha prueba también es
robusta frente a desviaciones moderadas de la normalidad cuando el tamafio de las muestras son

grandes.
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3.3.6.2 COMPARACION DE VARI ANZAS MUESTRALES
La comparacion de varianzas muestrales puede ser de dos tipos:
1. Comparar una varianza (o desviacion tipica) con un valor especificado (o).

2. Comparar dos varianzas (o desviaciones tipicas) o; y 0.

Las consideraciones a tomar en cuenta en la recoleccion de datos para asegurar la
aproximacion al cumplimiento de los supuestos tomados en este tipo de contrastes de
hipbtesis son las mismas que las sugeridas en la seccién 3.3.6.1 para la comparacion de

promedios. En las tablas 3.10 y 3.11 se describen los componentes principales de los
contrastes de hipdtesis antes mencionados.

TABLA 3.10 COMPARACI ON DE LA VARI ANZA MUESTRAL CON UN VALOR ESPECI FI CADO ao

1. Hipétesis nula: H,: & = a5

2. Hipdtesis alternativa

Prueba de una cola Prueba de dos colas
H1.'02> 0'02 H1.' 02¢q2
(o bien &< a?)
, _(n-1)s?
3. Estadistico de contraste: X T —
O-O

4. Region de rechazo:

Prueba de una cola Prueba de dos colas

2 2 2
X> Xi X> Xq /20 sea ) < Xa-a /2)
, 2 s 2 2
(o bien, X < X(1-a) cuando la hipdtesis Donde X/, ¥ X(l_a /2)Son los valores de la cola superior

e inferior, respectivamente, de )¢ que ponen a/2 en las

H . 2
alternativa es Hi: &'<0y) areas de las colas.

2 2 . o -
Xa Y X(l—u) son los valores de la cola superior e inferior, Los valores criticos de ) se basan en (n-1) grados de
libertad. Estos valores tabulados se dan en el anexo B del

respectivamente de )¢ que ponen a en las éreas de las colas. capitulo 2.

Suposiciones: La muestra se selecciond aleatoriamente de una poblacién distribuida normalmente.
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TABLA 3.11 COMPARACION DE DOS VARIANZAS ¢ Y o,

1. Hipétesis nula: H,: o; 2. 2

2. Hipétesis alternativa

Prueba de una cola
Hi: 02> o2
(0 bien o < ?)

2

Si

3. Estadistico de contraste: F = —
2

En donde S, es la varianza muestral mayor

4. Regidn de rechazo:

Prueba de una cola

6 F< F

1-0,n;-1,n,-2

F> Fa,n,—],nz—z
Los valores criticos de Fy y Fq2 Se basan en (n; -
1) grados de libertad en el humerador y (m -1)
grados de libertad en el denominador. Estos
valores se encuentran tabulados, para a= 0.05,
0.01, 0.025, 0.975, en el anexo C del capitulo 2.

Suposiciones:
poblaciones con distribucion normal.

Prueba de dos colas

H;: C)'12¢C§2

Prueba de dos colas

6 F< F

1-a / 2,n;—-1,n,-1

F> Fa /2,n-1,n,-1
Los valores criticos de Fy, ¥ Fi2 Se basan en
(ny -1) grados de libertad en el numerador y (n,
-1) grados de libertad en el denominador. Estos
valores se encuentran tabulados, para a= 0.05,
0.01, 0.025, 0.975, en el anexo C del capitulo 2.

Las dos muestras se seleccionaron aleatoria e independientemente de dos

3.3.6.3 COMPARACI ON DE DATOS POR PARES

En una comparacién del comportamiento de un sistema sometido a dos tratamientos

puede considerarse que en los datos obtenidos influyen cuatro tipos de factores:

I. El factor cuyo efecto se desea estudiar.

II. Factores identificados que pueden influir en la respuesta, pero que es posible

mantener constantes durante la extraccion de las dos muestras.

III.

Factores identificados que pueden influir en la respuesta y que resulta imposible

mantener constantes para los dos tratamientos. Esto hace necesario bloquear, es
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decir analizar diferencias dentro de bloques homogéneos en los que los factores

afectan por igual.

IV. Otros factores no identificados, que también pueden influir en los resultados

obtenidos (respuesta). Lo anterior, implica la aleatorizacion.

Si se considera un Unico factor del tercer tipo que influye sobre la respuesta y del cual no
puede asegurarse que afecte exactamente igual a los dos tratamientos, es necesario
“bloquear” (crear bloques), es decir analizar las diferencias dentro de los bloques
homogéneos en que los factores afectan por igual. Por ejemplo, con frecuencia ocurre que
deben compararse dos métodos de analisis por medio del estudio de muestras que
contienen, de manera sustancial, diferentes cantidades de analito. El problema consiste en
estudiar la eficiencia de los métodos de andlisis independientemente de las
concentraciones analito que pueden contener las muestras de diferente procedencia. En
general, la consigna en el disefio de la recoleccién de datos es bloquear lo que sea

necesario y aleatorizar el resto.

Lo anterior sugiere que los pares de datos se recolecten por bloque considerando que este
afecta por igual a los dos tratamientos. La idea basica es que las diferencias dentro de los
distintos bloques fluctian menos que los valores individuales, ello va a hacer posible llevar
a cabo comparaciones mucho mas precisas, y el analisis se hara sobre los valores de
dichas diferencias. Las diferencia entre los tratamientos para los distintos bloques se

definen como:

En la tabla 3.12 se presenta un resumen para la prueba de hipdtesis de comparacién de

tratamientos considerando el efecto de bloque.
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TABLA 3.12 PRUEBA DE HIPOTESIS PARA DATOS POR PARES (- k) = W

1. Hipétesis nula: H,: [y = 0

2. Hipétesis alternativa

Prueba de una cola Prueba de dos colas
H1.'L{1> 0 H1|.b¢0
(o bien y < 0)

3. Estadistico de contraste:
d -0 d

s, Nn s,

t

= 1 =
d=—Yd y
n i=1
Sq =
4. Regién de rechazo:
Prueba de una cola Prueba de dos colas
t> 1y t> typ 0 bien t < -ta/o

(o sea, t < -tq cuando la hipotesis
alternativa es Hy: Wy < 0)

Los valores de t, t; y % se basan en ( nl)
grados de libertad. Estos valores estan
tabulados en el anexo A del capitulo 2.

Suposiciones: Se seleccionan aleatoriamente las n diferencias por parejas de una poblacion
distribuida normalmente.

Si se quiere evaluar las diferencias entre los parametros de mas de dos grupos, por
ejemplo la durabilidad de distintos tipos de cubiertas, no es correcto realizar tales
evaluaciones usando el contraste de diferencias de medias tomando los diferentes pares
de medias. Para solucionar este problema si las mediciones resultantes son continuas y se
cumplen las siguientes suposiciones: i) los datos son obtenidos de manera aleatoria e
independiente o que los individuos sean asignados a los grupos aleatoriamente, ii) los

valores de cada grupo estan distribuidos normalmente, iii) la varianza dentro de cada
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poblacion deberia ser igual para todas las poblaciones, existe una metodologia conocida
como andlisis de varianza (ANOVA) para comparar la medias de los grupos y cuya
hipotesis nula es Hy : W = W, = ...= W Por otra parte, si los supuestos ii) o iii) no se
cumplen existen metodologias que permiten todavia llevar cabo las comparaciones

deseadas (métodos no paramétricos).

3.3.6.4 CONTRASTES PARA LOS PARAMETROS BINOMIALESp Y (p:1—p2) Y
PARA EL PARAMETRO DE LA DI STRI BUCI ON DE POI SSON A

Sea p = x¥/n la proporcidn poblacional estimada del nimero de veces que aparece el
suceso de Bernoulli de entre n repeticiones de un experimento (x= n® de veces que
X+1/2-np
Jnp(1-p)

distribucion Normal(0, 1), siendo X = n° de veces que aparece en la muestra el suceso

aparece el suceso). Si np(1-p) >9 el estadistico z = se aproxima a una

considerado.

Cuando la poblacidon sigue una distribucién de Poisson de parametro A con A >9, el

- + - . o,
estadistico z :M se aproxima a una distribucion Normal(0, 1) (PEREZ, 1999,

JA
cap.5).

En la tabla 3.13 se presentan los elementos para el contraste de hipétesis de parametros

binomiales y de Poisson.
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TABLA 3.13 CONTRASTES DE HIPOTESIS PARA PARAMETROS BINOMI ALES Y DE

POI SSON
HIPOTESI S ESTADI STI CO REGI ONES CRI TI CAS
Ho: p = po
Hi: p # Po L X+1/2-np, lz| > zap2
_ \Jnp,(1-p,)
Hi: p < po Z < -Zq4
Hi: p > po Z> 74
Ho.' A= )\o
Hi: NZ N __X+12-) 2| > za2
A
H1.. )\ < )\o \/_0 Z < 'Zg
H1.' > )\O Z> Zgy
Ho: p1 = p2
Hi: p1 Zp2 S = ol - pJ |Z| > Zy/2
. - Al | &l - &)
Hi: pr < p2 \/ n * m Z < -zq4
Hi: p1 > p2 Z> Zq4

Los valores de @]y M del cuadro anterior representan las proporcbnes de éxitos en dos

muestras grandes independientes de tamafios n; y n, respectivamente, tomadas de dos

poblaciones binomiales.

3.4 DETERMINACION DE DATOS ANOMALOS

Frecuentemente en los resultados de una serie de mediciones se observa que una o mas

de ellas parecen ser muy improbablemente grandes o pequenas respecto de la mayoria de

mediciones de la muestra. Tal medicién (o mediciones) recibe el nombre de valor inusitado

o anémalo o “outlier”. Es decir, los datos andmalos o outliers son las observaciones que
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aparentan ser inconsistentes con el resto de los datos colectados. Un valor anémalo puede

ser consecuencia de:

a. Un evento poco probable pero que ocurre en alguna ocasion.

b. Una medicion que provenga de una muestra que realmente no forme parte de la

poblacion muestreada (por ejemplo, debido a una contaminacion).

c. Una medicidon errénea.

El término de dato andmalo o outlier se usa colectivamente tanto para observaciones
discordantes (caso c), como para contaminantes (casos ay b).

La presencia de un valor (0 valores) andmalos hace surgir en el quimico analista la
siguiente interrogante: ¢Es conveniente conservar este dato en la muestra o debe

rechazarse?

En general, la eleccion de criterios para el rechazo de valores anémalos tiene sus peligros.
Si se establece un criterio poco riguroso que haga dificil eliminar un resultado dudoso, se
corre el riesgo de retener resultados falsos que pueden tener un efecto erratico sobre las
estimaciones e inferencias que deban hacerse con dichos datos. Si por el contrario hay
mucha rigurosidad en el criterio elegido, posiblemente se descarten mediciones que son
correctas dentro del conjunto, lo que podria llevar a una tendencia en los datos. Por
desgracia, no hay una regla universal que resuelva el asunto del rechazo o retencion de
resultados. Sin embargo, existen dos caminos para administrar la presencia de los datos
anémalos. En el laboratorio, es recomendable el mantenimiento de un buen registro de
cada experimento (aseguramiento de calidad), en donde todos los datos deberian ser
registrados con cualquier posible explicacion o informacién adicional. En el analisis de los
datos, existen varios métodos estadisticos robustos recomendados, como contrastes de
hipdtesis, que permiten detectar con cierta probabilidad la presencia de valores andmalos
y en los que puede definirse el siguiente contraste de hipdtesis:

H,: no hay datos andmalos en el conjunto de datos, y

H,: hay al menos un dato andmalo en el conjunto de datos.
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Entre estos métodos se encuentran: a) La prueba GRAF/HENNING (6 z-score) (n>25); b)
La prueba “Q” de Dixon; c¢) La prueba t; y d) La prueba de GRUBBS (3<n<150); y e) La
prueba de HUBER.:

A continuacion se exponen los procedimientos para las pruebas antes mencionadas:

a. PRUEBA DE GRAF/ HENNING (MENDENHALL, 1990, cap. 2)

Esta prueba se aplica cuando se cuenta con un numero de mas de 25 mediciones, y

consiste en comparar si el valor del dato anédmalo (x) excede el rango:
X *4s

en donde Xy s son el promedio y desviacion estandar de & muestra sin tomar en

cuenta el valor anémalo (x).

b. PRUEBA “Q” DE DI XON (BODE, 1999)

La prueba Q es buena para sistemas con datos relativamente dispersos o cuando el
control estadistico no esta todavia establecido, es bueno para detectar un pequefio
numero de datos andmalos, y se usa para muestras de tamafos que oscilen entre 3 y
25 datos. El procedimiento para la prueba es el siguiente:

1. Definir el rango de los datos existentes: RA = Xwax — Xun

2. Encontrar la distancia entre el valor andmalo (Xa) y el valor mas cercano a él
existente (Xc), DI = abs(Xa — Xc ).

3. Calcule el cociente QU = DI/RA y compare con un valor tabulado.

4. Si el cociente es mas pequeno que ese valor tabulado en la tabla del anexo B3 para
un nivel de confianza dado, no hay razdn para creer que el dato sospechoso es un

dato andmalo.

La prueba de Dixon puede repetirse para evaluar otros outliers, sin embargo, el poder

de la misma disminuye cuando el nimero de repeticiones incrementa.

c. PRUEBA “t” (APHA, 1996, cap. 1)
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Este criterio se aplica a un grupo de 3 o mas resultados, el procedimiento para la

prueba “t” es el siguiente:

1. Se encuentra el promedio (X ) y la desviacidn estandar (s) de los datos.

2. Se obtiene la distancia entre el valor sospechoso (Xa) y el promedio (x ): Dp =
abs(Xa —x ).

3. Se obtiene el cociente t = Dp/R.

4. Si el valor de t es menor que el valor tabulado en la tabla del anexo B3 para un
nivel confianza dado, no hay razon para creer que el dato debe rechazarse. Esta
prueba puede emplearse ademas, para determinar si un nuevo resultado obtenido
pertenece a la distribucidn establecida por una serie anterior, sdlo que en este caso

el valor de t tabulado debera obtenerse de la tabla de distribucion t del anexo C3
para el nivel de significacién propuesto en la prueba.

d. PRUEBA DE GRUBBS (GRUBBS, 1979)

La prueba de Grubbs, también conocida como la prueba del maximo residuo
normalizado (esta prueba es la recomendada por la EPA como la prueba estadistica
para la determinacion de outliers (US EPA, 1992)), se utiliza cuando un sistema esta
bajo un buen control estadistico, para una muestra de tamafio n en el intervalo de 3 a
150 (3<n<150). La prueba de Grubbs detecta un dato andmalo cada vez. El dato
andémalo es eliminado del set de datos y la prueba es iterada hasta que no se detectan
mas datos andmalos. Sin embargo, las iteraciones multiples cambian las probabilidades
de deteccion, y la prueba de esta forma no puede usarse para muestras de tamafo
seis 0 menos.

El procedimiento para la prueba es el siguiente:

1. Calcule la desviacién estandar (s) de los datos existentes.

2. Definir la distancia DM=|)? - X

, donde x es el dato sospechoso

3. Calcular el cociente G = DM/s, para pruebas iterativas el estadistico de Grubbs se

define como G = max|x -] /s
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Jno \n -2+t

2
. n-1 t . .
4 sig> =D (a/2n)n=2) , en donde ;-2 € €l valor critico de la
(a/(2n)n-2)

distribucion t con (n-2) grados de libertad y un nivel de significacién a/(2n), puede

concluirse que el dato es andmalo o outlier. También puede compararse G con los
valores criticos (G,,.) presentados en la tabla del anexo D3 para diferentes

tamanos muestrales.

e. PRUEBA DE HUBER (z-score modificado) (BODE, 1999)

Consiste en calcular la mediana de las desviaciones &solutas (MAD) de los datos

individuales con respecto a la mediana, es decir:
DESVIACIONES ABSOLUTAS = / Xqs — mediana /

Se dice que un valor es un dato andmalo si no cae dentro del intervalo MEDIANA+
kmad, con k = 3.5 (que corresponde a un error en la estimacion del 5%, con un grado
de confianza del 95%). O bien, un dato es un anémalo si su residuo absoluto es
mayor que 5.06kMAD (a un nivel de confianza del 95%).

Esta es una prueba confiable dado que los parametros usados para calcular el

estadistico estan minimamente afectados por la presencia de datos anémalos outliers.

Como puede observarse se han desarrollado muchas pruebas estadisticas como criterios
de rechazo o retencién de resultados discordantes. No obstante la mayoria de ellas asume
normalidad por lo que es recomendable verificar primero que los datos se distribuyen
razonablemente con una distribucién normal. Estas pruebas para datos normales son
potentes y faciles de usar, sin embargo, las pruebas para datos no normales son menos
potentes y mas dificiles (Iglewicz, 1993). Algunas de estas pruebas estan incluidas en
Barnett y Lewis (1984). En muchas situaciones los datos pueden transformarse en
distribuciones aproximadamente normales y analizarse luego las técnicas presentadas
anteriormente (Ejemplo, muchas mediciones ambientales son log-normales) (SKOOG et
al., 2000, cap. 6).
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Por otra parte, estas pruebas deben usarse con extrema precaucion cuando se aplican a
muestras que solo tienen unos cuantos datos. Mandel (1978), en su analisis del
tratamiento conjuntos pequefios de datos, escribe “Quienes crean que con la sancién
estadistica pueden descartar observaciones usando pruebas estadisticas para rechazar
datos discordantes, simplemente, se enganan a si mismos”. De tal forma, las pruebas
estadisticas para el rechazo de datos solo deben usarse como ayuda al sentido comin
cuando se tienen pocos datos (SKOOG et al., 2000, cap. 6).

La aplicacién indiscriminada de las pruebas estadisticas para retener o descartar una
medicion dudosa en un conjunto pequefio de datos no puede ser mas confiable que una
decision arbitraria. Una mejor estrategia es aplicar un buen criterio basado en una amplia
experiencia del método analitico. Finalmente, la Unica razén vdlida para descartar un
resultado de un conjunto pequefio de datos es la certidumbre de que se cometid un error
durante el proceso de medicién. Sin este conocimiento, es recomendable ser muy

precavidos al rechazar los datos discordantes’ (SKOOG et al., 2000, cap. 6).

Las siguientes son algunas recomendaciones para el tratamiento de un conjunto pequeno
de datos que contenga un valor dudoso (SKOOG et al., 2000, cap. 6):

* Volver a examinar cuidadosamente todos los datos relacionados con el valor

dudoso para ver si un error grueso puedo haber alterado su valor.

» De ser posible tratar de estimar la incertidumbre que razonablemente puede
esperarse de un procedimiento para asegurarse que el resultado discordante es

realmente dudoso.

« Si se dispone de muestra y tiempo suficientes, conviene repetir el analisis. La
concordancia entre el nuevo dato obtenido y los que en el conjunto original se

consideran como validos, apoyaran la decision de rechazar el dato discordante.

« Si no pueden obtenerse mas datos, deben aplicarse las pruebas de rechazo de

resultados (que se consideren convenientes), para establecer sobre bases

* Si las observaciones son determinadas estadisticamente como anémalas, la EPA sugiere
determinar una explicacién para estos datos antes de su exclusién de los analisis posteriores (US
EPA, 1992). Si no puede encontrarse una explicacién, la observacion debe tratarse como una
medicion extrema pero valida que debe mantenerse en los analisis posteriores.
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estadisticas si el resultado dudoso debe rechazarse o no. Es preferible aplicar la
pruebas paramétricas siempre y cuando se tenga la confianza en la normalidad de
los datos, de lo contrario es recomendable aplicar pruebas no paramétricas.

« Si las pruebas indican retener el dato, hay que considerar expresar los resultados
en términos de la mediana y no como la media. La mediana tiene la gran ventaja
de permitir que se incluyan todos los datos de un conjunto sin que influya mucho
un valor discordante (recuerde que la mediana es un estimador “robusto”).

3.5 PROBLEMAS DE I NFERENCI A ESTADI STICA

3.5.1 PROBLEMAS DE ESTIMACION

1. Un método de absorcion atdmica para la determinacién de cobre en combustibles
tiene una desviacion estandar ponderada de o = 0.32 pug de Cu/ml. El andlisis de
una muestra de combustible mostré un contenido de cobre de 8.53 pg de Cu/ml.
Calcule los limites de confianza al 90 y 95% para el resultado, si se basa en: a) Un
solo analisis; b) El promedio de tres analisis.

Solucion

El problema expuesto se trata de la creacion de intervalos de confianza para el
valor medio en la determinacion de cobre en muestras de combustible. Dado que
se tiene el valor de o, de la tabla 3.2, se obtiene entonces que el intervalo de
confianza viene dado como:

Z4120

Jn

X:promedio muestral; z, ,:valor de la distribucion N(0,1), para el nivel de
significacion a/2; o:desviacion tipica de la poblacién; n: tamafo de la muestra.

X *

A continuacion se presenta la solucion de cada literal:

a. De la tabla del anexo Al, Zi.«) = Zoows = 1.64 Y , Zi«) = Zoso, = 1.96. De
esta forma:

El intervalo de confianza al 90% es:
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1.64x(0.32 pg de Cu [ ml)
J1

I.C.(go%) = (8.53 o 0-52) u.g de CU/ ml

I.C.(go%) = (853 U.g de CU/mI) +

Y el intervalo de confianza al 95% es:

1.96x(0.32 pg de Cu [ mi
L.C.(95%) = (8.53 pg de Cu/ml) + x( Li% u /ml)

1.Cuio5%) = (8.53 +0.63) pg de Cu/ ml

De los calculos anteriores puede concluirse que existe un 90% de probabilidad que
el intervalo de 8.01 y 9.05 pg de Cu/ml contenga el valor medio de la

concentracion de cobre del tipo de gasolina analizada. Asi mismo la probabilidad de
que el intervalo 7.9 y 9.16 ug de Cu/ml contenga el promedio de la concentracion

media de cobre es del 95%.

b) Para las tres mediciones

el intervalo de confianza al 90% viene dado por:

1.64x(0.32 pg de Cu [ ml)
\3

1.C.is0%) = (8.53 +0.30) pg de Cu/ ml

I.C.(go%) = (8.53 Hg de CU/mI) +

Mientras que el intervalo de confianza al 95% es:

1.96x(0.32 pg de Cu [ ml)
\3

I.Cuio5%) = (8.53 +0.36) pg de Cu/ ml

I.C.(gs%) = (853 U.g de CU/mI) +

De los célculos anteriores puede concluirse que para esta muestra de tamaio 3,
existe un 90% de probabilidad de que el intervalo de 8.23 y 8.83 pg de Cu/ml

contenga valor medio de la concentracién de cobre en la gasolina del analisis.
Asimismo la probabilidad de que el intervalo 8.17 y 8.89 ug de Cu/ml contenga el

promedio de la concentracion de cobre es del 95%.

Como puede observarse a medida que se aumenta el tamano muestral se reduce el
intervalo creado para ambos niveles de confianza.
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2. Teniendo en cuenta una amplia experiencia previa, se ha encontrado que la
desviacion estandar de un método para el analisis de mondxido de carbono en los
gases de escape de los automoviles es de 0.80 ppm. @) Estimar el intervalo de
confianza al 95% para un andlisis por triplicado; b) ¢Cuantas mediciones se
necesitarian para que el intervalo de confianza del 90% sea de 0.50 ppm?

Solucion

a) En este caso debe determinarse el ancho del intervalo para un grado
de confianza del 95%. Las caracteristicas de la muestra son las
siguientes:

n=3; o=0.80 ppm

Dado que se cuenta con el valor de g, el intervalo de confianza y el
ancho de dicho intervalo, a un determinado nivel de confianza, vienen
definidos por:

ZG/ZO'

Jn

De la tabla para la distribucién normal tipificada (anexo Al) se ve que z
para el 95% de probabilidad es 1.96, por lo tanto sustituyendo en la
ecuacion se tiene:

X £

1.96 * 0.80ppm

N

X+0.905 ppm

X+ ( )

es decir que el ancho del intervalo es de 0.905 ppm

b) Para un ancho de intervalo de 0.50 ppm, y un nivel de confianza del
90% (Zsoy, = 1.64), el tamafio de muestra vendra dado por:

z(,/zc/«/F = +0.5 ppm
Jn = (1.64*0.80ppm)/0.5ppm = 2.624

n=6.88
es decir que deben efectuarse 7 analisis
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3. Un quimico obtuvo los siguientes datos para el porcentaje de lindano en
el analisis de un insecticida: 7.47, 6.98, 7.27. Calcular el limite de
confianza al 90% para la media de los datos suponiendo que la Unica
informacion que se tiene acerca de la precision del método es la

desviacion estandar para los tres datos.

Solucion:

Se quiere determinar un intervalo de confianza para el porcentaje medio
de lindano en muestras de pesticidas, cuando se hacen tres mediciones
(n = 3) y no se cuenta con el valor de o (o desconocida). En este caso el

intervalo de confianza para la media viene dado como:

tot/z,n—ls

n

X :promedio muestral; tq, 2 1.1 :Coeficiente de la distribucion t-student para el nivel
de significacion a/2 y con n1 grados de libertad; s:desviacién tipica de la de la
muestra; n: tamano de la muestra.

I-C-(l-q) =X %

Los estadisticos para las tres mediciones vienen dados por:

X .
.z 747 +698 +7.27
3

=17.24%

=0.25%

_ \/(7.47 —7.24)> +(6.98 —7.24)> +(7.27 — 7.24)"
3-1

El valor de la variable t para a/2= 0.05/2 = 0.025 y n-1=3-1= 2 grados
de libertad es 4.3. Por tanto, el intervalo de confianza al 95% viene
dado como:

4.3x (0.25%)
3

I.Cuosw) = (7.24£0.62) % es decir [6.62%,7.86%)]

I.C.(gs%) = (7240/0) +

El valor promedio del porcentaje de lindano en las muestras de pesticidas oscila
entre 6.62% y 7.86%, con un grado de confianza en la estimacion del 95%.
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En el monitoreo de la contaminacién de un rio se ha determinado un
nivel contaminacion considerable con cromo en 10 de los noventa dias
monitoreados. Construir un intervalo de confianza a un nivel de
confianza del 95% para la probabilidad de que se de una elevada

concentracién de cromo bajo las condiciones de monitoreo establecidas.

Solucion:

El intervalo de confianza para una proporcion viene dado como (ver
tabla 3.4):

1- .
Pz, w 0 pxz,,,0,

La proporcion de contaminacién es p = 10/90 = 0.11, por tanto el valor
estimado de s, es:

=0.033

n

_\/p(l—p) _\/0.11(0.89)
5p V90

De la tabla del anexo A1, el valor de Z al 95% de confianza es 1.96. Los
limites del intervalo son por tanto:

Limite inferior = 0.11 —(1.96*0.033) = 0.04
Limite superior = 0.11 + (1.96*0.033) = 0.169

O sea que la probabilidad de contaminacién con cromo del rio oscila entre 0.04< p
< 0.17 con un nivel de confianza del 95%.

PROBLEMAS DE CONTRASTE DE HI POTESI S

El tanto por ciento de niquel de una muestra particular de acero de referencia del
NIST, es de un 1.12%. Un nuevo método espectrofotométrico para la
determinacion de niquel dio los siguientes resultados sobre muestras de dicho
acero de referencia: 1.10, 1.08, 1.09, 1.12, 1.109. ¢Hay algun indicio de error
sistematico del método para un nivel de significacion del 5%?;

Solucién:

En general, este problema consiste en determinar si existe evidencia de error
sistematico del nuevo método empleado para la determinacion de niquel. Esta
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determinacion se hara mediante un contraste de hipotesis bilateral de comparacién

de un promedio muestral con un valor especificado, en este caso, no se cuenta con
una estimacion de o.

El contraste de hipdtesis es por tanto:

Ho: 1= 1.12% (no existe evidencia de error sistematico)

Hi: u#  1.12% (si existe evidencia de error sistematico)

El estadistico de contraste y el criterio de rechazo para esta prueba vienen dados,

segun la tabla 3.7, por:
_ (X -u,)

O—WY

t | >t

a/2,n-1

La media y la desviacion tipica para la muestra son los siguientes:

.ZX’ _1.10+1.08 +1.09 +1.12 + 1.09

X =L =1.096%
n 5

Z (Xi - )?)2
= =0.0152%

n-1

De esta forma el valor del estadistico de contraste para la muestra es:

_ (1096 -1.12) _-0.024 _ .,

°0.0152/+5  0.0068

de la tabla del anexo A2, se tiene:

ta/2,n—1 = toosizs1 = tooese = 2.78

Conclusion:
Dado que el valor observado de t (|t ,|= 3.53) es mayor que el valor critico (¢ gzs 4

= 2.78), existe evidencia significativa al 5% de error sistematico en el nuevo
método espectrofotométrico para la determinacion de niquel en muestras de acero.
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2. Un método volumétrico para la determinacién de calcio en piedra caliza se
comprobd analizando una piedra caliza del NIST que contenia un 30.15% de CaO.
El resultado de la media de cuatro andlisis fue de 30.26% de CaO, con una
desviacion estandar del 0.085%. A partir de la ponderacion de diversos analisis, se
establecid que o = 0.094% de CaO. (a) ¢Indican los datos la presencia de un error
determinado (sistematico) para un nivel de confianza del 95%?; (b) ¢indican los
datos la presencia de un error determinado para un nivel de confianza del 95%,
sino se dispusiera para o de un valor ponderado?

Solucion:

La media de los cuatro datos es de 30.26% de CaO, la desviacion estandar
estimada a partir de diversos andlisis es o = 0.094% de CaO, y el contraste de

hipdtesis bilateral es el siguiente:

Ho: 1 = 30.15% (no existe evidencia de error sistematico)

Hi: p# 30.15% (si existe evidencia de error sistematico)

a) Dado que se cuenta con una estimacion de o poblacional, el estadistico de
contraste, segun la tabla 3.6, vendra dado por:

_(X-y,)

z, _—G/«/F

Que de acuerdo a la informacién proporcionada toma un valor de:

_ (30.26 - 30.15)%

z =2.34
° 0.094%//4

El criterio de rechazo para estas condiciones viene dado por: |z,

del z.#ico para un nivel de significacion del 5%, segun la tabla del anexo A1, es de
1.96.

> z,,,. Elvalor

Conclusion:

Dado que el valor del estadistico calculado (z, = 2.34) es mayor que €l Zqiico (Zop2 =
1.96), existe evidencia significativa a un 5% de error determinado (sistematico) al
aplicar el método volumétrico para la determinacion de CaO.

b) Para el caso en que no se cuenta con una estimacién de o, el estadistico de
contraste y el criterio de aceptacion son los siguientes:
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_(X-u,)

O—Wy

t

t

>t

o a/2,n-1

Por tanto, para la muestra se tiene:
_ (30.26 —30.15)

t
° 0.085//4

de la tabla del anexo A2, se tiene:

=2.59

tu/z,n—l = to.os/2,41 = loozs3 = 3.18

Conclusion:
Dado que el valor observado de t (|t ,|= 2.59) es menor que el valor critico (tyozs3

= 3.18), no existe evidencia significativa al 5%, como para concluir sobre la
presencia de error sistematico en el método volumétrico para la determinacion de
Cao.

La probabilidad de que una diferencia como esta se deba Unicamente a errores
aleatorios se puede obtener con la funcion de Excel DISTR.T ( t, grados de
libertad, n° de colas). El resultado para el problema se presenta a continuacion:

DISTR.T(2.59,3,2)= 0.08107407

probabilidad que al compararla con el valor de a de 0.05, conduce a la misma
conclusidon descrita en funcion de la comparacion de valores del estadistico
calculado y de tablas.

La homogeneidad de una muestra patron de cloruro se evalué mediante el analisis
de porciones de material tomadas en la superficie y en el fondo del contenedor, los
resultados obtenidos fueron:

% de cloruro

Superficie Fondo
26.32 26.28
26.33 26.25
26.38 26.38
26.39

a) ¢Se puede demostrar la no homogeneidad del material a un nivel de
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confianza del 95%°?

b) ¢Se puede demostrar la no homogeneidad del material con un nivel de
confianza del 95% si se sabe que ¢ = 0.03% de CI?

Solucién:

Los promedios y varianzas calculados de acuerdo a los datos para cada porcion son
los siguientes:

Estadistico Superficie Fondo
X 26.355 26.30
S 0.00123 0.0046

a) Antes de probar si existe falta de homogeneidad del material es conveniente
primero efectuar un contraste de homogeneidad de varianzas entre ambas
porciones, ya que esto permitira seleccionar adecuadamente el tipo de estadistico y
el criterio de rechazo que deben emplearse para la prueba.

El contraste para la prueba de igualdad de varianzas viene dado por:

2 _ 2
fondo o sup erficie
2 2
fondo 70 sup erficie

H,: O

Hi: o

Las hipdtesis anteriores sugieren un contraste bilateral de la igualdad de varianzas,
segln la tabla 3.11, el estadistico de contraste y el criterio de rechazo para esta
prueba son los siguientes:
2
_ S .

Estadistico: F, =—- en donde ses la mayor de las varianzas.

SZ
Criterio de rechazo: F, > F,

a/2,n-1,n,-1

OF < F

-0 /2,n-1,n,-1
La razon de varianzas para el problema es:

2
i 0.00463 _ ,
s?  0.00123

=F02505 =16.04, F,

1-a/2,n-1,ny=

y Fa/2,n1—1,n2—1
anexo B2).

1 =Fg975,5 = 0.0255 (segun tabla del

Dado que F, = 3.76 no es mayor que F,,,.,, =16.04 6 bien no es menor que
Foo:s,5 = 0.0255, no existe evidencia como para afirmar que la variabilidad en €
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% de Cl difiere en ambas porciones con un nivel de significacién del 5%. No hay
evidencia significativa al 5% como para rechazar a la hipétesis nula.

Usando la funcién PRUEBA.F (matriz1, matriz2) de Excel, para el célculo del p-valor
de la prueba, se tiene:

SUPERFICIE FONDO

26.32 26.28
26.33 26.25
26.38 26.38
26.39

P-VALOR=  0.30485271

Dado que el P-Valor de la prueba (=0.3048) es mayor que el nivel de significacion
de 0.05, no existe evidencia significativa como para rechazar la hipétesis nula.

A continuacion se presenta el analisis para el contraste a partir de la creacién de un
intervalo de confianza para la razén de varianzas:

El intervalo de confianza para la razon de varianzas para un nivel de confianza (1-
0 )%, viene dado por (ver tabla 3.3):

Yy Vo

cx/2,n|—1 n,-1 —0(/2 n-l,n,-1
De esta forma el intervalo de confianza al 95% @ = 0.05) para la razdn de
varianzas para ambas porciones es:

3.76 _ o} 3.76

—_ 1
2

<
16.04 0; 0.0255

2
0.234 < ‘%2 <147.45
2

Como puede observarse el intervalo de confianza para la razén de varianzas
contempla el valor de uno, por lo que puede concluirse que no existe suficiente
evidencia como para afirmar que las varianzas del contenido de %Cl para ambas
porciones del material son diferentes, a un nivel de significacion del 5%. Sin
embargo, el intervalo es bastante amplio se sugeriria aumentar el nivel de
significacion o bien preferiblemente el tamafio de la muestra.

a.1) El contraste de hipdtesis para determinar si los promedios de %Cl encontrado
para ambas porciones difieren significativamente, es el siguiente:

HO: l'lfondo = l'lsuperﬁcie

Hl: ufondo > usuperficie
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El estadistico de contraste y el criterio de aceptacion segun la tabla 3.8 para
diferencia de medias cuando las varianzas son desconocidas e iguales, son los
siguientes:

(X -X,) - D,

JE

s, se calcula como sigue:

Criterio para la prueba de una cola t > ty2,

, _(n, =1)s? +(n, - 1)s;
n +n, -2

v=n+n, -2

Efectuando calculos se tiene:
_(26.355-26.30)-0

. =1.418
0.0508, | =+~
4 3
_ (4-1)0.00123+(3-1)0.0046 _ \ 1rcng
4+3-2
= [s2 =0.0508
—4+3 2=5

ta/2,v = t0,025,5 = 2571

Dado que t, = 1.418 es menor que ty 55 = 2.571, a un nivel de significacion del
5%, no existe evidencia como para afirmar que el % de Cl encontrado en ambas
porciones de la muestra difiere significativamente o bien, que no hay evidencia
significativa al 5% de falta de homogeneidad en el material.

Usando la funcién de Excel PRUEBA.T (matriz1, matriz2, colas, tipo)

(PRUEBA. T(superficie, fondo, 2, 2)) para el calculo del p-valor de la prueba t, se
tiene:

SUPERFICIE FONDO
26.32 26.28
26.33 26.25
26.38 26.38
26.39

P-VALOR,Prueba F=  0.30485271
P-VALOR,Prueba T= 0.24145269
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Dado que 0.2414 > a = 0.05, no existe evidencia como para rechazar H,, a un
nivel de significacion de 0.05.

El intervalo de confianza para la diferencia de medias viene dado por:

_ 1 1
I'C'=(Xl _Xz)itu/Z,vsp n—+n—
1 2

1 1
LC. =(26.355 - 26.30)  (2.571)(0.0508), - + — = 0.055  0.099

I.C. = [-0.45,0.154|

Si se usa el criterio del intervalo de confianza para contrastar la hipdtesis de la
diferencia de medias puede concluirse que: “dado que el intervalo creado
contempla el valor de cero no existe evidencia como para rechazar que los
promedios de %Cl obtenidos para ambas porciones son iguales, a un nivel de
significacion del 5%".

b) Dado que en este caso se conoce el valor de la desviacién estandar de la
poblacion (o = 0.03%), el estadistico de contraste viene dado por (ver tabla 3.7):

Z,= =240

0 2 2
ol o 0.03\/l+l

De la tabla de la distribucion normal estandar se obtiene (ver anexo A1)
Zoys = Zo0s =1.96. Como puede observarse |Z,| = Z, 4,5, por lo que se concluye

que existe evidencia significativa al 5% de que el material no es homogéneo si ¢ =
0.03%.

Comparando los resultados de los literales a) y b) puede decirse que para obtener
resultados mas concluyentes, si no se conoce la desviacion estandar poblacional, es
necesario aumentar d tamano de cada muestra o bien por lo menos usar igual
numero de réplicas en cada una. Lo anterior también depende de cuan critica sea
la falta de homogeneidad del material para el andlisis quimico, asi como de los
recursos disponibles.

Si se emplearan bs datos anteriores como base para el recalculo del tamafio de
muestra, para detectar con alta probabilidad una diferencia minima (A) de 0.1% de
Cl y una desviacién estandar estimada segun el ensayo del literal a.1) de 0.0508%,
se tendria que d = A/20 = 0.05 = 0.098, por lo tanto, el tamafo de muestra
requerido para un B = 0.1 viene dado segun la figura b del anexo A3, como n" 013
= 2n — 1, es decir, se necesitarian n = n, = 7 ensayos para cada porcion del
material.
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4. En una serie de experimentos para la determinacion de estaio en productos
alimenticios, las muestras se llevaron al punto de ebullicién con HCl a reflujo
durante diferentes tiempos. Los resultados fueron los siguientes:

Tiempo de Estafio encontrado (mg/kg)
ebullicion (min)
30 57, 57, 55, 56, 56, 57,56, 55
75 51, 60, 48, 32, 46, 54, 56,51

Estudiar si: a) la variabilidad de los resultados es mas grande para los tiempos

largos de ebullicién; b) Las medias difieren significativamente.

Solucion:

La media y la desviacidn tipica para los dos tiempos de reflujo son:

Tiempo de Promedio y varianza del
ebullicion Estaino encontrado (mg/kg)
(min) .
30 X =56.125 s=0.8345
75 X =49.75 s=28.43

a) Las hipotesis para probar que la variabilidad de los resultados es mas grande a
medida que aumenta el tiempo de ebullicién, vienen dada como:

2 — 2
30min o-75min
2 2
30min > O-75min

Ho: O
Hl: (0]

Las hipdtesis anteriores sugieren un contraste unilateral de la igualdad de
varianzas, segun la tabla 3.11, el estadistico de contraste y el criterio de rechazo
para esta prueba son los siguientes:

2
L S ,
Estadistico: F, =— en donde s es la mayor de las varianzas.
2
Criterio de rechazo: F, > F,

a,n—-1,n,-1
La razon de varianzas para el problema es:
s; _ (8.43)
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=F,

0.05,7,7

y F, =3.787

a,n;—1,n,-1

Dado que F, = 102.05 > F,,;,, =3.787, existe evidencia como para afirmar que

la variabilidad de los resultados es mas grande a tiempos mas largos de ebullicién
con un nivel de significacion del 5%. En otras palabras, hay evidencia significativa
al 5% como para rechazar la hipétesis nula de igualdad de varianzas.

Usando la funcién DISTR.F de Excel, para el calculo del p-valor del F calculado, se
tiene:

DISTR.T(102.05,7,7)= 1.64521E-06

Dado que 1.645 x 10° < o = 0.05, existe evidencia significativa como para
rechazar H,, a un nivel de significaciéon de 0.05.

A continuacién se presenta el analisis del contraste a partir de la creacién de un
intervalo de confianza.

El intervalo de confianza para la razon de varianzas para un nivel de confianza (1-
a)%, viene dado por (ver tabla 3.3):

Yoy o

a/znl 1,n,-1 —0/2 ny=1,n,-1

De esta forma el intervalo de confianza al 95% @ = 0.05) para la razén de
varianzas de las muestras a 30 y 75 minutos de tiempo de reflujo es:

102.05 07 102.05
< L/, <
4.99 o, 0.20

2
20.45 < %2 < 510.25
2

Como puede observarse el intervalo de confianza para la razon de varianzas no
contempla el valor de uno y se desplaza a la derecha respecto a este valor, por lo
que puede concluirse que existe suficiente evidencia como para afirmar que la
varianza al tiempo de reflujo de 75 minutos es mayor que la varianza al tiempo de
reflujo de 30 minutos, a un nivel de significacion del 5%.

b) El contraste de hipdtesis para determinar si los promedios de estafio encontrado
para ambos tiempos difieren significativamente, es el siguiente:
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HO: u30min :u75min
Hl: M30min = M75min
El estadistico de contraste y el criterio de aceptacion segun la tabla 3.8 para

diferencia de medias cuando las varianzas son desconocidas y diferentes, son los
siguientes:

X, -X,)-D o

(%, = :) = ° ;  Criterio para la prueba de una cola t > tyz,
sl s2
1 4+ -2
nl n2

Dado que las varianzas son diferentes (literal a), los grados de libertad para el

t=

calculo de t,, , vienen dados por:

Efectuando calculos se tiene:

7106 , 0.696H

o (56.125-49.75) -0 _ O 8 8 0 _5-7207

\/71.06 , 0.696 (71.06/8)" , (0.696/8)°

8 8 9 9
tazv = toozs7 = 2.365

Dado que t = 2.13 > t,45, = 2.365, a un nivel de significacion del 5%, no existe
evidencia como para afirmar que las cantidades de estafo extraidas a los tiempos
de reflujo de 30 y 75 minutos difieren significativamente.

Usando la funcién DISTR.T para el calculo del p-valor del t calculado, se tiene:

DISTR.T(2.13,7,2)= 0.0706702

Dado que 0.07067 > a = 0.05, no existe evidencia como para rechazar H,, a un
nivel de significacion de 0.05.
El intervalo de confianza para la diferencia de medias viene dado por:

— — S S
I'C'=(X1_X2)ita/2,v — 2
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71.06  0.696
+

I.C. =(56.125-49.75) + 2.365\/ =6.37 £7.09

1.C. = [-0.72,13.46]

Si se usa el criterio del intervalo de confianza para contrastar la hipétesis de la
diferencia de medias puede concluirse que: “dado que el intervalo creado
contempla el valor de cero no existe evidencia como para rechazar que los
promedios de estafio obtenidos para ambos tiempos de reflujo son iguales, a un
nivel de significacion del 5%".

Se han enviado 12 muestras de agua a dos laboratorios para un estudio de
determinacién de contenido de Flior en aguas provenientes de doce pozos
ubicados en distintos puntos del pais. Los resultados obtenidos por cada laboratorio
en g/l se presentan en la tabla a continuacion:

Muestra Laboratorio A Laboratorio B
1 0.13 0.08
2 0.14 0.08
3 0.2 0.09
4 0.07 0.06
5 0.11 0.13
6 0.15 0.1
7 0.07 0.07
8 0.09 0.14
9 0.08 0.09
10 0.65 0.83
11 0.76 0.83
12 0.77 0.83

¢Los dos laboratorios proporcionaron valores para las concentraciones medias

de fluor que difieren significativamente?

Solucion:

Se quiere comparar si hay diferencia en el trabajo de los dos laboratorios de
analisis, sin embargo, una fuente significativa de variacién puede ser el hecho de
que las muestras sean de distintas procedencias. Para concluir sobre el trabajo de
los dos laboratorios independientemente de la procedencia de las muestras se
usara un andlisis de datos por pares, prueba bilateral(Ver seccién 3.3.6.3, tabla
3.12).

El primer paso en la solucién de este problema es sacar las diferencias entre los
dos datos de cada muestra y luego continuar con el andlisis de dichas diferencias.
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HIPOTESIS DE TRABAJO:

Ho: s = 0 (que significa que no existe diferencia entre los dos
métodos)

H:: g 2 0 (que significa que si existe diferencia entre los métodos)

OBTENCION DE LAS DIFERENCIAS

Muestra | Laboratorio A | Laboratorio B d=LA-LB
1 0.13 0.08 0.05
2 0.14 0.08 0.06
3 0.2 0.09 0.11
4 0.07 0.06 0.01
5 0.11 0.13 -0.02
6 0.15 0.1 0.05
7 0.07 0.07 0
8 0.09 0.14 -0.05
9 0.08 0.09 -0.01

10 0.65 0.83 -0.18
11 0.76 0.83 -0.07
12 0.77 0.83 -0.06

OBTENCION DE ESTADISTICOS

Z d, _0.05+0.06 +.....+ (-0.06) _

D =12 =-0.00917
n 12
Z (di - D_)2 2 2 2
=& _ (0.05 +0.0092)* +(0.06 + 0.0092)° +....+ (=0.06 + 0.0092)
¢ n-1 1
s,’ =0.00579
s, =0.0761

t, =D [s,A[n = (-0.0092) /(0.0761)+/12 = —0.0349

CRITERIO DE DECISION

toos2, 121 <[t,| debe rechazarse H,. Para el caso, tyozs 11 = 2.201 > |t,|= 0.0349

por lo tanto no existe evidencia significativa al 5% como para decir que los dos
laboratorios arrojan diferentes resultados.
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Usando la funcién de Excel PRUEBA.T (matriz1, matriz2, colas, tipo)
(PRUEBA.T(Laboratorio A, Laboratorio B, 2, 1)) para el calculo del p-valor de la
prueba t, se tiene:

P-VALOR =  0.684481475

Dado que el Pvalor es & 0.6844 > a = 0.05, no existe evidencia como para
rechazar H,, a un nivel de significacion de 0.05. En el archivo Fuor.xls se
encuentra el procedimiento de calculo en la hoja Excel.

Fluor.xls
Un laboratorio ha desarrollado un método nuevo para la determinacion de Indio en
Zinc y sus aleaciones, usando ICPAES. El método se verificd usando patrones de

referencia a diferentes concentraciones, las mediciones hechas con el método y la

concentracion reportada del patrén se presentan en la tabla a continuacion.

Patron Observacion Certificado
CRM322 2 3
CRM323 6 S
CRM324 15 16
CRM325 44 46
CRM352 2 3
CRM353 1 3
CRM354 7 10
CRM357 6 3
CRM358 12 7
CRM359 16 16
CRM360 29 30

¢Puede decirse que el método permite obtener resultados confiables?.

Solucién:

Se quiere comparar si hay diferencia entre la mediciéon hecha con el método
desarrollado en el laboratorio y la concentracion certificada del patron empleado.
Sin embargo, una fuente significativa de variacion puede ser el hecho de que los
patrones sean de diferentes concentraciones. Para concluir sobre la fiabilidad del
método desarrollado independientemente de la concentracién de los patrones de
referencia empleados se usara un analisis de datos por pares a partir de la creacion
de un intervalo de confianza para las diferencias.
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El primer paso en la solucion de este problema es sacar las diferencias entre los
dos datos de cada muestra y luego continuar con el andlisis de dichas diferencias.

HIPOTESIS DE TRABAJO:

Ho: we = 0 (que significa que no existe diferencia entre los dos
métodos)

Hi: e # 0 (que significa que si existe diferencia entre los métodos)

Este problema puede resolverse usando el procedimiento establecido en el
problema 5. Sin embargo, en este caso se analizard mediante la creacién de un
intervalo de confianza para la diferencia media. Seguin se especifica en la tabla 3.2,
el intervalo de confianza para un promedio viene dado por:

tor/z,n—ls

Jn

I.C.(l.u) = X *

En la tabla se presenta la obtencion de las diferencias y a continuacion el calculo
del promedio y desviacion estandar para dichas diferencias:

Patron Observacion Certificado d; = obs- Cert.
CRM322 2 3 -1
CRM323 6 5 1
CRM324 15 16 1
CRM325 44 46 2
CRM352 2 3 -1
CRM353 1 3 -2
CRM354 7 10 -3
CRM357 6 3 3
CRM358 12 7 5
CRM359 16 16
CRM360 29 30 -1

d,
,Z -1+l -1-2+.. +0-1 _
n 11

S (d, -D)?
) Z( ' ~b) _(-140.18)* + (1+0.18) +....+ (-1 +0.18)°
n-1 10

Sy

s,’ =5.57
s, =2.36



3-65

El intervalo de confianza al 95%, para el promedio de las diferencias es por tanto:
(2.201) * (2.36)
N

I.C.95%) = -0.18 £ 1.57 ¢ [-1.75,1.39)

I.C.(95%) = —0.18 =

Dado que el intervalo de confianza contempla el valor de cero puede concluirse que
no existe evidencia significativa al 5% como para dudar de la confiabilidad del
método desarrollado en el laboratorio.

El intervalo de confianza creado mediante el uso de la hoja Excel puede calcularse
mediante la opcidon herramientas con las sub-opciones analisis de datos y luego
estadistica descriptiva o bien mediante la funcién INTERVALO.CONFIANZA (alfa,
desv. Est., n). Para este andlisis se presenta en el archivo Zn.xls, que puede
accesarse mediante el siguiente icono:

ll

Zn.xls

3.5.3 PRUEBA DE RECHAZO DE DATOS

1. Los resultados siguientes fueron obtenidos de un estudio de calculo del limite de
deteccion (MDL):

10.2, 9.5, 10.1, 10.3, 9.8, 9.9, 11.9,10
El analista sospecha que 11.9 es un dato andmalo. ¢Tiene razon?

Solucién:

Prueba de Dixon
1. Elrango de los datos existentes: RA = 11.9 -9.5=2.4

2. La distancia entre el valor andmalo (11.9) y el valor mas cercano a él existente
(10.2), DI = abs(11.9 — 10.3) = 1.6

3. El cociente QU viene dado por QU = 1.6/2.4 = 0.67
4. El valor tabulado de Q para n = 8 segun la tabla del anexo A3 es: 0.526

Dado que Qcaicaiudo (= 0.67) > Quiico (= 0.526) puede concluirse que el dato 11.9 es
un dato andmalo con un nivel de confianza del 5%.
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Prueba de Huber:
1. La mediana es: 10.05

2. Las desviaciones absolutas son por tanto: 0.15, 0.55, 0.05, 0.25, 0.25, 0.15,
1.85, 0.05

La mediana de las desviaciones absolutas es: MAD = 0.20

4. El intervalo para un 95% de confianza es: MEDIANA + kMAD= 10.05 +
(3.5%0.20) = 10.05 £ 0.20

Dado que 11.9 cae fuera del intervalo [9.85,10.25] este puede considerarse un
dato andmalo con un nivel de significacion del 0.05.

. Analice mediante la prueba de GRUBBS los siguientes resultados de concentracion

en ppm de nitrito de un agua de rio:
0.403, 0.410, 0.401, 0.380, 0.400, 0.413, 0.411
Solucién:
Analizando la serie de datos se observa que el punto de 0.38 ppm, parece no

corresponder adecuadamente a la serie de datos. Esta aparente no
correspondencia se analizara mediante la prueba de GRUBB.

1. La desviacion estandar (s) de los datos existentes es: 0.011ppm
2. La distancia DM es: DM=(0.4026 - 0.3§ =0.0226

3. El cociente es por tanto: G = DM/s = 0.0226/0.011 = 2.05

4. El estadistico de comparacién viene dado por

(n-1) Ca i), n-2)
Jno \n=2+t}

(a/(2n)n-2)

Estadistico =

. 2 _ 2 — 32 — 2
Para la muestra: f ,/anyn-2= to0si2t7)7-2) = L(0.00357,5) = (4299)°, que se ha

calculado con la funcién DISTR.T.INV (probabilidad, grados de libertad) de la
hoja Excel. Por tanto, el estadistico tiene el valor de:

(7-1) 18.48
N7 V7-2+18.48

Estadistico = =2.011
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Dado que G(=2.05) > Estadistico (=2.011) puede concluirse con un nivel de
significacion del 5% que el dato de 0.38 es un dato anémalo.

3. Los datos de una muestra control de un experimento de HPLC son los siguientes:
2.79, 2.63, 2.64, 2.71, 2.85, 2.70

Se ha obtenido una nueva observacion con un valor de 2.87. Determine, con un
nivel de significacion de 0.05, si el nuevo resultado pertenece a la distribucion

prescrita por las observaciones anteriores.

Solucién:

La determinacién de la consistencia del nuevo resultado se hara empleando
una prueba t. El primer paso consiste en la determinacién de los estadisticos de la
muestra y el segundo en la aplicacién del criterio de decision establecido por la
prueba al nuevo resultado.

1. El promedio (X ) y la desviacion estandar (s) de los datos son (que pueden
calcularse usando la funcién estadistica de cualquier calculadora cientifica):

X =2.72 ; s=0.086

2. La distancia entre el nuevo valor (Xa = 2.87) y el promedio (x = 2.72) es:
Dp = abs(Xa —x ) = abs (2.87-2.72) = 0.15

3. Por lo tanto el cociente t = Dp/s, es:
tcalculado = 0-15/0-086 = 1.74

4. Por otra parte el valor de t tabulado (ver tabla del anexo C3) €S t.0s5/2, 5 =
1.82. Si se compara el valor del t..cuaq0 CON €l valor de t ;w00 SE Observa
que el valor calculado de t pertenece al intervalo -1.82 < t < 1.82, por lo
que puede concluirse que la nueva medicion esta bajo control estadistico.
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ANEXO A3: CURVAS DE POTENCI A PARA CONTRASTES DE HI POTESI S

08
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Figura a. Curva caracteristica para contraste bilateral de comparacion con un valor

especificado ( a = 0.05 ) (JURAN y GRYMA, 1993)
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Figura b. Curva caracteristica para contraste bilateral de comparacion de dos

promedios ( a =0.05 ) (MONTGOMERY, 1990)



ANEXO B3: VALORES CRI TI COS DE LA PRUEBA Q (SKOOG et al., 2001, pag.165)
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n 90% de confianza | 95% de confianza 99% de confianza
3 0.941 0.970 0.994
4 0.765 0.829 0.926
5 0.642 0.710 0.821
6 0.560 0.625 0.740
7 0.507 0.568 0.680
8 0.468 0.526 0.634
9 0.437 0.493 0.598
10 0.412 0.466 0.568




ANEXO C3: VALORES CRITICOS DE LA PRUEBA t
(AMERICAN PUBLIC HEALTH ASOCIATION, 1996, cap. 1)

t critico al 95% de

t critico al 99% de

confianza confianza
3 1.15 1.15
4 1.46 1.49
5 1.67 1.75
6 1.82 1.94
7 1.94 2.10
8 2.03 2.22
9 2.11 2.32
10 2.18 2.41
12 2.29 2.55
14 2.37 2.66
15 2.41 2.71
16 2.44 2.75
18 2.50 2.82
20 2.56 2.88
30 2.74 3.10
50 2.96 3.34
60 3.03 341
100 3.21 3.60
120 3.27 3.66

3-72



ANEXO D3:

VALORES CRITICOS DE LA PRUEBA DE GRUBBS

(GRUBBS, 1979, cap. 3)

Significance Level, *

Significance Level, ®

n 0.01 0.05 n 0.01 0.05
31 3.119 2.759
32 3.135 2.773
3 1.155 1.153 33 3.150 2.786
4 1.492 1.463 34 3.164 2.799
5 1.749 1.672 35 3.178 2.811
6 1.944 1.822 36 3.191 2.823
7 2.097 1.938 37 3.204 2.835
8 2221 2.032 38 3.216 2.846
9 2.323 2.110 39 3.228 2.857
10 2410 2.176 40 3.240 2.866
11 2.485 2234 41 3.251 2.877
12 2.550 2.285 42 3.261 2.887
13 2.607 2.331 43 3.271 2.896
14 2.659 2.371 44 3.282 2.905
15 2.705 2.409 45 3.292 2.914
16 2.747 2.443 46 3.302 2.923
17 2.785 2475 47 3.310 2.931
18 2.821 2.504 48 3.319 2.940
19 2.854 2.532 49 3.329 2.948
20 2.884 2.557 50 3.336 2.956
21 2912 2.580
22 2.939 2.603
23 2.963 2.624
24 2.987 2.644
25 3.009 2.663
26 3.029 2.681
27 3.049 2.698
28 3.068 2.714
29 3.085 2.730
30 3.103 2.745

3-73
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4.1 INTRODUCCI ON AL DI SENO DE EXPERI MENTOS

Es indudable que en el mundo competitivo en el que se mueve actualmente cualquier
organizacion, uno de los factores claves del éxito es el ritmo en el que la organizacién es
capaz de aprender. Los quimicos analistas que se desarrollan en el ambito de la metrologia
quimica, no estan exentos de esto, y es muy importante que hagan esfuerzos para
aprender y entender mejor los procesos de cuantificacion quimica que ellos practican. Uno
de los recursos que mas puede contribuir a cumplir con ese objetivo es la
experimentacion. La experimentacion no consiste mas que en reproducir artificialmente la
aparicion de fuerzas “extrafias” en presencia de personas especialmente preparadas para
interpretar y extraer conclusiones de lo que ocurra.

Sin embargo, para que un experimento se realice en la forma mas eficiente, es necesario
planificarlo, sistematica y objetivamente, puesto que éste se concibe como un medio para
verificar o rechazar las hipdtesis planteadas. la aplicacion de la metodologia estadistica
constituye la Unica forma objetiva de analizar un problema que involucre datos sujetos a
errores experimentales. Es decir, se requiere de un enfoque estadistico de la planificacion
o del disefio de los experimentos para obtener conclusiones significativas a partir de los
datos. El diserio estadistico de experimentos, e€s por tanto, el proceso de planear un
experimento para obtener datos apropiados, que pueden ser analizados mediante métodos
estadisticos, con el objeto de producir conclusiones validas y objetivas (MONTGOMERY, 1991,
cap. 1).

Los métodos de disefio experimental, tienen una aplicacion importante en las actividades de
diseno y desarrollo del laboratorio mediante la creacién de nuevos procesos de medicion o la
mejora de los ya existentes. Algunas de las aplicaciones del disefio estadistico de

experimentos en el disefio y desarrollo en metrologia quimica son:

a. Evaluar y comparar las metodologias de medicion posibles.
b. Evaluar materiales y procedimientos alternativos.

c. Desarrollar procesos de medicidn que sean robustos.

La aplicacion del disefio estadistico de experimentos en estas areas puede dar como

resultados una mejora del rendimiento de los procesos de medicidon, menor variabilidad y



mayor apego a los requerimientos de los procesos establecidos, y menor tiempo de desarrollo
y en general menores costos globales.

El uso inteligente de las técnicas estadisticas en la experimentacién requiere que el
investigador tenga en mente los siguientes puntos (MONTGOMERY, 1991, cap.1):

1. Uso del conocimiento no estadistico del problema.
2. Mantener el disefio y andlisis tan simple como sea posible.
3. Reconocer la diferencia entre la significacion practica y la estadistica.

4. Reconocer que usualmente los experimentos son iterativos.

Para usar el enfoque estadistico al disenar y analizar un experimento se requiere que todos
los participantes tengan una idea clara de que es exactamente lo que se va a estudiar, como
se van a recopilar los datos y, al menos, una idea cualitativa de cdmo se van a analizar. A
continuacion se presenta una guia del procedimiento recomendado:

1. PLANTEAMI ENTO DEL PROBLEMA
En la practica no es sencillo disefiar un planteamiento claro y aceptable de un problema.
Es necesario desarrollar todas las ideas sobre el objetivo del experimento. A continuacion

se dan a conocer las directrices para su planificacion (KENETT y ZACKS, 2000, cap. 12):

i) Investigar todas las fuentes disponibles de informacion.

ii) Clasificar los problemas dados dentro del contexto de un problema conocido
(marco tedrico).

i) Contar con los medios econdmicos y humanos para alcanzar los objetivos de la
investigacion.

iv)  Identificar las respuestas que hay que medir, los factores que pueden ser variados,
los que han de permanecer constantes y los que no pueden ser controlados.

V) Identificar los intervalos o las limitaciones de las mediciones y los factores

experimentales.

Las tres herramientas mas importantes del aspecto estadistico de la planificacion
experimental son: Ja creacion de bloques, la aleatorizacion y la replicacion
(MONTGOMERY, 1991, cap.1).
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2. SELECCION DEFACTORES Y NI VELES

En el momento de planear un experimento es indispensable definir claramente los
diferentes elementos a incluir: Unidades experimentales, factores, niveles, etc.

Los objetos sobre los cuales se hacen las mediciones se denominan unidades
experimentales.

La mayoria de los experimentos implican el estudio del efecto de una o mas variables
independientes en una respuesta. Las variables independientes se denominan factores.
Los factores pueden ser cualitativos o cuantitativos.

Al grado de intensidad de un factor se le llama nivel. Cada tratamiento implica una
combinacién de uno o mas niveles de un factor (o factores). En la seleccion de los
tratamientos es importante definir claramente cada uno de ellos y entender el papel que
jugaran para alcanzar los objetivos del experimento. La eleccion del nimero de niveles asi
como su espaciamiento es importante para lograr respuestas apropiadas a las preguntas
planteadas.

Algunos experimentos incluyen un " Testigo " (mezcla inerte) que es utilizado en la
mayoria de los casos como punto de referencia para medir el grado de intensidad de los
demas tratamientos. El testigo debe ser una parte integral del experimento, de tal
manera que los resultados para el testigo sean directamente comparables on los de

otros tratamientos (COCHRAN, 1965, cap. 1).

3. ELECCION DE VARI ABLES RESPUESTA

Al seleccionar la respuesta o variable dependiente el experimentador debe estar seguro
que la respuesta que se va a medir realmente provea informacion Util acerca del proceso
de estudio. Con mayor frecuencia, el promedio o la desviacién estandar (o ambos) de la
caracteristica u observacion sera la variable respuesta. La capacidad de medicion también

es un factor importante.

4. ELECCION DEL DI SENO EXPERI MENTAL Y MODELO ESTADI STI CO

Los planes de experimentacion deben guardar cierta relacion con los obijetivos,
necesidades y limitaciones fisicas de los experimentos. Asimismo, deben ofrecer ciertas
ventajas en la economia de la experimentacion y proporcionar estimaciones directas de

los efectos experimentales y estimaciones validas de la varianza.
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Algunos de los aspectos que deben considerarse para la eleccion de un disefo
experimental y modelo estadistico son los siguientes (LAWSON et al., 1992, cap. 2):
Tener metas bien definidas: Es responsabilidad del investigador definir claramente sus
metas antes de proceder con el experimento y escoger el disefo que va a utilizar. Asi
mismo, debe indicar que informacidn se obtendra, asi como la magnitud en la diferencia
de medias que debe considerarse (con respecto al error experimental o).

Evitar la confusion de los efectos: Los efectos de cada factor involucrado en el
experimento no deben estar confundidos con otras variables. Este problema se puede
evitar usando el disefo apropiado.

Procurar resultados insesgados: Los resultados no deben tener ningun sesgo (provocado
de forma consciente o inconsciente). Esto se puede regular revisando cuidadosamente el
lugar en que se planea ejecutar el experimento, asi como el procedimiento que se intenta
emplear. Adicionalmente, existen algunas técnicas estadisticas Utiles para enfrentar este
tipo de situaciones: a) el uso de bloques para considerar variables latentes, b) la
aleatorizacion dentro de cada bloque que minimiza la confusion de los factores con las
variables latentes y c) el uso de repeticiones para volver mas efectiva la aleatorizacion.
Estimar la precision de los resultados: El disefio debe permitir estimar la precisién de los
resultados, de tal forma que pueda determinarse si los efectos de bs factores son reales
o producidos por el error aleatorio en los datos. El uso de repeticiones permite estimar la
precision y su validez es apoyada por el empleo de la aleatorizacion.

Establecer la precision del disefio: La precision del disefio experimental debe ser la

suficiente como para satisfacer los objetivos del mismo.

En general, existen varias formas de clasificar a los disefios de experimentacion, por
ejemplo las siguientes (JURAN y GRYNA, 1993, cap. 26):

1. Segln el nimero de factores experimentales a investigar (por ejemplo, planes
unifactoriales y multifactoriales).
2. Segln la estructura del plan de experimentacion (por ejemplo, planificado por

bloques, factorial, anidado, o por el método de superficie respuesta).
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3. Segun la clase de informacién que se pretende que el experimento proporcione

(por ejemplo, estimacion de efectos, estimacion de componentes de varianza,

planificacién empirica).

En el cuadro 4.1, se presenta una clasificacion para los distintos planes de

experimentacion.
CUADRO 4.1 RESUMEN DE LA CLASIFI CACION DE LOS PLANES DE
EXPERIMENTACI ON
OBJETI VO BASI CO ESTRUCTURADO SOLO CON ESTRUCTURADO CON
FACTORES CONTROLABLES FACTORES CONTROLABLES Y
NO CONTROLABLES
Disefio por blogues al azar
completos e incompletos
ANALI SIS DE

UNIFORMI DAD DEL
EFECTO DE UN FACTOR

Disefo unifactorial de efectos

fijos

Disefio cuadrado latino
Disefio cuadrado greco-latino

Diseno cuadrado de Youden

ANALI SIS DEL EFECTO DE
DOS O MAS FACTORES
SOBRE UNA RESPUESTA

Disefios factoriales p*
Disefios factoriales 2

Disefios mixtos

Disefios factoriales p* con
restricciones en la aleatorizacion
(con bloques)

Disefios factoriales 2* (con
bloques

Disefio en parcelas divididas o
subdivididas

ANALI SIS DEL EFECTO DE

MUCHOS FACTORES Disefios factoriales fraccionarios | Disefios factoriales fraccionarios
S CRIBADODE kP 2P (con blogues)
(CRIBADO DE L ]
VARI ABLES) Disefio Placket-Burman

OBTENCION DE
TRAZADOS EMPI RI COS
(DIAGRAMAS DE
CONTORNO)

I LUSTRATI VOS DE QUE
FACTORES BAJO
CONTROL INFLUYEN
SOBRE LOS RESULTADOS

Diseflos de superficie respuesta

ESTUDIO DE LA
VARI ABI LI DAD RELATIVA
SOBRE UNA MISMA
MUESTRA Y ENTRE
MUESTRAS

Disenos unifactoriales de efectos
aleatorios

Disefos anidados
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5. RECOLECCI ON DE INFORMACI ON

Al llevar a cabo el experimento se deben tomar en cuenta las siguientes recomendaciones

(COCHRAN, 1965, cap.2):

a) Asegurar uniformidad en la aplicacién de los tratamientos.

b) Ejercitar suficiente control sobre las influencias externas, de tal manera que cada
tratamiento produzca su efecto, bajo condiciones deseables.

c) Proyectar medidas convenientes y no sesgadas de los efectos de los tratamientos.

d) Prevenir errores importantes, de los cuales parece que ningun tipo de experimentos
esta enteramente libre. La supervision y comprobacion adecuada del trabajo de los
ayudantes y un examen de los datos de cada unidad experimental por parte del
experimentador, permitird tener un mayor alcance en el descubrimiento y

rectificacion de errores.

Es aconsejable que el experimentador realice una prueba piloto para estimar parametros
importantes para el calculo del nimero adecuado de réplicas, asi como también para
controlar el error producido por imprevistos en el experimento a escala completa.

La prueba piloto es la ejecucion del experimento tomando una pequefia muestra
arbitraria con el fin de poner a prueba los instrumentos de medicion, verificar el manejo
de las operaciones de campo y conocer el comportamiento de las unidades
experimentales ante un tratamiento determinado, etc. Los resultados de una prueba
piloto usualmente sugieren algunas modificaciones antes de realizar el experimento en su
totalidad.

6. ANALISISDEDATOSY VALIDACION DE LAIDONEIDAD DEL MODELO
Hay dos aspectos en cualquier problema experimental: el diseno del experimento y el
analisis estadistico de los datos. Estos dos temas estan estrechamente relacionados, ya
que el método de analisis depende directamente del disefio empleado (MONTGOMERY,
1991, cap.1).
El primer paso en el andlisis del experimento consiste en determinar la ecuacion para
cada observacion, con los componentes siguientes (COCHRAN, 1965, cap. 3):

i) Un promedio general alrededor del cual fluctdian las observaciones.

ii) Los componentes que representan el efecto de los tratamientos, bloques y sus

interacciones.



iii) Un componente residual que representa a las fuentes que influyeron en la

observacion y que se conoce como error experimental.

El segqundo paso consiste, en el analisis propiamente dicho de los datos. El método mas
aplicable para el andlisis de datos es el ANALISIS DE VARIANZA, que consiste en analizar
la variacion en una respuesta y asignar proporciones (componentes) de esa variacion a
cada una de las variables del conjunto de variables independientes controlables o no
(COCHRAN, 1965, cap. 3).
Tedricamente es posible divdir la variabilidad del resultado de un experimento en dos
partes:
1. La variabilidad originada por los factores que influyen directamente en el
resultado del experimento, estudiados en sus distintos niveles o tratamientos.
2. La variabilidad producida por el resto de los factores con influencia en el
resultado del experimento desconocida o no controlable, que se conoce como

error experimental.

Existen otros métodos estadisticos que permiten el andlisis de datos y validacion de la
idoneidad del modelo que pueden ser de tipo grafico, como el andlisis de residuos,
elaboracién de contornos, andlisis de Pareto de efectos, etc. o bien de tipo analitico, como el
estimacion de efectos. Sin embargo, hay que recordar que los métodos estadisticos no
pueden probar experimentalmente que un factor o varios factores tienen un efecto particular.
Solo proporcionan directrices para la veracidad y validez de los resultados, mediante el
establecimiento de la probabilidad de error de una conclusion o la asignacién de un nivel de
confiabilidad a los resultados. La ventaja principal de la aplicacion de métodos estadisticos es
que agregan objetividad al proceso de toma de decisiones. Las técnicas estadisticas, aunadas
a un buen conocimiento técnico o del proceso y al sentido comun, sueken llevar a

conclusiones razonables.

4.2 EXPERIMENTOS UNI FACTORI ALES COMPLETAMENTE AL AZAR

El disefio unifactorial completamente al azar o randomizado, es el mas simple de todos los

disefios. En éste, los tratamientos se distribuyen al azar sobre todas las unidades
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experimentales y el nimero de réplicas o unidades por tratamiento pueden ser iguales o
diferentes (COCHRAN, 1965, cap. 4).

Este disefio se utilizara cuando se estudian dos o mas tratamientos, bajo las siguientes
condiciones (COCHRAN, 1965, cap. 4):

i) Cuando el material experimental es homogéneo, es decir tiene las mismas caracteristicas
deseadas para la investigacion.

ii) Cuando es probable que una parte apreciable de las unidades experimentales se destruya
0 no responda. En estos casos el andlisis c& los datos en otros disefios se vuelve dificil o
imposible.

iii) En experimentos pequenos en donde la mayor precision de otros disefios no compensa la
pérdida de grados de libertad del error (a través de otros disefios las unidades
experimentales podrian damos resultados mas precisos; pero si esta precision no sobrepase
lo perdido con la disminucion de los grados de libertad, no valdria la pena utilizar otro
diseno).

iv) Cuando el experimentador no tiene los criterios 0 no tiene los elementos necesarios para

determinar la heterogeneidad en el material experimental.

Dentro de las ventajas del empleo de disefios unifactoriales se encuentran las siguientes
(COCHRAN, 1965, cap. 4):

i) Permite flexibilidad completa. Puede usarse cualquier nimero de tratamientos vy
repeticiones. Puede variarse a voluntad el nimero de repeticiones de un tratamiento a otro
(pero no es recomendable sin una buena razén).

i) El andlisis estadistico es facil, aun si el nimero de repeticiones no es el mismo para todos
los tratamientos, pues los cdlculos para su andlisis no presentan ninguna variante
significativa.

iii) AUn cuando los datos de alguna de las unidades se hayan perdido o se rechacen por
alguna causa, el método de andlisis sigue siendo sencillo. Por otra parte la pérdida relativa de
informacion debida a los datos faltantes es de menos importancia que en cualquier otro
diseno.

iv) Permite el maximo nimero de grados de libertad para la suma de cuadrados del error.

Dentro de las limitaciones del uso de un diseno unifactorial se encuentran:
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i) Las unidades experimentales se suponen homogéneas. En dicho caso los errores debido a
la heterogeneidad son asignados al error aleatorio.
ii) No tiene mayor grado de precision, hay otros disefios mas eficientes en la estimacion del

error estandar por unidad experimental.

En general, el uso de disefios unifactoriales es recomendable en aquellos experimentos en
donde el material de ensayo es suficientemente homogéneo. Es decir, cuando todas las
unidades experimentales relinen practicamente las mismas caracteristicas, de modo que el
efecto de un tratamiento sobre la variable bajo estudio, es el mismo, independientemente de
la unidad experimental donde se mide, salvo por variaciones aleatorias debido a las fuentes
del error en la investigacion. Tal cndicion de homogeneidad en el material experimental,
permite que cada tratamiento pueda ensayarse con el nimero de repeticiones que se desee.

4.2.1 DISENOS UNI FACTORI ALES Y DI STRIBUCI ON ALEATORI A DE LOS
TRATAMI ENTOS

Una vez que se ha definido claramente el problema y se han determinado los diferentes
elementos presentes en la investigacion: poblacién, marco muestral, unidades
experimentales, factores, variables a medir, tratamientos, etc., entonces se debe calcular el
tamafio de la muestra y generarla a través de un procedimiento que asegure la
aleatorizacion. Los tratamientos se alojan completamente al azar sobre las unidades
experimentales, bajo la condicion de que cada unidad debera tener una probabilidad
conocida de recibir un tratamiento en particular. Para la distribucién, primeramente se
enumeran las unidades experimentales y luego se obtiene una permutacién aleatoria. Los
procesos mas comunmente empleados en la practica para la obtenciéon de permutaciones
aleatorias, son el uso de una tabla de nimeros aleatorios como la que se presenta en la tabla
anexo A4, o bien, el uso de programas de computadora. En este caso el investigador debe
establecer un criterio para elegir las unidades experimentales y tratamientos; por ejemplo,
tomar el primer digito para el tratamiento y los dos Ultimos para la unidad experimental.

4.2.2 ANALI SIS DEL DISENO UNIFACTORI AL
Supdngase que se desea comparar k tratamientos o niveles de un factor Unico. La respuesta

gue se desea observar en cada uno de los k tratamientos es una variable aleatoria. Los datos
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aparecerian como en la tabla 4.2. En general, habra n; observaciones del tratamiento i

(MONTGOMERY, 1991, cap. 3).
La generalizacidon del modelo estadistico lineal para cada observacién viene dada por

(MONTGOMERY, 1991, cap. 3):
y;, =H+T +g, (ec. 41)
(observacion = media global + efecto del factor + error aleatorio)
donde: i=1,2,..., k; j =1, 2, ...., n; y; es la (ij)-€ésima observacion, p es un parametro comdn
a todos los tratamientos denominado media global; t; es un parametro Unico que manifiesta
el efecto del iésimo tratamiento, y & es la componente aleatoria del error para cada

observacion.

TABLA 4.2 PLANTILLA DE RECOLECCI ON DE DATOS PARA UN EXPERIMENTO
UNIFACTORI AL

Tratamiento Observaciones Totales (Yj) Media
Vi
(1) VAL eeenrenens Yint Y y_l
(2) V21 eeeeeennns Yon2 Y, Z
(k) YK1 eveevnnens Yink Yi Z
Y Y

El objetivo sera probar hipotesis apropiadas con respecto a los efectos del tratamiento y
hacer una estimacion de ellos. Para probar las hipdtesis, se supone que los errores del
modelo son variables aleatorias independientes con distribucién normal, con media cero y
varianza o’. Se supone que esta Ultima es constante para todos los niveles del factor
(MONTGOMERY, 1991, cap. 3).

Ademas se requiere que el experimento se realice en orden aleatorio, de manera que el
medio ambiente en el que se usan los tratamientos sea lo mas uniforme posible.

El modelo estadistico, describe dos situaciones con respecto al efecto de los tratamientos.
Primero, los tratamientos podrian haber sido seleccionados especificamente por el
experimentador. En esta situacion se desea probar hipdtesis sobre las medias de los
tratamientos y las conclusiones se aplican solo a los niveles del factor onsiderados en el

andlisis. Las conclusiones no pueden hacerse extensivas a tratamientos similares que no
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hayan sido consideradas especificamente. También sera deseable estimar los parametros del
modelo (u, T, 0°). Este modelo se denomina modelo de efectos fijos (MONTGOMERY, 1991,
cap. 3).

Alternativamente, los k tratamientos pueden ser una muestra aleatoria de una poblacién
mayor de tratamientos. En esta situacion seria deseable generalizar las conclusiones (basadas
en la muestra de tratamientos) a todos los tratamientos de la poblacion, ya sea que hayan
sido explicitamente considerados en el andlisis o no. En este caso, los t; son variables
aleatorias y resulta indtil conocer sus valores particulares para los tratamientos investigados.
En su lugar se prueban hipotesis con referencia a la variabilidad de los 1, y se interpreta dicha
variabilidad. Este modelo de se conoce como modelo de efectos aleatorios o de componentes
de varianza (MONTGOMERY, 1991, cap. 3).

4.2.2.1 ANALI SIS DE VARI ANZA PARA EL MODELO DE EFECTOS FI JOS

Como se habia mencionado en la seccién anterior, en el modelo de efectos fijos los
tratamientos son seleccionados especificamente por el experimentador (considerandose un
numero contable de ellos), por lo que interesa probar hipdtesis rebtivas a la igualdad de los
efectos de los tratamientos. Algunos ejemplos de aplicacién de este tipo de disefio en analisis

quimico son los siguientes:

« Determinar si el tipo de envase en el que es envasada una solucién influye sobre la
concentracion media de un analito contenido en la misma, después de un tiempo
fijado de almacenaje.

« Comparar el trabajo de los analistas en un laboratorio.

«  Comparar los resultados obtenidos al aplicar diferentes procesos de medicion.

» Etc.

En el modelo unifactorial de efectos fijos, la media del iésimo tratamiento viene dada como
i = u+ 1. Como puede observarse los efectos se definen usualmente como desviaciones

con respecto a la media global 1, por esta razén z T, =0 (MONTGOMERY, 1991, cap. 3).

La hipotess nula que se deseara probar es que las medias de todos los tratamientos sean
iguales, es decir que (MONTGOMERY, 1991, cap. 3):
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Ho: = ==
O que
Hp:t;i=0parai=1,2,..,k

En forma correspondiente, la hipdtesis alternativa es que no todas las medias de los
tratamientos son iguales, o sea que (MONTGOMERY, 1991, cap. 3):

Hi: W # 1 para al menos un par (i, j)
O que
H;: 1; # 0 cuando menos para un valor de i

Por tanto, es posible hablar de probar la igualdad de medias de los tratamientos, o bien de
probar que los efectos de los tratamientos son cero. El procedimiento apropiado para probar
la igualdad en el nivel medio de k tratamientos es el analisis de varianza en un sentido.

La prueba de hipotesis consiste en evaluar el estadistico F, que se define como la razon
(MONTGOMERY, 1991, cap. 3):

— SCTrammienm' /(k _1) —_ CMT

ratamienbs

’ SCErrar/(N - k) CMError

Si la hipétesis nula es verdadera, F, tiene una distribucion F con k-1 y N — k grados de
libertad. Debe rechazarse la hipdtesis, si el valor del estadistico es demasiado grande. Esto
implica una regidn critica unilateral superior. En otras palabras, se rechaza H, si:

F, > Fa,k—l,N—k

o

La denominacion de analisis de varianza resulta de descomponer la variabilidad total de los
datos en sus partes componentes, que en general, puede medirse por la suma total de
cuadrados corregida, que viene dada por (MONTGOMERY, 1991, cap. 3):

k ni

SCrota = Z Z (Yf,' _\7)2 (ec. 4.2)
o =
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en donde Y =

ki
22
N

tratamiento, o bien, N = kn cuando el nimero de observaciones es el mismo para todos los

k
con N = Zn, para tamafios muestrales diferentes en cada
=1

tratamientos.
Se puede demostrar que (MONTGOMERY, 1991, cap. 3):

k nj —
> Z(y,'j'Y) =
i=1j=1 i

— 2, k=
ni(y,"Y) +.Z Z (yjj'yl')
1 =1j=1 (ec. 4.3)

(Donde y; es el promedio obtenido para cada tratamiento)

I ™M =

Es decir, que la suma total de los cuadrados de las desviaciones de cada observacién con
respecto a la media global (SCroar), Se descompone en la suma de los cuadrados de las
desviaciones de las medias de los tratamientos en relacion con la media global
(SCrratamientos), que representa a la variabilidad total debida a la diferencia entre los
tratamientos, y la suma de los cuadrados de las desviaciones de las observaciones con
respecto a sus propias medias de tratamiento (SCgror), que representa la variabilidad debida
al error aleatorio. Por tanto puede escribirse(MONTGOMERY, 1991, cap. 3):

SCrotal = SCrratamientos + SCerror ~ (€C. 4.4)

Entre mas grande sea SCgror, Mayor sera la variacion en las observaciones que pueden
atribuirse al error aleatorio. Entre mas grande es el valor de SCrratamientos, Mayor es la
diferencia que existe entre las medias de los tratamientos y la media global.

Bajo la hipdtesis nula y la suposicion de que &5 OIN(0, 0%), SCrratamientos / O° Y SCerror/ 0% SON
dos variables aleatorias independientes con una distribucién chi-cuadrado. Los grados de
libertad se obtienen al separar la suma total de cuadrados. La SCrta tiene N -1 grados de
libertad, debido a que se pierde un grado de libertad al ser necesario que (MONTGOMERY,
1991, cap. 3):

>0, V)=0

La suma de los cuadrados de los tratamientos tiene k-1 grados de libertad, debido a que se
impone la restriccion (MONTGOMERY, 1991, cap. 3):
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S (7, -V) =0

i=1

Entonces, como SCrotat = SCeror + SCrratamientos € NUMero de grados de libertad para

SCeror Sera igual a la diferencia entre el nimero de grados de libertad SCrotai Y SCrratamientos,

es decir N - k.
De esta forma pueden definirse las cantidades (MONTGOMERY, 1991, cap. 3):

Media de cuadrados debida a los tratamientos:

SC ,
MCTratamiem)s = Tl]’(alfn;zem)s (eC. 45)

El calculo de la suma de cuadrados de los tratamientos se facilita si se aplica la

siguiente ecuacion:

k 2 2
Y
SCTratamientos = Z }I/’I_, - W (eC. 46)

Donde y; es la suma total para cada tratamiento e Y es la suma total de todos los
datos.
Media de cuadrados debida al error, que viene dada como:

SC,
MC,. =—=""C (ec.4.7
Error N -k ( )

La suma de cuadrados del error puede calcularse a partir de:
SC.,., =SC,,., —SC

Tratamientos

Error Total

Donde la suma de cuadrados total puede calcularse como:

k  ni 5 Y2
SCT{)tal = Z z yij _W (ec' 4'8)
=T =

=

El procedimiento de prueba de hipdtesis se resume en la tabla 4.3. Las fuentes de variacion,

grados de libertad, suma de cuadrados, cuadrados medios y el cociente F, juntos,

constituyen lo que se conoce como tabla de analisis de varianza (ANDEVA o ANOVA).
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TABLA 4.3 ANALISIS DE VARI ANZA PARA EL DI SENO COMPLETAMENTE ALEATORI O

Fuente de g.l. Suma de Cuadrados Estadistico( F,)
Variacion Cuadrados (SC) medios(CM)
Tratamiento k-1 S Grratamientos SCrratamientos /k-1
MCTratamlenm
Error N-k SCError SCError /N'k Fo =
MCError
Total N-1 ScTotaI

El MCz,.r €S un estimador insesgado de o”sin importar si la hipdtesis nula es cierta. Por otro
lado, si la hipdtesis nula es cierta entonces E(MCraamientos) = 0°; €S decir, si H, es cierta, tanto
MCe.or COMO MCratamientos SON €Stimadores insesgados de la varianza del error. Pero si la

hipétesis nula no es cierta, MCraiamientos tiende a ser generalmente mayor que MG
4.2.2.2 ESTIMACION DE PARAMETROS DEL MODELO

Los estimadores minimos cuadrados de las medias poblacionales son las medias observadas

de los grupos en tratamiento y, . Las medias observadas son los promedios de n
observaciones independientes, de forma que la varianza de la media de un grupo de

tratamiento es 0> =0 /n, , siendo su estimador (KUEHL, 2001, cap. 3):

2 -
S}7i -

s 2

ni

En donde a partir del anlisis de varianza, s° = MGz or.

La construccion de un intervalo al 100(1 - a)% de confianza, para cada media del grupo en

tratamiento i, viene dado por (MONTGOMERY, 1991, cap. 3):

— MC rror
IC gy = 7 itot/Z,N—k—\/% (ec. 4.9)

En gran parte, el interés no se centra solamente en la estimacion de la media del #ésimo
tratamiento, sino también en la diferencia entre las medias de los tratamientos. Un intervalo
de confianza al 100(1 - a)% para la diferencia entre las medias de dos tratamientos

cualesquiera, sera (MONTGOMERY, 1991, cap. 3):

2MCErr0r

(ec. 4.10)
(n; +n;)/2

ICay, = (7 =) Xtoya v
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4.2.2.3 COMPARACION DE TRATAMIENTOS CON UN CONTROL

En muchos estudios, uno de los tratamientos acttia como un control para algunos o todos los
restantes. En este caso, el interés se centra en determinar si las respuestas medias de los
tratamientos difieren de la del tratamiento control (por ejemplo, comparar el trabajo de una
serie de laboratorios con un laboratorio de referencia). Dunnett (1955) introdujo un
procedimiento basado en una tasa de error con respecto al experimento con este propdsito
(MONTGOMERY, 1991, cap 3).

Las hipotesis a contrastar son: Hy: W = Heonrot CONtra H: [ # Peonwo. El estadistico de

contraste para la prueba, viene dado por:

-y_i - -Vcontrol
El criterio de Dunnett para comparar k tratamientos con el control es (MONTGOMERY, 1991,

D(kac(E) = dO(,k,\) S2 %-‘- 1 E: dO(.k,V MCError% + 1 E
i N control i P eontrol

>D(k, ag)

cap 3):

La hipdtesis nula se rechaza, a un nivel de significacion a si: | Y = Y control

Los valores de d, « ., para el método de Dunnett de uno o dos lados, se encuentran en la
tabla del anexo B4, para k tratamientos, un error tipo I de a con respecto al experimento y v
grados de libertad para la estimacién de la varianza del error experimental.
Las estimaciones de los intervalos de confianza simultaneos bilaterales para la diferencia
entre las medias de los tratamientos individuales y la media del control (W - Heontro) SON
(KUEHL, 2001, cap.3):

Vi = Voo ¥D(k,0)

4.2.2.4 METODO DE COMPARACI ON DE MEDI AS I NDI VI DUALES

Al rechazar la hipdtesis nula puede concluirse que las medias o el efecto de los tratamientos
difieren significativamente; pero esto no es informacion suficiente para rechazar una
alternativa en particular, por ejemplo, sea la hipétesis nula H,: 1 = W, = ps rechazada, en
este caso se pudieran haber dado alguna de las siguientes situaciones W = [y, Wi # M3, i =

Us, Wi # Mo, Wy # W # Ms, por lo tanto, esta es una buena razon para que el investigador
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necesite un andlisis mas completo para encontrar las diferencias estadisticamente
significativas entre cierto nimero de medias de tratamientos en la poblacién.

Hay una diversidad de métodos para realizar analisis pareados de las medias o para realizar
contrastes entre dichas medias, segin sea la necesidad del investigador, entre ellas se
encuentran /a prueba de Duncan, método de la diferencia minima significativa (6 LSD), la
prueba de Newman-Keuls, la prueba de Tuckey.

A continuacién se describe la prueba de intervalos mudiltiples de Duncan para contrastes
pareados de medias.

La prueba de intervalos multiples de Duncan se basa en la nocidn general del rango
estudentizado, que establece que la diferencia entre las medias consideradas debe exceder
un cierto rango para ser consideradas significativamente diferentes. En este caso dicho rango
recibe el nombre de rango menos significativo y se representa por R (en donde p = 2,3,..k) .
En un primer momento para la prueba de Duncan es necesario colocar en forma ascendente
los k promedios de tratamientos, y se determina el error estandar de cada promedio, a partir
de la expresién (MONTGOMERY, 1991, cap. 3):

CM rror
S: :“/TE (ec. 4.11)

Para el caso de muestras del mismo tamafio. Cuando el tamafo es diferente hay que
reemplazar n por la media armdnica n, de {n;} (que es utilizada en el caso de promediar
razones) es decir (MONTGOMERY, 1991, cap. 3):

n

__ Kk
Z (1/n,)

Como puede deducirse el promedio arménico de una serie de muestras de igual tamano es
igual a n(n, = n).
En segundo lugar, deben calcularse los rangos menos significativos a partir de los cuales se
rechaza o no la diferencia entre dos medias determinadas, su ecuacién es (MONTGOMERY,
1991, cap. 3):

R, =r,(p,f)S; parap=23,.,k (ec. 412)
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Como se menciond anteriormente, los valores de las cantidades R, son llamados rangos
estudentizados menos significativos o minimos intervalos significativos y dependen del nivel
de significacion deseado (a) y del nimero de grados de libertad del cuadrado del error. Esta
dependencia es expresada en el término ry(p, f). Los valores de r,(p, f) pueden obtenerse de
la tabla del anexo C4, para p = 2, 3,...,10 medias (MONTGOMERY, 1991, cap. 3).

A continuacion, se prueban las diferencias observadas entre las medias, comenzando por el
valor mas alto contra el mas pequefo, comparando esta diferencia con el rango menos
significativo R. Después se calcula la diferencia entre el valor mas alto y el segundo mas
pequeio y se compara con R;. Este procedimiento continlia hasta que todas las medias han
sido comparadas con la media mas grande. Posteriormente, se obtiene la diferencia entre la
segunda media mas grande y la mas pequefa y se compara contra el rango menos
significativo R.;. Este proceso continlia hasta que han sido consideradas las diferencias entre
todos los k (k-1)/2 posibles pares. Si una diferencia observada es mayor que el rango menos
significativo correspondiente, se concluye que la pareja de medias en cuestion es
significativamente diferente (MONTGOMERY, 1991, cap. 3).

Para evitar contradicciones, ninguna diferencia entre una pareja de medias se considera
significativa si las dos medias se encuentran entre otras dos que no difieren
significativamente (MONTGOMERY, 1991, cap. 3); es decir si sucede el siguiente caso:

Sean y, =y, Y y,, parte del conjunto de k medias y y, - y,, ¥V, =V, V, V¥,

diferencias de las k (k-1)/2 parejas de medias.

Entonces si:
Vi—V, <R
V.-V, <R
ViV, <R

Se concluira que y, — y, tienen una diferencia no significativa a pesar de ser mayor que R,,

ya que, en caso contrario, se estaria generando una contradiccion, puesto que se esta

considerando no significativa la diferenciade y, —y,y ¥, — ¥, siendoRs> R; > R..

Es importante hacer notar, que a medida que el nimero de medias incluidas en el grupo
aumenta, la prueba requiere una diferencia observada mas grande para detectar parejas de
medias significativamente diferentes. Lo anterior puede explicarse a partir del siguiente

razonamiento:
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Los valores de r,(p,f) deben elegirse para obtener un nivel de proteccion o seguridad

especifico. En otras palabras cuando se comparan dos medias separadas p pasos, €l nivel de
proteccion es (1-a)*! = (1-a)(1-a) ....(1-a); hasta p - 7 veces, en donde o es el nivel de
significacién especificado para dos medias adyacentes. Asi, el nivel del error de informar al
menos una diferencia significativa incorrecta entre dos medias cuando el tamaio del grupo es
p, serd igual a: 1 - (1-a)”* (MONTGOMERY, 1991, cap. 3).

Por lo general, si el nivel de proteccion es a, las pruebas sobre las medias tienen un nivel de
significacidn mayor o igual que ao. En consecuencia, el procedimiento de Duncan es muy
eficiente para determinar diferencias entre medias cuando estas diferencias realmente existen
(MONTGOMERY, 1991, cap. 3).

4.2.2.5 ANALI SIS DE VARI ANZA PARA EL MODELO DE EFECTOS ALEATORI OS

Muchas veces al experimentador le interesa analizar un factor que tiene un nimero infinito
de posibles niveles, o bien un nimero de niveles lo suficientemente grande como para
considerarse infinito. H objetivo de la investigacion en este caso, debe ser la obtencién de
conclusiones relativas a toda la poblacion de niveles del factor y para lograrlo el investigador
debe seleccionar al azar k de estos niveles y estructurar un disefio unifactorial conocido como
disefio unifactorial de componentes de varianza o de efectos aleatorios. En este disefo las
hipotesis a probar hacen referencia a la variabilidad de los tratamientos y a su interpretacion
(MONTGOMERY, 1991, cap. 3). Un ejemplo de aplicacién del disefio unifactorial de
componentes de varianza, en analisis quimico, es concluir respecto a la homogeneidad de la
concentracion de un analito en un producto en polvo contenido en un recipiente, ya que se
puede concebir que el niUmero de puntos a seleccionar en el interior del contenedor es de
caracter infinito.

El modelo estadistico lineal para este diseio, es el mismo que el presentado en la ecuacién

4.1, en donde 1, € g son variables aleatorias. Si T, tienen una varianza a . y €s
independiente de ¢;, la varianza de cualquier observacion es: V(y;) = 6> + o°. Las varianzas

0’ y 0" se conocen como componentes de varianza y para probar las hipdtesis del modelo se

requiere que los &; sean independientes y normalmente distribuidos(NID(0, o)), que los



4-21

sean independientes y normalmente distribuidos (NID (0, 0:)) y que T, e g; sean

independientes (MONTGOMERY, 1991, cap. 3).

La variabilidad total en las observaciones se descompone en una componente que mide la
variacion entre los tratamientos. (SGratamientos) Y Otra que mide la variacién dentro de los
tratamientos (SCeor). La suma de identidad de cuadrados: SGrotai = SCrratamientos + SCerror, @UN
es valida (MONTGOMERY, 1991, cap. 3).

En este caso, carece de sentido probar hipdtesis que se refieren a los efectos de tratamientos

individuales y en su lugar deben probarse las hipétesis (MONTGOMERY, 1991, cap. 3):

Ho,: 02 = 0 (todos los tratamientos son idénticos)
Contra

H;: o7 > 0 (existe variabilidad entre los tratamientos)

Si la hipdtesis nula es verdadera:

e

- J(k=1) _ CM,
’ SCError/(N - k) CM

Tratamienbs ratamienbs

Error

Tiene una distribucion F con k — 1 y N — k grados de libertad. Por tanto, H, se rechaza si:

Fa S ch,k—l,N—k

El procedimiento computacional y tabla de andlisis de varianza para el modelo de efectos
aleatorios es idéntico al de efectos fijos. Sin embargo, las conclusiones son un tanto
diferentes, ya que se aplican a toda la poblacion de tratamientos (MONTGOMERY, 1991, cap.
3).

Usualmente interesa calcular las componentes de varianza en el modelo (o’ y o). El

procedimiento usado para estimar o> y o” se conoce como método de andlisis de varianza

(MONTGOMERY, 1991, cap. 3).
El procedimiento consiste en igualar los valores esperados de las medias de cuadrados con su
correspondiente valor observando en la tabla de analisis de varianza, para después despejar
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las componentes de varianza. Al igualar los valores observados y los esperados de las medias
de cuadrados, se obtiene (MONTGOMERY, 1991, cap. 3):

CMrratamientos= o’ + nO’f (ec. 4.13)
Y

2
CIVIError =0

Los estimadores de las componentes de varianza son (MONTGOMERY, 1991, cap. 3):

ﬁ = CIVIError
Y
dff - CMTratamiem)s _CMErrur
! n

En donde n es el nimero de observaciones por tratamiento.

Para tamafhos de muestras desiguales, n debe reemplazarse por (MONTGOMERY, 1991, cap.

3):

k
2

>

1=

ny=——w n, -~

1
k-1

D]ﬂﬁ\qgﬂ
(I

i=

El método de andlisis de varianza para la estimacion de las componentes de varianza no
requiere la suposicion de normalidad.

Se pueden calcular las estimaciones de los intervalos de confianza al 100(1 - a)%, para
ambos componentes de varianza. Para ¢” el intervalo viene dado como (KUEHL, 2001, cap.
5):

SC Error
A

, SC

<< ZZEO (ec.4.14)
B

donde A = Xi/zl,\,_k yB= X?l—q/z),N—k

Un intervalo con al menos 100(1 - 2a)% de confianza para o> es (KUEHL, 2001, cap. 5):
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SCTratamienD‘v (1 - (El / E} )) < 0_2 < SCT}'atamiem}s (1 - (E / E) ))

ec.4.15
nC nD ( )

En donde C = ¥ jak-1r D= xfl_u mx-11 Fo € €l estadistico observado. Las cantidades F, =

Faso, -1pnv-0 Y Fi = Fraasz), oe-1),n4) Que son valores de la variable F
Por definicién, una componente de varianza es positiva; sin embargo, las estimaciones de o

mediante la ecuacién (4.15) pueden ser negativas. Existen varios cursos de accién sugeridos
en caso de estimaciones negativas (SEARLE, 1971; SEARLE, CASELLA Y MCCULLOCH, 1992):

1. Aceptar la estimaciéon como evidencia de un valor verdadero de cero y usar el cero como la
estimacion, reconociendo que el estimador sera sesgado.

2. Conservar la estimacion negativa, bmando en cuenta que es posible que los calculos
subsecuentes con los resultados no tengan mucho sentido.

3. Interpretar la estimacién de la componente negativa como una indicacion de un modelo
estadistico incorrecto.

4. Utilizar un método diferente de analisis de varianza para estimar sus componentes.

5. Reunir mas datos y analizarlos por separado o junto con los existentes y esperar que el

aumento de informacién conduzca a estimaciones positivas.
4.2.3 CALCULO DEL TAMANO DE LA MUESTRA'

Uno de los problemas principales que se enfrentan al llevar a cabo una investigacion
experimental, es la eleccion del nimero de réplicas necesario para detectar alguna diferencia
predeterminada entre las medias de los tratamientos. En andlisis quimico, esta eleccién
muchas veces esta condicionada a la disponibilidad de recursos humanos, materiales, y
economicos.

No obstante, se considera de gran importancia poder definir el nimero de réplicas que seria
conveniente tomar para un determinado estudio y de esta forma establecer com paraciones y
estimaciones objetivas sobre la potencia de los contrastes a la hora de validar los modelos

empleados.

!para el calculo del tamafio de la muestra se estara bajo el supuesto que n = n; = ny =...= ng.
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Por otra parte, siempre que sea aplicable, toda investigacién experimental que involucre un
disefio unifactorial debe partir con el calculo del nimero de réplicas pues ello conduce a un
control mas eficiente del error tipo II (B).

El calculo del nimero de réplicas en un disefo unifactorial depende en primer lugar, de la
aleatoriedad o no de los niveles del factor. Y en segundo lugar, de la sensibilidad de la
prueba, que describe la capacidad del procedimiento para detectar diferencias en las medias
poblacionales y se mide por la potencia de la prueba 1-B2.

A continuacion, se describe el calculo del nimero de réplicas para los modelos unifactoriales

de efectos fijos y efectos aleatorios.

a. CQalculo del nimero de réplicas para el modelo unifactorial de efectos fijos:
(MONTGOMERY, 1991, cap. 3)
Al plantear un disefio completamente aleatorizado, el objetivo principal es probar la

hipdtesis nula(H,), es decir: Ho: T, = 0 para i = 1, 2,...., k, mediante el uso del
estadistico (F, = CMrratamientos/ CMeror)- L@ potencia de la prueba se define en general,
como:

1-B= PR > Faxins/Ho falsa)

Cuando H, es falsa, F, tiene una distribucién F desplazada con K —1 y N — k grados
de libertad y pardmetro de desplazamiento A = n zlka |/ G* (valor del efecto

poblacional = | - @ ). Si la hipdtesis nula es cierta, entonces el parametro de

desplazamiento tienen un valor de cero, puesto que todo t, = 0 y F, tiene una
distribucion F centrada.

Se cuenta con tablas de valores y gréaficas de la potencia de la prueba F desplazada
en funcidn del nivel de significacién a; la potencia 1 - B; los grados de libertad K— 1y

N —k, y ® (una funcién del pardmetro de desplazamiento que es: ® = ./A/k ), y que

se usan para estimar el nimero de réplicas necesario para realizar un disefo

% Como se presentd en la seccién 3.3.2 del capitulo 3, la potencia de una prueba es la probabilidad de
rechazar la hipétesis nula (H,) siendo la hipdtesis alternativa verdadera (decision correcta). La potencia
de una prueba puede calcularse como 1-B, donde B es la probabilidad de cometer un error tipo II, el

cual se comete al aceptar H, cuando en realidad es falsa (decision incorrecta).
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unifactorial de efectos fijos. Como puede observarse un valor de ® requiere de un
valor de ¢ y valores especificos de las medias de los tratamientos que conducen a
rechazar la hipdtesis nula (uy, M, .- H)-
Dado que es dificil especificar los efectos deseados para un conjunto de niveles del
factor, es mas conveniente especificar la diferencia entre cualquier pareja de medias
de los tratamientos (D = W - 1), que puede establecerse como una diferencia
significativa dentro del fendmeno de estudio. En este caso se trabaja con el calculo de
un valor minimo de @2 que viene dado como:

o = nD?

2ka’

En el anexo D4 se presentan tablas y curvas de potencia para la distribucion F

desplazada.

Calculo _del numero de réplicas para el modelo unifactorial de efectos aleatorios:
(KUEHL, 2001, cap.5)
En el caso de efectos fijos, el calculo de potencia requiere de la distribucién no central

de F. Este no es el caso para el modelo de efectos aleatorios.

La hipdtesis nula de interés en el modelo de efectos aleatorios, H,: 02 = 0 se prueba

con F, = C Mratamientod CMeror, ¥ 1@ potencia de la prueba es:

1- B= P(F> Fq,k_yyk(n.”DHo fa/SO) = P(F> Ex,k—I,k(n-UI:I O-f> 0)

Cuando o? > 0, la distribucion F es la distribucion central F,, 1.1, multiplicada por
una constante 1/A%, donde:

La potencia de la prueba se puede determinar a partir de la distribucion F central

como sigue:
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1-B=AF>IN (Faiun) ]

El nimero de réplicas necesario, se determina a partir de valores tabulados o graficos
de potencia para la prueba F central (similares a los de los efectos fijos), tal como
los que se presentan en el anexo D4, dados el nimero de tratamientos k, un nivel de
significacion (a), una potencia deseada (1 - B) y A.

Para determinar el valor de A es necesario establecer una razén deseada de los
componentes de varianza, que puede determinarse mediante juicio o experiencia
anterior, 0 segun la desviacidn estandar de una observacion individual, o, .

El valor necesario para la razén o?/c” en términos del porcentaje fijo de

aumento en o, aceptable (P), y que con uno mayor se rechaza la hipdtesis nula es:
g, +0o
L =11 =1+00IP
o

Por lo que el valor necesario para la razén o’ /o es:

- N

—L=(1+0.01P)* -1
o)

4.2.4 COMPROBACI ON DE LA I DONEI DAD DEL MODELO

La validez de las estimaciones y pruebas de hipdtesis con respecto al analisis de los datos, se
apoyan en el establecimiento de varias suposiciones clave. Las suposiciones que
fundamentan el analisis de varianza son:

a. Que los datos estén descritos de manera adecuada por el modelo lineal:

T o+ g=12,.,k 0O
o= T, +¢€,
Vi TWEL TR G 210 0B

b. Que los errores (g;) sean variables aleatorias independientes y normalmente

distribuidas con media cero y varianza constante (g; CN(O, 6°)).
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c. En el caso de los modelos de efectos aleatorios se hace la suposicion adicional de que
los 1, son independientes y estan distribuidos normalmente con media cero y varianza

0.,y ademas que G’ y g; son independientes.

Las condiciones ideales raramente se cumplen en los estudios reales. En el andlisis de
varianza, la magnitud de las discrepancias en los datos, con respecto a las suposiciones de
independencia, la distribucién normal supuesta y las varianzas homogéneas, pueden conducir
a inferencias errdneas. Las discrepancias menores generalmente, no ocasionan
modificaciones sustanciales en la eficiencia de las estimaciones y en los niveles de
significacion de las pruebas. Sin embargo, es posible que discrepancias mayores, en especial
una heterogeneidad excesiva de la varianza o alguna heterogeneidad de la varianza con
numeros de réplicas desiguales, afecten en forma importante las inferencias estadisticas.

Lo anterior implica, la necesidad de implementar el proceso de validacién del modelo como
un paso nhdispensable en cada proyecto que se realice.

La validacion del modelo consiste en el uso de herramientas de tipo grafico o analitico que
permiten “diagnosticar” en que medida las suposiciones tomadas para el andlisis son
adecuadas.

Las herramientas principales para el diagnostico estan basadas en el andlisis de los residuos
observados. En general, los residuos se definen como la diferencia entre la respuesta

observada y valor de respuesta predicho con el modelo supuesto, es decir:

& =Y; X

Para el caso del modelo unifactorial los residuos quedan definidos como:

eij =Y - Vi
En otras palabras, los residuos del +esimo tratamiento se determinan restando el promedio
del tratamiento a cada observacion dentro del tratamiento.
La comprobacion de la idoneidad del modelo consiste en observar la magnitud de los
residuos y su relacion con otras variables, proporcionando evaluaciones visuales de las
suposiciones del andlisis de varianza. La suposicién de varianza homogénea se evallia con
una grafica de los residuos contra las medias estimadas de los tratamientos. La suposicion de

independencia se evallia con una grafica de los residuos contra los valores predichos, y la
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suposicion de distribucion normal mediante una grafica de probabilidad normal de los

residuos.
A continuacion se describe el andlisis de residuos para la prueba de normalidad,

independencia y homogeneidad de varianzas.

a. PRUEBA DE SUPOSI CI ON DE NORMALI DAD:
Un procedimiento Util para comprobar la suposicion de normalidad de los residuos es

construir una gréfica de probabilidad normal con los residuos, tal como la que se presenta
en la figura 4.1.

Una gréfica de probabilidad normal organiza los residuos en orden creciente y los grafica
contra los cuantiles correspondientes de la distribucién normal estandar. El residuo de
orden iésimo tiene una frecuencia acumulada de “N en una muestra de tamafo N, valor
al que se le aplica una correccién por continuidad £, = (i -0.5)/N.

El cuantil de una variable normal se conoce por una probabilidad acumulada dada, vy el
valor del cuantil de un residuo se conoce por su frecuencia acumulada en el conjunto de
datos residuales. Se forman pares con los cuantiles correspondientes de los residuos y la
distribucion normal estandar y se grafian como valores X e Y en una grafica bivariada
llamada grafica cuantil-cuantil. Si los cuantiles de los residuos son iguales a los de la
variable normal para la misma frecuencia acumulada, la grafica sera una linea recta (ver
capitulo 2).

En general, se dice que un andlisis de varianza (y otros procedimientos relacionados
como los de comparaciones muiltiples) es consistente o robusto ante la suposicion de
normalidad, porque la prueba F se ve muy poco afectada por la falta de normalidad,
sobre todo para el @so de efectos fijos. Usualmente las desviaciones de la normalidad
hacen que tanto el nivel de significacién verdadero como la potencia difieran ligeramente
de los valores que se especifican, siendo generalmente la potencia menor. El modelo de
efectos aleatorios se ve mas afectado por la no normalidad. En particular, los niveles
reales de confianza en las estimaciones por intervalo de los componentes de varianza
pueden diferir mucho de los valores especificados (MONTGOMERY, 1991, cap. 4).

Un defecto que se presenta a menudo en las graficas de probabilidad normal, es un
residuo que es mucho menor o mayor que el resto (residuo inusitado). La presencia de

uno 0 mas residuos inusitados puede distorsionar seriamente el andlisis de varianza, por
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lo que cuando se detecta uno en potencia debe realizarse una cuidadosa investigacion
(MONTGOMERY, 1991, cap. 4).
Un procedimiento informal para detectar residuos distanciados es analizar residuos
estandarizados (MONTGOMERY, 1991, cap. 4):

€.

— Y

4 Jom ..
Si los &; son N(0, ), los residuos estandarizados deben ser aproximadamente normales
con media cero y varianza igual a uno. Por lo tanto, es aplicable la regla empirica general
a los residuos estandarizados (ver capitulo 1). Un residuo a una distancia mayor que 3 6
4 desviaciones estandar del origen es potencialmente un residuo distanciado 6 anémalo
(MONTGOMERY, 1991, cap. 4).

99.9 1 7

Porcentaje

Olb o v v v v v =

-0.45 -0.25 -0.05 0.15 0.35 0.55
Residuos

FIGURA 4.1 GRAFICA DE PROBABI LIDAD NORMAL
PARA RESIDUOS

b. SUPOSI CION DE HOMOGENEI DAD DE LAS VARI ANZAS:
Si el modelo es mrrecto y las suposiciones se satisfacen los residuos no deben tener

algin patrén, ni deben estar relacionados con alguna otra variable incluyendo la
respuesta y. Una comprobacion sencilla consiste en graficar los residuos contra los

valores ajustados )] . En esta grdfica no debe revelarse ningun patron obvio. En la figura
4.2 se presentan algunos posibles patrones de comportamiento de los residuos cuando se
grafican en funcion de los valores predichos jC] . El dltimo caso (grafica 4.2, ¢) es el que
se presenta cuando la suposicién de varianza constante en los grupos de tratamiento se

cumple.
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Algunas veces la varianza de las observaciones aumenta a medida que la magnitud de los
residuos lo hace. Esto resulta cuando el residuo es proporcional a la magnitud de la
observacion, en este caso la grafica de comportamiento de los residuos contra los valores

predichos ()] ) parecera un embudo que se ensancha. La varianza variable de los

residuos también ocurre en casos cuyos datos no tienen una distribucion normal y estan
sesgados (MONTGOMERY, 1991, cap. 4).

Si la suposicion de homogeneidad no se cumple, la prueba Fes solo ligeramente afectada
en los modelos balanceados de efectos fijos. Sin embargo, el problema es serio en el caso
desbalanceado y en el de efectos aleatorios (MONTGOMERY, 1991, cap. 4).

El enfoque usual para tratar varianzas variables de los residuos consiste en aplicar una
transformacion para igualar varianzas y volver aplicar el andlisis de varianza a los datos
trasformados (MONTGOMERY, 1991, cap. 4).

& ' &

(a) (b)
&j

(c)
FI GURA 4.2 PATRONES DE COMPORTAMI ENTO DE LOS RESI DUOS CONTRA LOS VALORES PREDI CHOS }QJ :

CASO (a), el error no esta normalmente distribuido ni la varianza es constante. CASO (b), la distribucién de los residuos no
presenta varianza constante. CASO (c), representa el comportamiento cuando existe homogeneidad en la varianza de las
observaciones (de varianza constante de los residuos).
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La grafica de dispersion (spread-location) s, es otra grafica residual que revela mas
sobre las varianzas heterogéneas. Las tendencias en la grafica s-| se pueden usar para
revelar las posibles relaciones entre las medias y las varianzas de los grupos en
tratamiento (KUEHL, 2001, cap. 4).

Las raices cuadradas de los valores absolutos de los residuales, \/mse usan para medir
la dispersion de los residuos, ya que su magnitud reflejara la dispersion o variacion dentro
de un grupo de tratamiento. La raiz cuadrada elimina parte de la asimetria en los
residuales, mientras las estimaciones de las medias de grupos de tratamientos miden la

localizacion. En la figura 4.3 se muestra una grafica s-1 (KUEHL, 2001, cap. 4).

Uniendo, mediante lineas rectas, las medianas de Ias\/H para cada sitio en la grafica
muestran el incremento en su magnitud con un incremento en las medias de los sitios.
Esta tendencia del incremento en la magnitud de los valores absolutos de los residuos,
representa el aumento en la varianza del sitio cuando crece la media (KUEHL, 2001, cap.
4).

Valor absoluto de la raiz cuadrada
de los residuales
10
|

10 20 30 40 50 60 70

Medias estimadas

FI GURA 4.3 GRAFI CO DE DI SPERSI ON
(SPREAD-LOCATION) s-1

Aparte de las gréficas de residuos que frecuentemente se usan para diagnosticar la
igualdad en las varianzas, se han propuesto algunas pruebas estadisticas formales de
homogeneidad de las varianzas para disefios completamente aleatorizados, entre las

cuales se encuentran: la prueba de Bartlett, la prueba de Levene y la prueba F max.
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En general, las hipdtesis nula y alternativa para todas las pruebas son:

H,: 0; =0; =0} =...=0;

H;: lo anterior no es cierto al menos para una 0?
Una técnica ampliamente usada es la prueba de Bartlett. Este procedimiento consiste en
calcular un estadistico cuya distribucién muestral es, aproximadamente, chi- cuadrado
con k1 grados de libertad cuando las k muestras aleatorias provienen de poblaciones
normales independientes. La estadistica de prueba es (MONTGOMERY, 1991, cap. 4):

x2 =2.30262
(o

k
(n, - 1S

SZ — Z
p=

N-k
y S/ es la varianza muestral de la Fésima poblacién.
El valor de g es grande cuando hay una gran diferencia entre las varianzas muestrales

S’ y es igual a cero si todas las S’ son iguales. Por tanto, debe rechazarse H, para
valores grandes de X_ . En otras palabras, se rechaza H, sélo si, x: > Xczx,k—l , en donde

xi,k_l es el punto a porcentual de la distribucion chi-cuadrado con k-1 grados de

libertad. Varios estudios indican que la prueba de Bartlett es muy sensible a la suposicion
de normalidad y no debe ser aplicada cuando exista alguna duda en cuanto a esta
suposiciéon (MONTGOMERY, 1991, cap. 4).

Una prueba menos sensible a las suposiciones de normalidad, es la prueba de

Levene(1960). Sea y; la jésima observacion del #ésimo grupo de tratamiento y y’ su
mediana. Sea z; = | y; -y, | el valor absoluto de la diferencia entre una observacion y la

mediana del grupo de tratamiento i. Para probar la homogeneidad de varianzas, se
calcula el andlisis de varianza en un sentido para z; y a partir del estadistico (KUEHL,
2001, cap. 4):
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n(z. —-2)% [k -1)

k
i i
=1

CM .

F — Tratamienbs — i

o k  ni
CMError Z (Zij -z )2 AN —k)
T =

l

Se I‘eChaza Ho S| Fo > ,:O(,(k-1),(N—k)-

Otra prueba sencilla valida cuando los tamafios de las muestras son iguales y las
observaciones tienen una distribucion normal, es la prueba F max (Hartley, 1950). El
estadistico de la prueba es el siguiente (KUEHL, 2001, cap. 4):

< 2
. max (s,
F.Max = —— ( ;)
min('s;)
Donde max(s’) y min(s’) son las varianzas mayor y menor respectivas dentro de

los grupos de tratamiento. La hipotesis nula se rechaza al nivel de significacién o si F,
Max, es el valor de la variable F Max excedida, con una probabilidad o para k grupos

de tratamientos y (k — 1) grados de libertad para cada s’. Los valores criticos del

estadistico F M4x se encuentran en la tabla del anexo E4.

c. SUPOSICION DE INDEPENDENCI A DE LOS RESI DUOS:

Ademas, también es im portante graficar los residuos contra el orden del tiempo en que

se recopilaron los datos ya que ello permitird detectar cuando la suposicion de
independencia de los residuos se ha violado; pudiendo haber sido originado por las
siguientes razones: Los tratamientos no han sido correctamente distribuidos (en forma
completamente aleatoria), cambios en los instrumentos de medicién conforme el tiempo
transcurre, etc. Una tendencia a tener rachas con residuos positivos y negativos indica
una correlacion positiva de los residuos. Potencialmente este es un problema serio y dificil
de corregir, por ello es importante prevenir el problema durante la recoleccién de los
datos. Un paso importante para asegurar la independencia es un procedimiento
apropiado de aleatorizacién (MONTGOMERY, 1991, cap. 4).

La figura 4.4, presenta un ejemplo de grafico de residuos contra la secuencia en el

tiempo.
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() (t)
() (b)

FIGURA 4.4 GRAFICO DE RESIDUOS CONTRA SECUENCI A EN TIEMPO
CASO (a) no se cumple la suposicion de independencia de los residuos; CASO (b) si se cumple el
Principio de independencia

4.3 DISENOS EXPERI MENTALES EN BLOQUES COMPLETOS AL AZAR

Cuando las unidades experimentales no son homogéneas, la variacion entre las unidades
puede encubrir los verdaderos efectos de los tratamientos sobre una respuesta, evitando
tener comparaciones precisas entre los mismos. Factores como soluciones patron de distinta
concentracién, muestras de origenes diferentes, lotes distintos de reactivos o material
fabricado, etc., son ejemplos de variables externas al tratamiento que marcan la diferencia
entre las unidades experimentales, aumentando por tanto, la variacion entre las
observaciones de la variable respuesta.

El bloquear estratifica a las unidades experimentales en grupos homogéneos, o unidades
parecidas. Una buena eleccion de los criterios de bloqueo es un medio para reducir y
controlar la varianza del error experimental con el fin de lograr una mayor precision. Algunos
criterios de bloqueo son: 1) proximidad (reactivos de un mismo lote); 2) caracteristicas fisicas
(soluciones de distintas concentraciones); 3) tiempo; 4) administracién de la tarea del
experimento (KUEHL, 2001, cap. 8).

El diserio de bloques al azares uno de los primeros validos para estimar el error experimental
y para probar si los efectos de los tratamientos son significativos a pesar de la
heterogeneidad de las unidades experimentales sobre las que se hacen las observaciones.
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Un blogue es simplemente una porcion de material experimental que se espera que sea mas
homogéneo que el total o por lo menos mas homogéneo que el material primitivo no
clasificado (KENETT y ZACKS, 2000, cap. 12).

Los bloques completos al azar comprenden el mismo nimero de unidades experimentales.
Cada tratamiento se ensaya el mismo numero de veces sobre otras tantas unidades
experimentales. El objetivo consiste en mantener la variabilidad entre unidades
experimentales dentro de un bloque tan pequefia como sea posible y maximizar la diferencia
entre bloques.

El disefio se recomienda en experimentos donde la variacion debida a la heterogeneidad en
las unidades experimentales es tan grande que se puede reducir formando bloques. En
general, las condiciones bajo las cuales se hara uso del disefio de bloques completos al azar
son las siguientes (COCHRAN y COX, 1965, cap. 4):

i) Cuando las unidades experimentales no sean homogéneas; es decir que no
puedan reaccionar o responder a los tratamientos de la misma manera o con la
misma capacidad debido a sus diferencias y ello no significa necesariamente que

no tengan el mismo aspecto.

ii) Cuando el investigador tenga suficientes elementos que le garanticen la

heterogeneidad en las unidades experimentales.

i) Cuando se tenga un solo criterio de formacion de bloques.

iv) Donde es poco probable que las unidades experimentales se destruyan o no

respondan a un tratamiento determinado.

Entre las ventajas del empleo de este tipo de disefio se encuentran (COCHRAN y COX, 1965,
cap. 4):

1) En el caso de que se presente heterogeneidad en las unidades experimentales, por

medio de la agrupacién se reduce el error aleatorio.
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2) Puede incluirse cualquier nimero de tratamientos y repeticiones. En el disefio de

bloques completos al azar, cada tratamiento tendra el mismo nimero de repeticiones.

3) Si por un accidente se hace necesario la omisiéon de un bloque completo o de todos
los datos de uno o mas tratamientos, el analisis no presenta ninguna dificultad.

4) Si la varianza del error experimental es mayor para algunos tratamientos que para
otros aun puede obtenerse un error insesgado para probar cualquier combinacion

especifica de las medias de los tratamientos.

5) Las medias de las repeticiones dan comparaciones insesgadas de las diferencias entre
las repeticiones.

Las limitaciones principales en la aplicaciéon de este tipo de disefio son las siguientes
(COCHRAN y COX, 1965, cap. 4):

1) Se pierden grados de libertad para la suma de los cuadrados del error.

2) Cuando faltan datos de algunas unidades separadas, el andlisis requiere de un
calculo adicional.

4.3.1 ALEATORIZACION EN DI SENOS POR BLOQUES AL AZAR

El muestreo y la distribucion de las unidades experimentales en el disefo de bloques esta
constituido por dos etapas. La primera consiste en reunir entre si las unidades parecidas para
formar un grupo homogéneo; el grupo asi formado recibe el nombre de blogue.

La segunda etapa consiste en asignar los diferentes tratamientos a las unidades
experimentales, sorteando los tratamientos independientemente en cada blogue de la misma
manera en que se realizd para el disefio completamente aleatorio. Esta clase de disefio se
caracteriza porque cada tratamiento aparece representado una vez en cada uno de los
bloques.

Debido a que los tratamientos se asignan aleatoriamente a las unidades experimentales

dentro de cada bloque, pero que los bloques se forman decididamente en forma no aleatoria,
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en el disefio de bloques completos al azar no se debera efectuar una prueba estadistica del
efecto de blogues (ANDERSON y MC LEAN, 1974).

4.3.2 ANALI SIS DE DATOS EN EL DI SENO DE BLOQUES AL AZAR

Supodngase que se tienen k tratamientos asignados a b bloques, se realiza una observacion
por tratamiento en cada bloque, y los tratamientos se asignan aleatoria- mente a los bloques.
El modelo lineal para un experimento en disefo por bloques al azar requiere un término que
represente la variacion identificable en las observaciones como consecuencia de los bloques.
La respuesta de la unidad con el iésimo tratamiento en el jésimo bloque se escribe como
(MONTGOMERY, 1991, cap. 5):

yij :“+T/+B,‘ +£i/

i=1,2 .,k j=12..0b (ec. 4.16)

Donde p es una media general, T; es el efecto del +ésimo tratamiento, B; es el efecto del j
ésimo bloque y €, es el error aleatorio. Segun el modelo los efectos del tratamiento y el
bloque son aditivos, sin existir interaccion; también se supone que los errores experimentales
son independientes, con media cero y varianza comdn ¢ La suposicion de independencia se
justifica a través de la asignacién aleatoria de los tratamientos a las unidades experimentales.

En la tabla 4.4 se muestra la plantilla de recoleccién de datos para un disefio completo de
bloques al azar.

TABLA 4.4 PLANTILLA DE RECOLECCI ON DE DATOS PARA EL DI SENO DE BLOQUES AL

AZAR
BLOQUE
TRATAMIENTO 1 N b Suma Media_s de
tratamiento
1 Y11 Y12 w Yib Yi1 Vi
2 Y21 Y22 - Y2 Yia Y k2
k Ykt Yo | Yio Yik Vi
Sumas de bloque Y1 Yb2 wo Yob Y
Medias de bloque Vo Voo | o Vo y
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En donde:
Y. : Suma de las observaciones para el Fésimo tratamiento.

Yy : Suma de las observaciones en el j-ésimo bloque.

Y : Suma de todas las bk observaciones.

¥, : Media de las observaciones para el Fésimo tratamiento.
¥, + Media de las observaciones en el j-ésimo bloque.

¥ : Media de todas las bk observaciones.

: NUmero total de observaciones(N = bk)

La desviacién de cualquier observacion con respecto a la gran media en la tabla 4.4, se
puede escribir como la identidad algebraica (KUEHL, 2001, cap. 8):

Vi =V =P =P+ =+ — Ve~ tY) (ec. 4.17)

Los términos del lado derecho de la ecuacion 4.17 son:

Una desviacion de tratamiento: (7., — »)

Una desviacion de bloque: (7.; - 7)

Error experimental: (y; = 7. —7.; +7)

El contraste de hipdtesis en el disefio por bloques al azar es el mismo que para el caso del
disefo unifactorial, es decir (Montgomery, 1991, cap.5):

Ho:ti= O parai=1,2,..., k

Yy
H:: 1; # 0 cuando menos para un valor de i

El reordenamiento de los términos de la ecuacion 4.17, forma una identidad algebraica para
la desviacion de las observaciones de la media del tratamiento (KUEHL, 2001, cap. 8):

Vi~V =0 =0y~ Ve~V 1Y) (ec. 4.18)
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Como puede observarse de la ecuacion 4.18, se hace una particion de la desviacion estandar

del error experimental del disefio totalmente aleatorizado, y; - 7., en dos componentes, el
primer término se identifica con el criterio de bloques como (7. ; —¥), el segundo término
se identifica s6lo como un residual o error experimental, (y; — 7. = 7.; +7) .

Elevando d cuadrado y sumando ambos términos de la ecuacion 4.17, se tiene (KUEHL,

2001, cap. 8):
k b 5 k 5 n ) k n )
Z (yij =) :nZ()_’i- -7) +kZ(J7oj -y +ZZ(J’1‘] = Vie T Ve +7)
=1 = i=1 el i=1 j=1
(ec. 4.19)
La que se puede expresar simbdlicamente como:

SCrotal = SCrratamientos + SCaioques + SCerror (ec. 4.20)

La suma de cualquier producto cruzado en el lado derecho es cero (lo que evidencia que se
asume que no existe efecto de interaccion entre el factor y el factor de bloque).

Como se tienen N observaciones, la suma de cuadrados total( SCroia) tiene N - 1 grados de
libertad. Las sumas de cuadrados de los tratamientos (SCrratamientos) Y de los bloques
(SGaioques), tienen (k - 1) y (b - 1) grados de libertad respectivamente.

Los grados de libertad asociados con la suma de cuadrados del error (SCgqor) S€ Obtienen por

sustraccion, esto es:

9.1.(SCrota1) = 9.I.( SCrratamientos) + 9.1.( SCaioques) + 9.1.( SCerror)
kb-1=(k-1)+ (b-1)+ g.l.(SCeror)
9..(SCerror) =kb -1-(k-1) -(b - 1)
9.1.(SCerror) = kb -k -b + 1
9.1.(SCerror) = k(b -1) -(b-1)
9.1.(SCeror) = (k -1)(b -1)

Por lo que, los grados de libertad de la suma de cuadrados del error son (k -1)(b - 1).
Los valores esperados de las sumas de cuadrados para los tratamientos, bloques y el error
aleatorio, estan dados por (MONTGOMERY, 1991, cap. 5):
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E(SCTratamienOS) :02 + 12:1

E(SCError) = 02

Suponiendo que los errores se distribuyen normalmente, entonces las cantidades
SCrratamientod ° SGCaioques 0° Y SCeror/ 0>, SON variables aleatorias independientes con
distribucion chi-cuadrado. Por otra parte, cada suma de cuadrados dividida por sus
respectivos grados de libertad es igual a una media de cuadrados. Si no hay efecto de los

tratamientos o de los bloques los cuadrados medios asociados constituyen ambos
estimadores insesgados de ¢°. Por otra parte, la media de cuadrados del error, constituye un

estimador insesgado de o® sin importar que la hipdtesis nula sea verdadera o falsa
(MONTGOMERY, 1991, cap. 5).

Para probar la hipétesis nula de que los efectos de los tratamientos son todos iguales a cero,
se calcula la relacion (MONTGOMERY, 1991, cap. 5):

CcM

F — Tratamientos

? CM

Error

La cual es un valor de una variable aleatoria que tiene una distribucidén Fcon k-1y (k-1)(b-1)
grados de libertad cuando la hipdtesis nula es verdadera. La hipdtesis nula se rechaza con un
nivel de significacién a cuando (MONTGOMERY, 1991, cap. 5):

Fo > Fo, 1), ()01

La tabla 4.5, resume la particién de la suma de cuadrados. Este procedimiento constituye el

analisis de varianza en el disefio de bloques al azar.
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TABLA 4.5 ANALISIS DE VARIANZA PARA EL DI SENO DE BLOQUES AL AZAR

Fuente de 9.l Suma de Cuadrados Estadistico( F,)
Variacion Cuadrados (SC) medios(CM)
Tratamiento k-1 S Grratamientos S Grratamientos /k-1 F = CMTratamienbs
)
CMError
Bloque b-1 SCBlonues SCBIonues/b'l
Error (k'l)(b'l) SGerror SGerror /(k'l)(b'l)
Total N-1 SCrotal

Se debe recordar que la aleatorizacion fue aplicada solo a los tratamientos dentro de los
blogues, y que la prueba F del andlisis de varianza solamente se puede justificar con base en
la aleatorizacion sin necesidad de usar la suposicion de normalidad; es por esa razon que
dicha prueba se excluye del andlisis de varianza.

La razdn entre CMgioques/CMeror puede ser un procedimiento aproximado para investigar el
efecto de la variable bloque. Un valor grande de esa razon, implica que el factor bloque tiene
un efecto grande y que la reduccion del error obtenido al analizar por bloques probablemente
fue Util al mejorar la precision de las comparaciones de las medias de los tratamientos.

Existen ecuaciones mas sencillas para el calculo de la suma de cuadrados que son:
2

k b 2 Y
SCTotal = Zzyy _ﬁ

i=1 =1

2

k 2
Yie Y
SCTra amienos e
; Z, b bk
b 2 2
Yoi Y
SCBloques = k - E

SCError = SCTotaI - SCTratamientos - SCBquues

Hasta el momento se han descrito procedimientos de prueba, considerando que los
tratamientos y los bloques son factores fijos. Sin embargo, el mismo procedimiento de
andlisis puede usarse si tanto los tratamientos como los bloques (0 ambos) son aleatorios.
Por supuesto que hay cambios correspondientes en la interpretacion de los resultados. Los
lotes de material fabricado (como tela, asfalto o producto quimico) usados como bloques de
tratamientos experimentales son lotes aleatorios, el lote se divide en unidades experimentales

mas pequenas a las que se administra el tratamiento (MONTGOMERY, 1991, cap. 5).
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Por ejemplo, si los bloques son aleatorios, se espera que las comparaciones entre los
tratamientos sean las mismas en toda la poblacidon de bloques de la que se eligieron
aleatoriamente los que se usaron en el experimento. También existen cambios que

corresponden a la esperanza de la media de cuadrados. Por ejemplo, si los bloques son

aleatorios, E (CM

2

2
Bogies €N donde o

) =0’ +ko sogies €S 1@ COMponente de varianza

Bloques
del efecto de bloques. La varianza de una media de tratamiento con bloques aleatorios

incluye la componente de la varianza para los bloques, of;,oq,es ,Y seréd mayor que la varianza

con efectos de bloques fijos (MONTGOMERY, 1991, cap. 5).

En cualquier caso, E(CMr aamientos) SiemMpre es independiente del efecto de los blogques y el
estadistico de prueba para la variabilidad entre los tratamientos siempre es: F, =
CMr atamientod CMerror (MONTGOMERY, 1991, cap. 5).

Si existe la interaccion entre los tratamientos y los bloques, la prueba para las medias de los
tratamientos no se ve afectada en el caso de que los bloques sean aleatorios. La razén de
ello es que tanto el valor esperado de la media de cuadrados de tratamiento como la del
error contienen el efecto de interaccion. En consecuencia, la prueba para la diferencia en el
nivel medio de los tratamientos se realiza en la forma usual comparando la media de
cuadrados de tratamiento con la media de cuadrados del error. Esta prueba no produce
informacion sobre la interaccion (MONTGOMERY, 1991, cap. 5).

4.3.3 CALCULO DEL TAMANO DE LA MUESTRA

La eleccidn adecuada del nimero de bloques, es una decision importante cuando se trabaja
con un diseno de bloques completos al azar. Al aumentar el nimero de bloques, aumenta el
numero de réplicas por tratamiento, ya que cada tratamiento aparece representado en cada
uno de los bloques. En otras palabras a mayor nimero de bloques, pruebas mas confiables’.
Por otro lado, al aumentar el nimero de bloques los costos aumentan, el investigador corre el
riesgo de perder control sobre el experimento, etc. Por lo que hay necesidad de tomar el
numero de bloques éptimo que garanticen una probabilidad minima (1-B) de no equivocarse

al rechazar la hipdtesis nula siendo ésta falsa. Dicha prueba, como se vio en la seccién

3bajo el supuesto que el investigador tiene los recursos necesarios para controlar grandes
cantidades de datos.
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anterior se basa en los cuadrados medios de los tratamientos y el error (MONTGOMERY,
1991, cap. 5).
Matematicamente la potencia de la prueba 1-B viene dada por:

cMm .
1-B= P —LRaens 5 Fkenk-npr) cuandoH; esverdadera)

CMError
CMm . al
= P[ $> Fa,(k-1),(k-7)(b-1) cuando Z T,» = 0]

Error i=1

Cualquiera de las técnicas presentadas en la seccion 4.2.3, para la seleccion del nimero de
réplicas pueden aplicarse a un disefio aleatorizado por bloques (MONTGOMERY, 1991, cap.
5).

Las expresiones para A’y ®? asi como los grados libertad para el disefio de bloques

aleatorizados se presentan en la tabla 4.6.

TABLA 4.6 VALORES DE A Y @* PARA EL DI SENO DE BLOQUES AL AZAR

Disefio de Bloques
V4 Vs, Az (Dz
k-1 k-1)(b-1 k K
(k-1)(b-1) bzrf bZT’z
o’ ko®

En caso que sea dificil encontrar t; para calcular ®?, puede obtenerse en funcidn de la

diferencia minima entre dos medias de bloque que se desea determinar (D). De esta forma
(MONTGOMERY, 1991, cap. 5):

2

_ bD
2k g°

(o)

La potencia de la prueba puede incrementarse utilizando un tamafio de bloque b mas
grande. Para el disefio en bloques se desea determinar un valor de b con el cual se
satisfagan los requerimientos de potencia.

El objetivo de encontrar el nimero de bloques es para asegurar que el nimero de éstos den

una prueba satisfactoria, con una probabilidad 1-B de rechazar H, siendo H, falsa.
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Cuando el factor es aleatorio, A viene dado por (MONTGOMERY, 1991, cap. 5):

bo?;
o

A= L1+

2

en donde k-1 son los grados de libertad del humerador y (k-1)(b-1), los grados de libertad

del denominador.

4.3.4 ESTIMACI ON Y COMPARACI ON DE PARAMETROS EN EL MODELO DE
BLOQUES AL AZAR DE EFECTOS FI JOS

Si tanto los tratamientos como los bloques son fijos, los parametros del modelo de disefio
aleatorio por bloques completos pueden estimarse mediante minimos cuadrados.

Dado que los efectos de tratamientos y de bloques se consideran como desviaciones de la
media general, se imponen las restricciones (MONTGOMERY, 1991, cap. 5)::

k k
YT =0y B =0
]

i=1

Por lo tanto las ecuaciones normales se reducen a (MONTGOMERY, 1991, cap. 5):
kbu=Y
bua+bri=y, i=12,.,k
kB =y, j=1.2,..,b

Cuyas soluciones son (MONTGOMERY, 1991, cap. 5):

Al sustituir la solucién de las ecuaciones normales en las ecuaciones anteriores se encuentra
que los valores estimados o ajustados de y;, son:

Yy T UG

Vi =V ¥V, 7Y
Si los tratamientos en un disefio aleatorizado por bloques son fijos, y el andlisis indica una
diferencia significativa entre las medias de tratamiento, seria interesante llevar a cabo
comparaciones multiples, para determinar qué medias de tratamiento son diferentes.

Cualquiera de los métodos de comparacion planteados en la seccién 4.2.2.4, puede usarse
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con este propdsito. Simplemente, hay que reemplazar el nimero de réplicas del disefio
unifactorial completamente aleatorizado (n), por el nimero de bloques (b) en las formulas,
por otra parte, también deben usarse como grados de libertad del error, los correspondientes
al disefio por bloques al azar: (k-1)(b-1) (MONTGOMERY, 1991, cap. 5).

4.3.5 ANALISIS DE RESI DUOS PARA EL DI SENO POR BLOQUES AL AZAR

Las suposiciones relativas a los errores experimentales del modelo lineal para el disefio de
bloques completos al azar se pueden evaluar con un analisis de residuos, como el presentado
en la seccion 4.2.4. Se calculan los residuos a partir de la componente de la desviacién del

error experimental mostrada en la ecuacion 4.17, como:

€ =Yy~ Vu =Yty

4.3.6 DISENO POR BLOQUES | NCOMPLETOS

Es posible que en algunos experimentos en los que se usan disefos aleatorizados por
bloques no puedan realizarse los ensayos de todas las combinaciones de tratamiento
dentro de cada bloque. Situaciones como esta ocurren debido a la escasez en los recursos
del experimento, por el tamafo fisico de los bloques. En estos casos es posible usar
disefos aleatorizados por bloques en los que cada tratamiento no esta presente en cada
bloque. Estos disefios se conocen como disefios aleatorizados por bloques
incompletos (MONTGOMERY, 1991, cap. 6).

Cuando las comparaciones entre todos los tratamientos tienen la misma importancia, estas
deben elegirse de manera que ocurran en forma balanceada en cada bloque. Esto significa
que cada par de tratamientos ocurren juntos el mismo nimero de veces que cualquier otro
par. Por lo tanto, un disefio balanceado (o equilibrado) por bloques incompletos es un
diseno en el que cualquier par de tratamientos ocurren juntos el mismo nimero de veces
(MONTGOMERY, 1991, cap. 6).

Los disefos de blogues incompletos balanceados son los que asignan k tratamientos a b
bloques de tamafo r, r ( k, como sigue (KENETT y ZACKS, 2000, cap. 12):

I. Cada tratamiento solo se asigna una vez a cualquier bloque.
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II. Cada tratamiento aparece en t bloques; t es la cantidad de réplicas.
III. Cado par de dos tratamientos distintos aparece en a bloques.
IV. El orden de tratamientos dentro de cada bloque esta aleatorizado.

V. El orden de los bloques esta aleatorizado.

De acuerdo con estos requisitos, hay en total N = kt = br ensayos. Ademas se
debe cumplir la siguiente igualdad: a(k — 1) = t(r-1). La cuestion es como disefar

bloques balanceados para determinados k yr. Se puede obtener un disefio de estos

haciendo una lista combinatoria completa de las g Eselecciones sin reposicion, de

r letras tomadas de k letras. En este caso la cantidad de bloques es (KENETT y

ZACKS, 2000, cap. 12):
ot

La cantidad de réplicas es (KENETT y ZACKS, 2000, cap. 12):

D RS &

La cantidad total de ensayos es (KENETT y ZACKS, 2000, cap. 12):

N=kt:kg_léz u :rg%rb
~15 (r-1Y!/(k=r)!

Estos disefios de bloques incompletos balanceados se llaman disefios combinatorios. Sin

embargo, pueden ser demasiado grandes; con frecuencia es posible obtener el balance

con menos de g E}quues. No existe un método Unico para construir todas las clases de

disefios de blogues incompletos pero existen métodos para construir algunos. La
construccion de estos disefios ha sido tema de diversas investigaciones matematicas que

han arrojado un vasto arreglo de bloques balanceados y parcialmente balanceados. Al final
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del tema se proporcionan algunos planes para pocos tratamientos (KENETT y ZACKS,
2000, cap. 12).
Una vez construido el disefio basico con los nimeros de cddigo de los tratamientos, los

pasos para aleatorizar son los siguientes (KENETT y ZACKS, 2000, cap. 12):

Paso 1. Aleatorizar el arreglo de los bloques conformados por grupos de los
numeros cddigo asignados a los tratamientos.

Paso 2. Aleatorizar el arreglo de los nimeros de tratamiento dentro de cada
bloque.

Paso 3. Aleatorizar la asignacién de los tratamientos a los niUmeros de cddigo en

el plan.

El modelo estadistico lineal para un disefio de bloques incompleto balanceado es
(MONTGOMERY, 1991, cap. 6):

Yy =HHT; +I3j tEg;

i=1,2 ..,k j=1,2..b (ec. 4.16)

Donde p es una media general, T; es el efecto del +ésimo tratamiento, B; es el efecto del j
ésimo bloque y g, son los errores aleatorios independientes, con media cero y varianza
comUn o°.

Los efectos de tratamientos y bloques no son ortogonales en los disefios de bloques
incompletos porque no aparecen todos los tratamientos en cada bloque; por lo tanto no seria
correcto para el disefio incompleto calcular la particién de la suma de cuadrados para los
tratamientos igual que para el disefio de bloques completos, tampoco las medias de
tratamiento proporcionan estimaciones insesgadas de . Los parametros estimados y las
sumas de cuadrados de los tratamientos para los disefios de bloque incompleto balanceados
se calculan con formulas relativamente directas.

Supongase que T, es el conjunto de los indices de blogues que contienen el iésimo
tratamiento. Los estimados de los efectos del tratamiento, por minimos cuadrados, se
obtienen como sigue (MONTGOMERY, 1991, cap. 6):



4-48
Supongase que W, = Z y; €s la suma de todos los valores de y pertenecientes al Fésimo
itr;
. * b
tratamiento. Y que W, = ijln,, ¥, €s lasuma de valores en todos los ¢ bloques que

contienen al ésimo tratamiento, con n;= 1si el tratamiento jocurre en el bloque j, y n;= 0
en otro caso. Se calcula (MONTGOMERY, 1991, cap. 6)

Q =W, - (1/r)W/ i=1,2.,k
El estimador de t; por minimos cuadrados es
r¢.l.
1, =" il zk
ka

Observe que

50 =0

=1

k — b
por consiguiente, Z”[, =0,seay =1/ Nz Z y, (B conjunto de tratamientos en el j-
i=1

j=110B;
ésimo bloque). El promedio ajustado del tratamiento se define como: y;, =y +71,, i =

1,..., k El andlisis de varianza para un disefio de bloques incompleto balanceados se

presenta en la tabla 4.7.

TABLA 4.7 ANALISIS DE VARI ANZA PARA EL DISENO DE BLOQUES | NCOMPLETOS

Fuente de g.l. Suma de Cuadrados Estadistico( F)
Variacion Cuadrados (SC) medios(CM)
Tl‘atamiento k = 1 r z Q,‘z SCTratam]entos /k']. F — CMTralamienbs
o
ak CMError
Bloque b-1 SC b-1
q ytf] _ Y_z Bloques/
r N
Error N-k-b+1 SGerror= SCrotal — SCerror /N-k-b+1
S CBquues(no ajustada)”
SCTratamientos(ajustada)
Total N-1 y?
22V TN
N
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4.4 DI SENO EN CUADRADOS LATINOS

Cuando las unidades experimentales se agrupan en bloques homogéneos en dos
direcciones, formando un arreglo de filas y columnas, con la particularidad de que cada fila
o columna constituye una repeticidn completa de los tratamientos, se genera un disefio
experimental que se conoce con el nombre de cuadrado /atino. Si las unidades difieren con
respecto a una caracteristica los bloques se basan Unicamente en ella; cuando las
unidades difieren en cuanto a dos caracteristicas, se supone basicamente que tanto una
como la otra acttian independientemente y aditivamente entre si, con esta suposicion se
pueden formar los bloques de acuerdo con una caracteristica y después de acuerdo a la
otra. Es decir la columna son los bloques que se basan en la primera caracteristica y las
filas son bloques que se basan en la segunda. Tanto las filas como las columnas satisfacen
la condicién de un bloque con relacion a una caracteristica cada vez.

Como se puede observar el disefio de cuadrados latinos es una ampliacion logica del
disefio de blogues completamente aleatorizados, en él se impone la misma restriccién para
los bloques, mas otra restriccién igual para las columnas. En el cuadrado latino, cada
tratamiento debe aparecer una vez en cada fila y columna; aqui se requiere que el nUmero
de filas y columnas sea igual al nimero de tratamientos (disefio restrictivo) (KUEHL, 2001,
cap.8).

El disefio de cuadrados latinos se usa con mas frecuencia en experimentos agricolas e
industriales; y en general, cuando se dispone de unidades experimentales cuya
variabilidad ocurre en dos sentidos. La particularidad del disefio, de construir bloques
completos en sentido de filas y columnas permite absorber en ambos sentidos la
variabilidad de las unidades experimentales. La utilidad de este disefio se limita a
proyectos de experimentos que comprenden unos pocos tratamientos, tal vez hasta un
numero no mayor que diez (JURAN y GRYNA, 1997, cap. 26).

Este disefio permite controlar la variabilidad de las unidades experimentales en dos
direcciones (a través del doble bloqueo).

El disefio de cuadrados latinos se aplica bajo las siguientes condiciones (COCHRAN, 1965,
cap. 4):

i) Cuando las unidades experimentales no sean homogéneas; e decir que no puedan
reaccionar o responder a los tratamientos de la misma manera o con la misma capacidad

debido a sus diferencias.
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ii) Cuando el investigador tenga suficientes elementos que le garanticen la heterogeneidad

en las unidades experimentales en dos direcciones.

iii) Cuando sea posible formar bloques segun dos caracteristicas.

iv) Donde es poco probable que las unidades experimentales se destruyan o no respondan

a un tratamiento determinado.

Entre las ventajas del empleo del disefio cuadrado latino se encuentran (COCHRAN, 1965,

cap. 4):

Disminuyen los efectos de dos fuentes de variacion en las unidades
experimentales; ya que el efecto de filas y columnas no esta incluido en el error.
Reduce el nimero de combinaciones de tratamiento.

El andlisis de varianza no es complicado.

Entre las limitaciones de la aplicacién del disefio cuadrado latino (COCHRAN, 1965, cap.

4):

4.41

Como el nimero de tratamientos depende del nimero de filas y columnas esto le
quita flexibilidad al disefio para su uso.

Se cuenta con menos grados de libertad para el error experimental que con los
disefios anteriores.

El niUmero de unidades experimentales requeridas para establecer un experimento,
se incrementa notablemente a medida que aumenta el nimero de tratamientos en
ensayo.

DI STRI BUCI ON ALEATORI A DE TRATAMI ENTOS EN DI SENOS
CUADRADOS LATINOS

Para una mejor comprension, la distribucién en el disefio de cuadrados latinos se explicara

mediante un ejemplo. Supdngase que se desean probar cuatro tratamientos (A, B, C, D).

Se debera hacer cuatro réplicas de cada tratamiento. De acuerdo con el principio basico de

los bloques al azar, los tratamientos deberan asignarse al azar a las cuatro unidades de un

bloque.
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Puesto que cada fila es un bloque, cada fila de cuatro unidades debera tener A, B, C, D en
un orden cualquiera.

Asimismo, puesto que cada columna es un bloque, debera tener A, B, C, D en un orden
cualquiera. Se debe comprobar detenidamente que en cada fila y en cada columna
aparecen A, B, C, D sin duplicacion.

Un ejemplo de la distribucidn de unidades para el disefio cuadrado latino seleccionado

podria ser:
COLUMNAS
FILAS 1 2 3 4
1 A B C D
2 D A B C
3 C D A B
4 B C D A

En general, la aleatorizacion en un cuadrado latino de tamafio t x t se logra con los

siguientes pasos (KUEHL, 2001, cap. 8):

Paso 1.  Seleccionar al azar uno de los cuadrados estandar
Paso 2. Ordenar al azar todos menos el primer renglon
Paso 3. Ordenar al azar todas las columnas

Paso 4.  Asignar al azar los tratamientos con letras

En la tabla 4.8, se presentan distribuciones sugeridas de cuadrados latinos de diversos

tamanos.

TABLA 4.8 CUADRADOS LATI NOS SELECCI ONADOS
(JURAN y GRYNA, 1997, cap. 26)

4x4

3x3 1 2 3 4
ABC ABCD ABCD ABCD ABCD
BCA4 BADC BCDA BDAC BADC
CAB CDBA CDAB CADB CDAB
DCAB DABC DCBA4 DCBA

Sx5§ 6x6 Tx7
ABCDE ABCDEF ABCDEFG
BAECD BFDCAE BCDEFGA
CDAEB CDEFBA CDEFGAB
DEBAC DAFECB DEFGABC
ECDBA ECABFD EFGABCD
FEBADC FGABCDE
GABCDEF
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4.4.2 ANALI SIS DE LOS DI SENOS CUADRADOS LATINOS

Como ya se menciond el disefio de cuadrado latino se usa para eliminar dos fuentes de
variacion no controlada, es decir, permite analizar sistematicamente por bloques en dos
direcciones. En este disefio, las filas y las columnas representan las restricciones de la
aleatorizacion. Un cuadrado latino r x r, es un cuadrado que contiene r filas y r columnas.
El modelo estadistico lineal para este disefio es el siguiente (MONTGOMERY, 1991, cap.
5):
Y mi =p+a, +T,; +|3,- +8mij
i=1,2 .,k j=12..Db (ec. 4.21)
=12 ..., 1
Donde:
Ymij - Representa una observacion en la m-ésima fila y en la j-ésima columna
correspondiente al ésimo tratamiento.
an Y B: Son los efectos de la m-ésima fila y de la j-ésima columna
respectivamente.
T; . Es el efecto del +ésimo tratamiento.
K : Esla media principal

€m;: El error aleatorio, independiente con media 0 y varianza o’

Las hipdtesis a probar en este tipo de disefio son las mismas que para el caso del disefio
unifactorial, es decir:
Ho: Tj= 0 paratodoi=1,2,... ..k

En forma correspondiente, la hipotesis alternativa es:

H:: ©; # 0 awvandomencsparaun valor dei

Aqui se imponen las restricciones (KENETT y ZACKS, 2000, cap. 12):

b

angr, =y B, =0

/
= =

m
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Se supone que no hay interaccion entre los tratamientos y las columnas y los renglones.

La notacién para totales y las medias de las observaciones para renglones y @lumnas

. .y / ,
siguen la convencion usual con Y, :Z/ y; para el total de un renglon vy

b . ,
Y, = Z,- y ; para el total de columna. El total de tratamiento estara representado como Y;
que implica una suma de observaciones sobre las unidades experimentales que reciben el
tratamiento k. De igual forma, jy,, representa la media de las observaciones en el k-€simo

tratamiento. Se asume que y,,; son valores de variables aleatorias independientes que

tienen distribuciones normales con media p; donde W, = +a, +T,+[3, . Siendo la

varianza comin o°.
Las particiones de sumas de cuadrados se pueden derivar de la identidad algebraica
(KUEHL, 2001, cap. 8):

Y imj V=V ~Y) +(.y_bj V)t (Vim—Y) +(.yimj =V _.y_bj ~Vm T2Y)
(ec. 4.22)
Los términos del lado derecho de la ecuacion 4.22 son:

+  Una desviacion de tratamiento: ( y,; - y)
* Una desviacién de la columna: (7, -7 )
 Una desviacion de la fila: (y,, —7)

* Error experimental: (y ... Vi Vi ~Vim T27)

Al elevar al cuadrado ambos lados de la ecuacion 4.22 y sumar los términos se llega a la
particién aditiva de:

M=

1

1l
N
U

I b m b k
> > Wiy =P =LY @ =D+ (7 =77 41y (7= 7) +
/=1 J=1 i=1

m=l1 j=1
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Es decir,
Scl'otal - Scl'ratamientos + SQ:qumnas + SQRenglones + SCError (ec. 423)

Al dividir cada una de las sumas de cuadrados del lado derecho de la ecuaciéon 4.23 por
sus correspondientes nimeros de grados de libertad, considerando que b = k= I = r, se
obtienen cuatro estimaciones independientes de &® que son: el cuadrado medio de los

renglones, columnas, tratamientos y error, respectivamente, y que se denotan por:

CMgengiones= SCrengiones/ I'-1
CMcoiumnas= SCeolumnas/ F-1
CM 1 atamientos= SCrratamientos/ F-1
CMerror = SCeror/ (F-2)(r-1).

Para probar la hipdtesis nula de que los efectos de los tratamientos son todos iguales a
cero, se calcula la relacion (MONTGOMERY, 1991, cap. 5):

CcM

Fo — CTIr\jltamientos
Error

La cual es un valor de una variable aleatoria que tiene una distribucién Fcon k-1y (r -2)(r-1)

grados de libertad cuando la hipdtesis nula es verdadera. La hipdtesis nula se rechaza con un

nivel de significacion a cuando (MONTGOMERY, 1991, cap. 5):

Fo > Fa, k-1),-2)r1)

El cuadrado medio del error es un estimador insesgado de o?, sin importar si la hipStesis
nula es cierta. Si H, es cierta, CMagengiones CMcolumnas; CMrratamientos SON €Stimadores
insesgados de o® también; en caso contrario se dan las siguientes rebciones (BOX et al.,
1989, cap. 8):

r r

2 2

LEe oL

) =0 + = E(CMColumnas) =0+ :
r-1 r—1

-

E(CM

Re nglones

,
r v

I

) =0+ E(CM

_ 2
E (CM Tratamientos Error ) =0



En la tabla 4.9, se presenta el analisis de varianza para un disefio cuadrado latino r x r.

TABLA 4.9 ANALI SIS DE VARI ANZA PARA EL DISENO CUADRADO LATINO r x ¢

Fuentes de Suma de Grados de Cuadrados Estadistico
variacion cuadrados libertad medios F
Ren9|0nes SCRenglones r'l CMRengIones
Columnas SCColumnas r-1 CMColumnas

Tratamientos SCTratamientos r-1 CMTratamientos F, = Cn/g;/’;'"’e tos
Error SCiror (r-1)(r-2) CMeror
Total SCrotal -1

Para facilitar el calculo manual de las expresiones de la tabla se presentan las alternativas
siguientes (MONTGOMERY, 1991, cap.5):

SCrotar = rZ‘ZZy;/ _éﬁrg
=1 =1 T=

s, B W

ra

Re nglones
r

,
2

Zij

=

SCCqumnas = - gg
r 0 g
,Z Y
SCTratamIentos == - gg
r 0 O
SC =SC -SC - SC -SC

Error Total Re nglones Columnas Tratamientos

4.4.3 CALCULO DEL TAMANO DE LA MUESTRA EN DI SENOS CUADRADOS
LATINOS

Como en todo disefio experimental, en el cuadrado latino es necesario también calcular un
tamafo de muestra que garantice una probabilidad alta de rechazar la hipdtesis nula si
ésta es falsa. La potencia de la prueba (1-B) para el disefio cuadrado latino viene dada

como:
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cM .
1-B= P[ —L&amentos 5 R iz cuando Hy esverdadera]

CI\AError
CM ratamien <
= P[ $> Fa,({_‘]},(r.j}(r_z) Cuandoz T,- * 0]

Error =1

Siguiendo el mismo andlisis del tamafio de muestra para disefios anteriores se define ®?

por la relacion:

El procedimiento para determinar el nimero de blogues fila 0 columna para garantizar una

prueba potente es similar a los estudiados anteriormente.
4.4.4 ANALISIS DE RESIDUOS PARA EVALUAR SUPOSI Cl ONES

Los residuos se pueden usar para evaluar las suposiciones del modelo (como se describe
en la seccién 4.2.4, de la ecuacion 4.22, el residuo de las observaciones del i-ésimo
tratamiento en el m-ésimo rengldén y la j-ésima columna es:

€mi = Vim ~ Vi~ ybj ~Vm T2y (ec. 4.24)

4.5 DISENOS FACTORI ALES

El experimento con un factor se ha convertido en el modelo tipico de la investigacion
cientifica, ya que ha resultado ser muy adecuado. Sin embargo, en muchas situaciones se
requiere del estudio del efecto de mas de un factor. Por ejemplo, en andlisis quimico, muchas
veces es de interés el estudio de como dos o mas factores controlables en un proceso de
medicion pueden influir en la cuantificacion de un analito contenido en una determinada
muestra, o bien cuales son los niveles de los factores que permiten cuantificar dptimamente
la cantidad de dicho analito.

En éstos casos los disefios unifactoriales ademas de ser inadecuados por lo restringido, son
imprecisos en cuanto a los resultados obtenidos. En ésta seccidon se estudian disefios
experimentales que permiten evaluar simultdneamente el efecto de dos o mas factores de
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tipo cualitativo o cuantitativo sobre una respuesta, y que en general, son conocidos como
disefos factoriales.

Los disefios factoriales pueden clasificarse como: disefios factoriales completos, disefios
factoriales 2" , disefios factoriales fraccionarios 2* " , disefios jerdrquicos o anidados, disefios
de mezclas, experimentos factoriales con restricciones en la aleatorizacion, y disefios de
superficie respuesta. En el cuadro 4.1 (seccién 4.1), se presentan los objetives de la
aplicacién de cada uno de estos tipos de disefios. En el esquema 4.1 se presenta la secuencia

de utilizacion de los disefos factoriales.

MODELAJE OPTIMIZACION
DIAGNOSTICO EMPIRICO Disefios de MODELAJE
Disefios factoriales 2*7 Disefios factoriales superficie TEORICO
Disefios Placket- completos respuesta Modelos
Burman Disefios 2" Disefios de mezclas mecanicistas
Disefios anidados Disefios simplex

ESQUEMA 4.1 SECUENCI A DEL DESARROLLO DE EXPERIMENTOS FACTORI ALES

Un disefio factorial, en general, es aquel proceso en el que ademas de investigar
independientemente el efecto producido por cada factor, sobre la respuesta, también se
estudia el efecto producido por la interaccién entre dichos factores, ya que toma en cuenta
todas las posibles combinaciones de los niveles de los factores, o combinacion de
tratamientos, en cada ensayo completo o réplica del experimento.

En un experimento factorial, se eligen los niveles de cada factor y se hacen las mediciones en
cada una de las posibles combinaciones de niveles de los factores, manteniendo el principio
de la aleatorizacién. Los factores se representan por letras maylsculas mientras que sus
niveles con las letras mindsculas.

En el andlisis de los experimentos factoriales, se habla de estimacion de efectos principales y
de efectos de interaccion (0 simplemente interacciones). Los efectos principales de un factor
dado son siempre funcidn de la respuesta o resultado medio de los distintos niveles de dicho
factor sobre la respuesta. Las interacciones resultan cuando en dos o mas factores el efecto
de uno de ellos sobre la respuesta depende de los niveles del otro factor o factores. Las
interacciones pueden ser de primer orden, cuando se presenta el efecto combinado de dos
factores entre si, de segundo orden cuando intervienen tres factores; de tercer orden cuando
intervienen cuatro factores y asi sucesivamente.
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Entre las ventajas de la aplicacion de este tipo de disefio experimental se encuentran:
i.  Facilitan el estudio de varios factores simultaneamente.

i.  Requieren menor nimero de observaciones que las necesarias, para estudiar cada
factor independientemente.

i.  Proporcionan una informacién mas completa de cada factor en estudio, pues no solo
se comprueban los efectos aislados de cada uno, sino también las interacciones entre
si.

iv.  Las conclusiones pueden tener mayor valor desde un punto de vista practico, pues los
distintos niveles de cada factor se experimentan en presencia del otro factor o
factores.

v.  La precisién en el andlisis de varianza es mayor, ya que el calculo estadistico es mas

preciso.

Entre las limitaciones de la aplicacion de este tipo de disefios se encuentran:
i.  El planeamiento requiere una cuidadosa administracion asi como de la interpretacion
de resultados.

i.  Elandlisis de los datos se complica cuando se incluyen muchos factores.

En las secciones 4.5 y 4.6 se presenta la descripcién para la realizacion de los disefos
factoriales completos y 2 respectivamente. Un estudio detallado de los demas tipos de
disefos factoriales se considera fuera del alcance de este trabajo, pudiéndose estudiar con
mas detalle en MONTGOMERY (1991), PRAT et al. (1999) y LAWSON et al. (1992) (ver
referencias bibliograficas).

4.5.1 EXPERI MENTOS FACTORI ALES COMPLETOS

Los experimentos factoriales completos son aquellos en los que se efectian pruebas
completas de todas las combinaciones de los diversos factores de caracter fijo o aleatorio.

El nimero de combinaciones de tratamiento a obtener en un disefio factorial viene dado por
el producto: (a,) x (bg;) X ... X (g, ), en donde | indica el nimero de niveles o

tratamientos para el factor i Todas ellas se prueban. También el experimento factorial

completo se puede replicar n; veces para cada combinacion de tratamientos. Si se tiene el
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mismo numero de niveles para cada factor y el mismo nimero de replicas para cada
combinacion, la representacion del disefio puede reducirse a P“ x n, en donde P indica el

numero de niveles comun de todos los factores, el superindice k indica el nimero de factores
y n el nimero de replicas para cada combinacién de tratamientos. El orden en el que se
efectdan las pruebas es aleatorio.

Los niveles de un factor cuantitativo toman valores métricos, mientras que los niveles de un
factor cualitativo son las categorias del factor. Por ejemplo el factor temperatura de secado
esta expresado en escala métrica (25°C, 30°C, etc.) y el factor material del envase es de
caracter cualitativo (plastico, vidrio, etc.).

El efecto de un factor es un cambio en la respuesta media ocasionado por un cambio en el
nivel de ese factor. Los dos efectos de interés en un experimento factorial son los simples o
principales y los de interaccion. Los efectos simples o principales de un factor son las
comparaciones entre los niveles del mismo. Los efectos de interaccion miden las diferencias
entre los efectos simples de un factor a diferentes niveles del otro. Por ejemplo, si hay /

factores, A, B, C,... a dos niveles cada uno hay / tipos de efectos principales, hay %%ipos de

etcétera. En total junto con la media general p, hay 2’ tipos de parametros.
4.5.1.1 ANALISIS DE VARI ANZA PARA DI SENOS FACTORI ALES COMPLETOS

El andlisis de varianza para diserios factoriales completos se hace para probar las hipdtesis de

que los efectos principales o los de interaccion son igual a cero. A continuacion se presentara

el andlisis de varianza para un caso con dos factores: el factor Acon a niveles y el factor B
con b niveles. El método se puede generalizar a cualquier otra cantidad de factores.

La estructura del experimento es tal que se prueban todas las a x bcombinaciones. Cada

combinacion de tratamientos se repite n veces. El modelo estadistico lineal es:

— A B AB
Y =HFT +T) +7,7 +€, (ec. 4.25)

i=12.,a j=12.,b k=12..,n
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En donde u es la media general; 1/ es el efecto principal del factor A; t’f es el efecto

principal del factor B; T;.‘B es el efecto de interaccidén de primer orden entre los factores Ay

B; y € es el error aleatorio késima réplica. Se supone que los €; son variables aleatorias
independientes para las que He;] = 0y Vie;] = o°paratoda i, j y k.

Sean ay b el nimero de niveles del factor Ay B respectivamente, n el nimero de réplicas en
cada tratamiento (combinacion de niveles) y yj la respuesta observada cuando el factor Ase
encuentra en el iésimo nivel, el factor B en el j-ésimo nivel y en la k-ésima réplica. En

general, los datos para un disefio bifactorial se organizan como en la tabla 4.10.

TABLA 4.10 PLANTILLA DE RECOLECCION DE DATOS PARA UN DISENO BI FACTORI AL

FACTOR B
FACTOR A
1 2 b
1 Y111, Y1125 «s Yiin Y121,Y122/+++s Yin Y1b1/Y1b2/+++s Y1bn
2 Y211, Y212/« Y21n Y221,Y222y +++r Y220 Yab1,Y2b2seees Y2bn
a Yai1s Ya12s «++; Yain Ya21, Ya22, «++s Ya2n Yab1,Yab2; «++ Yabn

El andlisis de varianza cuando se considera mas de un factor es similar al unifactorial;
practicamente la légica y fundamentos tedricos que lo sustentan son los mismos.

La particion de la suma de cuadrados total se puede deducir de la ecuacion:

n B 12
ylj yijk_)ylj — yl]k
=1 =1
b lb
Vi _]Zzlyy _’7i-=Zj:1)7lj i=1l..,a
_ a B B _1 a B o
y*]_zylj _’y-] - ylj ]_15 ab
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El andlisis de varianza divide primero la suma total de cuadrados de desviaciones respecto a
Y:
a b n =
SCTotal ZZZ(yyk_Y)
=1 j=1 k=1
en dos componentes, la suma dentro de tratamientos (SG...) Y la suma entre tratamientos
(SG'ratamientos)l €s deCir:

a b n
SCError z Z Z yljk yy Y SCTVatamienOs =n

b

1:1 z:
Se puede demostrar que: SCrow = SGror + SCriaamientos - EN la segunda etapa, se divide la
suma de cuadrados de los tratamientos (SCraamientos)) €N tres componentes: de las

interaciones (SG eraciones), del efecto principal de A (SG,) y del efecto principal de B (SG),

&M“

son:
a b -
SCInteraccimes = SCAB =n z z ( j + Y)
i=l j=1
i 2
4 =nbY (7, =)
=
SCy =nay (¥, -
i=1
Es decir,

SCrratamientos = SCinteraccines + SGn + SGg
En la tabla 4.11, se presenta el analisis de varianza para el modelo bifactorial general.

TABLA 4.11 ANALISIS DE VARI ANZA PARA EL MODELO BI FACTORI AL GENERAL

Fuente Suma de Grados de Media de F
de variacion cuadrados libertad cuadrados
Factor A SCFa a-1 CMFA Fa
Factor B SCFg b-1 CMFB Fs
Interaccion AB SCFag (a-1)(b-1) CMFAB Fa
Error SCerror ab(n'l) CMError
Total SGrotal abn-1

A continuacidon se presentan formulas que permitiran calcular las diferentes sumas de

cuadrados de una forma mas sencilla. Para la suma de cuadrados total se tiene:
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Las sumas de cuadrados para los efectos principales son:

2

a 2 2 b ny:. 2
_Emi Y o - Y’
SCi=2 b ab & Z a ab

=1
Es conveniente obtener la SGiieracciones €N d0Os etapas. Primero se calcula la suma de
cuadrados entre los totales de las ab celdas, conocida como la suma de cuadrados de los

“subtotales™:

2
c by j _nY 2
SCSubtotalea z -

=l j=

n

Esta suma de cuadrados contiene a la suma de cuadrados de los factores Ay B. Por lo tanto,
la segunda etapa consiste en calcular SCseracoiones Mediante (MONTGOMERY, 1991, cap. 7):
SC

=SC -sc, -sc,

Interacciones Subtotales

Mientras que la suma de cuadrados del error se calcula por diferencia:

SC.... =SC,,., —SC

Error Subtotales

4.5.1.2 INFERENCI A PARA EL MODELO DE EFECTOS FI JOS

En un disefio factorial de dos factores fijos, tanto los factores (o tratamientos) de rengldn
como los de columna tienen la misma importancia. Especificamente el interés consiste en
probar hipétesis acerca de la igualdad de los efectos de renglon, columna y de los de
interaccion, es decir:

Para el factor A:

H, :1t'=0

o

H,: 1} #0 al menos paraun i

Para el factor B:
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H .'tf:O

o

H,: 1§ #0 al menos paraun j

Para el factor de interaccion AB:

H 128 =0

0 i

H,: 1/ 20 al menos para un par ij

Cada suma de cuadrados divididos entre sus grados de libertad produce una media de
cuadrados. Los valores esperados de las medias de cuadrados son (MONTGOMERY, 1991,

cap. 7):

bn S (11)?
E(CMA)=E(&)=O'2+’Z—
a-1 a-1
any (15)°
s, , T2
E(CI\/’.B):E(b_1)=0'+T
E(CM,. ) = E(— 2S48 ) _ 2+n;;(rﬁ)
T @)’ % @b 1)
SC

E(CMError) = E( _(E"i)) = 02
abln —1

Si las hipotesis nulas son verdaderas, entonces los cuadrados medios para los factores de
renglon, columna y de interaccion (CMa, CMg y CM,g) son estimadores insesgados de o .
Sin embargo, al existir diferencias en los tratamientos de renglén entonces CM, > CMgor.
En forma similar, si hay efecto de tratamiento columna o interacciones, las medias de los
cuadrados correspondientes seran mayores que CMg.. Por lo tanto, para probar el
significado de ambos efectos principales, asi como de su interacciéon simplemente deben
dividirse las medias de cuadrados correspondientes entre las medias del cuadrado del error;
valores grandes de estas razones implican que los datos no concuerdan con la hipdtesis nula.
En otras palabras, si se considera que el modelo es adecuado y que los términos del error ¢;
son independientes con distribuciéon normal y varianza constante, entonces las razones de las

medias de cuadrados de los factores principales y de la interaccion con respecto a la media
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de cuadrados del error (CMa/ CMgror, CMg/ CMgrror Y CMag/ CMEo,) tienen una distribucion
Fcona-1,b -1y (a-1)b - 1) grados de libertad en el numerador, y ab(n - 1) grados de
libertad en el denominador respectivamente (MONTGOMERY, 1991, cap. 7).

De esta forma la hipdtesis nula para el factor A se rechaza si (MONTGOMERY, 1991, cap. 7):

Fa = QMa/QMeror> F a,a1,a6001)
Para el factor B la hipdtesis nula se rechaza si (MONTGOMERY, 1991, cap. 7):

Fs = CMg/CMerror> F o b-1,a6(n-1)
Y finalmente, la hipdtesis nula para el factor de interaccion se rechaza si (MONTGOMERY,
1991, cap. 7):

Fag = CMag/CMeror™> F o (a-1)(b-1),ab(n-1)

Los parametros en el modelo del disefio bifactorial, pueden estimarse por el método de los
minimos cuadrados, imponiendo las restricciones(MONTGOMERY, 1991, cap. 7):

i"[f‘ =0 ZT? =0 Z”[,//.‘B =0 j=1,2,...,b i"[,f.‘s =0 /i=12,..,a
i IE i IE

Al aplicar estas restricciones, las ecuaciones normales se simplifican considerablemente y se
obtienen las soluciones (MONTGOMERY, 1991, cap. 7):
w=y

Lo

I
‘<I

-y

‘Uj =Vi~Yi~V, +Y
Usando las ecuaciones anteriores puede determinarse el valor ajustado de y; mediante:
f/ ijk = }7 i
En otras palabras, la k-ésima observacion de la ij-ésima celda se estima mediante el

promedio de las n observaciones de dicha celda.
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4.5.1.3 INFERENCI A PARA EL MODELO DE EFECTOS ALEATORI OS

Considérese ahora la situacion en la que los niveles de los factores Ay B se eligen al azar de
poblaciones mas grandes, este caso es relativo al modelo de efectos aleatorios o de
componentes de varianza. Las inferencias pueden generalizarse a todos los niveles de las
poblaciones bajo estudio, porque los a niveles de Ay los b niveles de B se eligieron al azar.
Las observaciones se pueden representar mediante el modelo lineal, de la ecuacién 4.25, sin
A B AB

T.,T, son variables aleatorias

[ B

embargo, se hace la suposicién adicional de que T
independientes normalmente distribuidas con media cero y varianzas respectivas 65, 03 Y
0’ ; constantes. En general, la varianza de cualquier observacién es (MONTGOMERY, 1991,
cap. 7):

V(Yu) =0,+0, +0,,+0°
en donde 05, 0; y 0,,Y O’ Se conocen como componentes de varianza.

Las hipotesis que deben probarse para el caso de dos factores aleatorios son:
H,:0,=0, H,:0,=0, H,:0,,=0

El andlisis de varianza basico permanece sin cambios, en otras palabras, SG,, SG, SCus, Y
SCerror Se Galculan como en el modelo de efectos fijos. Sin embargo, para determinar las
estadisticas con objeto de probar las hipotesis, deben examinarse antes los valores esperados
de las medias de cuadrados (MONTGOMERY, 1991, cap. 7):

E(cM,) = 0® + na’, + bno?,
E(CcM,) = o* + no?, + anc?
E(CM,,) = 0* + o,

E(em,,, ) =0’

Error

A partir de estos valores esperados, puede apreciarse que la estadistica apropiada para

e CcMm . e
probar la hipétesis H,:65,=0es F,, =—22-, porque si la hipdtesis nula es verdadera,

Error
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tanto el numerador como el denominador de F,; tienen un valor esperado igual a G*, y solo

Si H, es falsa E (CM B 5) sera mayor que E (CME or ) La razén £, tiene una distribucion F (..

78

vo-1.a00m1) (MONTGOMERY, 1991, cap. 7).

La estadistica apropiada, para probar H,:a’, = 0, es:

cM
Fp=—"
CM .,

que tiene una distribucion Fy 4.1 ia-1)-1)-
En forma similar para probar H,:03 = 0, la estadistica debe ser:

_ CM,
CM,,

FB

Y tiene una distribucion Fy 4.1 a-1)-1)-

Con igual nimero de observaciones para cada combinacién de tratamiento, se puede usar el
analisis de varianza estudiado en la seccion 4.5.1.2 para estimar los componentes de
varianza. Esta estimacion se hace igualando los cuadrados medios observados con los
cuadrados medios esperados correspondientes y se despejan los valores desconocidos de los
componentes. Las estimaciones de los cuatro componentes de varianza son (MONTGOMERY,
1991, cap. 7):

Error: 6= CMg,o

CM,, —CM

Interaccién : 0, = AB Error
n
CM, -CM

Factor A: g} = —2—148

bn
Factor B : 0%, = Mg —CM,.g

an

4.5.1.4 |INFERENCI A PARA EL MODELO DE EFECTOS MI XTOS

Muchos experimentos se disefian para estudiar los efectos de un factor sobre la media de la
poblacion y los efectos de otro sobre la varianza de la misma, estos experimentos tienen una

mezcla de factores fijos y aleatorios. Los modelos para arreglos factoriales que incluyen
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factores fijos y aleatorios se llaman modelos mixtos, pues contienen una mezcla de ambos
tipos de efectos (KUEHL, 2001, cap. 7).

El modelo y andlisis para los efectos mixtos se compone de dos partes porque hay dos tipos
de inferencias. Las inferencias para los factores de efectos aleatorios se aplican a la variacion
en una poblacion de efectos, mientras que las inferencias para los factores de efectos fijos
estan restringidas a los niveles especificos usados en el experimento (KUEHL, 2001, cap. 7).
El modelo lineal para este experimento es el mismo que el presentado en la ecuacién 4.25,
suponiendo en este caso que las variables aleatorias independientes y normalmente

distribuidas con varianza constante, son ademas de g, , los efectos de uno de los factores

principales, por ejemplo 17, y el de la interaccion T,° (o bien en el caso més general, el de

las interacciones que involucran al factor aleatorio).

Los cuadrados medios esperados para el analisis de varianza de efectos mixtos vienen
dados como (KUEHL, 2001, cap. 7):

by (@)’

E(CM ,)=0* +nol, +—2 1

g —

E(cM,) = 0® + na?, + anc?
E(C AB):02+nO-/248

E (CMError ) = 02

Por lo tanto la estadistica apropiada para probar H, : 1/ =0 es:

_CM,
CM,

FA

que tiene una distribucidn F . ;@ ops. Para probar H, : 05, = 0, la estadistica

correspondiente es:

CM
F - AB
AB CM

Error
cuya distribucion €s F o z.1)-1),a0n1- Finalmente, para probar H,:03 = 0, la estadistica es:

_ CM,
CM ,;

FB
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que tiene una distribucion F ¢, 1, a-16-1)
La estimacion de los efectos del factor fijo (para el caso A), del modelo, viene dada por
(KUEHL, 2001, cap. 7):

u=y

1=y, -y parai=1,...,a
Y las estimaciones para los componentes de varianza del factor aleatorio B y la interaccién
vienen dadas por (KUEHL, 2001, cap. 7):

CM,, —CM
Interaccién : 0, = AB Error
n
CM, -CM
Factor B : 0, = —2—128
an

4.5.1.5 DETERMINACION DEL NUMERO DE REPLI CAS

Para determinar el tamano apropiado de la muestra (nimero de réplicas n) en los disefios
factoriales; el procedimiento es similar a los explicados para el caso de los disefios
unifactoriales (MONTGOMERY, 1991, cap. 7).

En la tabla 4.12, se muestra el valor apropiado del parametro®?*, para el caso del modelo
bifactorial de efectos fijos.

o’ puede ser estimado a través de experiencias anteriores con disefios similares, una prueba
piloto o0 estimaciones propuestas.

®? se puede estimar eligiendo valores de las medias de tratamientos para las cuales se debe
rechazar H,, con una probabilidad alta. Otra forma es elegir un tamafio de muestra, de tal
manera que la hipdtesis nula se rechace si la diferencia entre cualquier par de medias de
tratamientos excede un valor especifico o si la diferencia entre dos medias es por lo menos D.

Si este es el caso el valor minimo de @ viene dado por (MONTGOMERY, 1991, cap. 7):

2 n' D’
262V +1)
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Donde: n' es el nimero de unidades experimentales consideradas; D es la diferencia minima

para considerar que dos medias son diferentes;o’ es la varianza y v son los grados de
libertad.
Asi se tiene que si la diferencia entre dos medias de renglén es D, el valor minimo de ®’ sera

(MONTGOMERY, 1991, cap. 7):

nbD?
2b ¢°

o’ =

Mientras que si la diferencia entre dos medias de columna es D el valor minimo de ®° sera
(MONTGOMERY, 1991, cap. 7):

5 naD*?

- 2b ¢°
Finalmente, el valor minimo de ®* que corresponde a una diferencia igual a D entre
cualquier par de efectos de interaccion sera (MONTGOMERY, 1991, cap. 7):

2

@ = 262 [(a-1)(b-1)+ 1]

TABLA 4.12 PARAMETROS DE LA CURVA CARACTERI STI CA DE OPERACI ON MODELO
BIFACTORI AL DE EFECTOS FI JOS (MONTGOMERY, 1991, cap. 7)

Grados de libertad

Grados de libertad

FACTOR Ul del numerador del denominador
bn S 14)2
A ,.:1( % a-1 ab(n-1)
acd
b 5.2
an T
B ,;( i/ b-1 ab(n-1)
bao’®
a b B
AB
AB 22T (a-1)(b-1) ab(n-1)
o’[(a-1)(b-1)+1]
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Para los modelos de efectos aleatorios y mixtos deben usarse las curvas de operacion

caracteristica del anexo D4. El pardmetro A asi como los grados de libertad del numerador y

denominador para ambos modelos se muestran en las tablas 4.13 y 4.14 respectivamente.

TABLA 4.13 PARAMETROS DE LA CURVA CARACTERI STI CA DE OPERACI ON MODELO
BI FACTORI AL DE EFECTOS ALEATORI OS (MONTGOMERY, 1991, cap. 7)

FACTOR A Grados de libertad Grados de Ii.bertad
del numerador del denominador
s bn Gi a-1 (a-1)(b-1)
A O’ + N0
s an Gé b-1 (a-1)(b-1)
B 0’ + N0
(a-1)(b-1) ab(n-1)
AB 14 Oas
0.2

TABLA 4.14 PARAMETROS DE LA CURVA CARACTERI STI CA DE OPERACI ON MODELO
BIFACTORI AL DE EFECTOS MI XTOS

FACTOR Pardmetro Grados de libertad Grados de libertad
del numerador del denominador
- Ay 2
bn) (1)
A P = ; a-1 (a-1)(b-1)
. 5
(fio) a(o°+o,,)
2
1+ an gg
B o2 b-1 (a-1)(b-1)
(aleatorio)
AB - Oas (a-1)(b-1) ab(n-1)
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4.5.1.6 PRUEBADEIDONEIDAD DEL MODELO

Las suposiciones para el modelo en cuanto a la homogeneidad de las varianzas y la
distribuciéon normal, se pueden evaluar con el andlisis de residuos desarrollado en la seccién
4.2.4. Los residuos para el disefio factorial con dos factores se calculan como la desviacion de
los valores observados de las medias estimadas para cada celda en el arreglo, el residual de
cualquier celda es por tanto:

8,']- :y;,-k _yr’jk :y"l'k _'}7'7'

4.5.1.7 ANALI SI S GRAFI CO DE LOS EFECTOS DE | NTERACCI ON

En las figuras 4.5 y 4.6, se ilustra de manera grafica la ausencia o presencia de interaccion
para un arreglo con dos factores, A y B, cada uno con dos niveles; en la figura 4.5 se
muestra la medicion grafica de un solo efecto de cada uno de los factores. La respuesta
causada por A se grafica por separado para cada nivel de B, pero cuando no hay interaccion
las lineas son paralelas, mostrando que existe una respuesta idéntica al factor A en ambos
niveles de B. En este caso, los factores son independientes y los efectos principales pueden
usarse para interpretar por separado los efectos de ambos factores.

En la figura 4.6, se muestra la presencia de la interaccion, entre los dos factores, aqui las
lineas de respuesta no son paralelas. La diferencia en la magnitud (figura 4.6 a) o en la
direccién (figura 4.6 b) de las respuestas representan la interaccion entre los factores, estos
no actlian de forma independiente y las interpretaciones deben basarse en los contrastes
para cada combinacién de los dos factores (KUEHL, 2001, cap. 6).

Respuesta
B,
4
Efecto simple B,
de Ben A4, Efecto simple
v de Aen B,
A1 A2

FIGURA 4.5 COMPORTAMIENTO DE NO INTERACCION EN UN ARREGLO FACTORI AL
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Respuesta Respuesta
B,
B,
.’/“ B, B
A A Ay Ay
a) La Interaccion como una diferencia b) La Interaccion como una diferencia
en la magnitud de la respuesta en la direccion de la respuesta

FIGURA 4.6 PRESENCIA DE EFECTOS DE INTERACCI ON
EN UN ARREGLO FACTORI AL

4.5.1.8 TEMAS GENERALES PARA LOS DI SENOS FACTORI ALES COMPLETOS

a) DISENO FACTORIAL GENERAL

Los resultados del disefo factorial de dos factores pueden extenderse al caso general en el
que existen a niveles del factor A b niveles del factor B c¢ niveles del factor G y asi
sucesivamente, arreglados en un disefo factorial. En general habra un total de (abc...n)
observaciones; si hay n réplicas por cada tratamiento. Hay que notar que deben recopilarse
al menos dos réplicas para poder determinar la suma de cuadrados del error si todas las
posibles interacciones en el modelo estan incluidas (MONTGOMERY, 1991, cap. 7).

En el caso de que todos los factores del experimento sean de efectos fijos, facilmente pueden
formularse hipdtesis acerca de los efectos principales y de las interacciones. Los estadisticos
que prueban cada efecto principal y cada interaccién se pueden construir dividiendo la media
de cuadrados del efecto de las interacciones correspondientes entre las medias de cuadrados
del error. Todas las pruebas F corresponden a pruebas unilaterales del extremo superior. Los
grados de libertad de cualquier efecto principal son iguales al nimero de niveles del factor
menos uno; Y los grados de libertad de una interaccion son el producto de los grados de
libertad asociados con los componentes individuaks de la interaccion (MONTGOMERY, 1991,
cap. 7).

b) UNA SOLA REPLICA EN EL DISENO FACTORIAL COMPLETO:
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En los estudios de investigacidn surgen situaciones en las que solo se dispone de una
observacién por celda del arreglo factorial. La varianza del error experimental no puede
estimarse con una sola réplica de las combinaciones de los tratamientos, porque las
particiones de las sumas de cuadrados para los efectos principales e interaccion del factor
son iguales a la suma de cuadrados total para las observaciones. Lo anterior implica que no
se puedan efectuar contrastes de hipdtesis sobre los efectos en estudio. Una forma de
solventar esta situacién es usando la asuncion de la aditividad la cual describe que no hay
interaccion entre los factores. Bajo la aditividad de factores se puede usar la particion de los
cuadrados medios de la interaccidn como una estimacion del error experimental. Como la
aditividad de los efectos principales o de la ausencia de interacciéon no esta garantizada, son
necesarios algunos medios para evaluar la presencia de interacciéon (KUEHL, 2001, cap 6).

Aun cuando existan algunos métodos para evaluar la presencia de interacciones que en
general, seran funcion de que los factores que se combinan sean cualitativos y/o
cuantitativos, lo mas recomendable es prever desde el principio de la investigacion los
recursos disponibles y en funcion de ellos pensar en el uso de disefios experimentales
alternativos, que aun con el uso de una sola réplica, permiten métodos de analisis mas
versatiles para el estudio de los efectos de los factores principales y de interaccion, como por

ejemplo pueden mencionarse los disefios 2* (ver seccién 4.6).

C) REPLICAS DESIGUALES EN LOS TRATAMIENTOS O DISENOS FACTORIALES
DESBALANCEADQS:

Muchas veces puede darse el caso de datos faltantes en los estudios de investigacion,
situacion que puede ocurrir por ejemplo, por la perdida imprevista de datos y la escasez de
recursos para hacer repeticiones, o bien, porque el investigador crea a propdsito disefios
desbalanceados dado que algunas combinaciones por celda son mas caras o dificiles de
ensayar. Por otro lado, algunas combinaciones de tratamientos pueden ser de mayor interés
para el experimentador porque representan condiciones nuevas 0 inesperadas
(MONTGOMERY, 1991, cap. 7).

En general, sea cual sea la causa de datos faltantes, cuando se tienen disefos
“desbalanceados” se pierde la propiedad de ortogonalidad de los efectos principales y de
interaccion, lo que implica que para estos disefios no puedan aplicarse las técnicas usuales de

analisis de varianza.



4-74

Los métodos generales para el andlisis de disefios factoriales desbalanceados pueden
dividirse en (MONTGOMERY, 1991, cap. 7):

i Métodos aproximados: que son Utiles cuando los datos no estan muy desbalanceados
para convertir este problema en uno balanceado. Para la aplicacién de estos métodos
aproximados se supone que cada celda tiene al menos una observacion. Entre estos
métodos estan: el método de la estimacion de datos faltantes, el método de la
eliminacién de datosy el método de los promedios no ponderados (una descripcion
detallada de estos métodos la presenta MONTGOMERY, 1991, seccion 7.7.2).

i  Métodos exactos: En casos en los que los andlisis aproximados se vuelven
inapropiados, debido a que los datos estan bien desbalanceados (como por ejemplo,
presencia de celdas vacias o con nimeros de réplicas bien diferentes), deben usarse
andlisis exactos que se basan en el desarrollo de métodos de particion del andlisis de
varianza, cuyo enfoque es representar el analisis de varianza mediante el ajuste de
modelos de regresion. Como es ldgico existen diferentes formas de hacer esto, y
puede ser que cada método produzca resultados diferentes, sin embargo, las rutinas
estadisticas generales, programadas para aceptar la teoria estadistica conocida, han
eliminado en parte, las diferencias asociadas con el andlisis de conjuntos incompletos
de datos. Una descripcién detallada de la aplicacion de un método exacto para el
analisis de disenos desbalanceados se presenta en KUEHL, 2001, seccién 6.9).

4.6 DISENOS FACTORIALES2"

El disefio 2 es particularmente Util en las primeras etapas del trabajo experimental, cuando
es probable que haya muchos factores por investigar. La difusidn industrial de los disefios 2,
se fundamenta en tres motivos (PRAT et al., 2000, cap. 7):

i.  Proporcionan una excelente relacién entre el esfuerzo experimental y la informacién
obtenida.
i.  Son sencillos de construir, realizar, analizar e interpretar.
i.  Son faciles de combinar entre ellos para obtener otros disefios mas com plejos.
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En estos disefios el plan experimental tiene por objeto el estudio del efecto sobre una
respuesta, de k factores, cada uno a dos niveles. El modelo estadistico del disefio 2* incluye
el cdlculo de 2°-1 efectos que se distribuyen como: k efectos principales, k(k-1)/2
interacciones de dos factores, k(k-1)(k-2)/3! interacciones de tres factores,..., y una
interaccion de k factores (JURAN y GRYNA, 1997, cap. 26). Los disefios 2, aun cuando
constituyen una variante de los disenos factoriales, se estudian por separado debido a que
pueden aplicarse técnicas de analisis diferentes al andlisis de varianza.

Los disefios en los que cada factor varia a dos niveles sdlo permiten estudiar relaciones
lineales entre la respuesta y los diferentes factores, lo que puede considerarse como un grave
inconveniente si este hecho no se compensa con la eleccién de niveles lo suficientemente
cercanos, de tal manera que una linea recta sea una buena aproximacion a la verdadera
forma de la respuesta en la region de interés.

En general, las fases para un trabajo experimental que involucre un disefio factorial 2, son
las mismas que para cualquier otro tipo de disefio, estas son: a) fase de disefo, b) fase de
recoleccidn, c) fase de estimacion de efectos, d) fase de significacion de efectos, y e) fase de
evaluacion o validacion del modelo. En las secciones de la 4.6.1 a la 4.6.2, se presenta la

descripcion de la aplicacién de cada una de estas fases.
4.6.1 MATRI Z DEL DISENO 2*

En el disefio 2%, los valores correspondientes a los dos niveles se codifican asignando al nivel
bajo el valor de -1 (o simplemente -) y al alto +1 (o simplemente +). Si el factor es
cualitativo, a un nivel se le asigna -1y al otro +1 arbitrariamente. El arreglo de experimentos
en un disefio con k factores, se puede generar facimente. En general, el nimero total de
experimentos cuando se tienen k factores es igual a 2* si no hay replicaciones. En problemas
que tengan hasta cinco factores, la estructuracion de todas las combinaciones posibles se
puede elaborar empleando la tabla 4.15 como referencia. Una forma de recordar estos
arreglos es observando que la primera columna alterna signos — y +, la segunda alterna
pares de signos — y +, la tercera alterna cuartetas, etc. Obsérvese que el tamano de los
grupos de signos es una potencia de 2. Esto es, el tamafio en la primera columna equivale a
2°, en la segunda 2}, en la siguiente 2?, y asi sucesivamente hasta 2* grupos de signos. Cada
fila de signos representa el conjunto de condiciones a que estara sujeto dicho experimento.

Conviene sefalar que en cada experimento se pueden medir diversas variables dependientes,
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las cuales se analizan individualmente. La columna de signos de los factores de interaccién se
obtiene multiplicando los signos correspondientes en las columnas (factores) involucrados en
la interaccion, esta operacion se realiza por hileras (LAWSON et al., 1992, cap. 2).

TABLA 4.15 ORDEN DE YATES DE EXPERI MENTOS 2% (LAWSON et al., 1992, cap. 2)
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4.6.2 RECOLECCION DE DATOS EN EL DI SENO 2*

El orden en que se presentaron los experimentos en la tabla 4.15 se conoce como orden
estandar u orden de Yates. Este representa una forma conveniente de mostrar los resultados,
pero a pesar de ello no es recomendable que los experimentos se ejecuten en ese orden, ya

que se pueden producir sesgos. El orden de la experimentacion debe ser totalmente
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aleatorio, ya que de esta forma se evita o minimiza la influencia de los factores no
controlables, al no permanecer constantes durante el experimento.

En ocasiones, el costo de @mbiar un factor de nivel es muy elevado (esto ocurre con
frecuencia cuando alguno de los factores y el coste energético y tiempo de calentamiento es
muy elevado, asi como el tiempo para el enfriamiento). Se puede recurrir a aleatorizaciones
restringidas para minimizar el nimero de veces que se cambia el nivel de un factor. Sin
embargo, siempre que sea posible y no se origine ningun problema serio, ni coste adicional
importante en la realizacién del experimento, es conveniente aleatorizar totalmente el orden
de la experimentacion (LAWSON et al., 1992, cap. 2).

4.6.3 REPLI CAS EN EL DISENO 2*

Cuando se sabe que el sistema objeto de experimentacion es muy variable, se hacen varios
experimentos bajo cada condicion experimental. A estas repeticiones se les denomina
réplicas. Como se vera en la seccidn 4.6.4, al analizar los resultados se considera la media de
estas réplicas como la Unica respuesta, y se procede a calcular los efectos como si solo se
hubiese experimentado una vez bajo cada condicion y el resultado hubiese sido precisamente
esa media. Conviene destacar que una réplica implica la realizacion de todo el experimento
(bajo la condicidn sefalada) y no recoger dos medidas de la misma respuesta, ambas
consecuencias del mismo experimento. Las réplicas asi consideradas tienen la ventaja de que
permiten medir la variabilidad del sistema con el que se estd experimentando y esta
variabilidad puede ser utilizada para determinar la significacion de los efectos de los factores.
Tal como se vera en la seccion 4.6.5 (PRAT et al., 2000, cap. 7).

4.6.4 CALCULO DE EFECTOS EN EL DI SENO 2*

Existen dos formas rapidas y sencillas de calcular los efectos principales y de interaccion en

un disefio 2%

a. El algoritmo de los signos también llamado de BOX, HUNTER y HUNTER (1989).

b. El algoritmo de Yates

A continuacion se describe cada uno de estos métodos.
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a. Algoritmo de los signos: Este algoritmo calcula los efectos a partir de los signos

utilizados para definir los niveles en la matriz de disefio, afiadiendo las columnas de
signos generadas para las interacciones (ver seccion 4.6.1). Se afiade ademas una
columna con +1, que servira para calcular la media. Cada efecto estimado es un

estadistico de la forma y, — y_, es decir esta expresado por la diferencia entre dos

medias, cada una conteniendo 2* observaciones. Otra forma de conceptualizar, la
cuantificacion de cualquiera de los efectos por este procedimiento, es mediante la
suma algebraica de la respuesta, de acuerdo con los signos definidos en la columna
del efecto correspondiente, y se divide por la mitad del nimero de condiciones
experimentales. Para hallar la media, la operacidn es exactamente la misma que
antes, excepto que se divide por el nimero de condiciones experimentales
especificadas en la matriz de disefio, este valor es el promedio de todas las
respuestas obtenidas durante la experimentacion, pero resulta de escasa utilidad
practica.

En resumen, el calculo de cualquier efecto viene dado por:

Efecto =promy, —promy =y, —y._

En donde: prom y, es el promedio aritmético de todas las respuestas con signo
positivo cuando la columna de los resultados obtenidos en la experimentacion se
multiplica por el vector columna de los signos del efecto Ly prom y.es el promedio de
todas las respuestas con signo negativo cuando la columna de los resultados
obtenidos en la experimentacion se multiplica por el vector columna de los signos del
efecto L (JURAN y GRYNA, 1997, cap. 26).

b. Algoritmo de Yates: Este procedimiento requiere un menor nimero de operaciones
que el anterior y, al mismo tiempo, es el mas adecuado para implementarlo en una
hoja de calculo o cualquier otro programa informatico. Para la aplicacidon de este
algoritmo de Yates se procede como sigue (JURAN y GRYNA, 1997, cap. 26):

1. Listar los datos en el orden de Yates o estandar.
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Crear k+ 2 columnas, en la primera columna colocar el disefio experimental, es
decir, las combinaciones de los 2 tratamientos en el orden estandar de Yates
(ver tabla 4.15).
En la segunda columna, colocar las observaciones o respuestas a cada
combinacién de tratamientos. Si el plan es replicado indicar el total de cada
combinacién.
En la primera mitad de la tercera columna, colocar las sumas de los pares
consecutivos de datos correspondientes, es decir el primer valor serd b suma
del 10 y 20 dato, el segundo valor la suma del 3° y 4° dato y asi
sucesivamente. En la segunda mitad indicar por orden las diferencias de los
pares consecutivos de datos (primer valor resta del 2° menos el 1° dato,
segundo valor resta del 4° menos el 3° dato, y asi sucesivamente).
Calcular las columnas 4, 5, ....., k+2de la misma forma que la columna 3, es
decir, obteniendo en cada caso las sumas y diferencias de los pares de datos
de la columna precedente.
Los datos de la columna k+2, se designan con los cddigos g(T), g(A), g(AB),
etc. Las letras entre paréntesis corresponden a los signos mas de la notacion
geométrica, es decir, de la combinacion de tratamientos de la fila
correspondiente del disefio experimental. El primer valor g(T) se divide entre
N para obtener el promedio global. Las estimaciones de los efectos principales
y de interaccion se obtienen dividiendo cada valor g(...) por N/2.

(Las siguientes etapas son controles)
La suma de las respuestas individuales en la segunda columna, ha de ser igual
al primer dato de la columna de las g(...), ya que g(T) es el total general.
La suma de los cuadrados de las cantidades de la columna dos, ha de ser
igual a la suma de los cuadrados de los datos de la columna k+2 dividida
entre 2.
Cada g¢(...), de la dltima columna ha de ser igual a la sumatoria de las
observaciones con signo mas (+) menos la sumatoria de las observaciones
con signo menos (-).
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4.6.5 SI GNI FI CACI ON DE EFECTOS EN EL DI SENO 2*

Una vez calculados los efectos, la primera tarea, mediante la técnica estadistica mas
adecuada, sera distinguir cudles de ellos son significativamente diferentes de cero’ y cudles
no lo son. Hay dos situaciones de partida distintas al abordar este problema: cuando se ha
replicado el experimento, y cuando cada experimento elemental se ha llevado a cabo una
sola vez (por razones obvias de economia experimental, la segunda situacién es la mas
habitual).

Existen varias formas estadisticamente validas para evaluar la significacion de los efectos en

un disefio 2, entre ellas estan:

a) La prueba t-Student de significacion de los efectos

b) La prueba de andlisis de varianza

¢) Pruebas graficas de significacion de efectos

A continuacion, en las secciones de la 4.6.5.1 a la 4.6.5.2, se presenta una descripcién de
cada una de ellas.

4.6.5.1 PRUEBA T-STUDENT DE SI GNI FI CACI ON DE EFECTOS

Para poder determinar la significacién de los efectos por la prueba de t-Student, es necesario
disponer de una medida de la variacion que el error experimental ha inducido en la
estimacion de los mismos. El calculo de dicha medida de variabilidad depende si el disefio es
replicado o no.

Si el disefio es replicado y no se tiene igual nimero de réplicas en las distintas combinaciones
de tratamientos, la varianza del error puede calcularse a partir de (PRAT et al., 2000, cap. 7):

SZ_(nl—l)sf+(n2—1)s§+ ..... +(n, —-1)s;
n+n,+...+n, -C

r

* Que la estimacion de un efecto, hallada a través del experimento, sea distinta de cero no implica
que el verdadero valor del mismo lo sea. Es decir, no implica que afecte en forma detectable a la
respuesta y que, por tanto, corresponda a un término que deba ser incluido en el modelo.
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con n,+ ny+...+ n, — C grados de libertad, donde C es el nimero de condiciones
experimentales distintas (C = 2) y n el nimero de réplicas de la i-ésima condicidn
experimental.

Si se tiene una sola ®plica para cada combinacion, la varianza del error experimental puede
estimarse utilizando la suma de los cuadrados correspondientes a las interacciones de tres o
mas factores. La suma de los cuadrados con un grado de libertad correspondiente al efecto
factorial de dos niveles viene dada por la férmula (JURAN y GRYNA, 1997, cap. 26):

N Z ( efecto de interacciones de orden tres o mayor)?
i=l

4

Para obtener la estimacion de la varianza del error experimental, debe dividirse la suma de
cuadrados de la ecuacion anterior entre e, siendo e el niUmero de los efectos de interaccion
que contribuyen al total. En un factorial 2%, el niimero de interacciones de orden tres o mayor
seran 2 — (K + k + 2)/2.

Finalmente, si no se dispone de réplicas de las distintas combinaciones, pero el disefio es
aumentado con puntos centrales (ver seccién 4.6.9), la varianza del error experimental puede
estimarse como la varianza de las “q” repeticiones de los puntos centrales. Los grados de
libertad en este caso son n, — 1, en donde n, es el nimero de repeticiones de los puntos
centrales.

A continuacién se describe el procedimiento general para la prueba t-Student de significacién
de los efectos (JURAN y GRYNA, 1997, cap. 26):

1. Elegir el nivel de significacién a.
Estimar la varianza del error experimental (de acuerdo a lo anteriormente expuesto).
Buscar t,,, para los grados de libertad correspondientes, seglin sea la estimacion de la
varianza del error experimental.

4, El error tipo de cada efecto estimado viene dado por:

2s
N/2

ET (efecto estimado) =ET(y, —y_) =

en donde Nes el nimero total de observaciones.
5. Los limites de confianza para el 100(1- a)% de cada efecto son por tanto:
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Efectott, 2[E T (efecto estimado)]

6. Para cualquier estimacion de los efectos principales o de interaccion, si el valor

absoluto de uno de los efectos es mayor que ¢, /2[ET(efect0 eslimado)], concluir que

la diferencia del verdadero efecto a partir de cero es estadisticamente, significativa.
Otra forma de evaluar la significacién de los efectos es a través del intervalo de
confianza creado para cada uno de ellos, ya que puede concluirse que el efecto es
significativo si el intervalo no contiene al valor de cero.

En la practica por razones de comodidad y rapidez, se recurre al calculo de
intervalos de confianza aproximados, en la forma (PRAT et al., 2000, cap.

7):

efectox 2 desviacion es tipo de los efectos

Y se consideran significativos aquellos cuyo intervalo no contiene al cero.
4.6.5.2 ANALISIS DE VARI ANZA PARA LA SI GNI F CACI ON DE EFECTOS

En los disefios 2* replicados la prueba de significacion de los efectos puede realizarse también
a partir de analisis de varianza, lo que implica estimar y calcular las sumas de cuadrados para
cada uno de ellos. En general, las sumas de cuadrados de los efectos vendran dadas, por
(JURAN y GRYNA, 1997, cap. 26):

SCys Zc(3e =) 2T T
En donde N es el nimero total de observaciones que para un disefio con n réplicas viene
dado por n x 2.
En la tabla 4.16, se presenta el andlisis de varianza para el disefio 2. Obsérvese que la suma
de cuadrados medios se excluye de ésta tabla ya que la suma de cuadrados de los efectos
principales y de interaccidn son iguales, a excepcion del cuadrado medio del error CMgqor =
SCeror/ (2%(n-1)) (MONTGOMERY, 1991, cap. 9).
Las razones SCA/ CMgqor, SCB/ CMgor,...., €tC., tienen una distribucion F con un grado
de libertad en el numerador y 2(n - 1) grados de libertad en el denominador. Las regiones

criticas corresponden al extremo superior de la distribucidon F. En otras palabras, la hipdtesis



4-83

nula para un nivel de significacion a se rechaza cuando Fracior > Fo, (1, 21y; donde Fracror €5
el F calculado para cada factor (MONTGOMERY, 1991, cap. 9).

Si se tiene una sola réplica el anadlisis de varianza puede realizarse tomando como estimacién
de la varianza del error la presentada para la prueba t de una sola réplica de la seccidon
4.6.5.1.

4.6.5.3 PRUEBAS GRAFI CAS DE SI GNI Fl CACI ON DE EFECTOS

En el trabajo experimental, muchas veces no se tendra la disponibilidad de realizar replicas.
Sin embargo, existen métodos sencillos de tipo grafico que permiten detectar la presencia de
efectos significativos de forma eficaz, dos de los cuales son: (a) Los graficos en escala
probabilistica normal de los efectos, y (b) el grafico de Pareto. A continuacion se describe

cada uno de estos métodos.

(a) GRAFICOS DE LOS EFECTOS EN ESCALA PROBABILISTICA NORMAL:

La respuesta experimental esta sometida a variacién aleatoria. Esta variacion seguira, en
general, una ley normal con media cero y una desviacion tipica que refleja el error
experimental. Aun el caso ifrecuente en que no se sigue la ley normal, los efectos son
combinaciones lineales de la respuesta, y por el teorema central del limite tendran tendencia
a seguirla (PRAT et al., 2000, cap. 7).

Supdngase que se tiene un experimento en el que todos los efectos sean no significativos, los
efectos hallados oscilan alrededor de cero, siguiendo una ley normal (N(O, Oefectos)). Al
representarlos en una escala probabilistica normal apareceran todos ellos alineados, la
pendiente de la recta es una indicacién del tamafio del error experimental. Una recta mas
horizontal indicaria una mayor variabilidad (PRAT et al., 2000, cap. 7).

Por lo contrario, cuando al menos uno de los efectos es significativo, si bien tiene la misma
desviacion tipo, la media varia dependiendo del tamaiio del efecto. De forma que cada efecto
se distribuye como N(Hefecto; Oefectos), dONde Pesecto €S distinta en cada caso. En la figura 4.7, se
presenta un ejemplo del comportamiento de los efectos en escala probabilistica normal
(PRAT et al., 2000, cap. 7).
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TABLA 4.16 ANALISIS DE VARI ANZA PARA EL DI SENO 2% (MONTGOMERY, 1991, cap. 9)

Fuente de variacion Suma de Grados de libertad
Cuadrados
K efectos principales
A SCA 1
B SCB 1
K SCK 1
g%nteraccién de 2 Factores
AB SCAB 1
AC SCAC 1
K SCJK 1
g%nteraccién de 3 Factores
ABC SCABC 1
ABD SCABD 1
K SCIJK 1
%:%nteraccién de k Factores SCABC...K )
ABC...K
Error SCError Zk(lg - 1)
Total SCrotal n2"-1
Grafica de Probabilidad Normal
100 .
:g ----- ) <
8 | - /./ :
-— 60
& w0 ~
:2 - OZit ]
20 _ 3
10 ) i
o AD ® ;
18 6 -4 -2 o] 2 14
Estimacion de Efectos

FI GURA 4.7 GRAFI CA DE PROBABI LIDAD NORMAL DE LOS EFECTOS




4-85

Las graficas en escala probabilistica normal de los efectos se construyen de la siguiente forma
(LAWSON et. al., 1992, cap. 1):

Se ordenan las estimaciones de los efectos en sentido creciente (de menor a mayor).

2. Se crean percentiles p; = (i — 0.5)/(nimero de efectos) para cada uno de los efectos
ordenados, en donde /indica el orden del efecto.

3. Se calculan los estadisticos de orden z asociados a cada p;(z-score), obtenidos de la
tabla del anexo Al. Si se desea puede utilizarse la aproximacion:

z=5.03p""* = (1-p, )]

4. Representar graficamente las parejas (efecto, p x100) o bien (orden de efecto, =
score).

5. Interpretar. Requiere cierta practica trazar correctamente las rectas e interpretar los
resultados. Es obvio que la recta debe ajustarse a los puntos centrales y no a los de
los extremos, cque son los efectos potencialmente significativos. Un error comun es
considerar como significativos efectos que se apartan de la recta por estar demasiado
proximos a cero (esto ocurre con cierta frecuencia, ya que al extraer muestras de
tamafo reducido de una ley normal los extremos tienden a estar sobrepresentados).

Ver figura 4.8.

*

| T

zof Separacion
Separacién
-1 + dudosa .
L
-2 1 1 L
0 2 4 6 8 10

Datos ordenados

FI GURA 4.8 INTERPRETACI ON DE SI GNI FI CACI ON DE LOS EFECTOS

(b) GRAFICOS DE PARETO DE LOS EFECTOS:
El analisis de Pareto constituye otro recurso grafico muy Util para representar la significacion

de los efectos y consiste en elaborar un histograma ordenado en el que la longitud de cada
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rectangulo representa la magnitud de los efectos estimados. El andlisis de significacion

consiste en comparar la altura de cada rectangulo con una linea trazada sobre el valor del
efecto normal calculado con un nivel de significacion o, para el Oeectos COrrespondiente, es

decir: Zy = Hefecto/ Octectos €N donde  erecto €5 €l promedio de los valores de los efectos

obtenidos. En la figura 4.9 se presenta un analisis de Pareto para la significacién de efectos.

Diagrama de Pareto

Al = = ]
AD [ ]
C[ 1
BD[ ]
AC [ 3]

BC ———————
BC——————
AB ]
co———

0 1 2 3 4 5 6 7

Estimacion de Efectos

FIGURA 4.9 GRAFICO DE PARETO PARA EL ANALI SIS DE SI GNI FI CACI ON DE LOS
EFECTOS

4.6.6 INTERPRETACION DE RESULTADOS

Una vez que se ha determinado cuales de los efectos son significativos un paso importante es
interpretar fisicamente esos resultados. Una forma de interpretarlos es observando si los
efectos producen un aumento o decremento en la respuesta. Un recurso bastante (Util
consiste en elaborar graficos de los niveles de los efectos con respecto a las respuestas
obtenidas tanto para los efectos principales, como para los de interaccién (ver figura 4.6). Por
supuesto es imprescindible hacer estas interpretaciones a la luz de los conocimientos previos
que sobre el problema se pudiesen tener.

Por otra parte, si lo que se quiere lograr con la experimentacion es construir un modelo, la
interpretacion de los resultados puede venir enfocada sobre la busqueda de una funcién que
represente aproximadamente la relacién entre la respuesta y los factores, que resulte Util en
la zona experimental (es importante recalcar que no es conveniente extrapolar variables mas
alld de los niveles que se han experimentado).

Mediante disefios 2 se pueden estimar los coeficientes de modelos polindmicos sin términos
cuadraticos. El modelo a estimar es del tipo:
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k
y =B, + Z Bix; + 3 > Byx,x; +..+(hasta 2~ (K + k + 2)/2 interacciones de orden
= T i
tres o mayor)

donde:

Bo Término independiente del modelo. Corresponde a la media.

B1,., Bi2s... Coeficientes. Son la mitad de los efectos calculados. Esto es debido a que
el efecto principal de un factor representa el cambio en la respuesta al
pasar del nivel bajo (-) al alto (+). Mientras que el coeficiente representa
el cambio en la respuesta al cambiar el factor una unidad (del 0 al 1, o
del -1 al 0).

Xy X, -.. Valores que toma cada uno de los factores.

xx;, xxx; Productos de los valores que toman los factores que se indican. En el
modelo representan los efectos de las interacciones.

y Valor que toma la respuesta para los valores dados de los factores.

En el modelo sélo deben incluirse los términos correspondientes a aquellos factores que
resultaron significativos. La superficie creada en funcion de los factores codificados permite
interpretar los efectos de los factores. La decodificacion de las variables puede lograrse a
partir de:

nivel sup. + nivel inf.
° 2
nivel sup. + nivel inf.
2

X

X. =

c

Donde el subindice C indica unidades codificadas y el O originales. Las ecuaciones con las
variables en las unidades originales deben ser tratadas con cautela, ya que su interpretacion
es mas compleja. Son Utiles para predecir, pero no para interpretar los efectos de los factores
(PRAT et al., 2000, cap. 7).

4.6.7 DIAGNOSIS DEL MODELO

Es facil calcular los residuos de un disefio 2 por medio del modelo de regresidn creado. En

general los residuos vienen dados por:
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E=y -y
En donde y es el valor previsto para cada condicion experimental. Los residuos calculados
permiten comprobar si se cumplen las hipdtesis del modelo, que son independencia,
normalidad y varianza constante, y que pueden ser comprobadas mediante las técnicas

graficas para el andlisis de residuos presentadas en la seccion 4.2.4.
4.6.8 CALCULO DEL NUMERO DE REPLI CAS EN EL DI SENO 2¢

Como se vio en la seccidn 4.6.3, las repeticiones son necesarias para lograr la precision
deseada cuando el sistema es muy variable. Si & identifica la magnitud maxima de la
diferencia practica® entre las medias muestrales que se esta dispuesto a aceptar, y o es la
desviacion estandar, el nimero de experimentos necesarios para lograr una precision
deseada es (LAWSON et al., 1992, cap. 2):

v =B

000

Por ejemplo, si se requiere un 2*y en funcion de la precision el N = 32, el experimento debe
replicarse. Si N no es un nimero entero el valor debe aproximarse al multiplo mas cercano a
2 (r2"). Lo anterior garantizard que el error méximo sea menor al 10% y permitird probar
con un 95% de confianza, la significacion de los efectos (LAWSON et al., 1992, cap. 2).
A medida que & disminuye (mayor precision) el nimero de experimentos necesarios (N), sera
mayor. A menudo no es necesario que o sea mucho menor que o (@ menos que los
experimentos sean baratos). La precision sera la misma independientemente del tamafio del
factorial. La precision depende del nimero de combinaciones totales ejecutadas y no del
numero de factores (LAWSON et al., 1992, cap. 2).
Al inciar un programa experimental es recomendable empezar determinando N, ya que es
util para determinar el costo del programa experimental, con la precision deseada. En la

practica es util definir a 6 = 8a/ Jn, ya que asi se indica la precision que es posible comprar
con N datos (presupuesto disponible para el estudio). Si & no es adecuado se debe proponer

> La diferencia practica puede tener una significacion estadistica o empirica , se dice que es estadisticamente
significativa si su valor es muy grande con respecto a la media de cuadrados del error. Por otra parte, e
empiricamente significativa cuando esta diferencia es lo suficientemente grande como para producir
beneficios econdomicos o en la operacion del proceso a largo plazo. Se pueden tener estudios en los que se
encontrard significacion estadistica pero no practica o viceversa.
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aumentar N & no ejecutar el programa (o tratar de disminuir la desviacion estandaro)
(LAWSON et al., 1992, cap. 2).

4.6.9 ADICION DEPUNTOS CENTRALES EN EL DISENO 2*

Los puntos centrales son respuestas obtenidas cuando todos los factores experimentales se
encuentran a un nivel intermedio a los niveles inferior () y superior (+) del disefio Z. La
repeticion del experimento en los puntos centrales es importante en los factoriales a dos
niveles, debido a dos razones (LAWSON et al., 1992, cap. 2):

a. Proporcionan un estimador del error, con base en el cual se pueden medir los efectos:
La repeticién de puntos centrales permite determinar un estimador “puro” del error ya
que son puntos repetidos.

b. Producen una prueba para el modelo: Un factorial se basa en que los cambios en la
variable dependiente, se pueden estimar bien con un modelo lineal. La validez de
dicha hipotesis no se puede verificar ya que sblo se tienen dos niveles para cada
factor. En el caso de existir efectos no lineales (curvatura), las predicciones no son
buenas excepto en los puntos cercanos a los puntos factoriales. El uso de puntos
centrales permite determinar la no linealidad analizando la magnitud de la diferencia
entre los promedios del punto central y los puntos factoriales (LAWSON et al., 1992,
cap. 2):

Efecto de curvatura = C = ¥ ;,.10ia

- ypuntog:entrales

En donde, ¥/, € €l promedio de las respuestas de las 2“ x n corridas
factoriales y ¥, ntoscentrales €S €l Promedio de las respuestas asociadas a los puntos

centrales.
El andlisis de significacion del efecto de curvatura puede lograrse mediante la prueba
t para el estadistico (LAWSON et al., 1992, cap. 2):

t, = < en donde S viene dado por S, = LI
Sc Nf np.c
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(en el cual s es la estimacidn de la desviacién estandar de y , N; es el nimero de
puntos factoriales y n, . es el niUmero de puntos centrales).

El efecto de curvatura resulta significativo si & es mayor que el valor de una t de
Student con v grados de libertad, en donde v son los grados de libertad con los que
se ha estimado o a partir de s (PRAT et al., 2000, cap. 9).

4.6.10 BLOQUES EN DI SENOS FACTORI ALES 2¢

El experimento factorial puede sesgarse sustancialmente, § existe la posibilidad que los
niveles de ciertas variables latentes (factores no controlables) cambien, es decir, si hay
motivos que provoquen que el experimento no se lleve a cabo bajo condiciones homogéneas.
Al bloquear es posible dividir el global de experimentos en grupos o bloques dentro de los
cuales se piensa que las condiciones bajo las que se va a experimentar son homogéneas.
Para conseguir esas divisiones, se confunden interacciones, de las que en principio se piensa
que no son importantes (en general, tres 0 mas factores), con los factores de bloqueo. Los
principios para crear variables de bloque son los que se aplican a los disefios factoriales

fraccionarios, que pueden estudiarse con mas detalle en PRAT et. al.(2000).

4.7 PROBLEMAS DE DI SEN O DE EXPERI MENTOS

EJEMPLO 4.7.1 DISENO UNI FACTORI AL DE EFECTOS FI JOS

Se quiere comparar el trabajo de los cuatro analistas de un laboratorio en el ensayo
de determinacion del porcentaje de alcohol metilico en muestras de un producto
quimico mediante la técnica de cromatografia liquida de alta resolucién (HPLC). Cada
uno efectla tres determinaciones. Para asegurar la distribucion aleatoria de las
muestras se procedid de la siguiente forma:

Los analistas se enumeraron del 1 al 4 y las muestras del producto quimico del 1 al
12, seguidamente se tomaron al azar un analista y una muestra, hasta completar la

distribucidn. La distribucién resultante de los andlisis se presenta a continuacion:
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Analista Muestra
1 9 1 11
2 3 10 | 12
3 4 6 8
4 5 2 7

Los resultados reportados por los analistas fueron los siguientes:

Analista Porcentaje de alcohol metilico

1 84.99 84.38 84.02

2 85.15 84.88 85.13

3 84.72 85.15 84.48

4 84.20 84.55 84.10
Total

En funcion de los resultados obtenidos determine si € trabajo de los analistas difiere
significativamente. Use un nivel de significacion (o) de 0.05.

Solucion:

Obijetivo del problema: Comparar el trabajo de los cuatro analistas de un laboratorio,
en el andlisis de metanol en un producto quimico por HPLC, como parte del proceso
de aseguramiento de la calidad del laboratorio.

1. El modelo estadistico lineal para el analisis de datos en el modelo unifactorial de
efectos fijos es el siguiente:

Yi= H+Ti+ E,‘j

2. Contraste de hipotesis:

Ho: My = Mo = Hs = My
Hi: W, # 1 (en al menos un par)

3. Criterio de decision:

F - SCTratamienbs /( k - 1) - MC Tratamienbs
’ SCError /( N - k) MC

Error

Debe rechazarse H, si F, > Fy k.1 nk

4, Si se rechaza H,, estimar los efectos.
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5. Calculos:

+ En la tabla E4.1.1 se presentan los totales y los promedios obtenidos de los
resultados de cada analista:

TABLA E4.1.1
Analista Porcentaje,d_e alcohol Total | Promedio
metilico
1 84.99 | 84.38 | 84.02 | 253.39 84.46
2 85.15 | 84.88 | 85.13 | 255.16 85.05
3 84.72 | 85.15 | 84.48 | 254.36 84.79
4 84.20 | 84.55 | 84.10 | 252.85 84.28
Total 1015.76 84.65

* Suma de cuadrados de tratamientos SCrratamientos

sc _ iy? Y% (253.39)2 +(255.16)% +(254.36)% +(252.85)% (1015.76)
Trat ienbs — - T~
ratamienios 4 ni N 3 N

SC =8598175 -8598070 =1.05

Tratamienos

* Suma de cuadrados del error y suma de cuadrados total (SCgror y
SCTotal)

SCError= SCTotal - SCTratamientos

4 3 YZ
SCr = Z Z v, v 85982.62 —85980.7 =1.92
=1 j=

SCEror = 192_ 105 = 087

» Enlatabla E.4.1.2 se presenta el andlisis de la varianza:

TABLA E4.1.2
Fuente de Suma de Grados de Media de F,
variacion cuadrados libertad cuadrados
Entre tratamientos 1.05 3 0.35 3.21
Dentro 0.87 8 0.109
tratamientos
Total 1.92 11

Fo.05,3,8 = 4.06 > F,

Conclusion:
No existe evidencia significativa al 5% como para asegurar que los analistas del
laboratorio trabajan diferente.
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Prueba de idoneidad del modelo
En general, los residuos para el modelo unifactorial vienen dados por:
€ =Yy _yij =Y -y

A continuacion se presenta el calculo de los residuos para el ejemplo 4.1.
Las estimaciones de los y; vienen dadas por:

Analista 1 2 3 4 Media
W, =y, =¥, | 844633 | 85.0533 | 84.7867 | 84.2833 | 84.6467

Por tanto, los residuos son:

Analista 1 1 1 2 2 2
Yi 84.99 84.02 84.38 85.15 | 85.13 84.88
€ =y; —¥; | 0.5267 | -0.4433 | -0.0833 | 0.0967 | 0.0767 | -0.1733
Analista 3 3 3 4 4 4
Yi 84.72 84.48 85.16 84.2 84.1 84.55
€& =y; —¥,; |-0.0667 | -0.3067 | 0.3733 | -0.0833 | -0.1833 | 0.2667

*  Prueba de normalidad de los residuos: segun el grafico E4.1.1, para esta prueba
la variabilidad de los residuos puede considerarse normal, por lo que se cumplen
hipétesis, que justifican el analisis de la varianza.

GRAFICO E4.1.1

99.9 F

Porcentaje

0.1 C1 ' ' 1 ' ' 1 s s 1 P . 1 P . 1]

-0.45 -0.25 -0.05 0.15 0.35 0.55
Residuos

Por otra parte, puede considerarse a través de una prueba de hipdtesis que la
media de los residuos no es significativamente diferente de cero a un nivel de
significacion del 5%.
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Prueba de homogeneidad de la varianza de los residuos: Segun el grafico E4.1.2,
hay una dispersion aleatoria de los puntos, por lo tanto puede decirse que existe
homocedasticidad.

GRAFI CO E4.1.2
0.6 ' ' '

0.4

0.2
RESIDUOS ; 8

-0.4

'0.6 Ca 1 1 1 1 1 1
84 842 844 846 848 85 852

VALORES PREDI CHOS f/,j

Segun la prueba de Barlett, puede considerarse que la varianza para cada analista
es la misma.

Prueba de Barlett:
Las hipdtesis a probar son:

2

=0,=0,=..=0,

H,: o}

. . 2
H,: lo anterior no es cierto al menos para una o

La estadistica de prueba (ver seccion 4.2.4b) es: x> = 230262
c

donde:

q =(N—k)log10SP2 _i(ni _l)loglo Si2

i=1

c=lt ] Ei(n[—l)'l—(N—k)”H

3(k-1) O

k
(n, =S

SZ — Z
p= o

N-k

y S’ es la varianza muestral de la Fésima poblacion.

Las varianzas muestrales (S;*) para cada analista, son las siguientes:
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Analista Varianza
muestral
1 0.240433
2 0.0226333
3 0.118933
4 0.0558333
k{y. -3 F
En donde cada S;” viene dada por: S} = ZM
g n-1
Por tanto:
g2 = 2(0.240433) +2( 0.022633) +2( 0.118933) + 2( 0.05583)
P 8
c=1+ ! Bi _lE: 1.20833
3(3) (2 80

g =8log,,(0.10945815) —[2log,, (0.240433) +...+ 2 log ,, (0.0558333)| =1.198109576

x2 =2.3026L = 2.3026

c

1.19811

=2.283

1.20833

Dado quex ., = Xoos, =7-815,y es mayor que x_ =2.283, se concluye

mediante la prueba de Barlett que existe homogeneidad de las varianzas
entre los tratamientos, para un nivel de significancia del 5%.

Calculo del tamano del nhumero de repeticiones por tratamiento (calculo del

tamano de muestra:

Como no existe evidencia significativa al 5% (ni al 10%), como para asegurar que los
analistas del laboratorio trabajan diferente, vale la pena analizar el nimero de
repeticiones por tratamiento y la potencia de la prueba, adecuados a esta investigacion.

Los valores de las medias y de o? son:

. Media
Analista muestral |,
1 84.4633
2 85.0533
3 84.7867
4 84.2833
Media(p) 84.6467

k n

ZZ(J’U _H)z

i=1 j=1
SZ — J

N-1

=0.1752
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Utilizando las tablas de potencia del anexo D4 y tomando a = 0.01, se procede a calcular
el nimero de mediciones mas apropiado por analista.

Los resultados se muestran a continuacion:

n |vi=k-1|vo=N-k| ®>=05n | P 1-PB
3 3 8 1.5 1.22(0.10
5 3 16 2.5 1.58 0.35
10 3 36 5 2.24] 0.86
11 3 40 5.5 2.34] 0.90

Por lo tanto, para obtener resultados mas concluyentes sobre si existe o no diferencia
en el trabajo de los analistas, es recomendable realizar un nuevo experimento en el
que el nimero de réplicas por tratamiento sea de 11, ya que solo asi se logra
satisfacer el requisito minimo de potencia de la prueba que es de 0.9, como puede
observarse en la tabla anterior.

EJEMPLO 4.7.2 DISENO UNI FACTORI AL DE EFECTOS ALEATORI OS

Los siguientes resultados muestran el porcentaje de agua intersticial total recuperada
al centrifugar muestras de piedras areniscas tomadas de diferentes profundidades:

la muestra (m)
7 33.3, 33.3,35.7, 38.1,31.0, 33.3
8 43.6, 45.2, 47.7,45.4, 43.8, 46.5
16 73.2, 68.7, 73.6, 70.9,72.5, 74.5
23 72.5,70.4, 65.2,66.7,77.6,69.8

Demuestre que el porcentaje de agua recuperada difiere significativamente a las

diferentes profundidades.

SOLUCION:

1. El modelo estadistico lineal es: y; = p+ T + €;

Por tratarse de un modelo de efectos aleatorios la varianza de cualquier observacion
vendra dada por:
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V(y;) = o, > + o” (componentes de varianza)

2. Contraste de hipdtesis:
Ho: 0.2 =0
Hy:0.2>0

3. Criterio de decisidn:
Debe rechazarse H, si Fo = CMriatamientos’ CMerror > F, k-1, N

4. Calculos:
Profundidad
de la muestra Agua recuperada (%) Y; 7
(m)
7 33.3,33.3,35.7,38.1, 31.0, 33.3 | 204.7 | 34.12
8 43.6, 45.2, 47.7,45.4, 43.8,46.5 | 272.2 45.37
16 73.2,68.7,73.6,70.9, 72.5, 74.5 | 433.4 72.23
23 72.5,70.4, 65.2, 66.7, 77.6, 69.8 | 422.2 70.37
Totales 1332.5 | 55.55
SUMA DE CUADRADOQS:
k y2 Yz
SCrvamionns = Z—’ Ervi [(204)? + (272.2)° + (433.4F + (422.2)%/ 6 -
1=l ni

[(1332.15)%/24]
SCTratamientos= 6365.7
SCError = SCI’otaI - SCl'ratamientos

4 3 y?
SCTolal = Z /Zyi _7

SC, . =(33.3% +...+69.8%) —((1332)* / 24) =80509.25 — 73981.51 = 6527.74
SCsiror = 6527.74 —6365.7 = 162.04

TABLA DE ANALISIS DE VARIANZA

Fuente de variacion Suma de Grados de Media de F
cuadrados libertad cuadrados
Entre tratamientos 6365.7 3 2121.9 261.898
Dentro de tratamientos 162.04 20 8.102
Total 6527.74 23

F0.05, 3,20 = 3-098, Fo.1, 3,20 = 2.38
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CONCLUSION
Existe efecto significativo al 5% y al 10% de la profundidad sobre el contenido del
agua intersticial de las piedras areniscas. En otras palabras, puede concluirse que el
contenido de agua intersticial en las piedras areniscas varia con la profundidad de la
que fueron tomadas, para los niveles de significacion del 5 y el 10%.
Calculo de los componentes de varianza:
Dado que se ha constatado el efecto del factor aleatorio profundidad (m), se procede
a estimar qué parte de la variabilidad en el contenido de agua intersticial de las
piedras es debida a este factor.
Las estimaciones de los componentes de varianza son:
CMeor = 0° = 8.102
Oy z = (a\/lrratamientos - aV’Error)/ n

0. %= (2121.9 - 8.102)/ 6 = 352.3
La estimacion de la varianza de cualquier estimacion de la muestra es: 8.102 + 352.3
= 360.4. La mayor parte de la variabilidad se atribuye a diferencias en la profundidad.
La variabilidad debida a la profundidad constituye el 97%.

Los datos para calcular la potencia de la prueba para este andlisis son:

0.2
)\:1,1+—T= 1+6352'3=16.18
o’ &.102

vi=k-1=3;v,=N-k=20

Al utilizar las tablas del anexo D4, se obtiene una potencia de la prueba de mas del
99%.

Prueba de idoneidad del modelo:

Para la prueba de idoneidad del modelo es necesario estimar los parametros del
modelo lineal para luego determinar los valores predichos (ajustados) y sus
respectivos residuos, como se muestra a continuacion:

Las estimaciones de los efectos para las distintas profundidades son:

Dados: u=y=55.55y1,= y, —|, los valores de los efectos para cada nivel son:

T,= 34.12-55.55 = -21.43
T,= 45.37 - 55.55 = -10.18
T3= 72.23—-55.55 = 16.68
T4= 70.37 — 55.55= 14.82
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Por tanto, los valores predichos dados por y/ =55.55+T,, son:

Profundidad Valor
predicho

7 34.12

8 45.37

16 72.23

23 70.37

Y los residuos, €, =y, — ¥, , son entonces:

Profundidad de la e =y. -V
muestra (m) ! ! !

7 -0.82, -0.82, 1.45, 3.98, -3.12, -0.82

8 -1.77,-0.17, 2.33, 0.03, -1.57, 1.13

16 0.97, -3.53, 1.37, -1.33, 0.27, 2.27

23 2.13, 0.03, -5.17,-3.67, 7.23, -0.57

En el grafico E4.2.1, se presenta la distribucion de variabilidad de los residuos en
escala probabilistica normal:

GRAFICO E4.2.1
Probabilidad normal para los residuos
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Como se puede observar la distribucion de variabilidad de los residuos puede
considerarse normal.

En funcion del andlisis del grafico E4.2.2, que describe el comportamiento de los
residuos contra los valores predichos, puede concluirse que la varianza de los residuos
es homogénea, los puntos en el grafico estan dispersos sin sugerir ninguna tendencia.
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GRAFICO E4.2.2

Grafico de residuos para agua recuperada (%)
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EJEMPLO 4.7.3 DI SENO DE BLOQUES ALEATORI OS

En un experimento de colaboracion entre laboratorios para la determinacion de
arsénico en carbdn (ver capitulo 6), se enviaron muestras de carbdn de tres
regiones diferentes a tres laboratorios. Cada laboratorio realizd un analisis de cada
muestra y para la distribucién aleatoria se etiquetaron las muestras como (A1, A2,
A3, B1, B2, B3, C1, C2, C3) y los laboratorios como (1, 2, 3). La asignacion

aleatoria muestra — laboratorio para el ensayo fue la siguiente:

Laboratorio 1 2 3
muestra A2, B3, C1 Al, B2, C3 A3, B1, C2

Los resultados obtenidos (medidos en pg/g) se muestran a continuacion:

Muestra Laboratorio
1 2 3
A 5.10 5.35 5.20
B 5.60 5.65 5.35
C 6.40 6.65 6.45

Determinar si existen diferencias significativas en el trabajo de los tres laboratorios.

SOLUCION:
1. El modelo estadistico lineal para el andlisis de datos es el siguiente:

Yi=H+Ti+ B+
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es un modelo de BLOQUES ALEATORIQS, porque existe heterogeneidad en el
material experimental.

2. Contraste de hipotesis:
Hol i = o = i3
Hi: W # 1y (en al menos un par)
Nivel de significacion a = 0.05

3. Criterio de decision:

F SCTratamienbs/(k _1) — CM
" SCp/(N=k=b+1) CM

Tratamienbs

Error

Debe rechazarse H, si F, > Fy .1, v« - Si S€ rechaza H,, estimar los efectos.

4, Calculos:
MUESTRA | 1 2 3 Vo | Vs
A 5.1 |535 [520 |15.65] 5.23
B 56 |565 [535 |16.6 | 5.53
C 6.4 6.65 6.45 19.5 6.5
y, 17.1 | 17.65 | 17.00 | 51.75
17 5.7 | 5.88 |5.67 5.75

CALCULO DE SUMAS DE CUADRADOS

Suma de cuadrados de tratamientos:

k 2 2

SCviomionns = Zy—’—%= (17.1% +17.65% + 17%)/3 - (51.75)*/9 =0.08167

Suma de cuadrados de bloques:

n.

l

b 22

SCares =y Lo Y (1565 +16.6* +19.5°)/3~(53.75) /2= 2.6817
2, k
2

bk
Suma de cuadrados total:
4 3 2
SCrpu = Z y2———=(5.1> +....+6.45%) - (51.75)%/9 = 2.8
=l =

Suma de cuadrados del error:

SCError = SCTotal - SCTratamientos - SCB/oques = 0.0367

Tabla de analisis de varianza
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Fuente de Suma de Grados Media de
. . de R
variacion | cuadrados | ,. cuadrados
libertad
Laboratorio 0.08167 2 0.0408 4.45
Muestra 2.6817 2 1.34 146.27
Error 0.0367 4 0.00917
Total 2.8 8
FQ.OS/ 2,4 = 694
CONCLUSION

No existe evidencia significativa como para afirmar que los laboratorios estan
trabajando de forma diferente, con un grado de confianza del 95%.

Prueba de idoneidad del modelo

Recuerde que los residuos en este modelo son:

En la tabla siguiente se presentan los residuos calculados:

MUESTRA 1 2 3
A -0.08 | -0.01 | 0.05
B 0.12 | -0.01 | -0.1
Cc -0.05 | 0.02 | 0.03

En el grafico E4.3.1, se presenta el comportamiento de los residuos versus los
valores predichos: Como puede observarse del grafico, hay una distribucion
aleatoria de los puntos, por lo que se cumple la hipétesis de homogeneidad de la
varianza.

GRAFI CO E4.3.1

Grafico de residuos para cantidad de Arsenico
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La prueba de normalidad de los residuos viene dada por la grafica en papel
probabilistico normal y como puede observarse en el grafico E4.3.2 los residuos se
distribuyen en forma normal.

GRAFICO E4.3.2
Probabilidad Normal para los residuos
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EJEMPLO 4.7.4 APLI CACI ON DEL DI SENO BI FACTORI AL DE EFECTOS FIJOS

En una planta de fabricacién de jugos se quiere decidir si la concentracion de vitamina
C en el concentrado de jugo de naranja varia en funcion del tiempo de almacenaje y
del proveedor. Los resultados, en miligramos de &cido ascorbico por litro se

registraron de la siguiente manera:

Marca Tiempo (dias)

0 3 7

XXX | 52.6 54.2 | 49.4 49.2 | 42.7 48.8
49.8 46.5 | 42.8 53.2 | 40.4 47.6

YYY | 56.0 48.0 | 48.8 44.0 | 49.2 44.0
49.6 48.4 | 44.0 42.4 | 42.0 43.2

ZZZ | 52.5 52.0 | 48.0 47.0 | 48.5 43.4
51.8 53.6 | 48.2 49.6 | 45.2 47.6

Utilizando un nivel de significacion de 0.05 probar si:
a) El nivel de variacién en el contenido de acido ascorbico en el concentrado de
jugo de naranja depende del tipo de marca;
b) El contenido de acido ascdrbico en el concentrado de jugo de naranja varia

con el tiempo de almacenaje;
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c) Las marcas de concentrado de jugo de naranja y el nimero de dias que
transcurren desde su almacenamiento no interacttan.
SOLUCION:

Para dar respuestas a los tres literales; hay que probar las siguientes hipotesis:
Para el factor marca (factor A):

H, :1t'=0

o

H,: 1! #0 al menos paraun i

Para el factor tiempo de almacenaje (factor B):

H :r'f:O

o

H,: Tf.’ #0 al menos paraun |

Para el factor de interaccion AB:

H 178 =0

0 ij

H,: 1/ #0 al menos para un par ij

De esta forma la hipdtesis nula para el factor A se rechaza si:
Fa = CMa/CMerror> F q a-1,a6(n-1)
Para el factor B la hipdtesis nula se rechaza si:
Fs = CMs/CMeror> F a.b-1,a5(n-1)
Y finalmente, la hipdtesis nula para el factor de interaccion se rechaza si:

Fag = CMag/CMerror> F o (a-1)(b-1),ab(n-1)

CALCULO DE SUMAS DE CUADRADOS (ver tabla E4.4.1):

Suma de cuadrados total:

a b n ny? 4*(431.05)>
SCroa =y Y ; Vi = = (52.6% +54.2% +.....+452% + 47.6%) — - 531.08

SE

Las sumas de cuadrados para los efectos principales son:
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Cny, ny’ _4*(1443% +139.97 +146.85%) _ 4*(431.05)°

SC =\ —=_ =32.96
MARCA IZ] b b 3
2
2. 2 * 2, 2, 2 % 2
SCoparo =S v ny? _4%(53757 +141.657 +135.65%) _4*(43105)° o
o a ab 3

a

b
SCSubzotaleS - z z

=1 j=1

=276.94

y_,f_ nY? _203.1%° +194.6> +....192.8% +184.7° _ 4*(431.05)’
n ab 4

SCnteracciones = SCsubtotates = SCmarca™ SCriempo = 2760.94 =32.97 = 226.68 =17.29

Mientras que la suma de cuadrados del error se calcula por diferencia:

SCryor = SCrotar = SCaubrotaies = 331.08 =276.94 = 25414
TABLA E4.4.1 TOTALES Y PROMEDI OS
TIEMPO
MARCA 0 3 7 TOTALES | >PROM.
52.6 54.2 | 49.4 49.2 | 42.7 48.8
XX 49.8 46.5 | 42.8 53.2 | 40.4 47.6 5772 144.3
203.1 194.6 179.5
50.78 48.65 44.88
56.0 48.0 | 48.8 44.0 | 49.2 44.0
Yy 49.6 48.4 | 44.0 42.4 | 42.0 43.2 559.6 139.9
202 179.2 178.4
50.5 44.8 44.6
52.5 52.0 | 48.0 47.0 | 48.5 43.4
77 51.8 53.6 | 48.2 49.6 | 45.2 47.6 587.4 146.85
209.9 192.8 184.7
52.48 48.2 46.18
TOTALES 615 566.6 542.6 1724.2 47.89
2PROM. 153.75 141.65 135.65

A continuacion se presenta la tabla E4.4.2 de andlisis de varianza:
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TABLA E4.4.2 ANALISIS DE VARI ANZA PARA EL EJEMPLO 4.4

Fuente Suma de Gradosde Media de F
de variacion Cuadrados libertad cuadrados
Factor A 32.97 2 16.48 1.75
Factor B 226.68 2 113.34 12.04
Interaccion AB 17.30 4 4.32 0.46
Error 254.14 27 9.41
Total 531.08 35

Para ambos factores A 0 B, Fy.05(2,27) = 3.35Y para la interaccion AB,

Fo.05 (427) = 2.73.

Por lo tanto, el Unico efecto considerado significativo es el efecto producido por el
factor tiempo (factor B); es decir, que para un nivel de significacién del 5%, la
variacién en el contenido de vitamina C del concentrado de jugo de naranja sdlo
depende del tiempo de almacenamiento.

Al analizar los datos en un paquete estadistico, los resultados de la columna P
valor indican que la hipdtesis nula para el factor A se rechaza para un a = 0.191;

por consiguiente la hipétesis nula no se rechaza para a = 0.05, y la hipétesis nula
para el factor B si se rechaza para cualquier a.

La hipotesis nula para la interaccion AB no se rechaza para a= 0.05 ya que
requiere de un a minimo a= 0.767.

Prueba de idoneidad del modelo

El elemento principal para la prueba de idoneidad del modelo es el andlisis de los
residuos; los residuos para el modelo factorial de dos factores son:

Eij = Yik _yijk =Yk _}7//'.

Los residuos obtenidos para este ejemplo se presentan en la tabla E4.4.3.

TABLA E4.4.3
MARCA 0 3 7
1.82 3.42 0.75 0.55 | -2.18 3.92
XXX -0.98 -4.28 | -5.85 4.55 | -4.48 2.72
50.78 48.65 44.88
5.5 -2.5 4.0 -0.8 4.6 -0.6
YYY -0.9 -2.1 -0.8 -2.4 -2.6 -1.4
50.5 44.8 44.6
0.02 -0.48 -0.2 -1.2 | 2.32 -2.78
272 -0.68 1.12 0 14 | -0.98 1.42

52.48 .2 46.18

N
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La distribucion de los residuos en escala probabilistica, se presenta en el grafico
E4.4.1, segln ésta la variabilidad de los residuos es practicamente normal, por lo
que se cumple la hipdtesis de normalidad.

GRAFICO E4.4.1
Probabilidad normal para los residuos
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De las graficas E4.4.2 y E4.4.3, se puede observar que los errores no siguen ningun
modelo matematico especifico y ademas la varianza permanece relativamente
constante. Por lo que se puede concluir que el modelo es estadisticamente valido para
aplicar el andlisis de varianza.

GRAFICO E4.4.2

Grafica de residuos para Acido
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GRAFICO E4.4.3

Grafico de residuos para el Acido
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EJEMPLO 4.7.5 DETERMINACION DEL TAMANO DE MUESTRA PARA UN
DI SENO BI FACTORI AL

En el ejemplo 4.4, se tomd como tamafio de muestra 4 observaciones por
tratamiento, a continuacién se explica un procedimiento a sequir para calcularlo.

SOLUCION:

Se obtiene G* a través de una prueba piloto; en este caso supongamos que G° =
0.7; ademas se decide rechazar la hipdtesis nula con una probabilidad alta (1-8 >
90%) si la diferencia en el nivel medio del acido ascdrbico fuera por lo menos igual a
5 (D=5). Se tiene que:

2
2 nD

26%[(a-1)(b-1)+ 1]

52

—nN
2(0.7)(5)
0 @2 = 3.57n

O ¢?=

Se partira de una prueba con un a = 0.01 y 1-8 > 0.9. Para el calculo del tamafio de
la muestra se hace uso de las curvas caracteristicas, obteniéndose la tabla E4.5.1:
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TABLA E4.5.1
n c])2 (o) V4 A3 1-B8
2 7.14 2.67 2 9 0.30
3 10.71 3.27 2 18 0.70
4 14.28 3.78 2 27 0.94

Luego se debe tomar un tamafio de muestra de 4 unidades experimentales por
tratamiento para lograr una prueba con potencia de al menos 0.9.

Nota: Si se toma cualquiera de las ecuaciones:

2 _ an2 2 naD2

2a g 2b ¢

el tamafio apropiado es de 2 para lograr que 1-8 = 0.9. Por lo que se tomd el maximo
tamano de muestra para garantizar potenca en la prueba de hipdtesis de la

interaccion; es decir 4 observaciones por tratamiento.

EJEMPLO 4.7.6 APLICACI ON DEL DI SENO 2

Actualmente en un laboratorio la determinacién de compuestos fendlicos en aguas
residuales, se logra por la destilacion de la muestra y posterior reaccién de los fendles
con 4 amono antipirina en un pH de 10.0, en presencia del ferro cianato. La
intensidad del color del compuesto es medida espectrofotométricamente.

Se desea conocer si la etapa de la destilacion podria ser eliminada, sustituyéndola por

la filtracién de la muestra y posterior determinacion de los compuestos fendlicos en la
suspension formada. Los factores que se considera afectan al proceso de filtracion

para la separacion de los compuestos fendlicos son:

FACTOR
pH (A)
TEMPERATURA (B)
TIPO DE PAPEL FILTRO (C)

Se decide planificar un experimento 2> para estudiar el efecto de los distintos factores
sobre la etapa de filtracion. Los niveles de los factores se presentan a continuacion:

FACTOR NIVEL ( + ) NIVEL ( -)
pH Medio basico Medio acido
TEMPERATURA 80 °C 20°C
papel filtro papel filtro semi-
TIPO DE PAPEL FILTRO cuantitativo cuantitativo
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La variable respuesta a considerar fue el contenido fendlico determinado en muestras
procesadas con el método modificado de medicién. Normalmente el valor obtenido de
la concentracion de fenoles, en ese tipo de muestras, a través del método tradicional
del andlisis gira alrededor de 4.1.

Los resultados obtenidos a través de la planificacion de la experiencia se muestran en
la siguiente tabla:

EXPERIENCIAS | (1) a b ab c ac bc abc
Yii 4.05 | 6.92 | 414 | 5.74 | 4.06 7.21 4.23 | 5.79

Compruebe qué efectos afectan mas significativamente a la etapa de filtracion.

SOLUCION:
Estimacion de efectos

En la tabla B.6.1 se presenta la cuantificacion de los efectos de los factores por el
método de Yates (ver seccion 2.6.4). El nimero de columnas a crear son k + 2= 3 +
2=5

TABLA E4.6.1 APLICACI ON DEL METODO DE YATES

Combinaciones yix | (1) (2) (3) efectos

- - (1) | 4.05 | 10.97 | 20.85 | 42.14 | g(T) 5.268
+-- (@) | 6.92| 9.88 [ 21.29 | 9.18 | g(A) 2.295
-+- (b) | 4.14 | 11.27| 447 | -2.34 | gB) | -0.585
++ - (ab) | 5.74 | 10.02 | 4.71 | -2.86 | g(AB) | -0.715
--+ (c) | 4.06| 2.87 | -1.09 | 0.44 | g(C) 0.11

++ (ac) | 7.21| 1.6 |-1.25| 0.24 | g(AC) 0.06

-+ + (bc) | 4.23| 3.15 | -1.27 | -0.16 | g(BC) | -0.04
+++ (abc) [ 5,79 | 1.56 | -1.59 | -0.32 | g(ABC) | -0.08

Prueba de significacion de efectos

La prueba de signiftacion de los efectos se hara a través de la representacion
grafica de los efectos en escala probabilistica. En la tabla E4.6.2 se presentan los
datos para la construccion de la grafica E4.6.1.
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TABLA E4.6.2

. Percentil Z-score
Efectos | Orden(i) p, =(i-05)/7|: :5.05%;).135_(1_‘,’,)0.1355

g(A) 2.295 7 0.9286 1.4635

g(B) -0.585 2 0.2143 -0.7864

g(AB) -0.715 1 0.0714 -1.4635

9(C) 0.11 6 0.7857 0.7864

g(AC) 0.06 5 0.6428 0.3628
g(BC) -0.04 4 0.5000 0

g(ABC) -0.08 3 0.3571 -0.3630

GRAFI CA E4.6.1 EFECTOS ORDENADOS
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En la grafica E4.6.2 se presenta el diagrama de Pareto de los efectos. La variable
normal para una distribucién con la media de los efectos de 0.555 y con la
desviacién estandar de los mismos de 0.8154, correspondiente al area de
probabilidad de  0.95, puede  calcularse  aplicando la funcion
DISTR.NORM.INV(0.95,0.555,0.8152) de Excel, siendo su valor de 1.896.

Como puede observarse de las figuras E4.6.1 y E4.6.2, el Unico factor significativo
es el factor A. Es decir, que la variacién en la medicién del contenido fendlico de las
muestras usando la etapa de filtracion sélo es funcion de la regulaciéon del pH,
tendiéndose al uso de pH bajo. Si la prueba de idoneidad lo justifica, seria
conveniente proceder con estudios para determinar cual es el valor de pH dptimo a
emplear en la etapa de filtracion y luego de comparacion de las técnicas
(modificada y no modificada), de tal manera que se asegure que la técnica de
medicion modificada permite obtener resultados confiables.
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GRAFI CO E4.6.2 GRAFICO DE PARETO DE EFECTOS
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Prueba de idoneidad del modelo

Para calcular los residuos e = primero se calcula el valor estimado

Yiik ~Yijk r
( 9 «) o cual se hace por medio de un modelo de regresion ajustado, de la forma:

9(A) ,9(B) L g(AB)
2 1 2 72 2

Yk =y + |Xo *-.. T (sobre todos los efectos significativos)

donde x; ¥ X, son los valores codificados (-1), (+1), nivel bajo y alto de cada factor.
En este ejemplo, el modelo es el siguiente:

Y =T g(zA) X, =5.268 +1.148x,

El valor predicho para ambos factores a nivel bajo, es por ejemplo:
¥ =5.268 +1.148( 1) =4.12

El calculo de los residuos se presenta en la tabla E4.6.3.

TABLA E4.6.3 CALCULO DE RESIDUOS

Experimento | Yk | Yk | &5 =Vik ~Yijk
(1) 4,05 | 4.12 -0.07
A 6.92 | 6.416 0.504
B 4.14 | 4.12 0.02
AB 5.74 | 6.416 -0.676
C 4,06 | 4.12 -0.06
AC 7.21 | 6.416 0.794
BC 423 | 4.12 0.11
ABC 5.79 | 6.416 -0.626
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La prueba de homogeneidad de la varianza viene dada por el grafico de residuos
versus los valores predichos, grafico E4.6.3. Mientras que la prueba de normalidad
de los residuos se presenta en el grafico E4.6.4.

GRAFICO E4.6.3
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Como puede observarse no existe ninguna tendencia que evidencie la falta de
homogeneidad de la varianza (grafico E4.6.3); y la distribucién de variabilidad de
los residuos puede considerarse normal (grafico E4.6.4).
En el archivo Yates k=3, se presenta una hoja para el calculo de efectos por el
algoritmo de Yates para un modelo 2°.

il

Yates k=3
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ANEXO A4 TABLA DE NUMEROS ALEATORIOS
(MC DANIELS y GATES, 1999, pag. A-36)

Niimeros aleatorios

63271 50986 71744 51102 15141 80714 58683 93108 13554 79945
88547 09896 95436 79115 08303 01041 20030 63754 08450 28364
85957 57243 83865 00911 19761 66535 40102 26646 60147 15702
462716 87453 44790 64122 45573 84358 21625 16999 13385 22782
55363 07449 34835 15200 76616 67191 12777 21861 68689 03263

69393 92785 49902 58447 42048 30378 87618 26933 40640 16281
13186 20431 88190 (4588 38733 81200 89541 70200 40113 08243
17726 28652 56836 78351 47827 18518 92202 55201 27340 10493
3520 64465 05550 30157 82242 29520  B7R3  72602 23756 54935
81628 36100 30264 56835 37636 02421 08063 89641 64953 99337

84649 48068  7h215 75498 49530 74240 03466 49292 36401 45525
63201 11618 12613 75085 43915 26488 41116 64531 56827  308%5
70502 53225 03655 06915 37140 57051 48303 91322 25653 06543
06426 24771 59035 49801 11082 66762 Q4477 02494 88215 27191
0711 55609 20430 70165 45406 78484 31639 52009 18873 96927

4190 70538 77191 25860 55004 73417 83020 69468 A2 38712
72452 36618 76208 20678 89334 33938 95567 20380 75906 91807
37042 40318 57009 10528 09025 89773 41335 96244 20002 46453
53766 52875 15987 46962 67342 77502 57651 95508 80033 69828
90585 58955 53122 16025 84209 53310 67380 84240 25348 (4332

32001 96293 37203 64516 51530 37060 40061 61374 05815 06714
62606 64324 46364 72157 67248 20135 49804 09226 64419 29457
10078 28078 85389 50324 14500 15562 64165 06125 71353 77669
01561 46145 24177 15204 10061 98124 75732 00815 83452 97355
13091 98112 53059 79607 52244 63303 10413 63830 74762 50089

73864 83014 72467 22662 03083 61714 88173 90835 Q0634 85169
66668 25467 48804 51043 02365 01726 09365 63167 95264 45643
84745 41042 20493 01836 00044 51926 43630 63470 76508 14194
48068 26805 04505 47907 13357 38412 33318 26098 82782 42851
94310 96175 97504 88616 42035 38003 36745 56702 40644 83514

14877 33095 10024 58013 61430 21882 42059 24177 58739 60170
18295 23179 02771 43464 50081 71411 05607 67194 30405 21157
67524 02885 30593 54278 (4237 92441 26602 63835 38032 Q4770
58268 57219 68124 73455 83236 (08710 04284 55005 84171 49596
97158 28672 50685 01181 24082 19427 52106 34308 73685 74246

04230 16831 60085 30802 65559 (09205 71829  0B489 85650 38707
94879 56606 30401 02602 57658 70001 54986 41304 60437 03195
71446 15232 66716 26385 91518 70566 02888 79041 30684 54315
32886 05644 79316 (09819 00813 88407 17461 73925 53037 91904
62048 33711 25200 21526 (2223 75047 66466 06332 10913 75336

84534 42351 21628 63669 81352 95152 08107 98814 72743 19849
84707 15885 84710 36866 06446 86311 32648 88141 73902 69981
19409 40868 64220 80861 13860 68493 52908 26374 63207 4502
57978 48015 25073  B6777 45924 56144 24742  9B702 88200 66162
57295 98208 11199 96510 75208 41600 47192 43267 35973 03152

94044 83785 93388 (07833 38216 31413 70555 03023 54147 08647
30014 25879 71763 96679 90603 99306 7457 74224 18211 91637
07265 6063 64268  88B02 72064 66540 01782 08396 19251 83613
84404 88642 30263 80310 11522 57810 27627 78376 36240 48952
21778 02085 27762 46097 43324 34354 (09369 14966 10158 76089



ANEXO B4 VALORES CRITICOS PARA LA PRUEBA DE DUNNETT DE
COMPARACI ONES BI LATERALES DE TRATAMI ENTOS CON UN CONTROL

d ,,s(k,V), k nimero de tratamientos sin incluir el control
(KUEHL, 2001, pag. 598)

o = 0.05 (de dos lados)
m\E 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 15 20

S 3.03 329 348 362 373 3.82 390 397 4.03 409 4.14 426 442
6 2.86 3.10 326 3.39 349 357 364 3.71 376 3.81 3.86 397 4ll
7 275 297 3.12 324 333 341 347 353 358 363 3.67 378 391
8
9

2.67 2.88 3.02 3.13 322 329 335 341 346 350 354 3.64 376
2.61 281 295 305 314 320 326 332 336 340 344 353 365

10 257 276 289 299 307 3.14 319 324 329 333 336 345 357
11 253 272 284 294 302 3.08 3.14 3.19 323 327 330 339 350
12 250 268 281 290 298 3.04 3.09 314 3.18 322 325 334 345
13 248 265 278 287 294 3.00 3.06 3.10 3.14 3.18 321 329 340
14 246 263 275 284 291 297 3.02 3.07 3.11 3.14 3.18 326 336

15 244 261 273 282 289 295 300 3.04 308 3.12 315 323 333
16 242 259 271 280 287 292 297 3.02 3.06 309 3.12 320 330
17 241 258 269 278 285 290 295 3.00 3.03 307 310 3.18 327
18 240 256 268 276 283 289 294 298 301 3.05 308 3.16 325
19 239 255 266 275 281 287 292 296 300 3.03 3.06 3.14 323

20 238 254 265 273 280 286 290 295 298 3.02 3.05 3.12 322
24 235 251 261 270 276 281 286 290 294 297 3.00 3.07 3.16
30 232 247 258 266 272 277 282 286 289 292 295 3.02 31l
40 229 244 254 262 268 273 277 281 285 287 290 297 3.6
60 227 241 251 258 264 269 273 277 280 283 286 292 3.00

120 224 238 247 255 260 265 269 273 276 279 281 287 295
© 221 235 244 251 257 261 265 269 272 274 277 2.83 291

do1(a, f), k nimero de tratamientos sin incluir el control
(MONTGOMERY, 1991, pag. 560)

a — 1 = namero de medias de tratamientos (excluyendo el control)
f 1 2 3 4 5 6 7 8 9

5 4.03 4.63 4.98 5.22 5.41 5.56 5.69 5.80 589
6 3.7 4 4.51 4.7 4.87 5.00 5.10 5.20 5.28
7 3.50 3.95 4.1 4.39 453 4.64 4.74 4.82 4.89
8 3.36 3.77 4.00 417 4.29 4.40 4.48 4.56 4.62
9 3.25 3.63 3.85 4.0n 412 4.22 4.30 437 4.43

10 317 3.53 3.74 388 3.9 4.08 4.16 4.22 4.28
11 3.1 3.45 3.65 3.79 3.89 3.98 4.05 411 4.16
12 3.05 3.39 3.58 N 3.81 3.89 3.96 4.02 4.07
13 3.0 3.33 3.52 3.65 3.74 3.82 3.89 3.94 3.99
14 2.98 3.29 3.47 3.59 3.69 3.76 3.83 3.88 3.93

15 295 3.25 3.43 3.55 3.64 3.7 3.78 3.83 3.88
16 292 3.22 3.39 3.51 3.60 3.67 3.73 3.78 3.83
17 2.90 3.19 3.36 3.47 3.56 363 3.69 3.74 3.79
18 288 317 333 3.44 3.53 3.60 3.66 3.7 3.75
19 2.86 315 3. 3.42 3.50 3.57 3.63 3.68 3.72

20 2.85 313 3.29 3.40 3.48 3.55 3.60 3.65 3.69
24 2.80 3.07 3.22 3.32 3.40 3.47 3.52 3.57 3.61
30 2.75 3.01 3.15 3.25 3.33 3.39 3.44 3.49 3.52
40 2.70 295 3.09 319 3.26 3.32 3.37 3.4 3.44
60 2.66 2.90 3.03 312 319 3.25 3.29 3.33 3.37

120 262 2.85 297 3.06 312 318 3.22 3.26 3.29
) 2.58 2.79 292 3.00 3.06 3.1 3.15 319 3.22




ANEXO C4 INTERVALOS SI GNI FI CATIVOS PARA LA PRUEBA DE
INTERVALOS MULTIPLES DE DUNCAN
(MONTGOMERY, 1991, pag. 555-556)

roilp, )

15 4:1 7 4:37 4:50 4:58 4:64 472 477 481 484 500 500 500

16 413 434 445 454 460 467 472 476 479 494 494 494
177 4170 430 44 450 456 463 468 473 475 489 489 489
18 407 427 438 446 453 459 464 468 471 485 485 485
19 405 424 435 443 450 456 461 464 467 482 482 482
20 402 422 433 440 447 453 458 461 465 479 479 479

30 389 406 416 422 432 436 44 445 448 465 4717 4
40 382 399 410 417 424 430 434 437 441 459 469 4.69
60 376 392 403 412 477 423 427 4317 434 453 466 466

© 3:64 3:80 3:90 3:98 404 409 414 417 420 441 460 468

ros(p, f)

P
f 2 3 4 5 6 7 8 9 10 20 50 100

1 180 180 180 180 180 180 180 180 180 180 180 180

2 609 609 609 609 609 609 609 609 609 609 609 6.09
3 450 450 450 450 450 450 450 450 450 450 450 450
4 393 401 402 402 402 402 402 402 402 402 402 402
5 364 374 379 383 383 383 383 383 383 383 383 383
6
7
8

346 358 364 368 368 368 368 368 368 368 368 368

335 347 354 358 360 361 361 361 361 361 361 361

326 339 347 352 355 35 356 356 356 356 356 3.56

9 320 334 341 347 350 352 352 352 352 352 352 352
10 335 330 337 343 346 347 347 347 347 348 348 348

1M 31 327 335 339 343 344 345 346 346 348 348 348
12 308 323 333 336 340 342 344 344 346 348 348 3.48
13 306 321 330 335 338 341 342 344 345 347 347 347
14 303 318 327 333 337 339 341 342 344 347 347 347
15 301 316 325 331 336 338 340 342 343 347 347 347

16 300 315 323 330 334 337 339 341 343 347 347 3.47
17 298 313 322 328 333 336 338 340 342 347 347 347
18 297 312 321 327 332 335 337 339 341 347 347 347
19 29 37117 319 326 331 335 337 339 341 347 347 347
20 295 310 318 325 330 334 336 338 340 347 347 347

30 289 304 312 320 325 329 332 335 337 347 347 347
40 286 301 310 317 322 327 330 333 335 347 3.47 347
60 283 298 308 314 320 324 328 331 333 347 348 348
100 280 295 305 312 318 322 326 329 332 347 353 353
oo 277 292 302 309 315 319 323 32 329 347 361 367




ANEXO D4 CURVAS CARACTERI STI CAS DE OPERACI ON PARA EL

ANALI SIS DE VARI ANZA DE EFECTOS FI JOS
(MONTGOMERY, 1991, pag. 547 — 550)
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ANEXO D4 CURVAS CARACTERI STI CAS DE OPERACI ON PARA EL

ANALI SIS DE VARI ANZA DE EFECTOS FI JOS (continuacion)
(MONTGOMERY, 1991, pag. 547 — 550)
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ANEXO D4 CURVAS CARACTERI STI CAS DE OPERACI ON PARA EL
ANALI SIS DE VARI ANZA DE EFECTOS FI JOS (continuacion)
(MONTGOMERY, 1991, pag. 547 — 550)
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ANEXO D4 CURVAS CARACTERI STI CAS DE OPERACI ON PARA EL

ANALI SIS DE VARI ANZA DE EFECTOS FI JOS (continuacion)
(MONTGOMERY, 1991, pag. 547 — 550)
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ANEXO D4 CURVAS CARACTERI STI CAS DE OPERACI ON PARA EL

ANALI SIS DE VARI ANZA DE EFECTOS ALEATORI OS
(MONTGOMERY, 1991, pag. 551 — 554)
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ANEXO D4 CURVAS CARACTERI STI CAS DE OPERACI ON PARA EL
ANALI SIS DE VARI ANZA DE EFECTOS ALEATORI OS (continuacion)

(MONTGOMERY, 1991, pag. 551 — 554)
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ANEXO D4 CURVAS CARACTERI STI CAS DE OPERACI ON PARA EL
ANALI SIS DE VARI ANZA DE EFECTOS ALEATORI OS (continuacion)
(MONTGOMERY, 1991, pag. 551 — 554)
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ANEXO D4 CURVAS CARACTERI STI CAS DE OPERACI ON PARA EL
ANALI SIS DE VARI ANZA DE EFECTOS ALEATORI OS (continuacion)

(MONTGOMERY, 1991, pag. 551 — 554)
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ANEXO E4 PRUEBA FoMax PARA P(FMax FqMax) =a PARA k GRUPOS

DE TRATAMIENTO Y v GRADOS DE LIBERTAD
(KUEHL, 2001, pag. 603)

a=0.05
N 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

2 39.0 875 142 202 266 333 403 475 550 626 704
3 154 278 392 507 620 729 835 939 104 114 124
4 960 155 206 252 295 336 375 41.1 446 480 514
S 7.15 108 137 163 187 20.8 229 247 265 282 299

6 5.82 8.38 104 12.1 13.7 15.0 16.3 17.5 18.6 197  20.7
7 4.99 6.94 844 970 10.8 11.8 12.7 13.5 14.3 15.1 15.8
8 443 6.00 7.18 8.12 9.03 9.78 10.5 11.1 11.7 12.2 12.7
9 4.03 534 631 7.11 7.80 8.41 8.95 945 991 103 10.7
10 372 485 567 634 692 742 7.87 828 866 901 934
12 328 416 4.79 5.30 5.72 6.09 642 6.72 7.00 7.25 7.48
15 2.86 354 401 437 4.68 495 5.19 5.40 5.59 5.77 5.93
20 246 295 329 354 3.76 394 410 424 437 449 459
30 207 240 261 278 291 3.02 312 3.21 329 336 3.39
60 1.67 1.85 196 2.04 211 217 222 226 230 233 2.36
e 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
a=0.01
N 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

2 199 448 729 1036 1362 1705 2063 2342 2813 3204 3605
3 475 85 120 151 184 21(6) 24(9) 28(1) 31(0) 33(7) 36(1)
4 232 37 49 59 69 79 89 97 106 113 120
5 149 22 28 33 38 42 46 50 54 57 60

6 11.1 155 19.1 22 25 27 30 32 34 36 37
7 8.89 121 145 165 184 20 22 23 24 26 27
8 750 99 11.7 132 145 158 166 179 189 19.8 21
9 6.54 85 9.9 111 121 131 139 147 153 160 166

10 585 74 86 96 104 111 118 124 129 134 139
12 491 61 69 76 82 87 91 95 99 102 106
15 407 49 55 60 64 67 71 73 75 78 80
20 332 38 43 46 49 51 53 55 56 58 59
30 263 30 33 34 36 37 38 39 40 41 42
60 196 22 23 24 24 25 25 26 26 27 27

© 1.00 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 LO 1.0 10
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5.0 ANALI SIS DE REGRESI ON

Muchos problemas de investigacion requieren la estimacion de las relaciones existentes
entre la pauta de variabilidad de una variable aleatoria y los valores de una o mBs
variables (aleatorias o0 no) de las que la primera depende o puede depender. Por ejemplo,
¢Como varia la densidad con la temperatura?

El analisis de regresion es una técnica estadistica para la estimacion de los parametros de
una ecuacion que relaciona una determinada variable con un conjunto de variables. El
andlisis se lleva a cabo mediante el establecimiento de “un modelo de regresién” cuyos
parametros recogen y cuantifican los efectos que se pretende estudiar, tal como el que se
esquematiza en la figura 5.1. Dichos parametros se estiman a partir de los datos
disponibles. Algunos autores se refieren al andlisis de regresion como TECNICA DE LOS
MINIMOS CUADRADOS O DE AJUSTE DE CURVAS (JURAN y GRYNA, 1997, cap. 23).

Variables a Variables o factores
explicar explicativos (aleatorios o no)
(aleatoria)
Observa- Y, Xit o Xiteo X1
cioneso |_|
datos del Yj le ...Xij....XIj
problema Y, Xuy o Xiporo Xy

MODELO FUNDAMENTAL E(Y;) = f(Xy .. X;...Xp)
o” (Y;) = CONSTANTE

Técnicas sofisticadas también permiten
Estudiar el caso en el que ademas

02 (YJ) = g(X1J "'Xij""XIj)

FIGURA 5.1 MODELOS DE REGRESION MULTI PLE
(ROMERO y ZUNICA, 1993, cap. 11)

La razdn basica por la cual se construye un modelo de regresién es describir la naturaleza

de una relaciéon en forma cuantitativa. Sin embargo, los objetivos son con frecuencia mas



especificos. Por ejemplo, para un proceso en el que la humedad es controlable, el objetivo
podria ser hallar el valor particular de la humedad que minimiza inestabilidad de un
instrumento, o alguna funcién de costos basada en dicha inestabilidad. O bien determinar
variables independientes importantes de un proceso. Por ejemplo, ver si la humedad,
presion y temperatura afectan a una caracteristica de calidad de un producto.

En problemas, donde la variable (o las variables) dependientes no son controlables, el
objetivo puede ser predecir el valor de dicha variable dependiente (o respuesta). Esto
puede ser interesante cuando la variable independiente es mas facil de medir que la
variable dependiente o bien cuando la variable independiente esta disponible antes que la
dependiente. En otros casos puede permitir sustituir un ensayo destructivo por uno no
destructivo (JURAN y GRYNA, 1997, cap. 23).

En sintesis la utilidad de los modelos de regresion puede ser la siguiente (JURAN y GRYNA,
1997, cap. 23):

Proyecto y prediccion

Descripcion cuantitativa entre un conjunto de variables
Interpretacién de los valores de la funcion

Determinacion de variables independientes importantes
Descubrimiento de las condiciones de funcionamiento éptimas

Seleccion entre modelos alternativos

N o u s~ w DD

Estimacion de coeficientes de regresion particulares

Las fases en un estudio mediante modelos de regresion se presentan en la figura 5.2.
En general, el analisis de regresidon puede clasificarse en: a) Regresién lineal y
b) Regresion no lineal. Ambos a su vez se clasifican en regresion lineal (no lineal) simple y

muditiple.
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Experiencia, ——— OBJETIVO, Objetivos de la
realidad PLANIFICACION empresa

Definicion del

FORMULACION DEL MODELO
problema

. Seleccion de variables
. Forma analitica

DESARROLLO DEL MODELO
. Recoleccion de
datos existentes ———  Observacion
. Muestreo, disefio de de datos
experimentos

Simulacion

Disefio

ESTIMACION DE PARAMETROS

VALIDACION Evaluacion

USO DEL MODELO

FIGURA 5.2 FASES EN EL ANALISIS DE REGRESI ON

5.1 REGRESI ON LI NEAL SI MPLE

En este tipo de regresién se desea caracterizar el efecto lineal de una Unica variable
explicativa sobre la variable respuesta.

Los pasos para efectuar un andlisis son los siguientes (JURAN y GRYNA, 1997, cap. 23):

Representacion grafica de datos
Planteamiento del modelo
Estimacién de la ecuacion de prediccion

Examen de la adecuacion del modelo lineal

vi AW N

Intervalos de confianza para la estimacion
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5.1.1 REPRESENTACI ON GRAFI CA DE DATOS

El primer paso para el estudio de relaciones entre variables, consiste en trazar una grafica
de los datos (corrientemente llamado diagrama de dispersién). La variable respuesta se
indica en el eje vertical y la variable explicativa en el horizontal. En la figura 5.3 se
presentan ejemplos de graficos de dispersion.

Los graficos de dispersion son utiles debido a los siguientes aspectos (JURAN y GRYNA,
1997, cap. 23):

« Facilita informacién sobre la relacion existente entre las variables

« Permite sugerir modelos posibles para los datos o transformaciones de datos.

« Puede sefialar la existencia de observaciones andmalas

» Puede facilitar una indicacion de y para x fija. Ademas puede mostrar que esa

variabilidad permanece constante para todos los valores de x 0 que cambia con x.

5.1.2 PLANTEAMIENTO DEL MODELO

La ecuacidon que relaciona los datos para una regresion lineal simple es la siguiente
(MONTGOMERY, 1991, cap. 15):

y=B,+Bx+e (ec. 5.1)

Donde: B, y B: son respectivamente la ordenada en el origen y el nivel de variacién de y
por cada unidad de variacion de x (desconocidas de la recta de regresidn); x variable
explicativa o una transformacion de esta (ej: log x); € es el error aleatorio con media cero
y varianza constante (0°). También se supone que las {€} constituyen un conjunto de
variables aleatorias independientes. El error aleatorio puede deberse a errores en la
medicién de y y/o a efectos de “variables no incluidas en el modelo”. Se denota como

error de la ecuacion.
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FIGURA 5.3 GRAFI COS DE DI SPERSI ON (KUME, 1997, cap. 6)

5.1.3 ESTIMACION DE LA ECUACI ON DE PREDI CCION

El objetivo de esta etapa es hallar estimadores (b,, b)) de los parametros desconocidos
(Bo, B1), Y obtener la ecuacién de prediccidn en base a los datos (JURAN y GRYNA, 1997,

cap. 23):
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yi=b, + b x (52
donde:
¥ es el valor de y pronosticado por el modelo para un valor de x.
El método que proporciona los estimadores mas eficientes, lineales no sesgados, b, y b; a
partir de un conjunto de n observaciones (X1, Yy).....(Xn, Yn), €S €l método de los minimos
cuadrados, b, y b; se denominan por tanto estimadores minimocuadraticos, porque son los
gue minimizan la suma de desviaciones elevadas al cuadrado entre los valores observados

y los valores pronosticados por el modelo para la variable respuesta (JURAN y GRYNA,
1997, cap. 23):

> 03 =y 0u=b,=bx,)  (ec.53)

Las condiciones para la aplicacion del método de los minimos cuadrados para estimar los
parametros [3,, B;, son las siguientes (JURAN y GRYNA, 1997, cap. 23):

1. Las observaciones son independientes
2. La varianza de los errores es constante para estas observaciones
3. El modelo lineal promulgado es correcto. Entonces los estimadores de minimos

cuadrados son “los mejores estimadores lineales no sesgados”

En la figura 5.4, se presenta el significado de la recta de regresion lineal.
Los estimadores minimos cuadrados para el modelo lineal simple se estiman como sigue
(JURAN y GRYNA, 1997, cap. 23):

b =T-bF
h=2 (v, ~¥)v, =) _s,,  (ec.5.4)

z(xm _f)z S vy

Unas formulas que permiten facilitar para el cdlculo de S,, y S« son las siguientes
(MONTGOMERY, 1991, cap. 15):
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= (ec. 5.5)

Todas las sumatorias desde i 6j =1 hastaidj=n.

v, =b +bx

o

ym _-@1 = ym _bo _bl'xm

<

Ym

X Xm
FIGURA 5.4 SIGNIFICADO DE LA RECTA DE REGRESI ON (JURAN y GRYNA, 1997, cap. 23)

Por otra parte, y yx vienen dados por:

ny

5.1.4 EXAMEN DE ADECUACI ON DEL MODELO

El examen preliminar de adecuacion del modelo, consiste en dibujar la ecuacion.

Aproximadamente la mitad de los puntos deben quedar por encima de la recta y la otra
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mitad por debajo. Ademds la ecuacién debe pasar exactamente por (f y)(JURAN y
GRYNA, 1997, cap. 23).
A continuacion del examen preliminar debe determinarse la significacion global del ajuste,

lo cual se logra a través del calculo del coeficiente de regresién o determinacion R? (JURAN
y GRYNA, 1997, cap. 23):

2

n

. sctegreson_ 2" )5S (- -9

S Sl -s) 5 b, -5

R

(ec. 5.7)

Donde el numerador de la ecuacién se refiere a la variacién explicada por el modelo, y el
denominador se refiere a la variacion total. R debe oscilar entre 0 y 1. Cuanto mas
cercano a 1, la mayor parte de la variabilidad constatada de ‘y” estara asociada a las
variables explicativas incluidas en el modelo (MONTGOMERY, 1991, cap. 15).
Cuando la variable explicativa es aleatoria, la raiz cuadrada del coeficiente de
determinacién R?, es el coeficiente de correlacién entre x e y (MONTGOMERY, 1991, cap.
15).
Para estudiar la hipdtesis de significacbn del efecto de la variable explicativa (a nivel
poblacional), se utiliza el resultado que se explica a continuacién. Dado el modelo:

y=B +Bx
La variable x influye en y siy solo si [3; es significativamente distinto de cero.
Se puede probar el grado de significacion de la regresion, es decir, se puede contrastar la
hipbtesis estadistica (JURAN y GRYNA, 1991, cap. 23):

HO: B1=O
Hl: Bl;t 0

La prueba para contrastar las hipdtesis puede efectuarse de dos formas equivale ntes:

a) FORMA DE PRUEBA 1 (ROMERO y ZUNICA, 1993, cap. 11):
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SI Bl = 0 |:| - - tn_z’a/z
bl

bl

Sip % 0 >t

n=2,a/2
bl

Y se deduce si x influye sobrey. S,; es la varianza del estimador que se calcula como:

2
1 —
S, =8 /S— con S calculado como S = M (ec. 5.8)

n—2

donde la sumatoria es de i = 1 hasta i = n.
La prueba de significacbn para b, (H,: B, = 0 contra H;: B, # 0) viene dada como:

' le H b, >t i H fal
| 5 v2as2r Siose cumple H, y | 5 |>2, 24, Si H, es falsa, con
bo bo

En la tabla 5.1 se presenta un resumen para esta prueba.

TABLA 5.1 RESUMEN PRUEBA 1 DE SIGNIFICANCIA DE COEFICIENTES

Coeficiente valor desv. Estandar t,
del coeficiente
b -2 b_o
Pe ° S, =8 /Hl—+ x_ S,
En S H
b 1 b
P ' So =845 Sy

b) FORMA DE PRUEBA 2 (ROMERO y ZUNICA, 1993, cap. 11):

Sean:
CM,esidua, €l cuadrado medio residual del ajuste con la variable x con n - 2 grados de
libertad, y calculado como:

SC. S —bS.
CMresidual = n’i"ldzual = ( yyn _;’ “y)

(ec. 5.9)
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Consideramos el valor del cuadrado medio explicado (CMegresion), POr €l modelo incluyendo

X, con un grado de libertad y calculado como:

SCoveiion DS
CMregresion = == s (ec. 510)
1 1
CM,,,..;
Sj I31 =0 - regresion . Fu’l’n_z
M residual
. CM resi
SI Bl ¢ 0 % > ch,l,n—Z

residual

Y se deduce si x influye sobrey. Con:

SC =SC

regresion total

SC

residuc

En la tabla 5.2 se presenta un resumen para esta prueba.

TABLA 5.2 RESUMEN DE PRUEBA 2 DE SIGNIFICACION DEL MODELO DE REGRESION

Fuente de Suma de Grados de Media de F,
variacion cuadrados libertad cuadrados
regresion biSy 1 CM: egresion CM  sogreion
CM esidual
residual S,y - biSy n-2 CM esidual
total Syy n-1

5.1.4.1 DESVIACIONES Y FALTA DE AJUSTE. FORMA GRAFI CA

Las desviaciones y falta de ajuste del modelo lineal pueden determinarse a partir del
analisis de los residuos (MONTGOMERY, 1991, cap. 15).

Si en los graficos de los residuos contra los valores predichos y contra la variable de
regresion, se observa una dispersion aleatoria de puntos por encima y por debajo de la

linea de desviacién cero, puede concluirse que la falta de ajuste no es significativa y por lo
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tanto adoptar el modelo lineal planteado. Por otra parte, si en el grafico de residuos contra
valores predichos por el modelo lineal se observan tendencias como curvaturas,
tendencias de aumento o disminucion de los valores de los residuos al aumentar los
valores predichos, etc., puede concluirse que existe una falta de ajuste significativa y debe
ajustarse otro modelo, como un modelo simple no lineal, o bien un modelo multiple. Otro
grafico util es el de normalidad de los residuos (ROMERO y ZUNICA, 1993, cap. 11).

5.1.5 CREACION DEINTERVALOS DE CONFI ANZA

Los intervalos de confianza sobre los parametros proporcionan otra medida de la fiabilidad

de los estimadores y de las estimaciones (JURAN y GRYNA, 1997, cap.23).
El intervalo de confianza para B;, viene dado a partir de (JURAN y GRYNA, 1997, cap.23)

(ROMERO y ZUNICA, 1993, cap. 11):
bt ———o =} (S, (ec. 5.11)

Donde t 42, n2, €l término se denomina error del coeficiente de regresion

S5
\/ z (xm —f)z

(6 S1). Similarmente un intervalo de confianza del 100(1- a)% para B, es dado por
(JURAN y GRYNA, 1997, cap.23) (ROMERO y ZUNICA, 1993, cap. 11):

=2
b, 1S E%+;_E5b" +1S, (ec. 5.12)

El intervalo de confianza para el valor medio de y correspondiente a un valor dado de x
viene dado por (JURAN y GRYNA, 1997, cap.23):

=Y
b, +bx £tS /l + (XS %) (ec. 5.13)
n XX

Donde x es el valor para el que se determina el intervalo de confianza, y t tiene n-2

grados de libertad.
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5.1.2 CONFI ABILIDAD DE UNA NUEVA PREDI CCION

El intervalo de prediccidn del 100(1 - a)% para la media de k observaciones futuras en X,
es (JURAN y GRYNA, 1997, cap.23) (MILLER y MILLER, 1993, cap. 5):

—\2
b, +bx, itS\/l+l+M
k n

con tq/Z, n-2 (eC. 514)

XX

5.2 APLICACIONES DE LA REGRESION LINEAL SIMPLE EN EL ANALISIS
QuIMICO

Dentro de las aplicaciones de las rectas de regresion al andlisis quimico se encuentran:

a) Grdficas de calibracion en andlisis instrumental.

b) Determinacion de la incertidumbre asociada al calculo de una concentracion.
c) Método de las adiciones estandar.

d) Rectas de regresion ponderadas.

e) Uso de rectas de regresion para comparar métodos analiticos.

A continuacion se presenta un resumen de estas aplicaciones.

A) GRAFI CAS DE CALI BRACION EN ANALISISINSTRUMENTAL

La capacidad de las técnicas de analisis instrumental para manejar un intervalo amplio de
concentraciones de analito significa que se calculan los resultados, y se evallan los errores
aleatorios de manera concreta, que difiere de la que se utiliza cuando se repite una sola
medicién varias veces. El procedimiento habitual es como sigue: El analista toma una
serie de muestras (normalmente tres o cuatro, o posiblemente mas) en las que se conoce
la concentracion del analito, valores “x”. Estas calibraciones estandar se miden en el
instrumento analitico en las mismas condiciones que las usadas para la muestra problema

(es decir, las “desconocidas”), obteniéndose las mediciones “y”. Una vez que se ha

establecido la ecuacion de calibracién, se puede obtener la concentracion del analito en
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cualquier muestra problema por prediccién. Este procedimiento general plantea varias
preguntas estadisticas importantes (MILLER y MILLER, 1993, cap. 5):

I. ¢Es lineal la grafica de calibracion? Si es curva ¢Qué forma tiene?

II. Teniendo en cuenta que cada uno de los puntos de la linea de calibracion esta
sujeto a errores, écual es la mejor linea recta (o curva) que pasa por esos puntos?

III. Suponiendo que la calibracién es realmente lineal, ¢Cudles son los errores
estimados y los limites de confianza para la pendiente y la ordenada en el origen
de la recta?

IV. Cuando la grafica de calibracién se usa para el analisis de una muestra problema,
éCudles son los errores y los limites de confianza para la concentracion
determinada?

V. ¢éCudl es el limite de deteccion del método? Esto es, éCudl es la menor
concentracién de analito que se puede detectar con un nivel de confianza

predeterminado?

Todas las preguntas anteriores pueden responderse mediante el andlisis de regresion
simple, que se ha expuesto en el tema 5.1. En los ejercicios de la seccion 5.4.4, se

presenta esta aplicacion al analisis quimico.

B) EL METODO DE LAS ADI CI ONES PATRON (O DE ADI CI ON ESTANDAR)

En el método de adiciones estandar, se prepara una curva de calibracion de forma que
todos los patrones contengan muestra, y la contengan en la misma cantidad. El primer
punto de la curva de calibracién, es una disoluciéon de la muestra a la que no se ha
anadido patrdén, y por tanto, contiene la cantidad de analito original de la muestra. El
segundo punto de la curva de calibracion contiene esa misma cantidad de analito mas una
cantidad conocida de patrén que se le ha afadido. El tercer punto de la curva contiene de
nuevo el analito original de la muestra, mas una cantidad mayor de patrén, y asi
sucesivamente. Por otra parte, debe prepararse y medirse cuidadosamente un blanco.

Luego se obtienen las lecturas en el instrumento (datos de calibrado). Con los datos de
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calibrado se hace la representacién grafica de la figura 5.5, y se obtiene la
correspondiente recta de regresion (RAMIS, 1997, tema 5).

Es muy importante tener en cuenta que el origen de las coordenadas debe colocarse en la
lectura del blanco, o alternativamente, la sefial del blanco debe restarse de todos los
demas valores de la sefial. Si se utiliza la sefal dada por el disolvente puro, o lo que es
peor, el valor cero de la sefial dada por el instrumento, se comete un error sistematico que
puede ser muy grande. El resultado buscado, x: (E valor extrapolado) la concentracion del
analito en la muestra problema, se puede leer sobre la propia grafica, extrapolando el eje
de las abscisas. También puede calcularse como x = b,/by, esto es, la concentracion de
analito en la muestra es igual a la razén entre la ordenada en el origen y la pendiente. La

desviacién estandar del resultado se calcula mediante (RAMIS, 1997, tema 5):

Sg :£%+2§—2_2g (ec. 5.15)
bl @1 bl Z('xi _x) @

Donde n es el nimero de puntos de la recta de adicion estandar. De la expresion anterior
puede concluirse lo siguiente (RAMIS, 1997, tema 5):

a) Igual que en el caso de la curva de calibrado ordinario, la precision se mejora si los
puntos estan poco dispersos (s,, es pequefio) y si b; es grande.

b) Al aumentar el valor de n mejora la precisién, pero no se obtendran mejoras
importantes cuando ya se tengan al menos 6 puntos. Con frecuencia se trabaja con
3 0 4 puntos.

c) La sumatoria del denominador del Ultimo término indica que la precision se mejora
cuando los valores de % se alejan del centroide, esto es, cuando se aumenta el
intervalo de valores de concentracion abarcado. Sin embargo, no es conveniente
cubrir un intervalo excesivamente grande, pues pueden aparecer desviaciones de

la linealidad, lo que producira un error sistematico.

El método de adicidn estandar se utiliza para descubrir y corregir la presencia de efecto de
matriz. Sin embargo, por si solo, el método de adicion estandar no sirve para validar un
método, puesto que (RAMIS, 1997, tema 5):
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a) No es capaz de descubrir ni corregir las interferencias.
b) No siempre corrige el efecto de matriz en un grado suficientemente satisfactorio.
c) Mediante la sola aplicacién del método de adicién estandar no se puede establecer

si las interferencias y el efecto matriz han sido corregidos satisfactoriamente.

Existe efecto de matriz cuando la recta obtenida por el método de adicién estandar no
tiene la misma pendiente que la recta obtenida por calibracion externa.

Las limitaciones del método de adiciones estandar se pueden resumir como sigue (RAMIS,
1997, tema 5):

a) Es un método de extrapolacion, y por lo tanto es menos preciso que el calibrado
por interpolacion (la medida del analito se realiza muy lejos del centroide). Si la
curva de calibrado no es lineal, el método de adicién estandar, que esta basado en
una extrapolacién lineal, no puede aplicarse.

b) Se gasta mas muestra, lo que puede ser un problema cuando se dispone de
pequeias cantidades.

c) Es necesario repetir el calibrado para cada muestra o tipo de muestras, o en
cualquier circunstancia en que se sospeche que ha habido un cambio del efecto
matriz.

d) Como ya se ha indicado, no es capaz de descubrir ni corregir las interferencias, y
no siempre corrige el efecto matriz en un grado suficiente.

sefial

Sefial de muestra

Cantidad afiadida

Cantidad de analito en
la muestra problema

FIGURA 5.5 METODO DE LAS ADI CIONES ESTANDAR
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C) USO DE RECTAS DE REGRESI ON PARA COMPARAR METODOS
ANALITI COS

Supodngase que se ha desarrollado un método nuevo para determinar un analito en una
matriz dada. Para validar la incertidumbre y la exactitud del método este se aplica a un
material de referencia certificado. Finalmente, se realizaran pruebas estadisticas para
saber si el método tiene mayor incertidumbre que la deseada, o si existe error sistematico
respecto al valor certiftado (RAMIS, 1997, tema 5).

Sin embargo, el proceso de validacidon cambia cuando se quiere validar un método a varios
niveles de concentracién, y no a uno solo. Para ello, sera necesario utilizar varios
materiales de referencia, conteniendo distintos niveles de concentracién de analito, o
también, aplicar el método a un conjunto de muestras ya estudiadas por otro
procedimiento estandar o de prestigio.

Cuando se comparan dos métodos a diferentes concentraciones de analito, se adopta
normalmente el procedimiento que ilustra la figura 5.6. Uno de los ejes de la grafica de
regresion se utiliza para los resultados obtenidos con el nuevo método, y el otro para los
que se obtienen aplicando el de comparacion o referencia a las mismas muestras. Asi cada
punto de la grafica representa una Unica muestra analizada por dos métodos separados
(RAMIS, 1997, tema 5).

Si cada muestra conduce a un resultado idéntico en ambos métodos para todos los niveles
de concentracion estudiados, la recta de regresion tendra una ordenada en el origen igual
a cero, y una pendiente y un coeficiente de correlacion iguales a 1. Cualquier resultado
que no sea este, implica error sistematico de un método con especto al otro, a algunos o a
todos los niveles de concentracién. En la practica, debido a la presencia de los errores
aleatorios, nunca seran exactamente cero la ordenada en el origen ni uno la pendiente.
Sin embargo, la sola observacion del grafico dara una idea clara acerca del mantenimiento
o no de la exactitud a lo largo del intervalo de concentracion estudiado. Se distinguiran
varios casos (RAMIS, 1997, tema 5):

a) La recta de regresion tiene una pendiente de 1, pero la ordenada en el origen no
es cero. Este resultado implica que al menos uno de los métodos sufre una
interferencia, o lo que es igual, la sefial de fondo de uno de los métodos no esta
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bien medida, esto es, al menos uno de los blancos o los dos no esta bien
construido.

b) La pendiente no es la unidad, o también, la representacién grafica de la curva.
Entonces existe error sistematico de un método, y error se agrava cuanto mas se
alejan los puntos de la recta y = x.

c) Los errores a) y b) suceden simultaneamente.

Para validar un método con respecto al otro (o con respecto a los materiales de referencia
utilizados) se establecen las dos hipdtesis nulas siguientes: B, = 0y B;=1. Para comprobar
estas hipotesis se aplican los siguientes ensayos estadisticos: se establecen los limites de
confianza para b, y b, para un nivel de confianza del 95% y se comprueba si el cero y el
uno estan dentro de los correspondientes intervalos de confianza. El valor del coeficiente
de determinacidn tiene menos importancia, no dice nada respecto a la exactitud de un
método respecto al otro, si los puntos estan dispersos (R? < 0.99) es indicativo que al
menos uno de los dos métodos tiene una precision pobre (RAMIS, 1997, tema 5).

Las limitaciones de este método de validacion de la exactitud son las siguientes (RAMIS,
1997, tema 5):

a) Este método constituye un ejemplo tipico de los casos en los que no esta
justificada la utilizacion de una recta de regresion de Y sobre X, puesto que los
errores en la direccién de X pueden ser tan importantes o0 mas que en la direccion
Y. Sin embargo, los resultados pueden ser confiables si se toman las precauciones

siguientes:

1. El método mas preciso se representa en el eje X. Para ello se debe
establecer previamente la precisiéon de ambos métodos.

2. Utilizar un nimero razonable de puntos (al menos 10). Ya que los limites de
confianza se basan en n — 2 grados de libertad, es importante evitar valores
pequefios de n.

3. Los puntos experimentales deberian cubrir el intervalo de concentraciones
de interés de una manera aproximadamente uniforme, esto es, deberia

haber tantos puntos a concentraciones bajas como a intermedias y altas,
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dentro del intervalo estudiado. Este requisito debe ser dificil de cumplir

cuando se trabaja con muestras reales.

b) Si no existe homocedasticidad deberia utilizarse la recta de regresiéon ponderada.
La falta de homocedasticidad es muy frecuente en la practica: para muchos
procedimientos analiticos, la desviacidon estandar relativa (coeficiente de variacion)
es aproximadamente constante en un intervalo de concentraciones, por tanto, la
desviacion estandar en valor absoluto aumenta con la concentracién de analito (en

vez de tener el mismo valor para todas las concentraciones).

a b
A
c d
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8
(o] e f ~
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FIGURA 5.6 USO DE RECTAS DE REGRESI ON PARA COMPARAR
METODOS ANALITI COS: a) MUESTRA UNA CONCORDANCI A
PERFECTA ENTRE LOS DOS METODOS PARA TODAS LAS MUESTRAS
b) a f) ILUSTRA LOS RESULTADOS DE VARIS TIPOS DE ERRORES
SISTEMATI COS (MILLER y MILLER, 1993, cap. 5)

D) RECTAS DE REGRESI ON PONDERADAS

Los calculos de regresion ponderada se utilizan para la determinacion de la
concentracion de un Unico analito y no para comparar dos métodos separados (MILLER
y MILLER, 1993, cap. 5).
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Los calculos de regresién ponderada requieren mas informacién (estimaciones de la
desviacién estandar a varios niveles de concentracidon) y son mas complejos de
ejecutar. Por otra parte, aparentemente proporcionan datos muy similares a los
obtenidos a partir del método, mucho mas simple, de regresion no ponderada. Dichas
consideraciones de hecho pueden justificar que en la practica se desprecien los
calculos de regresion ponderada (RAMIS, 1997, tema 5).

Pero un quimico analitico que utiliza métodos instrumentales no emplea calculos de
regresion simplemente para determinar la pendiente y la ordenada en el origen de una
grafica de calibracién y las concentraciones de las muestras problema. También quiere
obtener estimaciones de los errores o limites de confianza de esas concentraciones, y
en este contexto el método de regresién ponderada ofrece una gran ventaja respecto
al método no ponderado si los puntos experimentales son claramente
heterocedasticos: las estimaciones de las desviaciones estandar de la pendiente y la
ordenada en el origen son mucho mas realistas (RAMIS, 1997, tema 5).

Supdngase que se lee una concentracién sobre una recta de regresion que tiene un
error relativo constante. Puesto que la desviacién estandar absoluta aumenta con la
concentracion, no es ldgico que se obtenga un error constante a cualquier nivel de
concentracion, sino que la lectura de concentraciones altas debe dar errores mayores
que la lectura de concentraciones bajas. Si se ha utilizado una recta de regresion
ponderada, el error de la lectura s, Variara dependiendo de la concentracién. Las
expresiones que permiten calcular s,,,, son (RAMIS, 1997, tema 5):

S =

Xy,w

S e u (3wt =)

n
- du@ (ec. 5.16)
= )2
Sw w =_2W gl_+l+ (yo _yw) — |:|
xo, b, v, n b} (Z w.x; —nxi)g

En donde:
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(ec. 5.17)

la expresion para s,,w €S en todo similar a su analoga para la regresion no ponderada. Ello
confirma que los puntos cercanos al origen, donde las ponderaciones son mas altas, y los

cercanos al centro de gravedad, donde y, —y, es pequefio, tendran limites de confianza

pequefos. La principal diferencia entre las dos ecuaciones es la introduccion del término
1/w, (donde w, es la ponderacidn de y,), que aumenta rapidamente cuando aumenta y.
Por tanto se obtienen limites de confianza mayores, a valores altos de concentracion. Esto
concuerda mucho mas con el experimento de calibracion real que los resultados obtenidos
al utilizar la regresién no ponderada. Ademas los métodos de regresion ponderados
pueden ser absolutamente necesarios cuando se obtenga una recta por transformaciones

algebraicas de una representacion intrinsecamente curva (RAMIS, 1997, tema 5).

E) INCERTIDUMBRE ASOCI ADA AL USO DE UNA RECTA DE REGRESI ON

De las ecuaciones que permiten calcular las desviaciones estandar y los limites de
confianza de: 1) La pendiente, 2) La ordenada en el origen, y 3) la confiabilidad de una
nueva prediccion, se extraeran algunas consecuencias de orden practico referentes a la
forma como debe prepararse y utilizarse una curva de calibrado (RAMIS, 1997, tema 5).

Supdngase que se dispone ahora de un valor experimental de “y” (o un promedio de k
replicas) al que se denominara y.. Se lee este valor, y se hace uso de la ecuacién de

regresion para obtener el correspondiente valor de “x”, X,. La desviacidon estandar de x,,
Sy, Viene dada por (RAMIS, 1997, tema 5):
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5.3 REGRESI ON LINEAL MULTIPLE

Aunque hay muchos problemas que atafien a variables explicativas Unicas, es muy
frecuente que aparezcan varias. El problema de regresion lineal multiple consiste en
ajustar el modelo general (JURAN y GRYNA, 1997, cap. 23):

y=0B +Bx+Bx, +.... +[B,x, t€ (ec. 5.19)

Donde los B son los parametros desconocidos, llamados coeficientes de regresion, y € es el
error aleatorio.

Las variables x;, X;, ...., Xx pueden ser :

» La variable original cuantitativa.

« Transformaciones de la variable original: polinémicas, logaritmicas, etc.

Eemplo:  yl=a+bx, +cx', puede definirse una nueva variable % = xi° y se

obtiene el modelo lineal: =08 +Bx +Bx,

e Variables cualitativas con p variantes, deben incluirse en este caso lo que se
conoce como variable “dummy” (p -1) cuyos Unicos valores probables son 0 y 1.
Generalmente se simbolizan como z. Por ejemplo, para incluir el efecto lineal de
una variable cuantitativa x; y de otra cualitativa x, con dos posibles variantes, el
modelo seria:

y: Bo+ﬁxl+B2ZI +&22

« Inclusién de interacciones: es posible que se den efectos interactivos entre las

variables explicativas. Este efecto debe incluirse como una nueva variable que sea
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el producto de las variables implicadas en dicha interaccion. Rr ejemplo, una
interaccion entre los efectos lineales de dos variables cuantitativas x; y x, implica

crear un nuevo término: XX, = X.

En general en el modelo lineal, se asume que los errores son normales e idénticamente
distribuidos con media cero y varianza constante es decir: € ON(0, ¢2).

La interpretacién de los parametros del modelo es la siguiente (ROMERO y ZUNICA, 1993,
cap. 11):

\\, /7

B, valor medio de “y” cuando x; = X, =....= X =0
B: incremento en el valor medio de “y” cuando “x;” aumenta en una
unidad, si x; es una variable cuantitativa, manteniéndose constantes

las restantes variables explicativas.

En general, los pasos para el andlisis de regresion lineal multiple son los siguientes (JURAN
y GRYNA, 1997, cap. 23):

Planteamiento del modelo.
Proceso de estimacion.

Examen de adecuacion del modelo.

H W N

Estimacion de intervalos de confianza.

5.3.1 ESTIMACION EN MODELOS DE REGRESI ON

El esquema general del proceso de estimacion se presenta a continuacion (ROMERO y
ZUNICA, 1993, cap. 11):
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Dado el modelo:

y:ﬁ;+ﬁxl+82xz+ ------- +kak tE

Y dados los datos:

Variabks a Variables o factores
explicar explicativos (aleatorios o no)
(aleatoria)
Y]_ X11 ---Xil----Xll
Yj le ...Xij....XIj
Y_] XU ...X]]....X[J
ESTIMACION

(Proceso de calculo)

Estimacion de los coeficientes B; — by by .... b;...b;
(asi como de la precision de estas estimaciones)

Y 2
Estimacion de la varianza residual & — S

Son conocidas para cada observacion j (j = 1,..., n)
y; : valor de la variabk dependiente

X1j, -y Xij, oy Xgj+ Valores de las variables explicativas

El residuo €; que se obtendria para los posibles valores b, ...., b de los coeficientes se
define como (ROMERO y ZUNICA, 1993, cap. 11):

=y, — (b, +bx, ...t Dhx))
Se demuestra que los estimadores b, by, ....., by Optimos desde el punto de vista de
sus propiedades estadisticas son los que conducen a un valor minimo de Y&’
(ROMERO y ZUNICA, 1993, cap. 11), lo cual puede lograrse por el método de los

minimos cuadrados.
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Resultados matematicos: De los datos (ROMERO y ZUNICA, 1993, cap. 11):

Uy, O O x, .. x,0
.0 0 x, x; U

. o . - U
H: g 0

La estimacién de los coeficientes de regresion viene dada por (ROMERO y ZUNICA,
1993, cap. 11):

b=x%) "%y (ec. 5.20)
La estimacién de la varianza residual es obtenida por (ROMERO y ZUNICA, 1993, cap.
11):

N N
28]2 z(y] _(bo +b1x1 +.... +bkxk]))2
1 1

= = (ec. 5.21)
n—(k+1) n—(k+1)

En donde k representa el niUmero de variables explicativas y n el nUmero de puntos
para el analisis.

La estimacion de la varianza de los coeficientes de regresion viene dada por (ROMERO
y ZUNICA, 1993, cap. 11):

S, =SiJc, donde c; es el elemento i, i de la diagonal principal (')’

5.3.2 SIGNI FI CACI ON GLOBAL DEL AJUSTE
La variabilidad total de la variable dependiente “y” en el conjunto de las n
observaciones, viene dada por (ROMERO y ZUNICA, 1993, cap. 11):

Jj=n
SCrorar = Z (yj —7)2 con n -1 grados de libertad  (ec. 5.22)

J=

parte de la variabilidad es debida (o al menos esta asociada) a las variables
explicativas x;, ....., Xx. Esta parte explicada tiene k grados de libertad.
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El resto de la variabilidad estard recogida en los residuos, viniendo medida su
magnitud por la suma de cuadrados residual (ROMERO y ZUNICA, 1993, cap. 11):

n

SCrisipuar = Z € con (n -1) —k grados de libertad (ec. 5.23)
j:

J

La diferencia:
SCEXPL]CADA = SCTOTAL - SCRES[DUAL (ec' 5'24)

\\, /7

es la parte de la variabilidad de “y” asociada a las variables explicativas.
Se define el coeficiente de determinacién R como (ROMERO y ZUNICA, 1993, cap.
11):

R* = SCrxrucaps (ec. 5.25)
SCTOTAL

Cuyos valores estan comprendidos entre 0 y 1. Cuanto mas cercano a 1 sea R?, mayor
parte de la variabilidad constatada de “y” estara asociada a las variables explicativas
incluidas en el modelo (ROMERO y ZUNICA, 1993, cap. 11).

Para estudiar la hipotesis nula de si al menos una de las variables explicativas
estudiadas tiene efecto poblacional o si al menos un [3; es diferente de cero, se usa el

siguiente resultado (ROMERO y ZUNICA, 1993, cap. 11):
Si:
Entonces,

S CEXPLICADA/ k — CM EXPLICADA 0F
SCRESIDUAL/ (” —-1- k) CM RESIDUAL

a, k, (n-1-)

H, se rechaza si F, > Fg « (n1k); Hy almenosun 3i#0

5.3.3 SIGNIFICACION DEL EFECTO DE UNA VARI ABLE X;

Dado el modelo:

yzﬁ)"'ﬁxl"'ﬁzxz"' ------- +kak tE
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La variable x; no influye sobre y siy solosi 3 = 0

La prueba para contrastar las hipdtesis:

Ho: Bi =0
y
Hi: Bi#0

que implica un efecto poblacional de x; sobre y, puede realizarse de dos formas
equivalentes (ROMERO y ZUNICA, 1993, cap. 11).

a) FORMA DE PRUEBA 1 (ROMERO y ZUNICA, 1993, cap. 11):

. b,
Si B =0 entonces Syl

i

Por tanto si

b.
ST;{ >tayaa-1-x  d€DE rechazarse Ho, y se deduce que x; influye sobre y.
b) FORMA DE PRUEBA 2 (ROMERO y ZUNICA, 1993, cap. 11):

Sean:

CM,esiaua, €l cuadrado medio residual del ajuste con todas las variables con n -1 - k grados
de libertad. Calculado a partir de:

— SCresidual - )—}')7 - b'X'y
CMresidual - n—1-1 - —1—k (eC. 526)

ASCresiaua, €l incremento de la suma de cuadrados residual si se repite el ajuste sin incluir a

X; entre las variables explicativas.
SiB =0, entonces ASCresiqual / CMresiquar  S€ distribuye como una Fq 1, 1, por tanto se

rechaza H, si el cociente anterior es mayor que la variable F.
Mientras que si B; # 0, la suma de cuadrados residual se incrementara significativamente si

se elimina la variable x; del modelo, por tanto:

(Ascresidual / CMresidual) > Fa,l, n-1-k

Y el efecto de x; es significativo.
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5.3.4 PRUEBA GENERAL PARA EL CONTRASTE DE HI POTESI S EN
MODELOS DE REGRESI ON.

Sea un modelo lineal:

y=0 +Bx +Bx, +...... +Bx, +€

A\ /4
r

Se desea contrastar la hipdtesis nula que implica restricciones sobre los valores de 3

(ROMERO y ZUNICA, 1993, cap. 11)
Ejemplos:

1. He: B2=0 B3=0 By=0 (3 restricciones )
2. Ho: Bs=PB: (1 restriccion )
Un procedimiento general para contrastar hipdtesis de este tipo consiste en estudiar la

significacion estadistica del ASC.esiquar que se produce al restringir el modelo obligando a

que los estimadores b; verifiquen la hipétesis. De tal forma que (ROMERO y ZUNICA, 1993,

cap. 11):
Suma delcuadrados Grados de libertad
residual
Modelo restringido SC n-1-k+r
Modelo completo SC. n—-1-k
Incremento ASCresioun = SGr = SCe r
(siempre > 0)

Se demuestra que si H, es cierta (implicando las “r” restricciones) (ROMERO y ZUNICA,
1993, cap. 11)

ASCRESID UA/

r
SC%N ~1-k)

Si H, es falsa, entonces (ROMERO y ZUNICA, 1993, cap. 11),

U Fa, r, n-1- k
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AS1CRES]DUA}/

r
SC%N -1-k)

5.3.5 PREDICCION EN MODELOS DE REGRESI ON MULTI PLE

> For, r, n-1- k

Los intervalos de confianza al 100(1- a)% para los 3 pueden calcularse como (JURAN y
GRYNA, 1997, cap. 23):

by tlgiumiSe;  (€c.5.27)

Por otra parte, el intervalo de confianza para el valor medio poblacional de “y” para
determinados valores de las x;, vendra dado como (ROMERO y ZUNICA, 1993, cap. 11):

W ttgpa S RED T (ec. 5.28)

Donde (ROMERO y ZUNICA, 1993, cap. 11):

010 gsz

x=§””§ y S =cMm .
|:| 0 RESIDUAL n—(k+1)
E’%E

5.3.6 VALIDACION DEL MODELO: ANALI SIS DE RESI DUOS

Todo el analisis inferencial expuesto se realiza bajo la hipdtesis de que el modelo
postulado es correcto. Resulta por tanto esencial utilizar adicionalmente la informacion

contenida en los datos para cuestionarse la adecuacion de dicho modelo (ROMERO vy
ZUNICA, 1993, cap. 11).

Debe recordarse que el modelo se sintetiza en la ecuacion:

y=0B +Bx +Bx, +....... +Bx, +€
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Donde los residuos € son N(0, %) e independientes.
Distintas cuestiones pueden plantearse relativas a la adecuacidon o no de estas hipotesis
ante unos datos concretos (ROMERO y ZUNICA, 1993, cap. 11):

¢Es admisible el que los residuos, €, se distribuyen normalmente?

¢Hay algun dato claramente anémalo?

¢Es admisible que la varianza de los errores no depende de los valores
de las variables explicativas?

¢Es realmente lineal la relacion entre la E(y) y una x; cuantitativa?

La herramienta mas poderosa para analizar estas cuestiones es el andlisis de residuos
(ROMERO y ZUNICA, 1993, cap. 11).
El residuo estimado para cada observacion e; no es mas que la diferencia entre el valor
realmente observado “y, " y el valor medio previsto a partir del modelo estimado para esos
valores concretos de las variables explicativas (b, + bixit +....+ bXy) (ROMERO y ZUNICA,
1993, cap. 11)

e =VYi—(by + bixyt +....+ bX) (ec. 5.29)

Los residuos, son en realidad las estimaciones de los valores de las perturbaciones
aleatorias € en cada observacion.

Determinadas representaciones graficas de los residuos son extremadamente Utiles para
responder a algunas cuestiones que se plantean en la fase de validacion de modelos de
regresion (ROMERO y ZUNICA, 1993, cap. 11):

1. Un grafico de los residuos e, en papel probabilistico normal permite estudiar si es
admisible la hipdtesis de normalidad, asi como detectar posibles observaciones

andmalas. Ver grafico 5.7.

2. Un grdfico de los cuadrados de los residuos frente a las diferentes x; puede poner
de manifiesto el hecho de que algunas de las variables explicativas afectan a las

varianzas de las y,. En situaciones de este tipo, un andlisis aproximado de los
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efectos sobre la varianza puede llevarse a cabo realizando un ajuste de regresion

multiple de los valores de los e frente a las x;.

Un grafico de los residuos e, frente a los valores previstos para cada observacion
y puede poner de manifiesto la existencia de relaciones no lineales o bien de
dependencia de los residuos, como en los casos presentados en el grafico 5.8
respectivamente. Para estudiar que variables son responsables de esta no
linealidad, son especialmente Utiles los graficos del tipo “componente mas residuo”
en los que se representan frente a los valores de x; de una variable explicativa los
valores y,, una vez eliminados de los mismos los efectos estimados de las restantes
variables explicativas. Por ejemplo, si se trata de estudiar la naturaleza del efecto
de xi:

EQY) =B, + f(x,)* Boxy +.+ Brxy

fx) =EX) =(B, +Byxy +..t Brxy,

Que puede estimarse a partir de:

Y, = (b, +byx,, +...+b;x;,) =bx,, +e, (ec.5.30)

(componente + residuo)

0.9 4
0.8
0.7
0.6 %
0.5

0.4 /

0.3

02 L

01 +—

-0.03  -0.02  -0.01 0 0.01 0.02  0.08

FIGURA 5.7 GRAFICO DE NORMALIDAD DE LOS RESIDUOS
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0

(a) Grafico de no correlacion de residuos (b) No linealidad (¢) Heterocedasticidad

T T T3 Ty Ts

(d) Heterocedasticidad (e) Dependencia temporal (f) Dependencia de evento

- Y

(h) No linealidad y heterocedasticidad

FIGURA 5.8 COMPORTAMIENTO DE LOS RESIDUOS CONTRA X; Y VALORES
PREDI CHOS

5.4 REGRESI ON NO LINEAL

Al modelar una relacion como la que se presenta en la figura 5.1, en ocasiones resulta una
relacién no lineal Cuando el comportamiento es no linea} el modelo mas apropiado para
un conjunto particular de datos viene definido segin el modo en que se presentan los
coeficientes desconocidos. Si los coeficientes se pueden sumar linealmente, después de
aplicar una linealizacion al modelo, se tiene un modelo lineal. Por el contrario, si los
coeficientes no se pueden sumar en forma lineal, el modelo se conoce como no lineal.
Ejemplos de estos dos tipos de modelos son como sigue (PERRY, 1997, cap. 3):

Tipo lineal
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y=a+bx +cx’
y=a+bx+chx (ec. 5.31)

y:a+l%+%c2

Tipo no lineal

y=a+tbe™
y =(a+bx{)[(1+cx,) (ec. 5.32)

7=t Yo

Para el primero se puede aplicar en forma directa el método de los minimos cuadrados
para determinar los valores optimos de los parametros, usando posiblemente las variables
originales transformadas segun lo sugiere la linealizacion del modelo (FOGLER, 2001, cap.
5).

Para la regresidon no lineal, el principio de los minimos cuadrados no se puede aplicar
directamente, porque las ecuaciones normales resultantes contienen coeficientes
desconocidos en forma no lineal y no es posible resolverlas en forma directa. Por
consiguiente, es necesario utilizar un procedimiento iterativo de calculo, en el que se
buscan los valores de los parametros que minimizan la suma de los cuadrados de las
diferencias entre los valores medidos y los valores calculados para todos los puntos de
datos (PERRY, 1997, cap. 3) (FOGLER, 2001, cap. 5).

No existen métodos analiticos para determinar el modelo mas adecuado para un conjunto
particular de datos. Sin embargo, en muchos casos se pueden seleccionar modelos
posibles y razonables con base en la naturaleza de la aplicacion (MILLER y MILLER, 1993,
cap. 5).

Para una regresion simple y cuando no se conoce la forma funcional se pueden utilizar las
curvas generales de tendencia como guia inicial de seleccién. Para desarrollar una relacién
viable y adecuada, se debe ajustar a los datos una variedad de funciones posibles. La
seleccion mas adecuada se logra cuando se dispone de observaciones duplicadas. En estos
casos, cabe asegurar directamente la factibilidad de una forma particular de modelo,
mediante lo que se conoce como analisis de falta de ajuste (PERRY, 1997, cap. 3).
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En estas aplicaciones, la practica comun consiste en concentrarse en el desarrollo y calculo
del modelo, en lugar de hacerlo en los aspectos estadisticos. En general, la regresién no
lineal sdlo debe aplicarse a problemas en los que existe una asociacién clara y bien
definida entre las variables; en consecuencia, la prueba de hipdtesis en la significacbn del
ajuste es en cierto modo risible. Ademas, la generalizacion de la teoria para los intervalos
asociados de confianza de los coeficientes no lineales no esta bien desarrollada (PERRY,
1997, cap. 3).

5.5 EJEMPLOS DE APLI CACI ON DE ANALI SI S DE REGRESI ON

5.5.1 REGRESION LINEAL SIMPLE

1. Los siguientes valores son las areas relativas de los picos de los cromatogramas
correspondientes a unas soluciones estandar de metilvinilcetona (MVK) (MILLER y
MILLER, 1993, cap.5).

Concentracion Area relativa del pico

MVK, moles/ |
0.50 3.76
1.50 9.16
2.50 15.03
3.50 20.42
4.50 25.33
5.50 31.97

a) Evaluar el ajuste de un modelo de regresidn lineal simple a estos datos.

b) Las areas relativas de los dos picos correspondientes a dos muestras de
MVK fueron 6.3 y 27.5. Estime los limites de confianza para las
concentraciones de MVK en cada solucion.

c) Suponer que los resultados del apartado b) representan una Unica medida
asi como la media de cuatro mediciones. Calcular en ambos casos las
desviaciones estandar absoluta y relativa.

SOLUCION

a) El modelo a ajustar viene dado por:

Donde los estimadores minimo cuadraticos de B, y B; vienen dados
por:
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b, =7-b7
S (x, %)y, -7
Y (x, - %)

Con

7=Zy%

b, =

Para los datos del problema se presentan los calculos en la tabla E51.1

Tabla E51.1. datos para el problema de determinacion de concentraciones de MVK

2

Concentracion Area x -X -5 (x -% -5 x =-x)2 -5
MVK, moles/ | relativa " Y TV | =W, =D (x, =) W =)
del pico
0.50 3.76 -2.5 -13.85 34.625 6.25 191.823
1.50 9.16 -1.5 -8.45 12.675 2.25 71.403
2.50 15.03 -0.5 -2.58 1.290 0.25 6.656
3.50 20.42 0.5 2.81 1.405 0.25 7.896
4.50 25.33 1.5 7.72 11.58 2.25 59.598
5.50 31.97 2.5 14.36 35.9 6.25 206.210
Xx=18/6=3 y=17.61 97.475 17.5 543.585
Las estimaciones de los parametros del modelo son:
b,=y-bx=17.61-(5.57)*(3)=0.9
x, ~x\y,—¥) 97475
b, = Z( )(y > y) = =5.57
El coeficiente de determinacion para el modelo viene dado por:
SC ] b x, =x)\y,—Y) 5.57*97.475
. _ SClegresion) _ b3 (5, =Ny, =7) _ - 0 o0ss

> 0 =)

S (v, =7

Asi pues la ecuacion de la linea es:

543.585

Area del pico = 0.9 + 5.57concentracion

La varianza residual, tomando como base el calculo de residuos de la tabla E51.2 es:

S =

Z (yi - J@)z

n-2

_ ’0.64975 — 0.4030
6-2
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TABLA E51.2 CALCULO DE RESIDUOS

Concentracion Area y1= 0.9 | Residuos Residuos (Residuos)?
MVK, moles/ | :’Z'f;'i‘(’:z +5.57x | y,—yl | estandarizados
(x) ()
0.50 3.76 3.685 0.075 0.230362 0.005625
1.50 9.16 9.255 -0.095 -0.249992 0.009025
2.50 15.03 14.825 0.205 0.5027 0.042025
3.50 20.42 20.395 0.025 0.0554291 0.000625
4.50 25.33 25.965 -0.635 -4.80987 0.403225
5.50 31.97 31.535 0.435 0.189225
total.... 0.64975

La varianza asociada a cada coeficiente viene dada por:

s =——5 =0900_ 59633
Z (x"n _.Y)2 17‘5 ‘
1 1
Sb, =8 — =04030* - =0.332555
n—(in) /le- 6-(18)" /(71.5)

La prueba de significacién se hara a partir de la prueba 1, del modelo de regresion

lineal simple:
Parametro Valor desv. estandar to
b, 0.9 0.09633 9.342884
by 5.57 0.33256 16.7488573

to.0254 = 2.776

De acuerdo a esta prueba, ambas estimaciones son significativamente distintas de cero
a un nivel de significancia del 5%.

La validacion del modelo viene descrita por el anadlisis de residuos. Al graficar el
comportamiento de los residuos frente a los valores predichos y valores de x, grafica
E51.1, se observa que esta grafica no revela la existencia de una relaciéon no lineal:

Grafico E51.1 a) residuos versus valores predichos; b) residuos contra valores de x
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0.6

0.2 t

0.2
0.4
0.6 .
0.8

residuos

El grafico de los residuos en papel probabilistico normal, grafico E51.2, permite
observar que los residuos se distribuyen normalmente:

GRAFICA E51.2 GRAFICO DE PROBABILIDAD NORMAL DE LOS RESIDUOS ESTANDARIZADOS

1
0.9 L
0.8
0.7
0.6 f

05

0.4 e
0.3

0.2 T

0.1 :

O T T T T T
-0.03 -0.02 -0.01 0 0.01 0.02 0.03

Los intervalos de conmanza para caga parametro esumado Son:

tajon—2S
bliM=5.57iM=5.571027
S (5, - <) V175

b) Las areas relativas de los dos picos correspondientes a dos muestras de MVK
fueron 6.3 y 27.5. Estime los limites de confianza para las concentraciones de
MVK en cada solucion. Los limites de confianza vienen dados por:

« Para el area de 6.3, se tiene:

y,-09 _63-09

X, =0.9695moles /!
5.57 5.57

« Para el area de 27.5, se tiene:
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-09 S5-0.
X, = Yo =275-09 _ 4.776moles | 1
5.57 5.57

¢) Suponer que los resultados para el pico de area 6.3 del apartado b)
representan la media de cuatro mediciones. Calcular las desviaciones
estandar absoluta y relativa:

» Para 0.9695 moles/I

Desviacion absoluta:

=0.0584

b,

SXO

—+—+
k n bIZZ(xl.—)_c)z 557 {4 6 5.577%(17.5)

B S\/l 1 (5, -7 =O.4030\/l+l+(6.3—17.61)2
Desviacion relativa:

s, _ 0.0584
Yo

=0.00928

5.5.2 REGRESI ON LI NEAL MULTI PLE

2. El rendimiento de una reaccion quimica depende de la temperatura de operacion y
de la concentracion inicial del reactivo. Efectué un analisis de regresién a los
siguientes datos (MONTGOMERY, 1991, cap. 15).

Rendimiento concentracion temperatura
81 1 150
89 1 180
83 2 150
91 2 180
79 1 150
87 1 180
84 2 150
90 2 180

SOLUCION

Se ajustara el modelo lineal: y = +B,x +B,x, +€ a los datos, el modelo puede
expresarse en términos matriciales mediante:



B0 O 1 1500 €, 0
O O O
390 4 1 1807 %0
3D g 2 1500 (g O
OB0 O°0
1 2 180% D+ €[]
5795 G 1 150820 O
0 0 0O CB,H 0°0
870 d 1 180 &0
O D O
Mg d 2 1505 @p
B0 3 2 1803 B 8
7 =85.5
La estimacion de los coeficientes viene dada por
39.750
b=(Xx)"'x'y = 53.0 S
H0.25 H
La varianza residual es entonces:
28]2. Z(y] (b, +byx; +.....+b;x,;)) 5 s
2= =1 == =1.04881
8§-(2+1) 5 5
Los residuos vienen dados en la tabla E52.1:
TABLA E52.1
Yi yi_yA (yi_ypz (yi_y)z
81 0.75 0.5625 20.25
89 1.25 1.5625 12.25
83 -0.25 0.0625 6.25
91 0.25 0.0625 30.25
79 -1.25 1.5625 42.25
87 -0.75 0.5625 2.25
84 0.75 0.5625 2.25
90 -0.75 0.5625 20.25
Total 5.5 136
El coeficiente de determinacion dado a partir de:
Jj=n n
Z(yj -y )2 _ZSJZ'
R2 = SCexpricapa = J= = - 136 -5.5 =0.959559

SCroruL /in (y o

5-39
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Las varianzas asociadas a cada uno de los estimadores de los pardmetros que son dadas a
partir de §,, = S\/Z donde ¢; es el elemento i, i de la diagonal principal de (%’f)", se
presentan en la tabla E52.2:

TABLA E52.2
Parametro estimacion S
Bo 39.75 4.24411
B 3.0 0.74162
B 0.25 0.02472
La significacion global del ajuste se presenta en la tabla E52.3:
TABLA E52.3
fuente SC g.l. CM Fo
explicada 130.5 2 65.25 59.32
residuos 5.5 5 1.1

Fo, 1, -11y=Fo.05,2,5 = 5.79

Al comparar F, con el R s, ,, s puede concluirse que el modelo es significativo y que al
menos un [3; es distinto de cero.

La significancia del efecto de cada X; se probara a partir de la prueba 1, basada en una
prueba “t”, dicho andlisis se presenta a continuacion:

Parametro estimacion Si t,
Bo 39.75 4.24411 9.366
B: 3.0 0.74162 4.045
B, 0.25 0.02472 10.11

ta/2, n-11 = too2s5 = 2.571

Al comparar el t, asociado a cada B; con la t 0,55 puede observarse que los efectos tanto
de la temperatura como de la concentracidn son significativos a un nivel de confianza del
95%.
El modelo ajustado es por tanto:

¥1=39.75 + 3.0 * concentracion + 0.25 * temperatura

Los intervalos de confianza al 95% para cada coeficiente del modelo de regresion son:

Parametro | estimacion b S limite limite
inferior superior
Bo 39.75 4.24411 28.8401 50.6599
B: 3.0 0.74162 1.0936 4.9064
B, 0.25 0.02472 0.18645 0.31355

El intervalo de confianza para los b se calculé como: b, £1¢,,. S,
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La validacion del modelo se hara en base al analisis de los residuos, a través de los
siguientes graficos: a) grafico de probabilidad normal de los residuos (figura E52.1); b)
grafico de los restuos frente a los valores predichos (figura E52.2 a); c) graficos de los
residuos frente a cada variable (figura E52.2 b):

FIGURA E52.1 GRAFI CO DE PROBABI LIDAD NORMAL DE LOS RESI DUOS

orden residuo fraccion
1 -1.25 0.0625
2 -0.75 0.1875
3 -0.75 0.3125
4 -0.25 0.4375
5 0.25 0.5625
6 0.75 0.6875
7 0.75 0.8125
8 1.25 0.9375

porcentaje

1
0.8 | P
0.6
0.4 S /
0.2 t
0 '/ T T
-1.5 -0.5 0.5 1.5
residuos

« Segun el grafico anterior puede observarse que la distribuciéon de los residuos es
normal.

FIGURA E52.2 GRAFICO DE RESIDUOS VERSUS VALORES PREDICHOS Y VALORES DE X;

valores residuos
predichos
)2
80.25 0.75
87.75 1.25
83.25 -0.25
90.75 0.25
80.25 -1.25
87.75 -0.75
83.25 0.75
90.75 -0.75

RESIDUOS

-1.5
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80 85 a0
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(@)
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o
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5.5.3 REGRESION NO LINEAL

Determine cudl de las siguientes leyes de velocidad es la que mejor describe los datos:

SOLUCION

(a) MODELO: -7, =

En la grafica de residuos contra valores predichos parece observarse un
comportamiento curvilineo, sin embargo, por venir este ajuste de un disefio 2° con
2 replicas no se puede tratar de ajustar un modelo cuadratico, ya que para esto se
necesita un disefio con al menos tres niveles para cada factor. Un andlisis de los
graficos de los residuos contra las variables concentracion y temperatura permite
concluir que en cuanto al factor concentracion se presenta un efecto muy
importante sobre la variabilidad del rendimiento, ya que una mayor concentracion
reduce la variabilidad en cuanto al rendimiento de la reaccion quimica.

3. La hidrogenacion (H) de etileno para formar etano (EA), H, +C,H, - C,Hg, se
efectla sobre un catalizador de cobalto y molibdeno [Collect. Czech. Chem.
Comdn., 51,2760 (1988)]. Realice un analisis de minimos cuadrados no lineal con
los datos que se dan en la tabla a continuacion:

Numero| Veloc. de
de reaccion P:e Pea Py
prueba (mol/ kg (atm) (atm) (atm)
cat. s)
1 1.04 1 1 1
2 3.13 1 1 3
3 5.21 1 1 5
4 3.82 3 1 3
5 4.19 5 1 3
6 2.391 0.5 1 3
7 3.867 0.5 0.5 5
8 2.199 0.5 3 3
9 0.75 0.5 5 1

@ -ry=

kPgPy
1+k P,
El modelo es un modelo no lineal, sin embargo, puede ser linealizable al
trabajar con el inverso de -r,, de la siguiente forma:

kP, P,

; (b) —r, = kPiPy
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11 kE
—r, kPP kPP

Los parametros del modelo son k y k= Para el analisis de minimos cuadrados
se podra trabajar con una regresion lineal multiple sobre las variables
transformadas, en la tabla E53.1 se presenta esta trasformacion de variables:

TABLA E53.1

1/ -ra 1/(PE*PH) 1/PH

0.96153846 1 1
0.31948882 | 0.33333333 | 0.33333333
0.19193858 0.2 0.2

0.2617801 |0.11111111 | 0.33333333
0.23866348 | 0.06666667 | 0.33333333
0.41823505 | 0.66666667 | 0.33333333

0.2585984 0.4 0.2
0.45475216 | 0.66666667 | 0.33333333
1.33333333 2 1

El andlisis del modelo de regresion lineal multiple puede realizarse tal como se
presenta en el ejercicio 2, para las variables transformadas:

0.96150 ® 1 1 O E,
0 0
931950 ) 03333 033337 )

0.19190 0 0.2 02 0O

0 0
926185 @ 0.1111 0.3333%:

W

~
bl
~

(0.2387U=LH 0.0667 0.3333

[ 0 O ©

0.41820 ® 0.6667 0.3333[]
0 0

@.2586D %) 0.4 02 o

[0.4548[] [0 0.6667 0.3333[]

H3s3H B 2 1 H

La estimacion de los coeficientes viene dada por

~
bl
=

*® - Q

M0
Ceth [ D) B bl D4
MO00000000000

&

) iy = 035070
b=(xm) xy= H.6221H

El coeficiente de determinacion es dado a partir de:
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Las varianzas asociadas a cada uno de los estimadores de los parametros

jizn(y 4 )2 —isz
R2 = SCexpLicapa _ J7 s J

=0.99894

SCTOTAL

que son dadas a partir de S,, = SJc_ donde ¢; es el elemento i, i de la

diagonal principal de (f’f)’l, se presentan en la tabla E53.2:

TABLA E53.2
Parametro estimacion Shi
1/k 0.35069 0.01419
ke /k 0.62207 0.02175

La significacidn global del ajuste se presenta en la E53.3:

TABLA E53.3
fuente SC g.l. MC Fo
explicada 1.2253 2 0.61264 3293.38
residuos 0.00130 7 0.0001857

ch, I, (n-1-1)= Fo.05, 2,7 =4.74

Al comparar F, con el Fo s, 2,7 puede concluirse que el modelo es
significativo, siendo la suma de cuadrados minima de 0.0013.

En la tabla E53.4 se presentan los residuos calculados y en el grafico E53.1
se presenta el comportamiento de los residuos contra los valores predichos

por el modelo.
TABLA E53.4
Observacion Pronastico Residuos
paraY
0.961546 0.972768 | -0.011221
0.319489 0.324260 | -0.004767
0.191938 0.194554 | -0.002615
0.261780 0.246324 0.015456
0.238663 0.230738 0.007925
0.418235 0.441153 | -0.022918
0.258510 0.264692 | -0.006094
0.454752 0.441153 0.013599
1.333333 1.323460 0.009873

GRAFI CO E53.1

0.02

0.015 5

0.01

4

0.005

-0.005

-0.01

RESIDUOS
L J
>

-0.015
-0.02

-0.025

VALORES PREDICHOS

Los valores de ky k= para el modelo son por tanto:
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k =1/0.35069 = 2.852
ky =0.6221k =(0.6221)* (2.852) = 1.774

_2.852P,P,

Y por tanto, el modelo queda escrito como: —r, = ————
1+1.774 P

Este ejercicio también puede desarrollarse usando la funcién regresién de la opcién
andlisis de datos del menl Herramientas en la hoja de calculo de Excel. En el archivo
regresion no linealm1. xIs, se presentan las salidas para dicha aplicacion:

regresion no lineal
ml.xls

(b) MODELO: - r, = kPSP}

Al igual que en el caso anterior el modelo no es un modelo lineal, sin
embargo, es linealizable al aplicar una transformacion logaritmica, como se
presenta a continuacion:

—ry=kP'P) ~ In(-r,)=Ink+aln P, +bln P,

Los parametros del modelo en este caso son Ink, a y b. Para el andlisis de
minimos cuadrados se podra trabajar con una regresion lineal multiple sobre
las variables transformadas. En la tabla E53.5 se presenta esta
trasformacién de variables:

TABLA E53.5

Ln(-ra) In(Pg) Ln(Py)
0.0392 0.0000 0.0000
1.1410 0.0000 1.0986
1.6506 0.0000 1.6094
1.3403 1.0986 1.0986
1.4327 1.6094 1.0986
0.8717 -0.6931 1.0986
1.3525 -0.6931 1.6094
0.7880 -0.6931 1.0986
-0.2877 -0.6931 0.0000

El andlisis del modelo de regresion lineal mdltiple puede realizarse tal como se
presenta en el ejercicio 2, para las variables transformadas:
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00.0392 0 O 0.0000 0.0000 O Og, O
O O g O
gl-1410 g S 0.0000  1.0986 %2 0
01.6506 O O 0.0000 1.6094 O (e, O
a a 0° 0
013403 % 1.0986  1.0986 %ﬂk% a0
OUr.4327 U=0 1.6094 1.0986 U-a -+ O
0 0 O 0 g° g
00.8717 o o -—0.6931 1.098 (Hb H &, O
U13525 O O -0.6931 1.6094 0 O
d O O 0 O
00.7880 O O -0.6931 1.0986 O %s 0
H-0.2877H ~0.6931 0.0000 o5 B
La estimacion de los coeficientes viene dada por

+0.109340

b=(®%) ¥ 7= 0026719 O

H1.05384 H

El coeficiente de determinacion es dado a partir de:
Jj=n n

— |2 2

Z(y,- —y,-) ~>E
R? = SCgxpricapa — J= J= = 0.9898

SC =
TOTAL ]Z:I (yj -3, 2

Las varianzas asociadas a cada uno de los estimadores de los parametros que son dadas a
partir de S,, = S\/Z donde ¢; es el elemento i, i de la diagonal principal de (%’f)", se
presentan en la tabla E53.6:

TABLA E53.6
Parametro estimacion Shi
In k -0.042239026 0.061462455
a 0.271021234 0.028559749
b 1.001607145 0.051953273

La significacion global del ajuste se presenta en la E53.7:

TABLA E53.7
fuente SC g.l MC Fo
explicada | 3.427844373 2 1.713922186 293.540846
residuos 0.035032716 6 0.005838786

Fo, 1, (n11y=Fo.05, 2,6 = 5.14

Al comparar F, con el Fys 2, ¢ puede concluirse que el modelo es significativo, siendo la
suma de cuadrados minima de 0.03503.



5-47

En la tabla E53.8 se presentan los residuos calculados y en el grafico E53.2 se presenta el
comportamiento de los residuos contra los valores predichos por el modelo.

TABLA E53.8 GRAFICO E53.2
Observacion Frongstico Residuos o
paraY 0-1

0.0392 -0.042239 | 0.0814597 —6-68‘| * *

1.1410 1.0581389 | 0.0828941 0-66

1.6506 1.5697855 | 0.0807944 " 6-04

1.3403 1.3558862 | -0.0156357 g 6:02

1.4327 1.4943307 [ -0.0616300 % v T & T

0.8717 0.8702813 | 0.0014304 b - 5—0.92P 6:5 4 ’.1.5

1.3525 1.3819279 | -0.0294489 =0-04

0.7880 0.8702813 | -0.0822786 906 *

-0.2877 -0.230097 | -0.0575854 =0-08 L 4

1
&

VALORES PREDICHOS

Los valores de k, ay b para el modelo son por tanto:

k = e(—0.04224) = 0.9586
a=0271
b=1.001

Y el modelo queda escrito como: —r, = 0.9586P2*" P,

Este ejercicio también puede desarrollarse usando la funcidn regresién de la opcion
andlisis de datos del menl Herramientas en la hoja de calculo de Excel. En el archivo
regresién no linealm?2. xIs, se presentan las salidas para dicha aplicacion:

|

Regresién no lineal
m2.xls

En funcion de la comparacién del R y de la MCE (ver tabla E53.7) para ambos modelos
puede concluirse que el modelo que mejor representa la ley de velocidad de los datos es el
modelo del literal a).

TABLA E53.7
Modelo R’ MCE
_2.852P.P,
TS T 1774 P, 0.9989 0.0001857

o 0.27
74 =0.9586P" Py | (.9898 0.005838
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5.5.4 OTROS TEMAS DE APLI CACI ON DE LA DE REGRESI ON LI NEAL
AL ANALI SIS QUIMICO

4. Una determinacion con un electrodo selectivo de iones (ESI) de sulfato procedente
de sulfato reducido por bacterias, se compard con una determinacion gravimétrica.
Los resultados obtenidos se expresaron en miligramos de sulfuro, tal como se
presenta en la tabla a continuacion:

MUESTRA Método Gravimetria
ESI

1 108 105
2 12 16
3 152 113
4 3 0

5 106 108
6 11 11
7 128 141
8 12 11
9 160 182
10 128 118

Comente sobre la conveniencia del método ESI para esta determinacion de sulfuro.
(AFHitti, 1.K., Moody, G.J. y Thomas, J.D.R., Analyst, 1983, 108, 43).

SOLUCION

El objetivo del problema es comparar el “nuevo” método ESI con el método
gravimétrico para la determinacion de sulfatos. Con los datos proporcionados la
comparacion de los métodos puede hacerse a través del uso de rectas de regresion. En
la practica de este método, el analista con frecuencia desea realizar una prueba para
contrastar una ordenada en el origen significativamente diferente de cero, y una
pendiente significativamente diferente de 1. Tales pruebas se realizan determinando
los intervalos de confianza para 3, y B:, generalmente al 95% de signficancia.

Los resultados de los analisis con los dos métodos se representaran en una linea de
regresion, con los datos obtenidos por el método gravimétrico en el eje x y los que
resultaron del ESI en el eje y, ver grafico E54.1.
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GRAFI CO E54.1
COMPARACION DE METODOS
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METODO GRAVIMETRICO

Usando los métodos de las secciones precedentes las estimaciones de los parametros
Bo Y By y de R son:

b, = 4.4337; b, = 0.929; R = 0.9697; S = 16.7264; S,;= 0.0857; S,,= 8.649

Los intervalos de confianza al 95%, para los parametros son los siguientes
(bi i1‘0.025,9Sbi ):

b, = 4.4337 £ 19.56 y by = 0.929 + 0.1938

De estos resultados se desprende que la pendiente y la ordenada en el origen
calculadas no difieren significativamente de los valores “ideales” de 1 y 0
respectivamente, y por lo tanto no existen diferencias sistematicas entre la serie de
resultados. Sin embargo, el coeficiente de determinacion es inferior al 99%, lo que
indica que alguno de los métodos es menos preciso.

5. El contenido de oro de una muestra de mar concentrada se determind por
espectrometria de absorcién atdmica mediante el método de las adiciones
estandar. Los resultados obtenidos fueron los siguientes (MILLER y MILLER, 1993,
cap.5):

Oro afiadido absorbancia
ng/ ml de
muestra
concentrada
0 0.257
10 0.314
20 0.364
30 0.413
40 0.468
50 0.528
60 0.574
70 0.635
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Estime la concentracién de oro en la muestra de agua de mar, y determine los limites
de confianza para esta estimacion.

SOLUCION

Basandose en las ecuaciones ya descritas en el tema 5.1, y usado el modo de
regresion lineal de la calculadora HP-49G, la estimacion de los coeficientes de
regresion es:

b, = 0.25692 ; b, = 0.00534881; R’ = 0.99966

La razdn entre b, y b; proporciona la concentracion de oro en la muestra problema de
48.0331 ng/ml. Los limites de confianza para este resultado se pueden determinar con
la ayuda de la ecuacién 5.15:

s52£%+—y2 ZS
1 E” bIZZ(xi _f) E

Aqui S = 0.0036939, 7= 0444,y ) (x,-X)' = 4200; § = 15977 y los limites de
confianza son 48.0331+ 2.447x1.5977, es decir 48.0331+ 3.9096 ng/ml.

6. La absorbancia de una serie de soluciones de cadmio fue determinada 3 veces, los
resultados se exponen a continuacion:

Concentracion 1 2 3
mg/I
0.1 0.028 0.029 0.029
0.3 0.084 0.083 0.081
0.5 0.135 0.131 0.133
0.7 0.180 0.181 0.183
0.9 0.215 0.230 0.216

Determine: (a) La recta de regresion no ponderada; (b) La recta de
regresion ponderada; (c) Utilizando ambas rectas calcule los limites de
confianza para la concentracién de una disolucién de cadmio que fue
medida dos veces con una absorbancia media de 0.191 (con s; =
0.0021).

SOLUCION
(a) Aplicando las ecuaciones 5.4 a la 5.12, con la concentracién
representada en el eje x y la absorbancia en el eje y. La estimacion de

los coeficientes de la recta no ponderada es la siguiente:

b, =0.0087 y b, =0.2410 (de ec. 5.4); R® = 0.9944 (de ec. 5.7);
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S = 0.005486 (de ec. 5.8)

La desviacion estandar asociada a cada coeficiente y el calculo del
intervalo de confianza (ecs. 5.11 y 5.12) viene dado por:

Parametro estimacion Shi t, b + tSy
Bo 0.0087 0.002877 3.0243 | 0.0087+0.0062
B1 0.2410 0.005008 48.126 | 0.2410+0.0108

ta/2, 13 = 2.160

La estimacion de la concentracion de la solucion de cadmio cuando la
absorbancia es de 0.191, viene dada a partir de la ecuacion 5.14, y es:

. = y—b, _0.191-0.0087

’ =0.756
b, 0.241

La incertidumbre asociada al cdlculo de la concentracion viene dada por:

—\2
u(c) :bi\/%+l +M
X n S

pe

con Sxx = Z(xj _)?)2 :1.2, k= 2, ytq/ZI 13 = 2.160
=

_ 0.005486 \/1 1, (0756-05)

—+—+—"7 =0.018 mg/I
“O="00m V2715 12 9
(b) La recta ponderada viene dada a partir de las ecuaciones:
En donde:
-2
— 5
w; ! -
§;
24
Wixzyi - nfw)Tw
b = Z (ec. 5.17)

Las sumatorias y calculos que involucran las ecuaciones se presentan a continuacion:
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Concentracion | Absorbancia | desviacion 1/57 Wi WX WiYi WiXyi Wi X

mg/I promedio (S)
0.1 0.028 0.00058 | 2972652 | 3.632956 | 0.363296 | 0.101723 | 0.010172 | 0.03633
0.3 0.084 0.00153 | 427186.1 | 0.522075 | 0.156623 | 0.043854 | 0.013156 | 0.046987
0.5 0.135 0.002 250000 | 0.305532 | 0.152766 | 0.041247 | 0.020623 | 0.076383
0.7 0.180 0.00153 | 427186.1 | 0.522075 | 0.365453 | 0.093974 | 0.065782 | 0.255817
0.9 0.215 0.00839 | 14206.14] 0.017362 | 0.015626 | 0.003733 | 0.003359 | 0.014063

Sumas 4091230 5.0 1.053762 | 0.28453 | 0.113093 | 0.429579

De estos nimeros queda claro que y, = 0.28453/5 = 0.05691 y x, = 1.05376/5 =
0.2108, Mediante la ecuacion se calcula b;, como:

z Wixiyi _n‘xwyw

4 _ 0.113093 - (5*0.05691*0.2108)
z wx’ —nx.

=0.2561
0.429579 —(5*0.2108%)

b

De forma que b esta dado por y  —bXx, = 0.05691 — (0.2561*0.2108) = 0.00292.

Estos valores de b, y b;, se usan para estimar que la concentracion de cadmio de la
solucidn para la absorbancia de 0.191 es de:

_0.191-0.00292
0.256

o

_y-b
x_

. =0.7348mg /1
bl

Con una incertidumbre en la estimacién calculada a partir de la ecuacién 5.16:

_ > b =)= (5w )0
S~ & n—2 E
SDI +l+ - (yo _-)_;w)z_z D/z
by g, n b (Z WX —an)D

]
=
S
2
I
&
<

calculos adicionales:

Wiy
0.002848
0.003684
0.005568
0.016915
0.000803

>=0.029818
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De esta forma: S, = 2.7386x10°, w, = (1/0.0021%)/818246 = 0.2771

. ~ ) d/z
_ 2.7386x10 1, 1,(0191-0.05691) T = 0.02422

SX()W’
’ 0.2561 %).2771 5 0.013602 i

El intervalo de confianza para la estimacidn es: 0.7348 + 3.18*%0.02422 = 0.7348 +
0.0770 mg/I.

7. Estime el limite de deteccién para el analisis de Metilvinilcetona del ejemplo 1.
SOLUCION

Una definicion que se usa cominmente en la bibliografia de quimica

analitica es que el limite de deteccidn es la cantidad de concentracién de

analito que proporciona una sefal igual a la del blanco, Ys, mas tres veces la
desviacién estandar del blanco, sg, lo anterior se explica con la ecuacién y — yg =
3Ss.

Para el ejemplo, con los valores yg (=b,) y S5 (=S) calculados previamente

en el ejemplo 1, el valor de y en el limite de deteccion esy = yg + 3Sg =

0.9 + 3*0.4030, es decir, 2.109. El uso de la ecuacién de regresion conduce a un
limite de deteccidn de:

L _¥~b, _2109-09
° T p, 0.57

Es importante evitar la confusién entre el limite de deteccién de una técnica con su
sensibilidad. La sensibilidad de una técnica se define correctamente como la
pendiente de una linea de calibracion, es decir la variacion en la sefial por cada
unidad de aumento de la concentracion del analito, y siempre que la
representacion sea lineal, puede ser medida en cualquier punto de ella. Por el
contrario, el limite de deteccidn de un método se calcula con ayuda de la zona de
representacion cercana al origen, y usando tanto la pendiente como la ordenada en
el origen.

=2.121moles /1

8. En la determinacion de plomo en solucidn acuosa por espectrofotometria por
absorcién atdmica con atomizacion de camara de grafito, se obtuvieron los
siguientes resultados:

Conc. de Pb Absorbancia
ng/mi
10 0.05
25 0.17
50 0.32
100 0.60
200 1.07
300 1.40
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Examine el intervalo de calibracién lineal de este experimento. (Basado en Giri, S.K.,
Shields, C.K., Littlejohn, D. y Ottaway, J.M., Analyst, 1983, 108,244).
SOLUCION

El punto de partida para examinar el intervalo de calibracion lineal es elaborar una
grafica en la que la concentracion se coloque en el eje de las absisas y la absorbancia
en el eje de las ordenadas, tal como se muestra a continuacién:

Identificacion del intervalo lineal

Absorbancia
o
a

0 100 200 300 400

concentracion de Pb(ng/ml)

Como puede observarse existe una desviacién del comportamiento lineal del dltimo
punto, sin embargo, es conveniente, aplicar calculos de regresion lineal(no ponderada)
a todos los datos; de la aplicacion de los métodos del tema 5.1, y valiéndose del modo
regresion de la calculadora HP-49G, se tiene:

R = 0.99355; b,=0.07033; b; = 0.00465

En este caso los residuos de la absorbancia, y, son:

y ¥ residuos residuos’
0.05 0.11687 -0.06687 0.00447
0.17 0.185583 -0.015583 0.000243
0.32 0.303034 0.016966 0.000288
0.60 0.535735 0.064265 0.00413
1.07 1.00114 0.06886 0.00474
1.40 1.46654 -0.06654 0.00443

Suma de 0.0191 0.018301
cuadrados

La tendencia de los valores de los residuos (que no debe esperarse ninguna, si no una
distribucion aleatoria de los residuos, si el modelo es completamente lineal) sugiere
que el Ultimo valor de la tabla esta probablemente fuera del intervalo lineal. Por otra
parte, ademas, el coeficiente de correlacidn lineal con un valor de 0.99355, aunque
parece marcar una buena correlacion lineal entre las variables, es bajo para el caso de
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la aplicacion de una curva de calibracién lineal. En la situaciéon donde una grafica de
calibracién sea lineal sobre parte de su intervalo, y curva en otra, es de gran
importancia para el quimico analitico establecer el intervalo sobre el cual se supone
linealidad.
Si se elimina el Ultimo punto, los parametros de la recta de calibracién son:

R= 0.9972; b,=0.0352; b, =0.00528
Como puede observarse el valor de R es mayor que en el primer calculo. Los residuos
de los primeros seis puntos de esta segunda ecuacion de regresion son:

y ¥ residuos residuos®
0.05 0.0880195 -0.0380195 0.0014455
0.17 0.167269 0.002731 0.000007
0.32 0.29351 0.02649 0.0007
0.60 0.563516 0.036484 0.001331
1.07 1.09184 -0.02184 0.00048

Suma de 0.0039635
cuadrados

El uso de la segunda recta de regresion muestra que la absorbancia esperada para un
patrén de 300 ng/ml es de 1.62, es decir el residuo es de -0.22, dado el valor de este
ultimo residuo puede decirse que todavia falta ajuste del intervalo lineal. Si se usan los
primeros cuatro puntos para el cdlculo de una nueva linea recta, se obtienen los
siguientes resultados:
R= 0.998;, b,=0.00738; b, =0.006

Como puede observarse hay una mejora en el coeficiente de correlacion, los valores
de los residuos son ahora:

y ¥ residuos residuos®
0.05 0.0674 -0.0174 0.0003
0.17 0.1574 0.0126 0.0002
0.32 0.3075 0.0125 0.0002
0.60 0.6076 -0.0076 0.0001

Suma de 0.0008
cuadrados

Como puede observarse el residuo del punto correspondiente a 200 ng/ml es de -0.14.
Puede concluirse, por tanto, que el quinto punto puede excluirse también del intervalo
lineal del método. Pruebas similares aplicadas al cuarto punto indican, al compararlos,
que probablemente deberian formar parte del intervalo lineal, y un analista podria usar
métodos de regresion lineal en el intervalo de absorbancia de 0 — 0.6 con confianza.
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6.1 ASEGURAMIENTO DE LA CALIDAD EN LABORATORI OS DE
ANALISIS QUIMICO

Cuando se efectian mediciones Y los resultados son utilizados con algun propdsito, es
obviamente claro que es indispensable tener resultados correctos. Estrictamente

hablando, los resultados de toda medicion deben poseer dos caracteristicas basicas: /a

confiabilidad técnica y que sean legalmente defendibles (PRICHARD et al., 1995, cap.
1).

La confiabilidad técnica de &s mediciones implica poseer un profundo entendimiento
del proceso de medicidn, un entendimiento de “qué” necesita ser medido, y un
entendimiento de qué se necesita hacer para obtener mediciones confiables. Estos tres
puntos relacionan dos cuestiones como son la razon fisica fundamental del proceso
reconocido, asi como también los detalles técnicos y fisicos de los mecanismos y
recursos de medicion usados.

Por otra parte, las premisas validas para que las mediciones sean legalmente
defendibles son: Una documentacion profunda e imparcial y el uso de procedimientos
de reconocimiento en la preparacion y conducta de las medidas.

Las buenas practicas de aseguramiento de la calidad son las bases centrales para
alcanzar ambas metas.

El aseguramiento de la calidad (AC) es un conjunto de principios operacionales que, si
son estrictamente seguidos durante la recoleccién de la muestra y el andlisis,
produciran datos de calidad conocida y defendible. Esto es, la exactitud del resultado
analitico puede ser presentada con un alto nivel de confianza.

El aseguramiento de la calidad va acompafiado de dos conceptos basicos que son: &
control de calidad y La valoracion de la calidad (PRICHARD et al., 1995, cap. 1).

El control de calidad es un conjunto de medidas dentro de la metodologia de analisis
de una muestra que permiten asegurar que el proceso esta en estado de control, es
decir, es el mecanismo establecido para controlar errores. Mientras que la valoracion
de la calidad esta relacionada con el mecanismo para mostrar que el procedimiento de
medicion (analitica) esta trabajando dentro de limites bien definidos y aceptables. En
otras palabras, la valoracion de la calidad es el control de calidad interno y externo
para los datos medidos (PRICHARD et al., 1995, cap. 1).
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6.1.1 PLANEACI ON PARA EL ASEGURAMIENTO DE LA CALIDAD

La planeacién para el aseguramiento de la calidad consiste en establecer un conjunto
de principios operacionales que constituiran el programa de aseguramiento de la
calidad. La preparacion de un programa para el AC incluye lo siguiente (GARFIELD,
1984, cap. 1):

a) Hoja explicativa con las firmas de aprobacién del plan.

b) Determinacién de la organizacion y responsabilidades del personal.
c) Control de las muestras y la documentacion de procedimientos.

d) Procedimientos estandar de operacion para cada método analitico (PEO).
e) Requerimientos de capacitacion de los analistas.

f) Procedimientos de mantenimiento preventivo de los equipos.

g) Procedimientos de calibracion.

h) Acciones correctivas.

i) Actividades de control de calidad interno.

j) Desarrollo de auditorias.

k) Procedimientos para el aseguramiento y precision de los datos.

) Reduccion, validacion y reporte de datos.

La hoja explicativa con las firmas de aprobacion del plan indica que el plan ha sido
revisado y juzgado convenientemente, asi como también las responsabilidades y
organizacion de la seccién fuera de linea en la cadena de mando, y las asignaciones de
funciones especificas para cada persona involucrada.

El control de muestras y la documentacién de procedimientos permiten dar seguimiento a
una muestra y sus derivados a través de todos los pasos desde su coleccidon hasta el
andlisis y reporte de resultados.

La documentacion siempre es importante pero lo es especialmente cuando es impuesta
una cadena de requerimientos custodiada.

Los procedimientos estandar de operacion (PEO) describen el método con detalles tales,
que aun un analista no familiarizado con el mismo puede llegar a obtener resultados
aceptables. Los requerimientos de entrenamiento para los analistas deben ser
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especificados. El niUmero de analisis requerido y la incertidumbre de los resultados variara
para los distintos tipos de andlisis, caracteristicas de muestras y

la experiencia del analista.

Un programa estrictco de mantenimiento de equipo reducird sensiblemente el mal
funcionamiento de los mismos, el mantenimiento de la calibracién y el tiempo perdido.

Los procedimientos de calibracidn, acciones correctivas, actividades de control de calidad
interno, desarrollo de auditorias y la valoracién del sesgo y precision de los datos son
descritos en los temas de control y valoracion de la calidad.

La reduccion, validacion y reporte de datos son las caracteristicas finales de un programa
de AC. Las lecturas obtenidas para un instrumento analitico deben ser ajustadas para
factores tales como eficiencia del instrumento, eficiencia de extraccion, tamano de
muestra y el valor de fondo, antes de llegar a dar un resultado Util. El plan de AC
especifica los factores de correccién que deben ser aplicados asi como los pasos a seguir
para validar el resultado. El reporte de resultados debe hacerse en unidades estandar de
masa, volumen o concentracién. El uso de un método prescrito debe ir seguido del limite
de deteccidon del método. Cada resultado o conjunto de resultados debe acompaiiarse de
la declaracién de su incertidumbre.

En la figura 6.1, se presenta, el esquema de la relacion de los elementos en un plan de
AC.
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Facilidades
de
equipamiento

CONTROL DE CALIDAD

Experiencia/en
trenamiento

Procedimientos
estandar de
operacion(PEOs)
Buenas practicas de
medicion (BPMs)
Buenas practicas de
laboratorio (BPLs)
Protocolos de
propésitos
especificos(PPEs)

Inspeccion ——
Supervisiéon AC alibracion
Estandarizacion
Analisis —
estadistico Documentacion
de cartas de
control
Materiales de Replicas
referencia Mezclas Auditorias

VALORACION DE LA CALIDAD

FIGURA 6.1 ELEMENTOS DE UN PLAN DE ASEGURAMI ENTO DE CALI DAD
(PRICHARD et al., 1995, cap. 1)

6.2 EL MUESTREO COMO LLAVE DE LA CALIDAD

Existen tres actividades basicas para solucionar un problema analitico (GARFIELD, 1984,
cap. 6):

« La recoleccién de una muestra representativa.
« La preparacion de la muestra para el andlisis.

» El andlisis usando métodos apropiados.



Estas actividades son independientes una de la otra. Sin embargo, una puede tener una
influencia decisiva en la otra. Puesto que en cada una de estas actividades existe la
probabilidad de cometer errores, se deben tomar medidas para identificarlos y evitar que
ocurran. Los laboratorios deben desarrollar un plan para el desempefio adecuado de cada
actividad, y luego establecer los estandares de calidad y procedimientos escritos que
satisfagan estos estandares. La elaboracion de phknes apropiados dependera del
entendimiento de los problemas involucrados en cada actividad, seguido de la aplicacion
de criterios razonables en la busqueda de soluciones (GARFIELD, 1984, cap. 6).

La calidad de un analisis empieza en la toma de muestra. Siempre que la toma de muestra
no se realice correctamente, todos los métodos estadisticos, asi como los resultados del
analisis posterior, no tendran utilidad alguna.

Cualquier analista debe trabajar con muestras, ya que en la mayor parte de los casos es
imposible analizar todo el objeto que se estd considerando. Por ejemplo, es imposible
analizar las grasas de un tanque lleno de leche, o todo el cuerpo de un rio, para
determinar el contenido de contaminantes (MILLER y MILLER, 1993, cap. 4).

Si el muestreo presenta riesgos, el analisis es incapaz de detectarlos, y mucho menos de
eliminarlos. El analizador mas sofisticado no podra conducirlos a buenos resultados. Asi, el
andlisis exacto de una muestra sesgada proporcionara, inevitablemente, un resultado
sesgado (GARCIA, 1998, cap. 5).

En funcién de la constitucion de los objetos que se van a muestrear, el muestreo sera una
operacion mas o menos dificil. La toma de muestra mas dificil corresponde a los sdlidos
heterogéneos, especialmente si se pretende analizar un componente que se encuentra en
pequena cantidad y repartido desigualmente, por ejemplo, minerales de metales preciosos
(GARCIA, 1998, cap. 5).

Si la materia es homogénea, se puede decir que todas sus partes son idénticas entre si, y
cualquier fraccion el lote, por pequefa que sea, sera exactamente representativa de
todas sus propiedades. Los materiales jamas seran rigurosamente homogéneos, por lo que
la operacion de muestreo nunca sera exacta, y llevara siempre asociado un error
determinado (GARCIA, 1998, cap. 5).

En las normas sobre las buenas practicas de laboratorio (BPLs) de la internacional
Organization for Standarization (ISO 9000) o de la European Norms (EN 45000), se dice

que los quimicos deberan analizar muestras representativas. Sin embargo, en los



documentos estandarizados no se define que es una muestra representativa, ni se indica
como obtenerla (GARCIA, 1998, cap. 5).

6.2.1 DEFINICI ONES

La guia UNE 007 define la terminologia utilizada en el proceso de toma de muestras
(GARCIA, 1998, cap. 5):

> Partida: Cantidad de un producto expedida o recibida de una sola vez, en el

marco de un contrato particular o de un momento de transporte.

> Lote: cantidad determinada de un producto, presumiblemente de las mismas
caracteristicas, identificada en el seno de una partida y que puede permitir conocer
la idoneidad de esta, en un periodo estimado de tiempo.

> Muestra: Parte o porcion de caracteristicas, tomadas de un conjunto por métodos
que permiten considerarla como representativa del mismo. Una muestra
representativa, es por lo tanto, aquella parte o porcion de caracteristicas que se
supone estan asociadas a un material que tiene la misma composicion y/o
caracteristicas del producto sometido a muestreo, cuando se le considera como un
todo homogéneo.

> Muestreo: Accion material de toma de muestras, siguiendo el plan de muestreo

previamente establecido.

> Plan de muestreo: Procedimiento a seguir, planificado, para la seleccion, la toma
y el tratamiento de una o varias muestras de un lote, con el fin de obtener a partir
de la muestra final, la informacién que interesa sobre una o varias caracteristicas,

para adoptar una decision sobre el lote.

> Unidad de muestreo: Cantidad determinada de material obtenida del conjunto, y

que se encuentra dentro de unos limites fisicos (masa, envase, probeta, etc.), o
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bien, dentro de limites de naturaleza convencional (por ejemplo, un intervalo de

tiempo).

» Muestra global: Cantidad de un producto obtenida, reuniendo si es posible y
mezclando, todas las tomas de muestra elementales obtenidas en un lote

determinado.

> Muestra elemental: Cantidad de un producto o mercancia tomada de un punto

del lote de una sola vez, en una unidad de muestreo.

> Muestra para laboratorio: El conjunto de unidades que constituyen la muestra,
reglamentaria o concertada, sobre la que van a realizarse los analisis o ensayos
previos, para conocer la idoneidad, aptitud de uso o calidad de un producto. Esta
muestra en casos reglamentarios debe estar compuesta, como minimo, por tres
partes: una de ellas para veriftar el analisis inicial, otra el contradictorio y la
tercera, el dirimente, si procede.

> Muestra para analisis: Cada una de las partes de la muestra para laboratorio,
sobre la que se van a realizar las pruebas analiticas, o los ensayos previamente

seleccionados.

> Toma para ensayo: Fragmento o fraccidn representativo de una muestra para
analisis, debidamente homogeneizada en su caso mensurable, sobre el que se lleva
a cabo la determinacion de la especificacion técnica a valorar, mediante el método
analitico o de ensayo normalizado. En determinados casos, y fundamentalmente
para sectores especificos y ensayos de analisis fisicos, esta toma para ensayo se
denomina también probeta.

6.2.2 EL OBJETI VO DE LA TOMA DE MUESTRA

Una muestra es una parte de un conjunto que representa, con mas o menos exactitud, las
propiedades que se quieren medir de todo el conjunto. Este conjunto puede ser muy



variado, desde un material en el que se pretende determinar un contaminante a nivel de
nanogramos, hasta una seleccion de candidatos para una encuesta.

La toma de muestra o muestreo consiste en la obtencion de una muestra representativa
de todo el conjunto, con respecto a la propiedad que se quiere medir. La sencillez de la
definicion no debe confundir, respecto a la dificultad de su realizacion (GARCIA, 1998, cap.
5).

El primer paso y fundamental, en una toma de muestra, es establecer claramente cual es

el objetivo de la misma. Los objetivos mas comunes son (GARCIA, 1998, cap. 5):

i) Conocimiento cualitativo del material.

ii) Obtener informacidon sobre problemas especificos. En determinados casos,
pueden interesar algunos constituyentes particulares. Se deben entonces
disefar el régimen de toma de muestras, con atencidon particular a dichos
constituyentes, cuya medida debera tener una fiabilidad y precision especificas.

i) Satisfacer un contrato de compraventa. El régimen de muestreo debera ser
disefiado especificamente para este contrato.

Una vez establecido el objetivo de la toma de muestras, se podra confeccionar ya el plan
para obtener la maxima exactitud en la informacion, al minimo coste posible. El plan de
muestreo es un procedimiento que define la cantidad de muestra, forma de extraccion,
numero de extracciones, estado fisico del material, operaciones de homogenizacion y
tratamientos posteriores, que garanticen la representatividad de la muestra final (GARCIA,
1998, cap. 5).

6.2.3 TIPOS DE MUESTREO

Existen dos grandes tipos de muestreo:

a) muestreo de aceptacion ( laboratorio de control )

b) muestreo de caracterizacion ( laboratorio anailtico )



a)

b)
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Muestreo de aceptacion

Es el muestreo tipicamente utilizado, cuando se tienen unidades discretas. Se trata de
obtener una muestra de varias unidades de un conjunto, representativas del mismo
respecto a la caracteristica de ensayo o andlisis (JURAN y GRYNA, 1997, cap. 25). En
funcion de esta caracteristica, se habla de (GARFIELD, 1985, cap. 6):

a.1) Muestreo de atributos

Un atributo es una caracteristica de la muestra, por ejemplo, color olor, etc., sobre la
cual se establece el control de calidad del objeto estudiado (correcto o incorrecto).
a.2) Muestreo por variables

La evaluacidon se hace midiendo una propiedad del material a la cual se le puede
asignar un valor numeérico, por ejemplo, densidad y pH. El plan de muestreo exige la
extraccion de un nimero de elementos, que es funcidon del nimero de unidades del
conjunto, de su homogeneidad y del nivel de confianza requerido.

Existen diversas normas oficiales aplicables a este tipo de muestreo: normas UNE
66020 73, 63020 88, 66021 74 (referentes al muestreo por atributos), 66030 84
(muestreo por variables). En funcién del tamano de la muestra, la norma indica el
numero de unidades que deben tomarse, estableciendo los niveles de tolerancia en
relacion al nimero de defectos (GARCIA, 1998, cap. 5).

Muestreo de caracterizacion

Se pretende determinar la calidad media del lote, respecto a las variables a estudiar.
Este es el muestreo analitico. Se supone que se tiene una poblacidon que sigue una
distribucién normal o facilmente normalizable, y se obtiene un valor medio de la
variable. La caracteristica basica a considerar en el muestreo de caracterizacion es la
heterogeneidad del material, y de acuerdo con ella, debera establecerse el tamafio de
la muestra (GARCIA, 1998, cap. 5).

Los parametros a tener en cuenta en el plan de muestreo son (GARCIA, 1998, cap. 5):
« Cantidad de muestra.

» Sistema de homogeneizacion.

» Numero y localizacién de las extracciones.

« Tamafio de particula, en el caso de sélidos pulverulentos.
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6.2.4 EL PLAN DE MUESTREO

Antes de efectuar un muestreo, se deben definir las caracteristicas principales del plan de

muestreo mediante la realizaciéon de ensayos previos, o bien, haciendo

uso de la experiencia anterior.

Las principales caracteristicas de cualquier esquema de muestreo son (GARCIA, 1998, cap.

5):

Exactitud requerida: siempre hay errores de muestreo y andlisis. Debe
efectuarse un balance entre ambas tipos de errores, respecto a los costes
relativos y el valor intrinseco del material.

El método de muestreo: la experiencia suele determinar la técnica a utilizar,
perforaciones, palas, disolucion, etc.

El tamafio de la muestra global: se determina estableciendo, primero, el
tamano de la muestra elemental y el nimero de éstas que la componen.
Tratamiento de la muestra: una vez tomada la muestra, se suele mezclar bien y
se trata como una masa relativamente homogénea. Se han desarrollado varias
teorias para calcular relaciones entre tamano de particula, peso de la muestra y
errores relativos. Este parametro vendra también condicionado por el método
de analisis.

Evaluacion: en cualquier procedimiento de muestreo, se deben incluir pruebas
que garanticen la calidad de la muestra obtenida.

Exactitud requerida: En general, cuanto mayor sea la exactitud, mayor sera el
coste del muestreo. Debe evaluarse considerando el valor del material y las

consecuencias del error.

6.2.4.1 MODELOS DE EXTRACCI ON DE LA MUESTRA

La forma de extraccion de la muestra elemental depende del tipo de material, de la

manera de transportarlo, asi como del objetivo del muestreo. Existen distintos tipos de

muestreo, que deben seleccionarse antes de elegir el peso de la muestra primaria.
Estos son (PRICHARD et al., 1995, cap. 2):
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a) Muestreo aleatorio

La muestra elemental se selecciona, de manera que todas las partes del material
tengan la misma probabilidad de ser elegidas. Esto se hace, normalmente, con la
ayuda de tablas de nimeros aleatorios.

Esta técnica es de utilidad cuando hay poca informacién acerca del material

estudiado. Es el muestreo tipicamente analitico.

b) Muestreo sistematico

Las muestras elementales se recogen a intervalos previamente determinados y que
han sido previstos en el plan de muestreo. Los intervalos no tienen que ser
necesariamente iguales. Por ejemplo, un muestreador mecanico recoge las
muestras a intervalos regulares, por lo tanto, hace un muestreo sistematico.
Cuando se da un patron de segregacion conocido, el muestreo sistematico puede
utilizarse para minimizar sus efectos.

El muestreo sistematico reduce el esfuerzo, por lo que es muy utilizado, si bien
puede resultar peligroso cuando se dan variaciones periddicas en el material, de

manera que el plan sistematico puede coincidir con ellas y no detectarlas.

c) Muestreo estratificado

Es una extension del anterior, que involucra la division del lote en grupos. Los
subgrupos se muestrean en proporciones a sus pesos estadisticos en el lote.

Este tipo de muestreo es Util cuando la partida esta constituida por materiales
diferentes, que no se pueden mezclar de manera homogénea. Un ejemplo tipico
seria el muestreo de wn liquido que contiene sedimentos, o en una cantera, el

muestreo de un mineral que se presenta en capas.

d) Muestreo de dos pasos

Es Util cuando se tienen lotes muy grandes de material, que no merecen un
muestreo estratificado profundo. Por ejemplo, si se tiene una carga de mineral de
20 vagones, se pueden seleccionar primero cinco de ellos, en los cuales se realiza a

continuacion el muestreo.

e) Muestreo secuencial
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Los esquemas secuenciales se utilizan cuando se muestrea siguiendo una prueba
de especificacion, con objeto de reducir esfuerzos.

El muestreo secuencial consiste en utilizar pocas muestras elementales para
determinar la calidad del lote. Si el material esta claramente fuera o dentro de la
especificacion, el lote se rechaza o acepta; si el resultado es préximo al nivel de

especificacion, se procedera a un muestreo mas exhaustivo.

f) Hibridos
En muchos casos, se tienen situaciones intermedias. Por ejemplo, un esquema
estratificado puede ser aleatorio o sistematico, dependiendo de las bases

empleadas para seleccionar las muestras elementales, dentro de cada estrato.

6.2.5 TIPOS DE UNIDADES DE MUESTREO EN ANALI SIS QUIMICO

En analisis quimico puede tratarse sobre todo, con dos tipos de materiales, que son
(JURAN y GRYNA, 1997, cap. 25):

a. Materiales a granel claramente fraccionado (o “envasado” en unidades discretas).

b. Materiales a granel no fraccionados.

Considere el caso en el que se tiene un lote de botes con jugo para bebé y se desea
establecer el volumen de llenado medio de los mismos. En lugar de medir el volumen del
jugo contenido en todos los botes del lote, se tomaran unos cuantos, cuatro por ejemplo,
y se mide el volumen de jugo. En este ejemplo, los botes de jugo constituyen unidades
discretas obvias, las cuales nominalmente son las mismas, o0 sea, los botes de jugo, y en
donde los volimenes de llenado de todos los botes de jugo del lote forman una poblacion
y los cuatro volumenes medidos constituyen una muestra de dicha poblacion.

Si la muestra se va a utilizar para deducir propiedades de la poblacién, debe ser lo que se
considera una muestra aleatoria, esto es, una muestra tomada de tal manera que todos
los miembros de la poblacién tengan una probabilidad conocida de ser incluidos en la
misma (ver capitulo 2).

Debe tenerse en cuenta que el término aleatorio tiene, en sentido estadistico, un

significado diferente de casual. Aunque en la practica, un analista puede repartir todos los
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botes de jugo en una mesa, e intentar cuantificar el volumen de jugo de cuatro de ellos de
una manera casual, tal método podria conducir a un sesgo. La mejor manera de obtener
una muestra aleatoria es mediante el uso de la tabla de nimeros aleatorios (como la
presentada en el anexo A4). A cada miembro de la poblacion se le asigna un nimero, y los
componentes de la muestra se extraen a partir de una tabla de nimeros aleatorios,
empezando en un punto arbitrario.

Una alternativa mas simple consiste en seleccionar los miembros de la poblacion a
intervalos regulares, por ejemplo, tomar un bote de cada cincuenta en k unidades, en la
linea de produccién. Este método no es del todo satisfactorio, ya que podria, por ejemplo,
darse una coincidencia periddica en el volumen de llenado de los mismos (MILLER vy
MILLER, 1993, cap. 4).

El muestreo de materiales como rocas, polvo, gases y Iquidos, para los que esto no se
cumple, se denomina muestreo a granel. Se llamara incremento de muestra a una
pequeia parte tomada del todo continuo y a un grupo de tales incrementos se le llamara
muestra bruta (MILLER y MILLER, 1993, cap. 4).

Si un material a granel fuera perfectamente homogéneo, solo seria necesario un
incremento de muestra para determinar las propiedades de la totalidad. En la practica los
materiales a granel no son homogéneos por diversas razones; por ejemplo, las aleaciones
y los sedimentos estan formados por particulas microscdpicas con diferente composicion y
puede ser que no estén uniformemente distribuidas en el conjunto, o puede ser que los
fluidos no sean homogéneos en una escala molecular, debido a los gradientes de
concentracion. Tal falta de homogeneidad se detecta sdlo tomando incrementos de
muestra de diferentes partes del conjunto. Para obtener una muestra bruta aleatoria
deberian tomarse incrementos en puntos del conjunto elegidos al azar. Esto puede
hacerse, por ejemplo, si se considera el grueso del conjunto como una coleccidon de
celdillas y si se seleccionan las celdillas que van a ser muestreadas, utilizando nimeros
aleatorios como se describid anteriormente. Sin embargo, cada la enorme variedad de
posibilidades en cuanto a objetivos y procedimientos analiticos, en el muestreo de
materiales a granel, no existen normas estandarizadas generales que permitan seguir un
patrén de calidad, a la hora de establecer un plan de muestreo. De hecho, el muestreo de
estos materiales, es un campo de continuo desarrollo, y que sirve actualmente como base
a un numero importante de proyectos de investigacion (GARCIA, 1998, cap. 5). En el

anexo A6, se indican aspectos relativos tanto al muestreo de aire, como al de aguas en el
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area ambiental, que de manera general podrian considerarse en cualquier plan de
muestreo.

Los aspectos especiales que diferencian al muestreo a granel del muestreo de unidades
discretas indivisibles son (JURAN y GRYNA, 1997, cap. 25):

1. La posibilidad de hacer una mezch fisica y la subsiguiente reduccion (o
submuestreo) que suele ser necesaria.

2. La necesidad de utilizar, en muchos casos, un dispositivo mecanico de muestreo
para obtener las distintas fracciones que formaran la muestra. En este caso es
probable que esas fracciones se “creen” mediante el uso del dispositivo de

muestreo y no puedan considerarse como preexistentes.

La figura 6.2 muestra la relacién entre las diferentes operaciones involucradas en el
esquema de muestreo y analisis. Este también ayuda a identficar algunos de los términos
expuestos en la seccién 6.2.1.

Material a granel Material en unidades
discretas
Envio

Lote

pvn v w » |

Incrementos
Muestra primaria
o gruesa

Muestra compuesta o
aareaada

Submuestras
Muestras
secundarias

Muestra de
laboratorio

Muestra de
ensayo

FIGURA 6.2 ESQUEMA DE LAS OPERACI ONES DE MUESTREO
(PRICHARD et al., 1995, cap. 1)
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6.2.6 TEORIA DEL MUESTREO

Todos los esfuerzos de la normativa existente acerca del muestreo, se centran en asegurar
un conocimiento de los parametros estadisticos, tales como precision y exactitud de las
medidas que se realicen, a partir de la muestra tomada. En otras palabras, los limites de
confianza de los valores que se obtengan para cada parametro en relacién al conjunto
total muestreado. Esto exige una toma de muestras “representativas”, es decir, una
muestra recogida de manera que todas las particulas del conjunto tengan la misma
probabilidad de ser seleccionadas (GARCIA, 1998, cap. 5).

El muestreo es una seleccién que puede ser o no probabilistica. Se dice probabilistica,
cuando se someten todos los elementos al proceso de seleccion, con

una probabilidad distinta de cero de ser seleccionados, y no probabilistica, cuando no se
cumple esta condicion (ver capitulo 2). Por ejemplo, cuando a una fraccion del lote se le
da una probabilidad cero de ser seleccionada.

No puede establecerse una teoria de muestreo no probabilistico. La razén y la experiencia
demuestran que el muestreo no probabilistico es peligroso, ya que siempre genera errores
incontrolados. Esto deberia evitarse a toda costa, pero por desgracia, es una situacion
omnipresente en todas las ramas de la investigacién, industria y comercio (ver capitulo 2).
La seleccion probabilistica puede ser o no correcta. Es correcta cuando al mismo tiempo
todos los elementos del lote 2 someten al proceso de seleccion, con una probabilidad
conocida de ser elegidos, y la muestra y sus elementos permanecen inalterados en el
proceso. Esta ultima condicion cubre pérdidas, contaminaciones, alteraciones fisicas o
quimicas, tanto de manera accidental como intencionada. Es incorrecta cuando no se
cumple cualquiera de estas condiciones (GARFIELD, 1984, cap. 6).

En la practica, los resultados de esta seleccion deben jugarse en términos de errores de
muestreo. Bajo el punto de vista estadistico, cada error aparece como una variable
aleatoria que se suele definir con la ayuda de sus momentos sucesivos, y en particular, de
los dos primeros, es decir (GARCIA, 1998, cap. 5):

i) Primer momento o media: que se traduce como la tendencia central de la

distribucién del error. Cuando esta media no es nula, el error presenta un
caracter sistematico y se le denomina error sistematico o sesgo. Como se ha

dicho anteriormente, afecta a la exactitud del muestreo.



6-17

ii) Momento centrado de orden 2 o varianza: que traduce la dispersién del error

alrededor de su media. La varianza caracteriza la parte puramente aleatoria del
error, y se designa por error aleatorio. Afecta a la precision del muestreo. La

raiz cuadrada de la varianza es la desviacion tipica de la distribucion.

El valor exacto de un error de muestreo no se conoce nunca. Se puede definir
sumariamente con la ayuda de (PRICHARD et al., 1995, cap. 2):

i) Un cierto intervalo de confianza.
) La probabilidad de que un error observado caiga en ese intervalo.

6.2.7 ESTIMACION Y SEPARACI ON DE VARI ANZAS

Cuando se determina un analito en materiales a granel, el trabajo se hace generalmente
en dos etapas, la primera de las cuales es tomar una muestra de un “lote”, y la segunda
es el andlisis quimico de la muestra obtenida. Debido a estos procedimientos, existen dos
fuentes basicas de error en la estimacion del analito. Uno es el error debido al
muestreo, y ocurre cuando la muestra se toma del lote, y el otro es el error debido al
analisis o al proceso de medicion, el cual ocurre cuando se “mide” el analito
(HITOSHI, 1997, cap. 8). Cuando el error de muestreo se expresa como es Y el error de
medicion como ey, los datos medidos x se pueden expresar como (HITOSHI, 1997, cap.
8):
X=U+6& + ey (ec. 6.1)

donde p es el valor verdadero del analito si la media de e es s Y la de ey es eu, la media
de x esta dada por (HITOSHI, 1997, cap. 8):

e = U+ MPes + Hem  (€C. 6.2)

donde pes Y Hem SON conocidos como el sesgo de muestreo y de medicidn respectivamente.
La varianza de x esta dada por (HITOSHI, 1997, cap. 8):
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o =0’ +0., (ec.6.3)

donde o’ es la varianza del muestreo y o?,, es la varianza debida a la medicion.

Las varianzas son aditivas, por lo tanto, estas dos varianzas pueden separarse y estimarse
usando ANOVA.

Cuando un analito se mide “n"” veces y se toma la media, la varianza de la media viene
dada por (MILLER y MILLER, 1993, cap. 4):

2
O,
o2 =0, +—L (ec. 6.4)

La varianza del error de medicbn se dvide “n” veces. Si se toman “m” incrementos de
muestra y se hacen “n” mediciones de cada una de ellos, la varianza estara dada por
(MILLER y MILLER, 1993, cap. 4):

2 2
o> O
o:=—2+—  (ec.6.5)
m nm

Es obvio que para alcanzar la precision maxima se requiere que la varianza de la media
sea tan pequefia como fuera posible. El término debido a la varianza de la medicion puede
ser reducido ya sea utilizando un método de analisis mas preciso o incrementando “n”, el
nimero de mediciones repetidas, pero no hay que esforzarse por hacer que la varianza de
la medicidon sea menor que un décimo de la varianza muestral, ya que cualquier reduccion
posterior no mejorara en absoluto la varianza total. Es preferible, en cambio, tomar un
nimero mayor de incrementos de muestra ya que el intervalo de confianza disminuye
cuando aumenta “m”. Si se ha utilizado una muestra preliminar para estimar o, entonces
el tamafo de la muestra requerido para lograr un tamafio dado del intervalo de confianza
se puede calcular de manera aproximada .

En general, los errores pueden clasificarse en dos categorias sesgo y variacion. Mientras
que la variacion se reduce cuando se repiten las mediciones, el sesgo permanece igual sin
importar cuantas observaciones se repiten, y la obtencidon de la media no lleva a su
reduccion (MILLER y MILLER, 1993, cap. 4).
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Una estrategia de muestreo con materiales a granel es tomar *m” incrementos de muestra
y mezclarlos antes de hacer “n” mediciones repetidas. La varianza de la media de estas
mediciones es (MILLER y MILLER, 1993, cap. 4):

2 2

ol o
ol=—2+—  (ec. 6.6)

m n

Esta varianza total deberia compararse con la resultante de analizar “n” veces cada
incremento de muestra y promediar las medias de los incrementos, siendo entonces la

varianza la presentada en la ecuacion 6.5.

El conocimiento de los valores de o’ y o7, de experiencias anteriores, y los costos de

muestreo y analisis, pueden utilizarse para calcular el costo de las estrategias de muestreo
relativas. Por lo general, se usara el esquema mas econdmico que proporcione el grado de
precision requerido. En el caso de materiales a granel la varianza muestral depende del
tamafo del incremento de muestra relativo a la escala de no homogeneidades, y
disminuye con el aumento del tamafio del incremento de muestra. En algunas experiencias
puede ser necesario seleccionar un limite superior de la varianza muestral, de manera que
puedan detectarse cambios en la media. Pueden tomarse mediciones preliminares para
decidir el tamafio del incremento de muestra minimo para proporcionar un nivel aceptable
de varianza muestral (GARCIA, 1998, cap. 5).

6.2.8 NUMERO DE MUESTRAS ELEMENTALES

Si se realiza un andlisis de cada uno de los h incrementos de muestra, entonces los limites
de confianza de la media estan dados por la ecuacion (MILLER y MILLER, 1993, cap. 4):

p= fit(s/Jn_) (ec. 6.7)

donde x es la media de las mediciones y s la desviaciéon estandar de ellas que se estima
de acuerdo a lo planteado en el tema 6.2.7; t es la variable t-Student definida por el nivel

de confianza admitido para (n -1) grados de libertad.
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La prediccion que se hace de la variabilidad del material, y de los limites de confianza,
dependen de que la poblacién tenga una dstribucién normal. En la practica, no se da esta
situacion. Por ejemplo, en el caso de un lote de material que ha sido inspeccionado,
siguiendo un control de calidad previo, 0 una mezcla de distintos materiales no bien
homogenizados, pueden encontrarse distribuciones binomiales. En estos casos, se utilizan
aproximaciones estadisticas (desigualdades de Tchebycheff y de Camp- Meidell), para
realizar los calculos (MILLER y MILLER, 1993, cap. 4).

Como los limites de confianza de la media vienen dados por la ecuacién 6.7, se requiere

que la desviacion tipica, s, sea lo menor posible.

6.3 CALCULOS EN ENSAYOS DE COLABORACI ON

Una de las herramientas mas potentes para detectar y corregir fuentes de error debidas a
una técnica particular de analisis, o a un fallo en el control de calidad dentro de un
laboratorio, la constituye la participacion en ejercicios intercomparativos o interlaboratorios
(JURAN y GRYNA, 1997, cap. 26).

Los programas de prueba interlaboratorio se clasifican en pruebas de competencia,
examenes interlaboratorios, muestras de verificacion y programas “round-robin”. En estos
programas, organizaciones externas a los laboratorios (organismos de arbitraje)
distribuyen las muestras para su analisis. Por lo general, son programas de participacion
voluntaria, usados como parte de un sistema de acreditacién o certificacion de los
laboratorios, para evaluar su competencia técnica, o para elevar la calidad total del
desempefio del laboratorio (GARFIELD, 1985, cap. 7).

Los examenes colaborativos son una forma especial de pruebas para evaluar el
desempefio del método en condiciones reales de trabajo en varios laboratorios, por medio
de analisis de muestras homogéneas cuidadosamente preparadas. La participacion en un
programa de pruebas interlaboratorios puede reportar muchas ventajas: proporciona un
medio para comparar el trabajo del laboratorio con el de otros laboratorios; puede
estimular la autoevaluacién y reducir los errores del laboratorio; proporciona evidencia
externa de la calidad del desempeno analitico del laboratorio y la competencia individual
de los analistas; y puede ser usada para reducir la frecuencia de pruebas interlaboratorios
cuando se alcanzan resultados consistentemente favorables en pruebas de muestras
interlaboratorios. AUn mas, combinando ®n otras partes del esfuerzo de garantia de
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calidad, las pruebas interlaboratorio pueden ayudar a identificar necesidades de
capacitacion y cambio de procedimientos del laboratorio (GARFIELD, 1985, cap. 7).
Generalmente, los programas voluntarios de pruebas de competencia interlaboratorios
tienen una organizacién o laboratorio coordinador que proporciona las muestras que seran
examinadas por los laboratorios participantes. Este tipo de programas tiene las siguientes
caracteristicas (GARFIELD, 1985, cap. 7):

» El laboratorio coordinador prepara las muestras homogéneas y distribuye porciones
a los laboratorios participantes para su analisis (de 10 a 20 laboratorios).

« La muestra puede o no estar acompafada por un método estandar. Si no se utiliza
el método estandar, normalmente se exige al laboratorio analista que describa el
método usado.

« El laboratorio analista debe examinar las muestras dentro de un tiempo especifico
y enviar los resultados a la organizacion patrocinadora a través del director del

laboratorio.

Cuando se concluye el trabajo experimental de un ensayo de colaboracién y se envian los
datos al organismo de arbitraje, debe efectuarse la evaluacion estadistica de los
resultados. Estos calculos deberian revelar hasta que punto la variacion entre los
laboratorios participantes se debe a errores sistematicos. En caso de que los resultados
sean deficientes, el hecho se comunica al laboratorio, al que se le pueden hacer
sugerencias para mejorar su desempefio (GARFIELD, 1985, cap. 7).

Existen diferentes métodos para la evaluacion de los resultados dados por los
participantes, dependiendo de la finalidad del estudio de intercomparacion. Generalmente,
se basan en el diagnostico grafico y en procedimientos de calculo de estadisticos como la
media, la mediana, la desviacion estandar de los datos enviados, etc. Sin embargo, la
complejidad de los métodos empleados dependera muchas veces del nimero de muestras
enviadas a los laboratorios (JURAN y GRYNA, 1997, cap. 26), ver tabla 6.1.
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TABLA 6.1 TECNICAS ESTADISTICAS EMPLEADAS EN ENSAYOS DE COLABORACION

Numero de muestras enviadas Analisis estadistico

1. Una sola muestra Aplicacion simple de ANOVA de un
factor.

Comparacion de tratamientos con un
control.

Graficos de control

2. Dos muestras Técnicas paramétricas:
ANOVA de dos factores
Andlisis de sumas y diferencias
Técnicas no paramétricas

Técnica grafica de Youden

3. Mas de dos muestras Técnicas de clasificacion,
procedimiento debido a Youden
(1967).

Graficos de control para cada

muestra.

En los ejemplos E6.2 y E6.3 se presenta el analisis estadistico de datos, asociado a dos
diferentes ensayos de colaboracion.

6.4 EJEMPLOS DE ESTIMACI ON Y SEPARACI ON DE VARI ANZAS
USANDO ANOVA Y DE ENSAYOS DE COLABORACI ON

6.4.1 ESTIMACI ON Y SEPARACI ON DE VARI ANZAS

1. La aplicacbn de pesticida a menudo es parte de programas de manejo de insectos
usados en Agronomia u Horticultura. Una de las preocupaciones que sigue a la
aplicacién de pesticidas es la concentracion de sus residuos que permanecen en las
plantas después de cierto periodo. Los residuos de pesticidas se evalian con

analisis quimicos de laboratorio en muestras de plantas de los cultivos tratados con
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pesticidas. Se obtuvieron muestras en campo de tres lotes de plantas y se
prepararon para el analisis de residuos, haciéndose dos mediciones para cada lote.
Estime los componentes de varianza. En la tabla E61.1 se presentan los residuos
de pesticidas determinados para cada muestra (MILLER y MILLER, 1993, cap. 4).

TABLA E61.1 RESIDUOS DE PESTICIDAS EN pg ENCONTRADOS EN
MUESTRAS DE PLANTAS DE ALGODON

MUESTRA RESI DUOS DE
PESTI Cl DA(jg)

1 120, 110

2 120, 100

3 140,130

SOLUCI ON:
Como se explico en el tema 6.2.7, existen dos posibles fuentes de variacion:

aquella debida al error aleatorio en la medicion de los residuos de pesticida, dada
por la varianza en la medicién, o?,,, y la que se debe a las variaciones reales en el
contenido de residuos de pesticida en las diferentes muestras, dada por la varianza
muestral, o’ . Puesto que el cuadrado medio dentro de las muestras no depende

de la media muestral puede usarse para estimar @, . El cuadrado medio entre las

muestras no se puede utilizar para estimar o’ en forma directa, ya que la

variacion entre medias muestrales se debe al error aleatorio en la medicién y a las
posibles variaciones en el contenido de residuos de pesticida. Se demuestra que el

cuadrado medio ente las muestras proporciona una estimacion de o, +

no’ (donde n representa el nimero de mediciones repetidas. A continuacién se

desarrolla el calculo de los cuadrados medios utilizando las formulas planteadas en

el capitulo de disefo de experimentos.

MUESTRA RESIDUOS DE Totales Promedios
PESTI CI DA(ug)
1 120, 110 230 115
2 120, 100 220 110
3 140,130 270 135
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En la tabla E61.2 se presenta el analisis de la varianza para los datos de residuos

de pesticidas:

TABLA E61.2
Fuente de Suma de Grados de Media de F.
variacion cuadrados libertad cuadrados
Entre muestras 700 2 350 3.50
Dentro de 300 3 100
muestras
Total 1000 5

Las estimaciones de las componentes de varianza son: o7, = 100

5 = 350-100

es

=125

Por tanto, la estimacidn de la varianza de cualquier observacion de la muestra es

o’,+0. =100 + 125= 225ug® donde el 55.56% de la variabilidad se atribuye a

las diferencias entre las muestras.

6.4.2 EJEMPLOS DE ANALI SIS ESTADI STI CO EN ENSAYOS DE
COLABORACION

2. En un ensayo de colaboracion, se enviaron dos muestras muy similares de aceite
(A y B) a 15 laboratorios, cada uno de los cuales realiza una determinacion del
nivel de cadmio en cada muestra utilizando la técnica de emisién de plasma por
acoplamiento inductivo. Se obtuvieron los siguientes resultados (MILLER y MILLER,
1993, cap. 4):

Laboratorio Niveles de  Niveles de

Cd (ppm) Cd (ppm)

aceite A aceite B
1 8.8 10.0
2 3.8 4.7
3 10.1 12.1
4 8.0 11.0
5 5.0 4.7
6 5.2 6.4
7 6.7 8.7
8 9.3 9.6
9 6.9 7.5
10 3.2 2.8




Laboratorio Niveles de | Niveles de
Cd (ppm) Cd (ppm)
aceite A aceite B

11 9.7 10.4

12 7.2 8.3

13 6.5 6.8

14 9.7 7.2

15 5.0 6.0
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Dibuje el diagrama de Youden estas dos muestras para estos datos y comente la
principal fuente de error en el ensayo de colaboracién. Estime la varianza global, la
varianza de medicion, y el componente de error sistematico de la varianza de los

resultados.

SOLUCION

a) Grafica de Youden: Se trazara un diagrama de dispersion de puntos en los que
los datos de la muestra A seran la coordenada “x” vy los resultados para la muestra
B seran la coordenada en el eje “y”, es decir cada punto es un par de resultados de
un Unico laboratorio. Para la diagnosis de la grafica se debe trazar un eje
coordenado usando como origen el punto de las medianas para las dos muestras,
es decir el punto (Mediana muestra A = 6.9; Mediana muestra B = 7.5). De esta

forma, se tiene:

Muestra B

(6.9,7.5)

A aaaa
O=_NWPLAOIONOOOO-_NWP,A,ON

01 234567 8 910111213 1415

Muestra A

Los puntos que estdan muy alejados del grueso de los resultados indican

laboratorios que probablemente, deberian ser cribados del analisis. Las dos lineas
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medianas dividen el espacio en cuatro cuadrantes y el primer (y, con frecuencia
revelador) paso del andlisis es observar la distribucion de los puntos en los
cuadrantes. Si s6lo se han producido errores aleatorios de mediciéon, habra una
distribucion circular con, aproximadamente, el mismo numero de puntos en cada
cuadrante. Pero, en la mayor parte de los casos reales, los datos se concentran en
el superior derecho y en el inferior izquierdo. Si un laboratorio da alto en ambas
muestras, su punto caera en el cuadrante superior derecho; si da bajo en las dos,
caera en el inferior izquierdo. Si da alto (o bajo) en ambas muestras, es una
indicacion de que el laboratorio, por alguna mzén, pone su propio sello en el
procedimiento, es decir, acusara siempre diferencias sistematicas. Cuando existen
esas, diferencias, los puntos tienden a caer a lo largo de una estrecha y larga
elipse, tal y como se distribuyen los datos del ejemplo.

Asumiendo que los dos materiales son similares en tamafio y valor de la propiedad
medida, como es requisito en esta prueba, y que la distribuciéon de resultados de la
muestra A ha de ser aproximadamente la misma que para la muestra B, se puede
calcular una desviacion tipo de cada resultado de la forma que se presenta en la
tabla E62.1:

TABLA E62.1
Laboratorio Niveles de Niveles de (1) (2)
Cd (ppm) Cd (ppm) d=AB " =
aceite A aceite B d, _|dl’ _d|
1 8.8 10.0 -1.2 0.46
2 3.8 4.7 -0.9 0.16
3 10.1 12.1 -2 1.26
4 8.0 11.0 -3 2.26
5 5.0 4.7 0.3 1.04
6 5.2 6.4 -1.2 0.46
7 6.7 8.7 -2 1.26
8 9.3 9.6 -0.3 0.44
9 6.9 7.5 -0.6 0.14
10 3.2 2.8 0.4 1.14
11 9.7 10.4 -0.7 0.04
12 7.2 8.3 -1.1 0.36
13 6.5 6.8 -0.3 0.44
14 9.7 7.2 2.5 3.24
15 5.0 6.0 -1 0.26
d =-0.74 d' =0.864

La estimacion de la desviacion estandar de las desviaciones se obtiene por:
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I

X

=0.7660

“
1

U

2

donde d, se obtiene de la tabla del anexo A7, para n = 2, es decir ¢=1.128.
Ahora debe dibujarse un circulo que se espera contenga un porcentaje de puntos.
El circulo se centrara en el punto mediano y su radio, para el porcentaje dado que
ha de contener, se obtiene multiplicando la estimacién de s por el factor de la tabla
E62.2:

TABLA E62.2
Porcentaje de puntos | multiplo de la
dentro del circulo desviacion tipo
90 2.146
95 2.488
99 3.035

Asi para un porcentaje de puntos dentro del circulo del 95% el radio es:
r = 2.488 x 0.7660 = 1.9057

13

12 L

11 8,11 I

18 1T I‘g. 9.6
o IGJ?;as
g 8 —
E 7 \ | 56'8 I | |o.7.7.9]
7)) 6 |¥254 /
L N1
g 5 ] 5,4

4 8.4.7

3 | EE B

2

1

0

01 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13
MUESTRA A

Como puede observarse los laboratorios 7, 9, 12 y 13, generan resultados que se
encuentran dentro del circulo, es decir resultados que parecen no tener un sesgo
significativo. Mientras que los laboratorios 3 y10 poseen para ambas muestras

grandes sesgos positivos y negativos respectivamente. Las distancias en
perpendicular desde los puntos experimentales a la linea de 45° que pasa por (6.9,
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7.5) mide los errores aleatorios de los laboratorios participantes, y queda claro que
los laboratorios 4 y 14 pueden tener grandes errores aleatorios en sus resultados.
Los componentes de varianza pueden determinarse a partir de las ecuaciones
siguientes:

_3\2 _ 72
fo :L(di ) GZ:L(T; ) 0'2:20'124'0'2,1,,

e 2(n-1) 2(n-1)

En donde: d = A-B, T = A+B, y d,T son los promedios de d y T respectivamente

O,, es lavarianza de la medicion

2

O° es lavarianza global, y

o es la componente de varianza debido a los errores sistematicos

Los resultados de este ensayo se presentan en la tabla E62.3:

TABLA E62.1
Laboratorio Niveles Niveles de -\2 _7
de Cd (ppm) (d" d) (Ti T)z
Cd (ppm) aceite B
aceite A
1 8.8 10.0 0.2116 16.3758
2 3.8 4.7 0.0256 39.1038
3 10.1 12.1 1.5876 55.4533
4 8.0 11.0 5.1076 18.03446
5 5.0 4.7 1.0816 25.5358
6 5.2 6.4 0.2116 9.9433
7 6.7 8.7 1.5876 0.4182
8 9.3 9.6 0.1936 17.1951
9 6.9 7.5 0.0196 0.1248
10 3.2 2.8 1.2996 76.62
11 9.7 10.4 0.0016 28.5872
12 7.2 8.3 0.1296 0.5576
13 6.5 6.8 0.1936 2.1121
14 9.7 7.2 10.4976 4.6083
15 5.0 6.0 0.0676 14.0873
y=22.216 | 3= 308.75

Los valores d,T son respectivamente -0.74 y 14.753 y de aqui que las

estimaciones de o,,, y G, son las siguientes:
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S (¢, -af _ 2216 _

o,, = = 7934
2= 2(15-))
Mientras que la estimacién de o® viene dada por:
T,-T)>
o’ = Z( ! ) = 308.75 =11.027

2(n-1) 2(15-1)

o’ -0, _11.027-0.7934
2

Por lo que o/ es: o = =5.117

. Se realiza un ejercicio de intercomparacién para 14 laboratorios que analizan
residuos de pesticidas, para lo cual se envié una muestra de Lindano en isoectano
en tres niveles de concentracion, esta muestra no ofrece dificultades de
identificacion y de matriz, por lo que el resultado de su analisis permite verificar el
funcionamiento de los equipos de medicién y la calidad de los materiales de
referencia utilizados para la calibracion. Los valores de concentracion de lindano en
las muestras se presentan en la tabla siguiente:

Muestra identificacion Valores
nominales(mg/I)
1 L 0.015+0.001
2 L, 0.029+0.001
3 Ls 0.060+0.002

Los datos enviados por los laboratorios participantes pueden verse en la tabla
E63.1. (INTI, 1998).

SOLUCION

El analisis de los datos se hara en base a los valores de los estadisticos promedio y
% de desviacion ((valor promedio del laboratorio - valor nominal)/ valor nominal)
de la serie de datos que se presentan en la tabla E63.1. Con el recurso a graficos
de control (graficos 1 a 3) se pone de manifiesto el comportamiento de los

laboratorios.



Datos remitidos por los participantes

TABLA E63.1

Anilisis de Lindano

6-30

L1 L2 L3
Participante| Lab. N dato 1 dato 2 dato3 | promedio | datol dato 2 dato3 | promedio | dato | dato 2 dato3 | promedio
1 501 0.014 0,015 0,015 0.013 0,029 0,028 0,029 0,029 0,058 0,058 0.058 0.038
2 502 0,011 0.011 0.011 0.011 0.028 0.029 0,028 0.028 0,061 0,067 0,062 0.063
3 503 0,016 0,016 0,016 0.016 0,032 0.032 0.033 0,032 0.053 0,063 0,062 0,063
4 504 0.013 0,013 0,013 0.013 0.027 0.026 0,026 0.026 0.655 0,053 0,055 0.054
4 505 0.013 0,013 0.013 0.013 0.027 0,028 0,027 0.028 0.057 0,057 0,057 0,057
5 506 0,013 0,013 0,013 0.013 0,027 0,027 0,027 0.027 0.053 0,053 0,053 0.033
6 507 0.018 0,016 0,017 0.017 0.028 0,027 0.028 0.028 0.041 0.043 0,042 0,042
7 508 0015 0,015 0,014 0.013 0,029 0.028 0,028 0.028 0.060 0.062 0,059 0.060
8 509 0,016 0,016 0.016 0.016 0,033 0,034 0,035 0.034 0.073 0.070 0,070 0.071
9 510 0,013 0.012 0.012 0.012 0,026 0.028 0,027 0.027 0,040 0,044 0,043 0.042
9 511 0,014 0,013 0.013 0.013 0,028 0,027 0,028 0.028 0,043 0,042 0,041 0,042
10 512 0,014 0,014 0,014 0.014 0.028 0,028 0.028 0.028 0,059 0.060 0,059 0.039
11 513 0,015 0,015 0,015 0.013 0.032 0,032 0.032 0,032 0.060 0,059 0,062 0,060
12 514 0,017 0.017 0,010 0.017 0,039 0.038 0.042 0.040 0,080 0,077 0,085 0.080
13 515 0,014 0,014 0,014 0.014 0,030 0,031 0.030 0,030 0,059 0,059 0,058 0,039
13 516 0,012 0,012 0,015 0.013 0,030 0,032 0.037 0.033 0,059 0,062 0,059 0.060
14 517 0,015 0,015 0,015 0.015 0,027 0,027 0,029 0,028 0,056 0,051 0,057 0,035
14 518 0,014 0,013 0,012 0.013 0,028 0,027 0,028 0.028 0,055 0,054 0,053 0.054
14 519 0,013 0,014 0,013 0.013 0,027 0,027 0,027 0.027 0,053 0,053 0,053 0,033
14 520 0,011 0.010 0,011 0.011 0,024 0,025 0,024 0.024 0,051 0,048 0,050 0,050

Nota 1: Se aclara que algunos participantes enviaron mas de una serie de datos. ,
Nota 2: Los datos que se informaron con un nimero mayor a tres decimales fueron redondeados en ese numero de cifras.

TABLA E63.2
Promedios y porcentajes de desviacidn con respecto a los valores especificados para las muestras
de lindano analizadas

L1 L2 L3
Participante | Lab.No. | promedio | %desv. | promedio | %desv. | promedio | %desv.
1 501 0.015 0 0.029 0 0.058 -3.33
2 502 0.011 -26.67 0.028 -3.45 0.063 5.0
3 503 0.016 6.67 0.032 10.34 0.063 5.0
4 504 0.013 -13.33 0.026 -10.34 0.054 -10.0
4 505 0.013 -13.33 0.028 -3.45 0.057 -5.0
5 506 0.013 -13.33 0.027 -6.90 0.053 -11.7
6 507 0.017 13.33 0.028 -3.45 0.042 -30.0
7 508 0.015 0.00 0.028 -3.45 0.06 0.0
8 509 0.016 6.67 0.034 17.24 0.071 18.3
9 510 0.012 -20.00 0.027 -6.90 0.042 -30.0
9 511 0.013 -13.33 0.028 -3.45 0.042 -30.0
10 512 0.014 -6.67 0.028 -3.45 0.059 -1.7
11 513 0.015 0.00 0.032 10.34 0.06 0.0
12 514 0.017 13.33 0.04 37.93 0.08 33.3
13 515 0.014 -6.67 0.03 3.45 0.059 -1.7
13 516 0.014 -6.67 0.028 -3.45 0.06 0.0
14 517 0.015 0.00 0.028 -3.45 0.055 -8.3
14 518 0.013 -13.33 0.028 -3.45 0.054 -10.0
14 519 0.013 -13.33 0.027 -6.90 0.053 -11.7
14 520 0.011 -26.67 0.024 -17.24 0.05 -16.7
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Grafico 3
Datos enviados por los participantes- L3
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Para cada juego de datos se calcula la media y la desviacién estandar de la

muestra.
A fin de evaluar el desempefio del conjunto de laboratorios, se us6 como

criterio el calculo del parametro “z” definido de la siguiente manera:

- :| (xi _A) |

S
Donde: A es el valor “verdadero” de la concentracion de analito; s es la desviacion
estandar seleccionada, y x, es el valor medido de la concentracion de analito,
representado por su promedio (o0 mediana).
Los organizadores del ensayo decidiran sobre los parametros Ay s de la ecuacion
anterior, (ver anexo B6).
Usando el criterio z, es posible chsificar el desempefio de los laboratorios de la

siguiente forma:

|z| < 2 satisfactorio 2< |Z| <3 cuestionable |z| = 3 no satisfactorio
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Sin embargo, antes es conveniente seleccionar los “outliers”, lo cual puede hacerse
de diversas formas. Primero, en este caso se estima que, por las caracteristicas del
método de andlisis, puede preverse hasta un 20% de discrepancia en los
resultados. Para poder aplicar las pruebas estadisticas se descartaron los resultados
que discrepan en mas de un 30% del valor de referencia. Los datos eliminados de
esta forma se denominan de aqui en adelante “inconsistentes”, de acuerdo a la
tabla E6.3 se consideran inconsistentes los datos para la muestra L, del laboratorio
514 y los datos para la muestra L; de los laboratorios con cddigos 507, 510, 511 y
514. Posteriormente se hace otra seleccién de datos (con los datos inconsistentes
eliminados) calculando el valor medio y la desviacion estandar para cada
concentracion, los resultados que caen fuera del intervalo X +3s deben ser
ignorados a la hora de calcular el promedio y la desviacion estandar que se
servirdn en el calculo del zscore. De acuerdo a lo anterior y en funcion de los
datos de la tabla E63.2 y al calculo de los intervalos X +3s para las muestras, ya
no hay mas datos anémalos.

En la tabla E63.3, se presenta el calculo del pardametro z obtenido para cada
muestra. Como puede observarse para el caso de la muestra L, los laboratorios
con cddigo 502 y 520 resultan cuestionables. Mientras que para la muestra L, el
laboratorio con cddigo 514 resulta no satisfactorio. Para la muestra L, el
laboratorio con cddigo 509 resulta cuestionable, mientras que los laboratorios con
cddigos 507, 510, 511 y 514 son no satisfactorios.

En el archivo, z-score. cap6.x/s se encuentra la hoja de célculo para el calculo de

los estadisticos y los z-scores para las diferentes muestras.

ol

z-score,cap6.xls

TABLA E63.3
Laboratorio z-scores Ly | z-scores L, z-scores L3
501 0 0 0.392
502 2.27 0.401 0.588
503 0.57 1.202 0.588
504 1.14 1.202 1.176
505 1.14 0.401 0.588
506 1.14 0.801 1.373
507 1.14 0.401 3.529
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TABLA E63.3 (continuacion)

Laboratorio z-scores Ly | z-scores L, z-scores L3
508 0.00 0.401 0.000
509 0.57 2.003 2.157
510 1.70 0.801 3.529
511 1.14 0.401 3.529
512 0.57 0.401 0.196
513 0.00 1.202 0.000
514 1.14 4.407 3.922
515 0.57 0.401 0.196
516 1.14 1.603 0.000
517 0.00 0.401 0.980
518 1.14 0.401 1.176
519 1.14 0.801 1.373
520 2.27 2.003 1.961

Los valores de z fueron calculados para cada muestra, usando los
siguientes valoresde Ay s

A4,=0.015 A,=0029 A4, =0.060
S, =0.0017 S,, =0.0025 S, = 0.0051

En las figuras siguientes se presentan los diagramas de barras para los z-score de
los diferentes laboratorios.
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z-scores L3
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ANEXO A6. GENERALIDADES SOBRE EL MUESTREO DE AIRE Y DE AGUA
EN EL AREA AMBI ENTAL (GARCIA, 1998, cap. 5).

a) Muestreo de aire ambiental

El muestreo de aire ambiental se define como la recoleccion de muestras de aire,
en cualquier localizacion expuesta a la atmosfera. En esta amplia clasificacion, se
incluye un grupo infinito de posibilidades, desde la toma de muestra en un parking
a una altura de 0.50 m del suelo, hasta la que recoge un globo sonda libre en un
océano, por lo que no se pueden definir una reglas de calidad en el muestreo que
cubran todas las areas, pero si se pueden indicar aquellos aspectos a considerar de
manera general, previamente a un muestreo ambiental.

El primer paso es seleccionar, claramente, los objetivos del estudio. Estos pueden

ser:

i) Determinar la calidad del aire, en relacion con sus efectos sociales y
ambientales.

it) Establecer cuales son las fuentes de emisién que inciden en la calidad del
aire.

i) Serenar informacion para ayudar a planificar el control global de la
contaminacion en un area, y las estrategias para localizar las zonas
municipales e industriales.

iv) Realizar programas de investigacion de los mecanismos de reaccion de los

contaminantes en el aire y de la dispersion.

La meteorologia juega un papel fundamental en la determinacién de la calidad del
aire. Las variaciones diurnas y estacionales en las fuentes de emision se reflejan en
los niveles de contaminacién ambiental, y este efecto se incrementa con las
variaciones en las condiciones meteoroldgicas. De todas ellas, las mas significativas
son la estabilidad atmosférica, velocidad y direccion del viento, precipitacion,
temperatura, humedad y radiacion solar.

En cuanto a la eleccion de los puntos de muestreo, no existen reglas generales a
modo de procedimiento estandar, debido a la gran diversidad que plantea el

muestreo ambiental. Conviene sefalar algunas reglas de caracter general:



ii)

iv)

v)
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Normalmente, la toma de muestra debe hacerse al menos a 1.5 a 2.0
metros del suelo. La maxima altura viene determinada por el objetivo
concreto del estudio, pero debe ser consistente entre los distintos puntos,
en el caso de una red de muestreo disefiada para un objetivo comun.

El punto mas alto de los grandes obstaculos, tales como edificios,
montafas, etc., debe formar un angulo con el muestreador de al menos
300.

Debe evitarse exponer el muestreador a fuentes localizadas especificas, por
ejemplo, una chimenea si el muestreo se hace en un tejado. Para establecer
la calidad del aire en un area determinada, el punto de muestreo no debe
situarse directamente en las principales fuentes de emisién (autopistas,
parkings, chimeneas industriales, etc.).

El punto debe ser accesible y seguro.

Dispondra de toma eléctrica, siempre que los equipos lo requieran.

En el caso de redes de muestreo, la eleccion de los puntos se hace utilizando

métodos estadisticos basados en modelos de difusion, asi como aprovechando los

datos meteoroldgicos histéricos. Por ejemplo, se han utilizado en la practica los

siguientes criterios:

Situar los puntos en circulos concéntricos, respecto al area de interés.
Seguir la trayectoria tipica de los vientos.

Situar de manera aleatoria un nimero grande de puntos de muestreo, en
las proximidades de la zona mas interesante, y un nimero mas reducido de
puntos en el exterior, elegidos también de manera aleatoria.

Dividir la zona de manera regular (por ejemplo, mediante una cuadricula),
situando los puntos de manera equidistante.

La frecuencia y duracion de los muestreos dependera del objetivo, contaminantes

a estudiar y método de andlisis. Por ejemplo, un estudio del plomo es significativo

haciendo un promedio semianual, ya que su efecto es acumulativo, mientras que

la determinacion de didxido de azufre debe efectuarse con bastante frecuencia, ya



)
i)
ii)
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que se pueden dar episodios puntuarles de contaminacion elevada, que es
necesario controlar.

Se pueden distinguir dos grupos diferentes de muestreo ambiental, segin se
recojan particulas o gases, ya que por su diferencia naturaleza, requeriran el
control de pardmetros bien diferenciados.

b) Muestreo de particulas
La recoleccidn de particulas, de manera que la muestra no sea muy diferente de la
poblacién de interés, es un tema muy dificil y que requiere un tratamiento especial.
El problema se plantea por el momento de inercia de las particulas, que es el
producto de su masa por su velocidad.
Cuando cambia la direccidn de una corriente en la que hay particulas y gases,
éstas al ser sus moléculas mucho mas grandes que las de los gases, tienden a
continuar en su linea original y desplazarse de la misma; es decir, se producen
deposiciones de las particulas mas grandes. Ademas, las particulas pueden
depositarse en los tubos o en otros componentes del muestreador, o perderse por
atraccion electrostatica hacia las superficies del captador, especialmente en
aquéllas no conductoras, como vidrio o plastico. También se pueden perder
particulas por adhesién en superficies himedas o con grasa, en diferentes
proporciones, segun la humedad relativa y la rugosidad de las superficies.
Las particulas pueden cambiar de tamano en el muestreo, modificandose con ello
la eficiencia de recoleccidn. Por ejemplo, las moléculas de acido sulfurico adsorben
agua, cuando la humedad relativa es alta (por encima del 50%). Las particulas mas
pequefas tienden a adherirse a las mayores, variando el tamano de las mismas.
En un muestreo de particulas, se deben considerar las siguientes posibilidades:

Reacciones entre contaminantes posteriores a la recoleccion

Reacciones con los filtros, disolventes, etc.

Algunos gases pueden adsorberse en los aerosoles sdlidos o liquidos. Los

aerosoles pueden sublimar o evaporarse, después de la toma de muestra.

Sin embargo, si se sigue un control estricto del muestreo, estos Ultimos aspectos no

suelen causar problemas serios, y en general, se puede decir que las particulas tienden

a mantener su integridad, durante grandes periodos de tiempo.
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Las fuentes puntuales no suelen distribuir las particulas en todas las direcciones. Estas
se mueven con el viento, caracteristica muy variable. Un muestreador situado en el
camino de un penacho puede captar entre 10 y 100 veces mas particulas que uno
situado a sélo unos pocos metros del mismo. En las proximidades de edificios, arboles
y otros obstaculos, el aire permanece inactivo y se obtiene menor concentracion de
particulas.

También se dan gradientes de concentracion importantes en sentido vertical. Ya que,
normalmente las fuentes estan cerca del suelo, la cantidad de particulas disminuye con
la altura.

La hora de muestreo es también una variable importante. En muchas ciudades, la
altura de la capa de mezcla varia a lo largo del dia. A menudo se produce una
inversidon nocturna, que sitda los contaminantes cerca del suelo, aumentando
relativamente las concentraciones. Cuando amanece, la inversion sube gradualmente y
se rompe en la mafana o a primeras horas de la tarde, momento en el que se produce
buena dispersion de los contaminantes.

La concentracidn de particulas puede variar, facilmente, en un factor de 10 0 mas en
un periodo de 24 horas. Asi, una muestra tomada durante la tarde puede dar muy
poca informacion sobre la contaminacion real de una zona. Por otra parte, una
muestra de 24 horas puede promediar un episodio de contaminacién severa ocurrido
durante unas pocas horas. En cualquier caso, los muestreos de particulas de 24 horas
son una practica estandar.

En resumen, la muestra debe tomarse en el punto de mayor interés, siempre que esto
sea posible, pero adoptando todas las precauciones debidas a la hora de extrapolar
datos a un area mas amplia.

Si se desea obtener una medida del aerosol, en cuanto a su influencia sobre la salud

de los seres vivos en un area, debe tenerse en cuenta:

i) No estar directamente a favor del viento de la fuente emisora.

ii) Localizar el muestreador aproximadamente a 1.5 m del suelo.

iii) Situarse lejos de los principales obstaculos, a una distancia de al menos 10
veces su altura.

iv) Tomar varias muestras de la zona de interés en diferentes puntos.

V) Considerar las horas del dia mas significativas.
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c) Muestreo y almacenamiento de gases

Los gases siguen las leyes normales de la difusion y se mezclan perfectamente con la

atmosfera. No estan afectados por las fuerzas de inercia o electrostaticas que

presentan las particulas, por lo que son mas sencillos de muestrear que estas. Sin

embargo, es mucho mas dificil mantener la integridad de la muestra.

Las precauciones mas importantes a considerar, para mantener la calidad de un

muestreo de gases, se indican a continuacion:

)

Vii)

La integridad de la muestra. Las degradaciones y reacciones de los gases,
dentro del sistema recolector, son faciles.

El procedimiento de muestreo debe ser el Optimo para el procedimiento
analitico posterior.

Debe considerarse la posibilidad de reaccidn con las paredes del contenedor.
Prevision de fugas y contaminaciones de la muestra. Esto se controla
previamente al muestreo, siguiendo los programas adecuados de control de
calidad. En general se debe reducir al maximo el tiempo transcurrido entre
muestreo y analisis, proteger las muestras de la radiacion solar y de las
temperaturas extremas, durante el transporte y almacenamiento.

Existe una gran variedad de sistemas de bombeo de aire, con diferentes
tamafos y tipos. Cuando la muestra debe atravesarlos, es necesario que los
mismos estén construidos en materiales inertes, como teflon o acero
inoxidable. Este tipo de bombas son esenciales, cuando se muestrean gases
como o0zono, o tazas de hidrocarburos o halocarburos.

Mencién especial merecen los tubos utilizados para el muestreo. Es esencial
que la muestra de aire llegue inalterada al muestreador. Para asegurar que no
hay pérdidas de gases o vapores, el tubo debe estar construido de un material
inerte, como teflén o vidrio. No son recomendables materiales como la silicona
o el nylon, incluso en el muestro de gases inertes. Los tubos deben tener la
menor longitud posible, y nunca dejar que acumulen polvo o humedad.

Cuando se utilizan absorbentes, se deben sellar y guardar de manera
adecuada, inmediatamente después del muestreo.

c¢) Muestreo de aguas

El objetivo del muestreo de aguas es recoger una pequena porcion de material, es decir de

agua, de manera que tenga un volumen adecuado para el transporte y posterior



6-41

manipulacion en el laboratorio de analisis, y que siga siendo una representacion exacta del

cuerpo de agua que se pretende analizar. Esto significa que las proporciones o

concentraciones relativas de todos los componentes de interés deben permanecer

inalteradas, antes de efectuar los ensayos.

Algunas precauciones generales en el muestreo de agua son las siguientes:

ii)

Vi)

debe obtenerse una muestra que se ajuste a los requisitos del programa de
muestro y manipularla, de manera que no se deteriore o contamine, antes de
llegar al laboratorio. El envase o botella utilizados deben enjuagarse dos o tres
veces con el agua a muestrear, a no ser que contengan algun conservante.
Dependiendo del tipo de analisis, el envase debe llenarse totalmente (mayor
parte de contaminantes organicos), o dejar espacio para la aeracion, mezcla,
etc. (andlisis microbioldgicos). Para muestras que van a ser almacenadas, es
preferible dejar un espacio de aire de aproximadamente el 1% de la capacidad
del recipiente, para permitir la expansion térmica.

En determinados casos, las muestras representativas solo pueden obtenerse
preparando mezcla compuestas de muestras elementales,
recogidas en periodos de tiempo o en diferentes puntos de muestreo. Los
detalles del muestreo variaran enormemente con las condiciones locales, de
manera que no se pueden establecer recomendaciones especificas generales.
A veces, proporciona mas informacion el andlisis de varias muestras
elementales, que el de una muestra global.

Factores importantes que afectan a los resultados son la presencia de materia
en suspension o turbidez, el método elegido para eliminarlos, asi como los
cambios fisicoquimicos, debidos al almacenamiento o aireacion de las
muestras.

Se deben tener precauciones especiales al procesar (mezclas, filtrar, etc)
muestras en las que se van a determinar trazas de componentes,
especialmente metales. Por ejemplo, la determinacion de plomo puede
invalidarse, con facilidad, por contaminacion durante estos procesos.

Se debe tratar cada muestra de acuerdo con las sustancias que se van a
determinar, la cantidad y la naturaleza de la turbidez, y otras condiciones que
pueden influir en los resultados.
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Vii) En general, se deben separar la materia en suspension por decantacion,
centrifugacion, o mediante un procedimiento de filtracion adecuado. A veces,
puede tolerarse una turbidez ligera, ya que puede corregirse en una prueba
calorimétrica, que es donde potencialmente tiene el mayor efecto interferente.

Viii) Debe anotarse cada muestra e identificarla posteriormente, el nombre del
muestreador, fecha, hora, localizacion exacta, temperatura del agua y otros
datos necesarios, como las condiciones climaticas, nivel del agua, caudal, etc.
Debe dejarse un espacio para las iniciales de la persona que asuma la muestra,
y la hora y fecha de transporte. Se deben fijar los puntos de muestreo
mediante mapas, para permitir su identificacion por otras personas.

iX) Antes de recoger muestras procedentes de sistemas de distribucion, deben
dejarse pasar una cantidad de agua suficiente para asegurar que se obtiene
una muestra representativa, teniendo en cuenta el diametro vy la longitud de la
tuberia, asi como el caudal.

X) Al recoger muestras de pozos, debe asegurarse que se ha bombeado
suficientemente para que la muestra represente al agua subterranea de interés.

Xi) Cuando las muestras son de rios o corrientes, los valores analiticos pueden
variar con la profundidad, el caudal, la distancia a la orilla y de una orilla a la
otra. Si se dispone del equipo adecuado, es wnveniente tomar una muestra
integrada desde la superficie al fondo, en mitad de la corriente. Si solo se
puede tomar una muestra, debe hacerse en el centro de la corriente y a una
profundidad media.

Xii) Los lagos estan sujetos a grandes variaciones por causas naturales, tales como
la estratificacion estacional, las lluvias, la deposicion y los vientos. Debe
elegirse el punto, profundidad y frecuencia de muestreo, de acuerdo con las
condiciones locales y el objetivo de la investigacion. Se debe evitar recoger &
espuma superficial.

xii)  En general, debe tenerse siempre en cuenta antes de disefar el plan de

muestreo, los andlisis que se van a efectuar, asi como el objetivo del muestreo.

Tipos de muestras de aguas:
i) Muestras instantaneas: Estrictamente hablando, una muestra que se recoge en

un instante y en un punto determinado, sélo puede representar a la fuente en
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ese momento y en ese punto. Sin embargo, cuando se sabe que una fuente es
bastante constante en cuanto a su composicién, durante largos periodos de
tiempo, o en un amplio margen de distancias y direcciones, se puede
considerar como una muestra representativa. Este es el caso de algunos
sistemas de distribucion de agua, determinadas aguas superficiales, y
ocasionalmente también, de corrientes de aguas residuales. Cuando se sabe
que la composicién de la fuente varia con el tiempo, estas muestras, recogidas
a intervalos adecuados y analizados por separado, pueden documentar la
extension, frecuencia, y duracién de las variaciones. Se deben elegir los
intervalos, de acuerdo con la frecuencia con la que se esperan los cambios. Si
la composicion varia en el espacio, se deben tomar muestras en los puntos
adecuados, siguiendo diversos planes estadisticos, o basandose en la
experiencia anterior.

Muestras compuestas: En la mayor parte de los casos, este término se refiere a
una mezcla de muestras instantaneas recogidas en un mismo punto, a
diferentes tiempos. Este tipo de muestra es Util para observar promedios de
concentraciones, que se utilizan por ejemplo, para calcular la eficiencia de una
planta de tratamiento de aguas residuales. Como alternativa al analisis
separado de una gran numero de muestras, seguido por tratamiento de datos
de promedios y resultados totales, estas muestras suponen un ahorro tanto
econdmico, como de esfuerzo. Por ello, se considera de manera estandar, para
la mayor parte de las determinaciones, una muestra compuesta representando
un periodo de 24 horas, a no ser que se elijan otros ciclos, debido a problemas
particulares.

Cuando se determinen  componentes o caracteristicas variables con el
almacenamiento, no se puede utilizar este tipo de muestreo. Tales
determinaciones deben realizarse rapidamente sobre las muestras
instantaneas, preferiblemente en el mismo punto de muestreo. Ejemplos de
este tipo de analisis son los gases disueltos, la temperatura y el pH. Cuando se
producen cambios en algunos de estos componentes, por ejemplo el pH o la
temperatura, pueden a su vez ocasionar variaciones en otros constituyentes,

como hierro, manganeso, alcalinidad o dureza.
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Se deben tomar porciones individuales, recogidas a intervalos regulares,
utilizando una botella con un didametro de entrada de al menos 35 mm y una
capacidad minima de 120 ml. La mezcla puede efectuarse, tanto al final como
durante el muestreo. Si se utilizan conservantes, deben afadirse al inicio del
muestreo, de manera que todas las porciones estén en contacto con ellos
desde el momento en que son muestreadas. El volumen debe ser proporcional
al caudal. El volumen final de 2 ¢ 3 litros es suficiente, en el caso de afluentes y
residuos. Las botellas se deben limpiar a diario, asi como todos los objetos de
muestreo, para eliminar el crecimiento bioldgico, asi como otros depdsitos.

iii) Muestras integradas: Para determinados objetivos, puede r necesario
analizar mezclas de muestras instantaneas recogidas simultdneamente de
diferentes puntos. Un ejemplo es el caso de un rio, en el que la composicion
varia a través de su profundidad y anchura. Para establecer una composicion
promedio, deben tomarse varias muestras en untos de la seccion transversal,
en porcion a sus flujos relativos. La preparacion de muestras integradas
normalmente requiere equipos especiales para recoger una muestra a una
profundidad conocida, sin contaminacion del agua de las capas superiores. Se

debe conocer el volumen, movimientos, y composicion de las pares del agua

que se va a muestrear.

Cantidad de muestra.

De manera general, se establece la cantidad de 2 litros, para la mayor parte de las
determinaciones fisicas y quimicas. No obstante, para determinados analisis, se
pueden necesitar mayores cantidades. Para la mayor parte de los analisis fisicos y
quimicos es suficiente una muestra de 2 litros, pero para ciertas determinaciones
especiales, se puede necesitar un mayor volumen.

No debe utilizarse la misma muestra para los estudios quimicos, bacterioldgicos y
examenes microscopicos, ya que los métodos de muestreo y manipulacion de la
muestra son diferentes.

Conservacion de la muestra

La conservacion completa e inequivoca de una muestra de agua es practicamente
imposible. Las técnicas de conservacion, en el mejor de los casos, retardan los cambios

bioldgicos y quimicos, que inevitablemente tienen lugar después del muestreo.
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Algunos constituyentes son mas sensibles a modiftaciones. Por ejemplo, puede haber
perdidas de algunos cationes por absorcidn o intercambio i6nico, con las paredes del
recipiente que los contiene (aluminio, cadmio cromo, cobre, hiero, plomo, magnesio,
plata, cinc). Se debe recoger, separadamente, una muestra en una botella limpia y
acidificarla con acido nitrico, a un pH inferior a 2, para minimizar precipitaciones y
adsorciones.

La temperatura cambia rapidamente, y el pH puede variar de manera significativa en
cuestién de minutos. Pueden darse perdidas de gases disueltos (e.g., oxigeno, didxido
de carbono), por lo que estos parametros deben determinarse en campo. Con cambios
en el balance Ph- alcalinidad- didxido de carbono, pueden precipitar el carbonato
célcico disminuyendo la dureza total.

Hierro y magnesio son solubles en sus estados de oxidacidon mas bajos, pero
relativamente insolubles en los superiores. Asi, pueden precipitar o disolverse a partir
de un sedimento, dependiendo del potencial redox de la muestra. Se pueden producir
variaciones en el contenido en nitratos, nitritos y amoniaco, disminucion de la
concentracién de fenol y en la demanda bioldgica de oxigeno; todo ello por la actividad
microbioldgica, etc. Las caracteristicas organolépticas pueden aumentar, disminuir o
modificarse sus cualidades. No se pueden utilizar recipientes de vidrio para muestrear
silice, boro o sodio. Algunas transformaciones bioldgicos pueden cambiar los estados
de oxidacién de determinacién de metales.

Es imposible precisar terminantemente el tiempo que puede transcurrir entre la
recoleccién de una muestra y su analisis, pues depende de la indole de la muestra, del
analisis particular por verificar y de las condiciones de almacenamiento. Se pueden
reducir mucho los cambios producidos por la proliferacién de organismos si la muestra
se mantiene en la oscuridad y a baja temperatura hasta que se analice. Se sugieren,
como razonables, los siguientes limites maximos para muestras destinadas a andlisis

quimicos Yy fisicos:

» Aguas no contaminadas............c.cc.e..... 72 horas
» Aguas ligeramente contaminadas........ 48 horas
» Aguas contaminadas ...........ccccceeeeeiinns 12 horas

En general, algunos de estos aspectos se recogen en los métodos de analisis
individuales, pero sera fundamental el criterio del analista, en relacién con la

naturaleza del agua en estudio.
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ANEXO B6. ESTIMACION DE LOS VALORES DE AY s PARA EL CALCULO
DEL z-score (PRICHARD et al., 1995, cap. 3).

Los organizadores del ensayo de colaboracion son los encargados de decidir sobre

los pardmetros Ay s para el calculo del z-score.

Estimacdion dd verdadero valor, A

Hay tres formas de obtener una estimacion de A.

(i) La adicién de una cantidad conocida de analito a una matriz que no contiene
analito. Este método es completamente satisfactorio en muchos casos,
especialmente si lo que se requiere es que la cantidad total de analito sea mayor
que la concentracidon. Si la concentracion requerida es del orden de los ppm
entonces la cantidad exacta de la matriz a la cual es anadido el analito debe
conocerse tan bien como la cantidad afadida. Si solo una porcién de esta sera
usada para su analisis, es importante conocer la homogeneidad de la distribucién

del mismo en la muestra.

(i) El uso de un valor consensuado producido por un grupo de laboratorios
expertos usando los métodos mejores posibles. Esta es probablemente, la
aproximacién mas cercana al verdadero valor para el material de prueba, pero

“producirlo” es bastante caro.

(iif) El uso de un valor consensuado, producido en cada corrida de un ensayo de
colaboracion y basandose sobre los resultados obtenidos por los participantes. El
dato consensuado es estimado como la media de los resultados después de que se
han eliminado los datos andmalos. Esta aproximacion es claramente la forma mas
barata de obtener una estimacion del verdadero valor, pero podrian haber
problemas sino existe un consenso real entre los participantes o bien el consenso
esta sesgado debido al uso de una metodologia general defectuosa.

Estimacion dela desviadion estandar, s

Hay cuatro formas de estimar los valores de la desviacién estandar, estas son:
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(i) Uso de la desviacidon estandar de un blanco, el cual es representativo de la
concentracion de analito. Usar esta aproximacion tiene la ventaja de que los
resultados de diferentes ensayos pueden ser comparados.

(i) Calcular la desviacién estandar de los resultados obtenidos por todos los

laboratorios participantes en el ensayo.

(i) Excluir los datos andmalos de los resultados obtenidos y calcular la desviacion

estandar.

(iv) Si es posible, use la desviacion estandar obtenida en ensayos de colaboracion
donde todos los participantes en el ensayo usaron el mismo método.
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7.1 CONTROL PARA LA CALIDAD

“Control” se refiere al proceso que se emplea con el fin de cumplir con los estandares.
Esto consiste en observar el desempeiio real, compararlo con algun estandar y después
tomar medidas si el desempeio observado es significativamente diferente del estandar. El
proceso de control tiene la naturaleza de un ciclo de retroalimentacion. (ver figura 7.1). El
control incluye la siguiente secuencia universal de pasos (JURAN, 1990, cap. 9):

Seleccionar al sujeto de control: esto es lo que se quiere regular.
Elegir la unidad de medida

Establecer la meta para el sujeto de control

H W=

Crear un censor que pueda medir el sujeto de control en términos de la unidad de
medida

Medir el desempefio real

Interpretar la diferencia entre el desempefio real y la meta

7. Tomar medidas (si es necesario) sobre la diferencia

PROCESO SENSOR [ T META

ACCION COMPARACION

FIGURA 7.2 PROCESO DE CONTROL

Esencial en el proceso de control de calidad es el hecho de “medir la calidad”. Para el
control de la calidad la mediciéon proporciona retroalimentacion y advertencias a tiempo

sobre los problemas.



7.1.1 VARIACION Y NECESI DAD DE CONTROL

Al igual que no hay dos hojas en un arbol exactamente iguales, no hay procesos que sean
exactamente iguales.

La meta de la “produccién”, es producir “productos” de calidad consistente, que cumplan
con las especificaciones técnicas (EVANS y LINDSAY, 1995, cap. 8).

Un proceso cualquiera tiene muchas fuentes de variacion, algunas de ellas son (EVANS y
LINDSAY, 1995, cap. 8):

« La variacidn de lo que entra
» El proceso de conversion

« La medicién de lo que sale

Por ejemplo, en la realizacion de un ensayo quimico la distribucion de la cantidad y otras
caracteristicas del analito en el material que lo contiene no es del todo uniforme. También
el proceso de muestreo (obtencién de la muestra) en si tiene su variabilidad inherente.
Durante el proceso de conversion, que en el analisis quimico podria asociarse al método
de analisis seguido para la determinacién del analito, y todo lo que su seguimiento
involucra como preparacion del material que contiene el analito, preparacion de reactivos,
etc. Las fuentes de variabilidad podrian asociarse a factores ambientales, humanos, de
instrumentacion y de equipo de medicion (EVANS y LINDSAY, 1995, cap. 8).

Debido a estas variaciones, se pueden expresar las especificaciones de las medidas como
valores Unicos, sino mas bien con las incertidumbres aceptables.

En general, todo proceso tiene cierta variabilidad que no puede atribuirse a una causa
Unica, siendo el resultado de los efectos combinados de muchas. Estas causas
responsables de esta variabilidad se llaman causas no asignables o comunes, entre estas

causas pueden citarse: variabilidad en material entrando, precision y exactitud propias del
método de analisis, destreza de los analistas, etc. Estas causas no asignables hacen que el
repetir el proceso en condiciones aparentemente andlogas, se obtengan resultados
distintos. Aunque no es posible medir las causas asignables en forma individual, los
efectos combinados pueden ser estables y ser descritos con bastante exactitud mediante
distribuciones de probabilidad (EVANS y LINDSAY, 1995, cap. 8).
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Existen otras causas de variabilidad, que cuando actuan, producen ciertos efectos
previsibles y definidos; por ejemplo, la descalibracién de un instrumento de medicion
produce mediciones defectuosas, sin embargo al calibrarlo se elimina la causa de
variabilidad y los efectos desaparecen. Estas se conocen como causas asignables o
especiales de variacion (EVANS y LINDSAY, 1995, cap. 8).

Todo proceso de funcionamiento regular tiene variabilidad debida a ambos tipos de

causas. Las causas no asignables estan presentes siempre produciendo una variabilidad
homogénea y estable que es predecible al ser constante. Las asignables solo intervienen
en determinados momentos, y producen entonces una varabilidad muy grande. Los
defectos debidos a causas no asignables aparecen aleatoriamente y la aparicion de un
defecto no hace mas probable la aparicion del siguiente. Por el contrario, los defectos
debido a causas asignables se mantienen hasta que se elimina la causa que los produce
(EVANS y LINDSAY, 1995, cap. 8). En el andlisis quimico la variabilidad debido a causas no
asignables se conoce como error aleatorio y la variabilidad debida causas asignables se
conoce como sesgo.

Estudiando un proceso es posble eliminar sucesivamente las causas asignables de manera
que la variabilidad restante sea debida Unicamente a causas no asignables. Se dira
entonces que el proceso se encuentra en estado de control estadistico.

Ningun proceso se encuentra espontaneamente en estado de control; llevarlo a dicho
estado y mantenerlo en él es un logro. Este es el objetivo del control de procesos. Si se
tiene presencia de variabilidad debida a causas asignables se dice que el proceso esta
fuera de control (EVANS y LINDSAY, 1995, cap. 8).

La responsabilidad de eliminar las causas asignables corresponde al supervisor del
proceso: la descalibracion de equipo, el error del analista, etc. Son causas directamente
detectables y resolubles dentro del marco del proceso. Sin embargo, la responsabilidad de
reducir la variabilidad producida por las causas no asignables, que son la mayoria,
corresponde a la direccidon de la empresa: mejorando la tecnologia, cambiando a los
proveedores, y, en general, mejorando el proceso (PENA, 1986).

En resumen, cuando un proceso esta en estado de control, la variabilidad es constante a lo
largo del tiempo y, por tanto, predecible. Por el contrario, cuando el proceso esta fuera de
control la variabilidad no es constante, siendo sus valores futuros impredecibles (PENA,
1986).

En la figura 7.2, se presenta la representacién de procesos bajo y fuera de control.
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Causas no asignables Causas asignables
-Existen muchas, cada una -Existen un numero
de pequeno
pequena importancia. pero que  producen

fuertes

efectos
-Producen una variabilidad -Producen una
estable variabilidad

imprevisible
-Es dificil reducir sus efectos -Sus efectos desaparecen

al

eliminar la causa
Ejemplos:
Variaciones debidas al Variabilidad debida a
material entrante al proceso, desajuste, errores
a diferencias de habilidad de humanos, reactivos
los analistas, a factores defectuosos, fallos de
ambientales. controles.

‘ (b) Proceso en Control

(a) Proceso fuera de Control

FIGURA 7.3 (b) PROCESOS BAJO CONTROL Y (a) FUERA DE CONTROL
(PENA, 1986)

La salida de un proceso de medicion llega ser creible cuando este se encuentra en Estado
de Control Estadistico (EVANS y LINDSAY, 1995, cap. 8).

Lo anterior, significa que hay evidencia estadistica que el proceso de medicién genera
resultados validos, es decir (PRICHARD et al., 1995, cap.5):

 El valor medio de un gran ndmero de valores individuales tiende a un valor limite.
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» Los valores individuales estaran distribuidos alrededor del valor medio limitante en

una distribucion estable descrita por una desviacion estandar también estable.

Para demostrar la estabilidad de un sistema se requiere el continuo monitoreo del mismo.

7.2 DIVISION DEL CONTROL DE CALIDAD

Con frecuencia el Control de Calidad, se divide en dos categorias (PEREZ, 1999, cap. 7):

a) Control de calidad en linea o control de procesos.

b) Control de calidad fuera de linea (de recepcion y producto acabado)

El en linea consiste en todas las actividades de control que se llevan a cabo durante el
proceso. Estas actividades usualmente se llaman control del proceso. Los métodos en linea

tienen un ciclo de realimentacién para tener accidon correctiva inmediata. Los métodos
fuera de linea son los que se llevan a cabo externamente al proceso. En el laboratorio de

ensayo estas dos categorias de control se entenderian mejor como control de calidad

interno y control de calidad externo (o valoracion de la calidad).

7.2.1 CONTROL DE CALIDAD INTERNO EN EL LABORATORI O DE ENSAYO

Los elementos basicos del control de calidad interno en un laboratorio de ensayo son
(GARFIELD, 1984, cap. 2):

» Competencia técnica del personal

» Facilidades convenientes y equipo

« Buenas practicas de laboratorio (BPLS)

« Buenas practicas de medicion (BPMs)

« Procedimientos de operaciones estandar (POES)
+ Protocolos para procesos especificos (PPEs)

« Inspeccidn

« Documentacion
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« Entrenamiento

En general, los controles de calidad internos en un programa de Aseguramiento de la
calidad deben incluir (PRICHARD et al., 1995, cap. 5):

Inspeccion y mantenimiento preventivo de equipo e instrumentacion

_D'QJ

Inspeccion y pruebas periddicas y ajuste para funcionamiento apropiado
Mantenimiento de la destreza del personal

Validacion de métodos

Etiquetado de todos los reactivos y soluciones

Uso de materiales de vidrio y reactivos de alta calidad

@ ™ 0o o 0

Disponibilidad de un manual de procedimientos del laboratorio; uso exclusivo de

métodos documentados

h. Localizacién de los manuales en un area definida

i. Manuales actualizados y disefiados para reflejar revision de supervision anual
(escrito para la aprobacién de todos los cambios)

j. Calibracion apropiada de pipetas y buretas

k. Procedimientos de estandarizacion para reactivos convenientes

. Uso de muestras representativas, muestras replicadas, control de muestras,
blancos, muestras ciegas y materiales de referencia

m. Observacion directa de ciertos ensayos de evaluacion criticos para controlar errores

n. Monitoreo continuo de los resultados

0. Mantenimiento de cartas de control y registros apropiados

p. Comparacién de medias de los resultados replicados del laboratorio con otros
laboratorios

g. Medidas correctivas para mejorar la calidad de los datos

r. Respuesta a las quejas de los usuarios

s. Actividades especificas para cada técnica analitica en el laboratorio

7.2.2 CONTROL DE CALIDAD EXTERNO EN EL LABORATORI O DE ENSAYO
(VALORACI ON DE LA CALIDAD).

La valoracidn de la calidad tiene dos componentes que son (APHA, 1996, cap.1):
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1. La valoracidon interna de la calidad: que permite dia a dia en un laboratorio

particular precision en los resultados.
2. La valoracién externa de la calidad: que evalla la exactitud en los resultados.

Los elementos basicos de la valoracién de la calidad son los siguientes (APHA, 1996,

cap.1):

Para la valoracion interna:

» Mediciones repetidas
Pruebas internas de muestras
Mediciones de blancos analiticos
Cartas de control
Andlisis de precision
Intercambio de operadores

YV V V V V V

Auditorias

Para la valoracion externa:
» Pruebas colaborativas
» Intercambio de muestras
> Materiales Estandar de referencia
> Auditorias

7.3 CONTROL ESTADI STI CO DE CALIDAD

El Control Estadistico de Calidad, es la aplicacion de técnicas estadisticas para medir y
mejorar la calidad de los procesos. El Control Estadistico de Calidad incluye (EVANS y
LINDSAY, 1995, cap. 8):

« El control Estadistico del proceso
* Herramientas de diagnosis

* Planes de muestreo
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Las técnicas de control Estadistico de procesos, comenzaron a ser desarrolladas en 1920
en EEUU por W.A. Shewart, cobrando especial importancia su utilizacion durante la
segunda guerra mundial en las empresas de armamento. Hasta entonces las pruebas de
calidad que se adoptaban en las empresas estaban basadas en la inspeccion de productos
acabados, eliminando los defectuosos. El procedimiento se reveld ineficaz, por lo que el
control de calidad se desplazd al proceso. A partir de entonces el Control de Procesos ha
ido evolucionando respondiendo a las necesidades de las empresas, dando lugar a dos
corrientes (PRAT et al., 2000, cap. 11):

1. La primera sigue denominandose Control Estadistico de Procesos (CEP)
(Statistical Process Control, SPC), y ha estado mas relacionada con las industrias
de produccidn en serie y de servicios. Este se desarrollé principalmente a partir
de la crisis de los afios 70 en empresas relacionadas con el sector de automocion.

2. A la segunda se le denomina Control Adaptativo o Automatico de Procesos (CAP)
(Automatic Process Control, APC), y ha estado mas ligado a empresas de

produccion continua, como pueden ser las empresas quimicas.

Hoy en dia la utilizacion de unas técnicas u otras es compartida cada vez mas por ambos
sectores. Sin embargo, en el area de control de procesos de medicion en laboratorios de

ensayo el CEP es el mas aplicable.

7.3.1 CONTROL ESTADI STI CO DE PROCESOS ( CEP)

El Control Estadistico de Procesos (CEP), es la aplicacion de técnicas estadisticas para la
medicién y analisis de las variaciones de los procesos.

Los obijetivos principales del CEP son los siguientes (PRAT et al., 2000, cap. 11):

I. Minimizar la “produccion” defectuosa
II. Mantener una actitud de mejora continua del proceso
ITI. Comparar respecto a las especificaciones

Bill Hunter, dice: “Todo proceso genera un “producto”, pero ademas genera informacion”,

por lo que las técnicas del CEP han de ser aplicadas lo mas proximas posible al proceso
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que genere informacion para poder disminuir el tiempo de reaccion ante el proceso. Por
eso han de ser sencillas de utilizar e interpretar (PRAT et al., 2000, cap. 11).
Hay dos razones basicas para aplicar el CEP (EVANS y LINDSAY, 1995, cap. 8):

e La primera, es que el CEP permite determinar cuando emprender acciones para
ajustar el proceso que se ha salido de control,(presencia de causas asignables de
variacion).

« La segunda, es que el CEP sefiala cuando dejar solo un proceso.

El CEP se puede considerar como si se efectuara la prueba de una hipdtesis (EVANS y
LINDSAY, 1995, cap. 8):

Ho: el proceso esta bajo control
Comparandola con:

H,: el proceso esta fuera de control

Las decisiones correctas son ajustar el proceso cuando esta fuera de control y dejarlo solo
cuando esta bajo control. Naturalmente, se pueden tomar decisiones incorrectas por
errores de muestreo o errores en la interpretacion de los datos. El riesgo de ajustar el
proceso bajo control equivale al error tipo I; si no se corrige el proceso que esta fuera de
control, equivale al error tipo 1. La aplicacion correcta del CEP reduce al minimo estos
riesgos (EVANS y LINDSAY, 1995, cap. 8). En la tabla 7.1, se resume lo anteriormente

expuesto.

TABLA 7.1 DECISIONES Y RI ESGOS EN EL PROCESO DE CONTROL

Decision Bajo Control Fuera de control
Ajustar el proceso Error tipo I Decision correcta
Dejarlo solo Decisbn correcta Error tipo II

7.4 ESTUDI O DE LA VARI ACION

Como se menciond anteriormente el CEP es la aplicacién de técnicas estadisticas para la

medicién y analisis de las fuentes de variacién de los procesos. Existen en general, tres
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técnicas estadisticas dirigidas a estos fines: (1) Graficos de control; (2) Estudios de
transmision del error; (3) Estimacion de los componentes de la varianza. Los primeros
sirven para descubrir causas de variacidn asignables y pueden provocar vigilancia y
realimentacion en bs sistemas operativos de control. Los segundos pueden mostrar como
los errores introducidos en diversas partes de un sistema se sintetizan en sus efectos
sobre el resultado final. La tercera permite disgregar la variacion final en componentes
asociados con causas individuales (BOX et al., 1989, cap. 17).

7.4.1 LAVARI ACI ON. REPRESENTACI ON GRAFI CA

De todos los medios para analizar datos puede que los mas valiosos sean los graficos. La
comprension surge como resultado de la informacidon correctamente transmitida; la
existencia de informacion no es suficiente. Lo mismo si el objetivo es controlar una planta
de fabricacion, la gestién de un laboratorio de pruebas o el cuidado de un paciente, es
importante no en sélo recoger la informacién apropiada, sino también que esta
informacion sea transmitida de forma facilmente comprensible a los responsables de tomar
decisiones (BOX et al., 1989, cap. 17).

Desgraciadamente es bastante corriente que se realice el costoso esfuerzo de recoger los
datos y no, en cambio el comparativamente menor adicional de transmisién. La
informacién puede permanecer oculta en libretas de notas, tablas, hojas de registro de
procesos, o en memorias de ordenadores o en complicadas ecuaciones matematicas
incomprensibles. Para que los datos sean informativos deben presentarse de forma que las
experiencias presentes y pasadas puedan compararse facilmente y la variacion
concomitante de dos o mas respuestas relacionadas pueda considerarse simultaneamente.
Sea lo que sea lo que se haga posteriormente en un analisis mas formal, la representacion
grafica apropiada de los datos no es nunca una perdida de tiempo y frecuentemente
revela caracteristicas de los datos que de otra forma hubiesen pasado desapercibidas (BOX
et al., 1989, cap. 17).
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Experimento Experimento
(realizar el grafico)

Disefio Analisis
(lo que se necesita (mirar el grafico) Diseflo
es este grafico
concreto)
Conjetura
(un grafico de los Nuevas
datos puede sefialar conjeturas
algo)

FI GURA 7.4 REPRESENTACI ON GRAFICA COMO EXPERIMENTACI ON | TERATIVA

En la figura 7.3 se ilustra que realizar graficos es un caso especial de experimentacion
iterativa. Quizas un grafico revele errores de trascripcion, tendencias insospechadas o
ciclos. Si es asi, hay que examinar con mas detalle estos fendmenos. Es posible que esto
se pueda conseguir con nuevos graficos o con algun andlisis mas formal de los mismos
datos; también es posible que sea necesario recoger mas datos. En cualquier caso, los
graficos pueden en ocasiones cambiar por completo el curso del estudio. Es un crimen
antinatural, pero frecuentemente cometido, el querer forzar a la pieza cuadrada de los
datos inapropiados a encajar en el agujero redondo de los métodos estadisticos
computarizados (BOX et al., 1989, cap. 17).

Una aplicacién muy importante de los graficos de datos son los gréficos de control que se
utilizan para la vigilancia de operaciones repetitivas en plantas industriales y laboratorios
de ensayo (BOX et al., 1989, cap. 17).

7.5 DIAGRAMAS DE CONTROL

En el programa de garantia de calidad los diagramas de control son herramientas Utiles,
cuyo uso se da en los andlisis de rutina mas propensos a error (habitualmente sesgo
aumentado, pero algunas veces variabilidad aumentada).

Un diagrama de control es un trazo grafico de los resultados de las pruebas con relacién al
tiempo o secuencia de mediciones, con limites dentro de los cuales se espera caigan los
resultados cuando el esquema analitico esté en un estado & “control estadistico”. Un
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procedimiento esta bajo control estadistico cuando los resultados caen siempre dentro de
los limites de control establecidos. Un proceso se encuentra en esta condicion cuando se
han corregido o eliminado las causas asignables a la variacion significativa, permitiendo
que se use un grupo de mediciones para predecir limites de variacion y para asignar un
nivel de confianza en el sentido de que las mediciones futuras estaran dentro de estos
limites. Ademas de identificar los resultados que estan fuera de control un diagrama
revelara las tendencias y ciclos, por lo cual es una herramienta para proporcionar el
tiempo real de andlisis de los datos y la informacién en la que se pueden basar las
medidas correctivas apropiadas, que se aplicaran después mediante un investigacion
subsiguiente del proceso.

7.5.1 CONSTRUCCI ON DE UN DI AGRAMA DE CONTROL

Para hacer un diagrama de control, las mediciones deben tomarse cuando el proceso esta
bajo control. Esto significa que el analista debe estar familiarizado con el método, haber
explotado las fuentes de error, por ejemplo, procedimientos de muestreo, técnicas
instrumentales y separacion de los analitos) y haber realizado suficientes validaciones del
método para estar seguros de que los resultados son aceptables. Los siguientes son pasos

razonables en la construccion de un diagrama de control (GARFIELD, 1984, cap. 2):

o Seleccionar el tipo de diagrama de control a construir

o Identificar los elementos esenciales del diagrama

o Decidir las metas

o Seleccbnar las caracteristicas que seran medidas

o Decidir como, dénde y cuando deberan ser medidas las caracteristicas

o Decidir que tamano de subgrupo es apropiado

o Definir el procedimiento para obtener muestras aleatoriamente

o Obtener estimaciones confiables de la media del proceso (sino es conocida de otra
manera) y de la desviacion estandar a largo plazo

o Colocar los elementos del diagrama (la linea central y los limites preventivos y de
accion)

o Colocar los datos
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Existen diferentes tipos de diagramas de control, tal como se presenta en la seccién 7.5.2.
Sin embargo, los diagramas de control de Shewhart son los mas faciles de construir, usar
e interpretar. Probablemente su caracteristica mas Util sea la identificacion de resultados
individuales remotos (BOX et al., 1989, cap. 17). La figura 7.4 es un modelo estandar para
un diagrama de control de Shewhart y de todos sus elementos.

16 Limite de control inferior
14
/\ Valores observados de X
12 i
/ \ /\\|//I \
8 / g \
/‘ Linea Central \
6 Y
4 Limite de control inf
2
0 T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9
Num d bgrupos (muestra)

FIGURA 7.5 ELEMENTOS DE UNA GRAFI CA DE CONTROL

7.5.2 TIPOS DE CARTAS DE CONTROL

Existen en general, dos clasificaciones para &s graficas de control en base al tipo de
variables que se manejen, y estas son (MONTGOMERY, 1991, cap. 4):

a) Graficas de control para variables

b) Graficas de control para atributos

Las de mayor aplicabilidad en el area de analisis quimico son las graficas de control para
variables. De las cuales hay dos tipos principales (GARFIELD, 1984, cap. 2):

1. Cartas de control para propiedades
2. Cartas de control para precision



Habitualmente, estos dos tipos de cartas se usan en asociacion.

Existen diferentes tipos de cartas de control para propiedades entre las que se
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encuentran: las graficas de medias y rangos, graficas de mediciones individuales, graficos

de sumas acumulativa o ACUSUMA v las graficas de medias moviles y cartas de control de

mediciones dependientes.

En la tabla 7.2, se presenta una guia comparativa de los distintos tipos de cartas de

control.
TABLA 7.2
GRAFI CO Parametros
representados
X yR/s Media y recorrido
(o desviacion
tipo) del
subgrupo
XyR Unidades y
recorrido del
subgrupo
ACUSUMA Sumas

acumuladas de
desviaciones de
la media del
subgrupo a partir
de un valor de
referencia

VARI ABLES
Uso Ventajas
Caracteristico
Proceso con Un buen
predominio de observatorio de las
maquina variaciones

Cuando solo es
posible una sola
observacion por
lote

Productos o
ensayos de costo
elevado en los
que es corriente
una variacion de
0.50a 20

7.6 CARTAS DE CONTROL DE SHEWHART

estadisticas de un
proceso

Muy rapido y facil
de complementar y
explicar.
Directamente
comparable con las
tolerancias.

Mas rapida
respuesta a un
cambio brusco en
la media que la
fichade ¥y R

Desventajas

Calculos
complejos;
respuesta
lenta; relacion
indirecta entre
limites de
control y
tolerancia

No tan sensible
como la ficha
de xyR

Complejo,
dificil de
explicar

7.6.1 CARTAS DE CONTROL DE SHEWHART PARA PROPI EDADES:
DE MEDIAS Y MEDI Cl ONES I NDI VIDUALES

GUI A COMPARATI VA DE TI POS DE FICHAS DE CONTROL PARA

Comentarios

Seleccion del
tamafio de los
subgrupos,
frecuencia y
cantidad de
subgrupos
utili-

zados para
fijar y
modificar
cuidadosa-
mente los
limites de
control.

El Pre-Control
es mas facil

Estas cartas pueden utilizar: Mediciones individuales 0 El promedio de varias

mediciones de una propiedad seleccionada de una muestra de control.
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Una muestra de control (MC) es una cantidad de material que ha sido seleccionada
para hacer mediciones de un parametro de calidad dado de un material, con el
propdsito de controlar el proceso de medicién. Una muestra seleccionada para el
control estadistico de calidad debe cumplir con los siguientes criterios, para
asegurar la propia evaluacién del método de ensayo (BOVER, 1990):

« La MC generalmente es similar a los materiales tipicamente analizados por
el método de ensayo.

e Algunas veces la MC puede ser un material de referencia o estandar
certificado.

e La MC debe ser estable con respecto a la propiedad medida sobre el
periodo supuesto de uso y bajo condiciones adecuadas de almacenaje.

« La MC debe ser homogénea, o el procedimiento debe ser establecido para
procurar homogeneidad en una muestra de material a granel para analisis.

« El valor mas probable de la propiedad medida, debe ser conocido o

determinado por analisis repetidos.

Los elementos basicos de las cartas de control de medias y mediciones
individuales, son los siguientes (BOVER, 1990):

1. La linea central, que puede ubicarse en la mejor estimacién del valor medio
de la variable o en el valor certificado de un material de referencia.

2. Los limites de control de sesgo cada uno localizado inmediatamente abajo y
arriba de la linea central. Estos son dibujados a una desviacién estandar de
la linea central (+10).

3. Limites de control de alarma cada uno localizado abajo y arriba de los
limites de control de sesgo y estan colocados a dos desviaciones estandar
de la linea central (+20).

4. Limites de control de accién cada uno localizado después de los limites de
alarma (arriba y abajo). Ellos estan a tres desviaciones estandar del valor
medio (£30).
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5. Zona de alarma es el area de la carta localizada entre los limites de alarma

y los limites de accion.

Para la construccién de una carta de control deben considerarse los siguientes

aspectos:

I. Asumir una distribuciéon normal cuando se usen los limites de control
II. Cuando se construye un grafico para la media utilizar al menos 25
valores de X en la etapa inicial de construccion del mismo.
III. Si la desviacion estandar es estimada experimentalmente debe estar
basada sobre al menos 25 mediciones independientes.
IV. La desviacidn estandar es usada para determinar los limites de
control.

V. Las mediciones deben ser hechas preferiblemente en diferentes dias.

Los limites de control para los diagramas de caracteristicas se calculan como se
presenta en la tabla 7.3.

Cuando se dispone un numero relativamente grande de datos y el sistema esta
bajo control (APHA, 1996, cap. 1):

+ 1 desviaciones estandar deben contener 2/3 de los puntos
+ 2 desviaciones estandar deben contener 19/20 de los puntos

+ 3 desviaciones estandar deben contener todos los puntos

Los indicadores de fuera de control son los siguientes (PEREZ, 1999, cap. 7):

« Un punto fuera de los limites de control de tres sigma

e 2 de 3 puntos sucesivos fuera de los limites 2 sigma

* 4 de 5 puntos sucesivos fuera de los limites 1 sigma

« 8 puntos consecutivos se hallan al mismo lado de la linea central

« Cualquier patrdon anormal o no aleatorio en los datos (tendencia

sistematica) (ver anexo C7)
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TABLA 7.3 ELEMENTOS DE GRAFICAS DE CONTROL PARA PROPI EDADES

Mediciones individuales
(carta de X)

Linea central X o valor conocido*
Limites de alarma LA 2s (6 o conocido)*

+
Limites de control LC +3s (6 o conocido)*

Promedios de subgrupos

(carta de X) _
Linea central X o valor conocido*
Limites de alarma LA +2s/Vn (6 o conocido)*
Limites de control LC +3s/Vn (6 o conocido)*

(*) Cuando los valores de X y o son dados como valores especificados, las graficas de
control se nombran como graficas con patrén dado. Se puede demostrar que s= R /d,

7.6.2 CARTAS DE CONTROL DE LA PRECI SI ON

Estas utilizan las estimaciones de la desviacién estandar de las mediciones del
proceso. Las cartas tipicas de precision son las siguientes: a) Carta de control de
rangos; b) Carta de control de desviaciones estandar (o varianzas).

Estas cartas utilizan las mediciones replicadas de muestras de ensayo comunes. En
las cartas de control de rango, este es utilizado como una estimacion de la
desviacion estandar.

Estas cartas permiten monitorear la precisién de las mediciones pero no permiten
evaluar los rumbos sistematicos que podrian afectar a cada medicion en la misma
forma.

Los limites de control para los diagramas de dispersién se calculan como se
presenta en la tabla 7.4.

La interpretacion de las cartas de precision es algo similar a la interpretacion de las
cartas de control para propiedades. Cinco o0 mas puntos consecutivos arriba del
limite de confianza de 50% indican una tendencia del proceso a salirse de control.
Mas de un punto arriba del limite preventivo superior en veinte determinaciones
duplicadas es causa de preocupacion. Cualquier punto arriba del limite de control
superior debe ser causa de alarma (PRICHARD, 1995, cap. 5).
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TABLA 7.4 ELEMENTOS PARA LA CONSTRUCCI ON DE GRAFI COS DE
DI SPERSI ON

Cartas de control de rangos

(carta de R)

Linea central R  (promedio de rangos
basado en 10 a 15 andlisis por
duplicado en diferentes

Limites de alarma LA tiempos)

2/ — .\ —

Limites de control LC 3 (D,R-R)+R
LCS=D,R
LCI =D,R

(para andlisis por duplicado n=
2 yDs =327y D; =0, para
otro numero de réplicas estos
valores pueden encontrarse en
la tabla del anexo A7)

Carta de control de
desviaciones estandar (o
varianzas (carta de s 0 s?)

Linea central S o valor conocido
Limites de alarma LA BS
Limites de control LC Y

B.S

(Los valores de B; y B; pueden
encontrarse en la tabla del
anexo A7)

La elaboracion general de graficos de control para propiedades y precisién puede hacerse
manualmente o mediante el apoyo de software como hojas de calculo, programas
estadisticos, o bien mddulos informaticos propios para el area de control de calidad. En el
anexo B7 se presenta una plantilla para la recogida de datos y para la elaboracién de
graficos de control.

Las cartas de control para mediciones individuales son bs de mas frecuente aplicacion en
el analisis quimico. Para la construccion de graficos de mediciones individuales en el
laboratorio, se recomienda, para obtener mejores resultados, realizar al menos 15
determinaciones de la MC antes de calcular la desviacion estandar y construir la grafica de

control. No necesariamente todos los resultados deben obtenerse el mismo dia.
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Optimamente la acumulacién de los mismos debe formar parte de la operacién diaria del
laboratorio (APHA, 1996, cap. 1).

Las cartas de control de X - R(6 s) (realmente dos cartas pero usualmente tratadas como

una sola) son probablemente las mas utilizadas en aplicaciones industriales. Para construir

cartas X - R(0 s), en el laboratorio deben acumularse al menos 25 pares de
determinaciones duplicadas de la MC, puede utilizarse también, mayor numero de réplicas,
sin embargo, el tiempo y el costo involucrados aumentan al aumentar el nimero de
replicas, por lo que la carta X - R(6 s) en el control del laboratorio se limita muchas veces
a los analisis por duplicado (APHA, 1996, cap. 1).

Es deseable hacer el proceso tan sensible como sea posible para detectar situaciones fuera
de control teniendo cuidado de no rechazar los datos que estan realmente bajo control.
Cuando se toma la decision de que un proceso esta fuera

de control, se marca el diagrama, los andlisis se detienen y se investigan la o las causas.
Cuando se hace la correccidon y el sistema esta otra vez bajo control se reanuda la
preparacion del diagrama (EVANS y LINDSAY, 1995, cap. 16).

Los limites de control de los graficos deben ser recalculados peridédicamente, seguin lo
especifiquen los procedimientos de operacion del laboratorio (APHA, 1996, cap. 1).

Existen muchas causas para un cambio o tendencia en el diagrama usado en analisis
quimico: por ejemplo, la preparacion incorrecta del estandar o reactivo, contaminacion de
la muestra, calibracion incorrecta de los instrumentos, técnicas analiticas deficientes y
desviaciones del método (APHA, 1996, cap. 1). En el anexo C7, se presenta el tema

general de cdmo interpretar comportamientos o tendencias en graficas de control.

7.7 DI AGRAMAS DE SUMA ACUMULATI VA (ACUSUMA)

Otro tipo de diagramas es el diagrama de control de sumas acumulativas (ACUSUMA). El
diagrama de acusuma tiene la ventaja de que identifica cambios persistentes pequefios en
el esquema analitico mas rapido que en los diagramas antes descritos. Los graficos de
control ACUSUMA surgieron como una alternativa a los graficos de Shewhart. Las
diferencias principales entre los dos graficos se deben a los objetivos que se persiguen
(MILLER y MILLER, 1993, cap. 4).

Mientras que el objetivo de los graficos de Shewhart es detectar la aparicion de causas

asignables de variabilidad, el objetivo del ACUSUMA es algo diferente. En el sistema de



7-21

diagramas de ACUSUMA, cada resultado se compara con una referencia valor nominal o
Target T y se pretende detectar cualquier evidencia de alejamiento por parte del proceso
de T en una magnitud superior al valor preestablecido. Este valor T puede ser,

dependiendo de la caracteristica en estudio (PRAT et al., 2000, cap. 11):

e Un valor constante: el valor nominal de una variable continua, la varianza del
proceso, etc.

« Un valor no constante: los valores que predice un modelo tedrico.

En el caso particular en el que se pretende controlar la media de cierta caracteristica suele
tomarse como valor de control el nominal u objetivo T = p. Las diferencias con la
referencia son acumuladas, respetando su signo, para obtener una suma acumulativa de
las diferencias con el estandar. En otras palabras, se calcula la diferencia entre cada
resultado y la media, y la segunda diferencia se suma a la primera, la tercera diferencia se
suma a la suma de la primera y la segunda, y asi sucesivamente. La ACUSUMA se traza
frente al tiempo. Su virtud mas importante es que elimina las variaciones a corto plazo,
pero resalta las diferencias persistentes o recurrentes. Por lo tanto, en un grafico
ACUSUMA la magnitud del valor presentado no tiene tanto interés como en los graficos de
Shewhart, pues aqui la importancia la tiene la pendiente que forma la trama de puntos.
Por lo tanto, los limites de control en lugar de estar formados por lineas paralelas estaran
formados por dos ‘bendientes”, que representaran las maximas pendientes permitidas
antes de concluir que hay pruebas de que hay causas asignables actuando en el proceso
provocando un cambio en la media superior al admitido. La pendiente de los limites de
control dependera de cuatro factores (PRAT et al., 2000, cap. 11):

La escala del grafico
La variabilidad innata del proceso o

El cambio en el parametro del proceso que se pretende detectar

YV V V V

El riesgo que se admite tomar en las decisiones

La ACUSUMA proporciona advertencias mas rapidas sobre la desviacion del proceso del
control y permite “ver y mirar” la estimacion grafica de las tendencias. Algunos usuarios de
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diagramas prefieren los diagramas de propiedades y de dispersion porque son mas faciles
de interpretar (PRAT et al., 2000, cap. 11).
En el anexo D7, se proporcionan las instrucciones para la construccion de diagramas de

acusuma.

7.8 DIAGRAMAS DE MEDI A MOVIL

Se puede comprobar que las graficas de X - R(6 s) son mds eficientes para detectar
pequenos cambios en el proceso a medida que el tamafo del subgrupo se incrementa
(MONTGOMERY, 1991, cap. 6).

Un arreglo razonable entre el uso de mediciones individuales y uso de subgrupos grandes
es el usar diagramas de media mdévil. La media movil para n muestras es el promedio de
los resultados para tales muestras, y el rango mdvil es la diferencia entre los resultados
extremos en el grupo de n muestras. El promedio mdvil evidencia variaciones entre los
resultados. El rango mdvil también puede graficarse y srvir como una medida de la
dispersién. De esta forma es posible obtener cercanamente la misma informacion
utilizando mediciones individuales sobre una MC, y evitandose de este modo invertir costos
y tiempo adicional en hacer determinaciones por duplicado (APHA, 1996, cap. 1). En el

ejemplo 7 del capitulo se detalla la construccion de un diagrama de media movil.

7.9 DIAGRAMAS DE CONTROL PARA OBSERVACI ONES
DEPENDI ENTES

Existen muchas situaciones en las que es necesario el control simultaneo de dos o mas
caracteristicas relacionadas. Por ejemplo supdngase que se quiere controlar la linealidad
de la operacion en un equipo de medicién en el que se relacionan lecturas propias del
equipo (como areas, absorbancias, etc.) con concentraciones de analitos. En estos
procesos de control, la aplicacion de las técnicas clasicas del CEP conlleva a la aparicién
continua de patrones andmalos sin que se pueda actuar sobre ellos en la mayoria de las
veces (MONTGOMERY, 1991, cap. 7).

Los problemas de control de calidad en los que hay varias variables de interés relacionados

se llaman a veces diagramas de control multivariados. En el anexo E7 se describen los
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principios para la construccion de un diagrama de control divariado (MONTGOMERY, 1991,
cap. 7).
En los ejemplos del capitulo 7, se presenta el procedimiento general para la construccién

manual de los distintos tipos graficas de control.

7.10 EJERCICIOS DE CONSTRUCCION Y ANALI SIS DE GRAFI CAS DE
CONTROL

1. En un laboratorio se lleva la determinacién rutinaria de un contaminante
atmosférico para el cual o = 0.13 ppm. Era importante mantener la concentracién
de ese contaminante en concreto por debajo de 30 ppm y para conseguirlo se
analizaban cada semana varias docenas de muestras de aire. Como control @da
semana se analizaba también una muestra de aire que contenia exactamente 30
ppm de ese contaminante. Los siguientes datos muestran el promedio de la
determinacién hecha sobre la muestra estandar obtenido por dos analistas durante
un periodo de 6 semanas (BOX et al., 1989, cap. 17):

Muestra Analista A Analista B
1 agosto 30.50 30.25

8 agosto 29.80 29.90
15 agosto 30.35 30.10
22 agosto 30.50 30.25
29 agosto 30.55 30.40

5 Sept. 30.07 29.92

¢Esta en control el proceso de medicion?
SOLUCION

Para investigar si el proceso de medicion esta bajo control, podria recurrirse a la
elaboracién de graficos de control para patrén dado es decir fijando el valor central
como 30 ppm y el o como 0.13 ppm, ya que son valores que como requisito tiene
que cumplir la muestra estandar para que la medicién del contaminante en la
atmdsfera sea efectiva. Si se elabora un grafico de control para los datos obtenidos
por el analista A, el patrén de comportamiento del proceso de medicion es el
siguiente:
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ANALISTA A
315
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La linea central y de los limites de control vienen dados por:

LSC = X +30 =30+3(0.13) = 30.39
LINEA CENTRAL: X =30
LIC = X —30 =30-3(0.13) =29.61

De acuerdo al grafico puede observarse que el proceso de medicion efectuado por
analista A se encuentra fuera de control. Habria que analizar el comportamiento del
proceso por parte del analista B, para identificar si el “fuera de control” del proceso
es debido al trabajo del analista A. A continuacion se presenta el grafico de control
para el analista B, los limites del grafico contindan siendo los mismos ya que en
ambos casos se trata de graficos con patron dado.

ANALISTA B

31.5

31

,

30

29.5

29 T
7 & 7. 2, 2, S

3 9 &) 2 9 S,
9o, 9o, 9 9, 9 S
St Sto Qos’o 90‘9[0 gosfo (8

FECHA

Como puede observarse para ambos graficos de control, cambios de nivel similares
ocurrian entre semana y semana para los dos analistas. Evidentemente, algun
factor afectaba conjuntamente a los resultados de ambos analistas. Anteriormente
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se habia prestado atencién a la humedad relativa del laboratorio y hallado que los
resultados de los andlisis estaban muy correlacionados con esta variable. Un
pequefio nimero de experimentos especiales demostraron luego que la humedad
relativa afectaba realmente a la respuesta medida, por lo que los procedimientos
de ensayo analiticos se modificaron para eliminar la influencia de ese factor.

Con el objeto de dimensionar las instalaciones de una planta de tratamiento de
aguas, debe llevarse el registro de la variacion de contaminantes del agua residual
saliendo del proceso, para lo cual se ha pensado medir esos contaminantes en
términos de la demanda bioquimica de oxigeno (DBO) y de los sdlidos en
suspension (SS) y como es su variacién en 24h de proceso. Construya una grafica
de control que permita observar la variabilidad de la contaminacion del agua
residual en un periodo tipico de proceso. A continuaciéon se presentan los datos
obtenidos:

DATOS Y SOLUCION:

A continuacion se presenta la tabla de datos:

HORA | DBO mgl| SSmgi | din’/s | RangoDBO [ RangoSS
12 161 172 6.8
1a.m. 132 143 5.3 29 29
2 93 105 3.9 39 38
3 64 77 3.2 29 28
4 41 47 25 23 30
5 45 40 2.3 4 7
6 59 42 3.3 14 2
7 108 85 34 49 43
8 139 196 6.4 31 111
9 180 251 8.9 41 55
10 202 263 96 2 12
11 211 274 9.8 9 11
12 213 261 9.6 2 13
1p.m. 208 249 94 5 12
2 200 225 8.7 8 24
3 195 195 8 5 30
4 182 161 75 13 34
5 156 147 7.3 26 14
6 150 145 75 6 2
7 179 169 8 29 24
8 230 198 8.9 51 29
9 305 206 9.1 75 8
10 262 201 8.7 43 5
11 203 180 7.8 59 21
TOTAL 3918 4032
PROM. 163.25 168 164.9 26.61 25.30
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Donde: DBO es la demanda bioquimica de oxigeno; SS son los sodlidos en
suspension y; gi es el caudal medido para cada hora.

Los graficos de control para cada variable vienen dados por:
» Para la demanda bioquimica de oxigeno (DBO):

MEDICIONES DE DBO

h

_ =
—

LI I B B B B I R B R R B R RN B B B BN B B B |
1 3 56 7 9 11 13 15 17 19 21 23

mg/|

= 222NN NN WL

N\ SO0 NEDCOON HOIVOND
OO OCOO OOOOOO OCOOOOO

Hora

Si se utiliza la amplitud movil de n = 2 observaciones, d, = 1.128, para los datos
de la tabla los limites de control vienen dados por:

X +3 8 216325+32%8 203400
a, 3

¥-38 = 1632532280 - 4p 48
, 1128

« Para los sdlidos en suspensién (SS) se tiene:

MEDICIONES DE SS

mg/l

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23

Hora
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Los limites de control vienen dados por:

)‘(+3£: 168 +3 25.304 _ 235.3
d, 1.128

)?—33: 168-3 25.304 =100.70
d 1.128

2

El rango (amplitud) mdvil para cada variable se encuentra calculado en la tabla
inicial de datos en las columnas 6y 7.

Como puede observarse de ambas figuras las caracteristicas del agua residual que
debe tratarse en la planta de tratamiento son extremadamente variables en las
diferentes horas de proceso, puede deberse en parte a que el caudal o el nivel de
produccion varia durante los diferentes turnos del dia.

Dado que para el disefio de la planta de tratamiento de tratamiento se necesita de
un valor promedio del DBO y de los SS mas representativo, seria conveniente hacer
una estratificacién en el estudio, considerando los distintos niveles de produccién
que puedan darse y luego, dimensionar la planta en base a los promedios mas
elevados, es decir, en base al horario de mayor productividad. Un indicador de esta
productividad puede ser el caudal de agua. En bibliografia de tratamiento de aguas
se recomienda calcular el promedio de la propiedad mediante la siguiente formula
(METCALF y EDDY, 1996, cap. Tomo 1, cap. 3):

i ‘Xiql'

caracteristica media =-=

i=1

Donde x; es el valor de la caracteristica medida en cada unidad del tiempo
de registro y qi es el caudal en cada unidad de tiempo de proceso
considerada.

En un laboratorio de analisis quimico se mide de rutina la conductancia del agua de
alta pureza procesada en el mismo y empleada para la preparacion de los reactivos
utilizados en los diferentes métodos de ensayo. Los datos resultantes aparecen a
continuacién. Obtenga un diagrama de mediciones individuales y un diagrama para
la amplitud movil.

TABLA DE DATOS:



MUESTRA CONDUCTANCIA
(microohms)
1 0.0806
2 0.0814
3 0.0810
4 0.0820
5 0.0819
6 0.0815
7 0.0817
8 0.0810
9 0.0809
10 0.0812
11 0.0819
12 0.0815
13 0.0813
14 0.0816
15 0.0810

SOLUCION:
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Para el diagrama de control de la medicion de la conductancia en agua de

alta pureza, los parametros son:

LCS: X +3—
d

R

2

Linea Central : X

LCI:)?—3£
d

El calculo de la amplitud mdvil a partir de cada dos observaciones sucesivas

presenta en la tabla E73.1.

2

TABLA E73.1

MUESTRA CONDUCTANCIA | RANGO MOVIL
(microohms) (microohms)

1 0.0806 0.0008

2 0.0814 0.0004

3 0.0810 0.0010

4 0.0820 0.0001

5 0.0819 0.0004

6 0.0815 0.0002

7 0.0817 0.0007

8 0.0810 0.0001

9 0.0809 0.0003

10 0.0812 0.0007

11 0.0819 0.0004

12 0.0815 0.0002

13 0.0813 0.0003

14 0.0816 0.0006

15 0.0810 0.0008

PROMEDI O 0.0814 0.00044

se
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Los limites de control para el grafico de mediciones individuales vienen dados por:

LCS: X + 3£ =0.08137 +3M =0.08254
d 1.128

2

Linea Central : X =0.08137

LCI:X —3£ =0.08137 - SM =0.0802
d 1.128

2

Los limites para el grafico de rangos moviles son:

LCL: §D4 =0.00044(3.267) = 0.001437
Linea Central : R =0.00044
LCI: §D3 =0.00044(0)=0

Los graficos de control se presentan a continuacion:

GRAFICO DE MEDICIONES INDIVIDUALES GRAFICO DE RANGO MOVIL
0.083 0.0016
0.0826 fF———F————————— === === 0.0014
0.082 [‘\A /\‘ 0.0012
® 0.0815 > Y. 3 W .
Thm.vanawracan|BE R
8 0.081 / ~ —y v E 6.0006 @

R £ oo AWA A A .
= 008 00008 VAN AN /
0.0795 0.0002 \ /\vj \ /{ \I/{

0.079 +——+——r————1——1— — Y Y
12 3 456 7 8 910 1112 13 14 15 0 1I2I3I4I5Isl7Islel1olw1l1zl1slw4
NUMERO DE MEDICION MUESTRA

Como puede observarse de los graficos de mediciones individuales y de  rango
movil, si se analiza para los limites de 1o y 20, no existe evidencia de fuera de

control en el proceso de purificacion del agua efectuado en el laboratorio.

Un elemento de los procedimientos de control de calidad analitica para ensayos
microbioldgicos en aguas, es la determinacion de la precision del método, la cual se
calcula, segun los métodos normalizados, mediante bs analisis duplicados de al
menos 15 muestras de origenes diferentes. Un laboratorio quiere acreditar el
ensayo del “Recuento total de bacterias” y decide, como parte del proceso, hacer la
determinacién de la precision del método. Con los datos proporcionados construya
una grafica de control de rangos para el control de la precision en el futuro y
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establezca el criterio de precisién para este ensayo en el laboratorio. NOTA: tome
en consideracidn que las poblaciones bacterianas tienen distribucion log-normal.

TABLA DE DATOS:

MUESTRA CONTEO M1] CONTEO M2
1 3376 4000
2 100 100
3 300 200
4 130 167
) 693 657
6 200 200
7 600 800
8 3160 2898
9 205 190
10 2698 2960
11 1339 1453
12 6099 5050
13 1183 1897
14 6387 5797
15 11900 13542

SOLUCION:

La construccidn del grafico requiere primero de la evaluacién del rango para cada
muestra por duplicado. El hecho de que la variable “Conteo total de bacterias” se
distribuya como una log-normal, implica que para la construccion del grafico de
control de rangos, se debera primero transformar logaritmicamente a la variable

original y luego calcular los rangos con la variable ya transformada.

La

transformacion logaritmica para los datos por duplicado de las 15 muestras y la
determinacion de los rangos se presentan en la tabla E74.1

Una vez transformados los datos y calculado el rango para cada muestra se
procedera a calcular los limites de control y a la construccién del grafico de rangos.

» LIMITES DE CONTROL

Para n = 2:

LCS :RD, =0.069(3.267) =0.225
Linea Central : R =0.069
LCI:RD, =0.069(0)=0



TABLA E74.1

MUESTRA LOG M1 LOG M2 [LOG M1 - LOG M2]|
1 3.528402438 3.602059991 0.07366
2 2 2 0.00000
3 2.477121255 2.301029996 0.17609
4 2.113943352 2.222716471 0.10877
5 2.840733235 2.81756537 0.02317
6 2.301029996 2.301029996 0.00000
7 2.77815125 2.903089987 0.12494
8 3.499687083 3.462098381 0.03759
9 2.311753861 2.278753601 0.03300
10 3.431041945 3.471291711 0.04025
11 3.126780577 3.162265614 0.03549
12 3.785258633 3.703291378 0.08197
13 3.072984745 3.278067331 0.20508
14 3.805296916 3.7632033 0.04209
15 4.075546961 4.131682809 0.05614

* GRAFICO DE CONTROL

GRAFICO DE RANGOS

0.25000

0.15000 f\ /\
AN
0.05000 \ / \ / \ >
N, T

0.00000 TV T T T T v 1 T T T T T T T T
12 3 4 5 6 7 8 9 1011 1213 14 15

RANGO

MUESTRA

Como puede observarse del grafico de control, la precision del método se
encuentra bajo control.

« CRITERIO DE PRECISION

Se sugiere analizar por duplicado el 10 por 100 de las muestras convencionales. Se
transformaran los duplicados como se ha indicado y se calculara su rango. Si este
es superior a 0.225 (que es el LCS de la grafica de control), la variabilidad de los
analistas es exesiva. Se determinarasi es aceptable el incremento de la
imprecisién; de no ser asi, se determinaran todos los resultados analiticos
obtenidos desde la Ultima comprobacién de la precision. Se identificara el problema
antes de seguir haciendo analisis.
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5. Se desea llevar a cabo el control del proceso de produccion de un medicamento,
siendo la caracteristica de calidad indicadora del proceso el porcentaje de
disolucién del principio activo de dicho medicamento. Se tomaron 10 muestras de
tamano 5. Calcule los limites de control para las graficas de x y R. A continuacion,
forme la grafica y anote los datos e interprete resultados.

DATOS
Numero de
muestra
1 97 80 98 92 98
2 96 99 93 94 93
3 96 97 92 96 94
4 94 98 95 97 97
5 80 93 95 96 94
6 98 97 99 96 96
7 95 97 95 96 97
8 99 95 98 97 96
9 96 95 94 95 95
10 91 93 91 90 93
SOLUCION

En la tabla E75.1 se presenta el calculo de los promedios y rangos

TABLA E75.1

MUESTRA X R
1 93 18

2 95 6

3 95 5

4 96.2 4

5 91.6 16

6 97.2 3

7 96 2

8 97 4

9 95 2

10 91.6 3
PROMEDIO | 94.76 6.3

5
X
7=

Ji

En donde la X de cada fila es calculada como: X, = en donde el

subindice i indica el nimero de fila y j el nimero de columna. El rango de
cada fila se calcula como el valor absoluto de la diferencia entre el mayor y el
menor dato de cada subgrupo.
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Los limites de control para el grafico de promedios vienen dados a partir de: (n =
5)

X + A,R =94.76 +0.572(6.3) =98.36

Linea Central : )=( =94.76
X —A4,R =94.76 - 0.572(6.3) =91.16
Los limites de control para el grafico de rangos son:

LCS:RD, =6.3(2.114)=13.31
Linea Central : R =6.3
LCI:RD, =6.3(0)=0
Los graficos de control son los siguientes:

CARTA DE MEDIAS

99

TN
TN

91

PORCENTAIJE

1.0 3.0 5.0 7.0 9.0
2.0 4.0 6.0 8.0 10.0

GRAFICO DE RANGOS

PORCENTAIJE

2.0 4.0 6.0 8.0 10.0
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Observando los graficos de medias y rangos pueden notarse los siguientes
comportamientos que en general podrian indicar un estado de fuera de control:

e En el grafico de medias a partir del subgrupo 8 se observa una tendencia
de descenso, lo cual debe implicar revisar el proceso ya que si se continua
con esta tendencia en el porcentaje de disolucion se corre el riesgo de
romper con la garantia de calidad en las tabletas producidas, y puede
llegarse a un punto en el que el porcentaje de disolucion este por debajo
del minimo requerido (85%), que asegura una buena absorcién del
principio activo del medicamento por el cuerpo humano.

« En el grafico de rangos puede observarse que los subgrupos 2 y 5
sobrepasan los limites de 30. Esto indica que existe un cambio brusco en la
variabilidad del proceso. Lo anterior puede también asociarse a que el
mismo ensayo o analisis de disolucion tiene una variabilidad asociada
bastante grande, ya que pueden determinarse incertidumbres asociadas a
las mediciones hechas con el método ya validado de alrededor del 5%.

6. Se desea construir una grafica de X - R con el objeto de llevar a cabo el

control de un proceso de medicion. Para la construccion del grafico se

acumularon 20 pares de determinaciones por duplicado de la concentracion

de analito en mg/|l contenido en una muestra de control. Construya la

grafica de X - R con los datos presentados a continuacion y concluya sobre
el control del proceso.

DATOS

MUESTRA | RESULTADO X; | RESULTADO X, PROMEDI O RANGO
1 0.501 0.491 0.496 0.010
2 0.490 0.490 0.490 0.000
3 0.479 0.482 0.480 0.003
4 0.520 0.512 0.516 0.008
5 0.500 0.490 0.495 0.010
6 0.510 0.488 0.499 0.022
7 0.505 0.500 0.502 0.005
8 0.475 0.493 0.484 0.018
9 0.500 0.515 0.508 0.015
10 0.498 0.501 0.500 0.003
11 0.523 0.516 0.520 0.007
12 0.500 0.512 0.506 0.012
13 0.513 0.503 0.508 0.010
14 0.512 0.497 0.504 0.015
15 0.502 0.500 0.501 0.002
16 0.506 0.510 0.508 0.004
17 0.485 0.503 0.494 0.018
18 0.484 0.487 0.486 0.003
19 0.512 0.495 0.504 0.017
20 0.509 0.500 0.504 0.009

PROMEDI O }= 0.500 R = 0.00955
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. Xl + X2
El promedio de cada celda se calcula como: —

Y el rango por celda como: | X, - X, |
« CONSTRUCCION DE LAS CARTAS DE CONTROL DE X - R
Limites de control para el grafico de medias: para n= 2, A, = 1.88

X + 4,R =0.500 +1.88(0.00955) =0.51795

Linea Central : )=( =0.500
X — A4,R =0.500—1.88(0.0095) = 0.48214
Limites de control para el grafico de rangos: n= 2, D; = 0, D, = 3.27

LCS :RD, =0.0095(3.27) =0.0311
Linea Central : R =0.0095
LCI : RD, =0.0095(0)=0

GRAFICA DE MEDIAS EJEMPLO 6

0.52 — — "¥

3
E / \ N \/\\/
8 -
. v :
ﬁ 0.49 \ \

- I \/ ............... \ZV

0.48 r—" ¥ r—— r—— ra— r——

0 4 8 12 16 20
SUBGRUPO
GRAFICO DE RANGOS EJEMPLO 6
0.04 i
0.03 :

RANGOS

T RI

SUBGRUPO
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Como puede observare del grafico de medias los subgrupos 3 y 11, estan fuera
del limite de 3 desviaciones estandar, por lo que para llevar el control del
proceso es necesario recalcular los limites de control sin incluir los subgrupos

antes mencionados.
El calculo de los nuevos limites y la construccion de los graficos se presentan a

continuacion:
« Limites de control

Limites de control para el grafico de medias: para n= 2, A, = 1.88

X+ AR =0.5027 +1.88(0.01) = 0.5192

Linea Central :? =0.5027
X —AZE =0.5027-1.88(0.01) = 0.4814
Limites de control para el grafico de rangos: n= 2, D; = 0, D, = 3.27

LCS': ED4 =0.01(3.27) = 0.03287
Linea Central: R =0.01
LCI:RD, =0.01(0)=0

GRAFICO DE MEDIAS EJEMPLO 6 SIN SUBGRUPOS 3 Y 11

\ //\\/ﬂ\ |
0.5 V /[/l\ / B X /
0.49 I

01234567 891011121314151617181920

MEDIAS EN mg/l

SUBGRUPOS
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CARTA DE RANGOS CON ELIMINACION DE SUBGRUPOS EJ. 6

0.03

AR
A /f\/{{ /\,r:

[ st o YT YT Y TN P YT FYYY Y Y NI T FYTY YT FTYY YWY TYTYY YN YOS
01234567 891011121314151617181920

RANGOS

SUBGRUPOS

Los nuevos graficos de X y R indican que el proceso se encuentra bajo control y
por lo tanto pueden ser usados para llevar el control del proceso de medicion.

Se quiere construir un diagrama de control de media mdvil a partir de los
siguientes datos de mediciones individuales, considere w = 2 (APHA, 1996, cap.

1).

DATOS:
MUESTRA VALOR DEL NUMEROS DE PROMEDIO RANGO
ENSAYO MUESTRA MOVIL MOVIL
INCLUIDOS

1 17.09 - 17.09 -

2 17.35 1-2 17.22 0.26
3 17.40 2-3 17.38 0.05
4 17.23 3-4 17.32 0.17
5 17.09 4-5 17.16 0.14
6 16.94 5-6 17.02 0.15
7 16.68 6-7 16.81 0.26
8 17.11 7-8 16.90 0.43
9 18.47 8-9 17.79 1.36
10 17.08 9-10 17.78 1.39
11 17.08 10-11 17.08 0.00
12 16.92 11-12 17.00 0.16
13 18.03 12-13 17.48 1.11
14 16.81 13-14 17.42 1.22
15 17.15 14-15 16.98 0.34
16 17.34 15-16 17.25 0.19
17 16.71 16-17 17.03 0.63
18 17.28 17-18 17.00 0.57
19 16.54 18-19 16.91 0.74
20 17.30 19-20 16.92 0.76
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GRAFICA DE MEDIA MOVIL

|

17

MEDIA MOVIL

[
16 ]

1.0 30 50 70 90 11.0 13.0 150 17.0 19.0
20 40 60 80 10.0 12.0 14.0 16.0 18.0 20.0

El promedio mévil para w=2, se calcula como se presenta a continuacion:

X +x,_ f e e . . Lo
M =tT" donde “t” en el subindice indica la posicion del promedio movil.

t

El rango mdvil se calcula como la diferencia entre el mayor y menor de los datos de

los subgrupos. El sigma del proceso viene estimado por: © =

proceso

, para n=

S| =

w=2, d, = 1.128.
30

fnw

<t<2, los limites de control estan dados por X +2>2  enla tabla E77.1 se

30
Ant’

Los limites de control se calculan como: X + para t = 2, para periodos entre 0

presenta el calculo de los limites de control.

Segun el diagrama de control de la figura, ningln punto cae fuera de los limites de
control. Debe observarse que para el periodo inicial de t < 2, los limites de control
son mas amplios que su valor final en el estado estable. Las medias mdviles que se
encuentran separadas por menos de w periodos estan altamente correlacionadas, y
esto complica a menudo la interpretacidon de los patrones en el diagrama de

control.
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TABLA E77.1
MUESTRA VALOR DEL NUMEROS DE PROMEDIO LIMITES DE
ENSAYO MUESTRA MOVIL CONTROL PARA
INCLUIDOS M
LCS-LCI

1 17.09 - 17.09 18.57-15.79
2 17.35 1-2 17.22 18.16-16.197
3 17.40 2-3 17.38 18.16-16.197
4 17.23 3-4 17.32 18.16-16.197
5 17.09 4-5 17.16 18.16-16.197
6 16.94 5-6 17.02 18.16-16.197
7 16.68 6-7 16.81 18.16-16.197
8 17.11 7-8 16.90 18.16-16.197
9 18.47 8-9 17.79 18.16-16.197
10 17.08 9-10 17.78 18.16-16.197
11 17.08 10-11 17.08 18.16-16.197
12 16.92 11-12 17.00 18.16-16.197
13 18.03 12-13 17.45 18.16-16.197
14 16.81 13-14 17.42 18.16-16.197
15 17.15 14-15 16.98 18.16-16.197
16 17.34 15-16 17.25 18.16-16.197
17 16.71 16-17 17.03 18.16-16.197
18 17.28 17-18 17.00 18.16-16.197
19 16.54 18-19 16.91 18.16-16.197
20 17.30 19-20 16.92 18.16-16.197

8. Para conteos ambientales usando la técnica de centelleo liquido, se requiere que
las mediciones de fondo sean precisas. Cualquier inestabilidad en el instrumento
provocara resultados de mediciones de fondo con excesiva variabilidad, lo cual
hard imprecisa e inexacta cualquier otra medicion. Cook et al. (1989) han
estudiado la aplicabilidad de los estadisticos de la distribucién de Poisson para
observar la variabilidad en los conteos de fondo adquiridos con un equipo de
centelleo utilizando analizadores de bajo nivel. A partir de los datos siguientes
construya un grafico que permita controlar la estabilidad del equipo. Las muestras
utilizadas para obtener los datos fueron muestras de fondo de bajo nivel de
excitacion. Cada muestra fue contada para diez ciclos y se hicieron diez
determinaciones para cada ciclo. Cada ciclo para una muestra particular es
considerado como un subgrupo.

DATOS:
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CiCcLO CONTEO DESV. STD DE
PROMEDI O POR LOS CONTEOS
MINUTO (CPM) POR CICLO
1 0.94 0.116
2 0.74 0.095
3 0.81 0.145
4 0.86 0.070
5 0.83 0.145
6 0.86 0.140
7 0.76 0.105
8 0.82 0.110
9 0.80 0.091
10 0.86 0.160

SOLUCION

La carta de X valora el nivel promedio del proceso, y la carta de s valora la
variabilidad del proceso. Para la carta de s, los limites de control superior e inferior
vienen definidos por:

LCS = §+3%1/1—cj LCI = §—3Ci1/1—cj
4

4
Donde para n = 10, 1/C, = 1.0281 y G, = 0.9727. La desviaciéon estandar del
proceso viene dada a partir de:

3

1 S = i(1.177) =0.1177
m 10

l

S =

1l
—_

Por tanto los limites de control para el grafico de desviaciones estandar son:
LCS = 0.2019 y LCI = 0.0334
El grafico se presenta a continuacion:

GRAFICO DE S

024 F

02 [

0.08 [ Y

0.04 |

2.0 4.0 6.0 8.0
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La figura anterior indica que la variabilidad del proceso esta en estado de control
dado que ninguno de los puntos cae fuera de los limites de control.

La carta de medias es construida como en los ejemplos anteriores, siendo los
limites de control calculados a partir de:

X*4S

De esta forma los limites de control superior e inferior para el diagrama de medias
son:(A; = 0.975, paran = 10 y X =0.7132)

LCS =0.9428 y LCI = 0.828

GRAFICA DE MEDIAS

0.95

091 \

CPM
S) =)
S 3
/

2.0 4.0 6.0 8.0 10.0

Como puede observarse del grafico de medias el conteo promedio de fondo
esta bajo control.
Puede concluirse que existe estabilidad en el equipo de centelleo liquido.
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ANEXO A7. FACTORES PARA CONSTRUI R DI AGRAMAS DE CONTROL PARA
_ VARIABLES
(PENA P.E. et al., 1994, cap. 10)

n | A | A | B |B |c|d4q|D|D | E |E
2 [3.759|1.880| 0 |3.267|0.564|1.128| 0 |[3.2685.318]2.660
3 [2.394[1.023] 0 [2.568[0.724|1.693| 0 |[2.574|4.146|1.772
4 [1.880|0.729| 0 |2.266]0.798|2.059| 0 |2.282]3.760 |1.457
5 |1.596|0.577| 0 |2.089|0.841[2.326| 0 [2.1143.5681.290
6 |1.410|0.483(0.030|1.970|0.869 [2.534| 0 [2.004 |3.454|1.184
7 |1.277|0.419|0.118 | 1.882 | 0.888 | 2.704 | 0.076 | 1.924 | 3.378 [1.109
8 [1.175/0.373|0.185 | 1.815|0.903 | 2.847 | 0.136 | 1.864 | 3.323 | 1.054
9 |1.094|0.337]0.239|1.761 | 0.914 [ 2.970 | 0.184 | 1.816 | 3.283 | 1.010
10 |1.028|0.308 | 0.284 | 1.716 | 0.923 | 3.078 | 0.223 | 1.777 | 3.251 | 0.975
11 |0.973]0.285|0.321 | 1.679 | 0.930 | 3.173 | 0.256 | 1.744 | 3.226 [ 0.946
12 |0.925|0.266 | 0.354 | 1.646 | 0.935 | 3.258 | 0.284 | 1.717 | 3.205 | 0.921
13 | 0.884|0.249 | 0.382 | 1.618 | 0.941 | 3.336 | 0.308 | 1.692 | 3.188 | 0.899
14 |0.848|0.235|0.406 | 1.594 | 0.945 | 3.407 | 0.324 | 1.671 | 3.174 | 0.881
15 |0.817]0.223 | 0.428 [ 1.572 | 0.949 | 3.472 | 0.348 | 1.652 | 3.161 | 0.864
16 |0.788|0.212|0.448 [ 1.552(0.952|3.532| - - - -

17 |0.762 | 0.203 | 0.466 | 1.534 [ 0.955 | 3.588 | - - - -

18 |0.738(0.194 | 0.482 | 1.518 [ 0.958 | 3.640 | - - - -

19 |0.717]0.187 | 0.497 [ 1.503 | 0.960 | 3.689 | - - . -

20 |0.698 |0.180|0.510 | 1.490 | 0.962 [ 3.735 | - - - :

ANEXO B7 PLANTI LLA PARA LA ELABORACI ON DE GRAFI CAS X -R
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ANEXO C7 |LUSTRACI ON DE PRUEBAS DE CAUSAS ASI GNABLES
(DUNCAN A.J., 1989)

Algunos cambios que alteran la grafica
deX (variabilidad estabilizada) ~ AlgunascausasquealteranlagréficaR

FaN
o AN LVARLLE lIllVl‘ll
(a) Ciclos recurrentes.
1. Cambios en la temperaturauotros . 1, Mantenimiento preventivo
recurrentes en el entorno fisico programado
2. Fatiga de los operarios 2. Fatiga de los operarios
3. Diferenciasen los aparatos paramedi- 3. Herramientas gastadas

cién o pruebas que se utilizan al efecto
4. Rotacién normal de méquinas o de
operarios
5. Combinacién de subconjuntos u otros
procesos

(b) Tendencias

1. Deterioro gradual del equipo que 1. Mejora o detrimento de la pericia del
influye en todos les articulos operario

2. Fatiga de los operarios 2. Fatiga de los operarios

3. Acumulacién de productos dedesecho 3. Cambio en las proporciones de

4. Deterioro de las condiciones subconjuntos que alimentan una
ambientales lineade ensamble

4. Cambio gradual en la homogeneidad
de 1a ealidad del material recihida




Algunos cambios que alteran la gréfica '
de X (variabilidad estabilizada) Algunas causas quealteran a gréfica R

[3e
n
e
a0 A
!Qlllllllllllllllllj
:.
00 e e e e e e — e ——— — —
C
(c) Cambios bruscosen el gradodel proceso
1. Cambio en las proporciones de -1, Cambio en el material
material o subconjuntos que 2. Cambio en el método
vienen de diversas fuentes 3. Cambio del operario

2. Operario 0 miquina nuevos

3. Modificacién del método o proceso de
produccién A
4. Cambio en el aparato o método para
inspeccién '

(d) Alta proporcidn de puntos cerca o

fuere de los limites
1. Exeeso de eontrol 1. Mezcla de materiales de calidades
2. Grandes diferenciassistemdticasen notoriamente diferentes

la calidad del material 2. Empleo de una sola gréfica de R par:
3. Grandes diferencias sistematicasen diversos operarios

el método o equipo para prueba 3. Datos de procesos en diferentes condi
4. Llevar control de dos o mds procesos ciones, trazados en la misma grafica

en la misma gréfica
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Algunos cambios que alteran la gréfica
- deX (variabilidad estabilizada)

Algunas causas que alteranla grificaR

(c) Estratzﬁcacujn 0 falta devariabilidad

,1 Célculo mcorrecto de los limites de

- 1. Recopilacién, en ;:ada muestra, de’

ANEXO D7

. control cierto niimero de mediciones prove-
2. Subgrupos incorrectos; nientes de universos muy variados
la grifica Rrecibe més '
variabilidad que la gréfica X
Correlacién entre las grificas
/ :
Py rrryrtr ll‘fllﬁwl

,l\/llllll

Correlacién positiva Correlacién negativa
(f) Correlacién entre graficas X y R del mismo proceso

1. Sesgamiento del universo subyacente
2. Puntos generados desde la misma muestra

(&) Correlacion entre grificas X o R diferentes

1. Puntos generados desde la misma muestra
2. Relaciones desconocidas entre causa y efecto

“PROCEDI MI ENTO DE CONSTRUCCI ON DE UN DI AGRAMA
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ACUSUMA” (PRAT B. A. et al., 2000, cap. 11)

A continuacion se daran las pautas a seguir en la construccion de los graficos acusuma.
Para ello se referira el caso particular en el que se quiere controlar la media de un proceso
que, en el momento de la implantacién del acusuma, esta centrada en el valor nominal p

=T.

1.

®©

Tomar muestras de tamano n a intervalos de tiempo equidistantes y obtener la
media y el recorrido de las mismas (para medidas individuales la media sera cada
observacion y el rango sera el rango mavil).

Calcular en cada instante la suma acumulada de las discrepancias de los valores
obtenidos en 1, con el valor nominal u =T

Obtener una estimacion de o, = s = %/— . Esta puede ser obtenida en funcion del
n

recorrido medio de un ndmero suficientemente grande de muestras como:

Va
s, = 9,
A

Determinar el nivel de probabilidad o, o riesgo que se esta dispuesto a asumir en
la toma de decisiones, en cada uno de los lados del grafico.

Definir el factor de escala del grafico. Es recomendable que

1 unidad horizontal = 2s. unidad vertical = A
Determinar el menor cambio D en la media que se quiere detectar y calcular

°=7,

Obtener, a partir de 9, la distancia principal d
_B

_nfi-DaH

G

Donde 3 es la probabilidad de no detectar un cambio de D unidades en la

media, y el angulo 6
0= arctg(% A)

A partir de d y 6 construir la plantilla que define los limites de control, tal como se
muestra en la figura D7-1:

20(a)

o, si B es pequefa, d = =
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4
//////////////'
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Numero de muestra
(b)

FIGURA D7-1 ESQUEMA DEL GRAFICO ACUSUMA

Para la interpretacion del grafico acusuma, el punto O en la plantilla se ha de colocar en el
ultimo valor de S obtenido. Si alguno de los puntos anteriores queda cubierto por la
plantilla, se interpreta que alguna causa asignable ha entrado en el proceso y ha
provocado un cambio en la media superior a D unidades. Ademas se ha de tener en
cuenta que:
» El primer punto cubierto por la plantilla muestra el momento en el que el
proceso ha dejado de estar bajo control;
» Silos puntos estan cubiertos por encima de la plantilla es que la media del
proceso ha disminuido;

» Si los puntos estan cubiertos por debajo de la plantilla es que la media ha
aumentado.
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ANEXO E7 “PROCEDIMIENTO DE CONSTRUCCI ON DE DI AGRAMAS DE
CONTROL BI VARI ANTES” (MONTGOMERY, 1991, cap. 7)

Para formalizar un proceso de control bivariante supongamos que dos caracteristicas de

calidad X y X tienen una distribucion normal divariada siendo X, y X, los valores
medios de las caracteristicas de calidad, y supdngase que se estiman las varianzas de X, y
X, mediante las varianzas maestrales S’ y S., respectivamente. La covarianza entre X; y

X, es una medida de la dependencia de las dos variables, y se denota por S;. Si X, y

X, son las medias muestrales de las dos caracteristicas, calculadas a partir de un
subgrupo de tamafio n, entonces el estadistico:

n = = = =P = =\ =IO
r* zmgi(){] _XI)Z +S12(X2_X2) _2S12(X1 _XIXXZ _XZ)Q
192 12

Se distribuird como una distribucion T2 de Hotelling, con 2 y n — 7 grados de libertad.

Si T > T2, €ntonces por lo menos una d las variables esta fuera de los limites de
control, donde T?,,.. €s el punto porcentual superior de la distribucién T> de Hotelling,
con 2 y n-1 grados de libertad para un nivel o error de tipo I dado e igual a a. Es
importante tener presente que la T de Hotelling es aproximable por la F de Fisher
Snedecor. Se pueden obtener los puntos porcentuales de la T* a partir de la distribucién F,
mediante la relacién:

-1
a,Pn-l p(n )Fc; .pn=p

n=p

donde p es el nUmero de variables correlacionadas y n es el nimero de pares de puntos.
Para representar graficamente este procedimiento de control bivariante, considérese el

caso en que X, y X, son independientes, es decir, S, = 0. Es decir si S;; = 0, la

ecuacion que expresa T* define una elipse centrada en (X, , X, ) con los ejes principales
paralelos a los ejes X, y X,. Hacer T* igual a T% .. implica que un par de medias

maestrales observadas (X, , X,) que se encuentran dentro de la elipse indican un estado

de control estadistico, mientras un par de medias maestrales observadas que caen fuera
de la elipse muestran que el proceso esta fuera de control. La figura obtenida se denomina
a menudo elipse de control. Si las dos caracteristicas son dependientes entonces S, # 0
, Y la elipse de control correspondiente aparecera como en la figura E7-1. Obsérvese que
los ejes principales de la elipse ya no son paralelos a los ejes X, y X,

cuando las dos variables son dependientes.
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\
Region de
control
conjunta para
\_.
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FIGURA E7-2 ELIPSE DE CONTROL
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FIGURA E7-2 DIGRAMA DE CONTROL T° HOTELLING PARA P = 2 CARACTERI STI CAS DE
CONTROL
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8.0 METODOS ESTADI STI COS NO PARAMETRI COS

Los métodos estadisticos paramétricos suponen que los datos que se analizan siguen una
distribucién normal (Gaussiana). La validez de esta hipotesis se basa en el teorema central
del limite, que postula que la distribucion muestral de la media puede ser
aproximadamente normal aunque la poblacion de referencia tenga una distribucién muy
diferente. La aproximacion mejora a medida que el tamafio de la muestra aumenta.

Con frecuencia se presentan a los quimicos analistas situaciones donde no pueden
asumirse los supuestos requeridos por desconocerse la distribucion de la variable
estudiada, o bien, por ser la muestra muy pequefa de manera que incluso el teorema
central del limite seria de escasa relevancia. O bien, aunque se conozca la distribucién de
la variable y sea valido tedricamente hacer supuestos sobre la distribucion y sus
parametros, no es razonable utilizar una prueba paramétrica ya que hay poca certeza de
que se cumplan en este conjunto de datos. También puede ocurrir que la variable no sea
continua por lo que no se cumplen las restricciones establecidas para las pruebas
paramétricas.

En cualquiera de los casos anteriores hay que buscar técnicas alternativas que permitan
darle solucion a estas situaciones de forma eficiente. Surge asi la necesidad de desarrollar
una serie de técnicas estadisticas que tengan un minimo de restricciones. A estas técnicas
se les conoce como: Métodos no paramétricos.

Segin WONNACOTT (1973) existen dos indicaciones para preferir las pruebas no

paramétricas:

1. Cuando la prueba clasica correspondiente no es valida.
2. En aplicaciones en donde la prueba clasica es razonablemente valida, pero un

estimador no paramétrico puede ser mas eficiente.

Entre las ventajas del uso de métodos no paramétricos se encuentran las siguientes (PRIA,
2001, cap. 1):
1. Tienen mayor eficiencia que los métodos paramétricos en distribuciones
asimétricas, o sea cuando hay valores atipicos o datos aberrantes.
2. Tienen validez en el sentido de que su nivel de confiabilidad es realmente el

especificado en la mayoria de las pruebas.
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3. Generalmente son de computo mucho mas facil que las técnicas de las estadisticas
clasicas.

4. Son aplicables en situaciones donde los procedimientos clasicos no son aplicables.
Aln cuando se cumplan los requisitos para realizar una prueba paramétrica, si la
muestra es pequeia la eficiencia relativa de la prueba no paramétrica es alta.

Entre las desventajas de la aplicacion de los métodos no paramétricos se citan las
siguientes (PRIA, 2001, cap. 1):

1. Fundamentalmente cuando las muestras son muy grandes las pruebas no
paramétricas tienen una eficiencia relativa baja con relacidon a las paramétricas
cuando se cumplen los supuestos.

2. Las hipdtesis que se plantean en las pruebas no paramétricas son menos precisas,
lo que hace que la interpretacion de los resultados sea mas ambigua.

3. Su aplicaciéon en muestras grandes se hace muy laboriosa.

4. Para un problema particular pueden existir varias pruebas, por lo que en ocasiones

se hace dificil seleccionar la mejor.

En general, este tipo de pruebas deben utilizarse cuando no se cumplan los supuestos
para hacer una prueba paramétrica y cuando se duda sobre el cumplimiento de los
supuestos en una muestra pequefia. La principal ventaja de las pruebas no paramétricas
consiste en que pueden efectuarse inferencias exactas cuando las suposiciones
fundamentales de los métodos estandar no pueden cumplirse en su totalidad; su principal
desventaja radica en que exigen demasiada informacion y tienen una eficiencia menor
cuando todas las suposiciones se satisfacen. Sin embargo, si se afirma que la eficiencia de
cierto método no paramétrico es del 80%, se debe entender en realidad que es
relativamente valioso, dado que la eficiencia del correspondiente método “estandar” es
poco menos del 100% si todas las suposiciones no se cumplen con exactitud. En general
es verdad que cuanto menos se supone, tanto menos se puede inferir de un conjunto de
datos, pero también es cierto que cuanto menos se supone, tanto més se amplia la
aplicabilidad de un método (FREUD y WALPOLE, 1990, cap. 16).

Es posible comparar la confiabilidad del uso de una prueba no paramétrica con respecto al

uso de una prueba paramétrica homodloga a través del concepto de potencia-eficiencia de
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una prueba, que en general, se refiere al aumento porcentual del tamafio de muestra que
se necesita para obtener los mismos resultados con una prueba X, no tan poderosa como
otra que es la prueba Y, que es la mas potente que se conoce para resolver un problema
especifico cuando se cumplen los supuestos para efectuar la misma. La potencia-eficiencia
de la prueba X puede calcularse de la forma siguiente (PRIA, 2001, cap. 1):

N
Potencia — Eficiencia de la prueba X = N—Y x 100

X

En donde N, es el tamafio de muestra requerido para la prueba Y, y, Nx el tamafio de
muestra requerido para la prueba X.

Existe una gran variedad de pruebas no paramétricas tanto para el analisis de variables
cualitativas como cuantitativas. En el cuadro 8.1 se presenta un listado de dichas pruebas
y de su aplicacion.

En las secciones de la 8.1 a la 8.7 se describen con detalle las pruebas no paramétricas
asociadas a variables de tipo cuantitativo de mayor aplicacion en analisis quimico.

Ademas de las pruebas expuestas en la tabla 8.1, existen pruebas no paramétricas para
correlacion y analisis de regresion, cuyas bases se presentan en el anexo A8.

8.1 PRUEBA DE LA MEDI ANA

Esta prueba permite determinar si dos muestras independientes difieren con relacion a sus
medianas, o0 sea permite determinar si dos muestras independientes provienen de
poblaciones con la misma mediana siempre que b variable esté al menos en escala ordinal
(PRIA, 2001, cap. 1). Existe una generalizacion de esta prueba que permite la
comparacion de las medianas de tres 0 mas muestras independientes que no sera objeto
de estudio en esta seccidn.

La hipdtesis a probar es:

En donde 5?’1 y 5?’2 representan las medianas de las dos muestras que se estan

comparando.
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CUADRO 8.1 DESCRIPCION DE PRUEBAS NO PARAMETRI CAS

PRUEBA

TI PO DE VARI ABLE

APLICACION

Prueba x? de independencia

Cualitativa

Esta prueba permite medir la
significacion de la asociacién entre
dos variables de clasificacion.

Prueba x% de homogeneidad

Cualitativa

Cuando se tienen varias muestras
y se desea determinar si son
homogéneas con relacién a la
distribucion en las mismas de una
variable cualitativa.

Prueba Kolmogorov-Smirnov

Cuantitativa

Es una prueba no paramétrica que
se utiliza para diferencias entre
distribuciones acumuladas, es,
pues, una prueba de bondad de
ajuste.

Prueba de la mediana

Cuantitativa

Esta prueba permite determinar si
dos muestras independientes
difieren con relacién a sus
medianas, o sea permite
determinar si dos muestras
independientes provienen de
poblaciones con la misma
mediana.

Prueba de signos

Cuantitativa

Esta prueba permite la
comparacion de la mediana de
una serie de datos con un valor
especificado. También permite
indicar la existencia de tendencias.

Prueba de rangos y signos de
Wilcoxon

Cuantitativa

Permite probar la aleatoriedad de
una secuencia de datos. También
permite probar la simetria de una
distribucion. Otra aplicacion de
esta prueba es comparar la
distribucion de una serie de datos
con un valor especificado.

Prueba de la suma de rangos
de Wilcoxon

Cuantitativa

Constituye la base para el resto de
pruebas que utilizan rangos y
permite determinar si dos
muestras proceden de la misma
distribucion, las muestras deben
de ser del mismo tamafio y no
necesariamente independientes.

Prueba de U-Man Whitney

Cuantitativa

Esta prueba se utiliza para
resolver el mismo caso que
resuelve la prueba de suma de
rangos de Wilcoxon con muestras
no necesariamente del mismo
tamano.

Prueba de Kruskal Wallis

Cuantitativa

Es una generalizacién de la prueba
de suma de rangos de Wilcoxon,
permitiendo comparar mas de dos
muestras con el propdsito de
conocer si proceden de la misma
poblacion o si hay diferencias
entre las medidas de tendencia
central de mas de dos
poblaciones.
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Debe sefalarse que en el caso de que las distribuciones de ambas poblaciones sean
simétricas, la mediana debe coincidir con la media aritmética, convirtiéndose ésta en una
prueba de comparacion de dos medias también (PRIA, 2001, cap. 1).

Como se esta asumiendo que ambas muestras provienen de poblaciones con la misma
mediana, se determina el valor de la mediana general, o sea se combinan los valores de
ambos grupos para determinar el valor de la mediana.

Una vez determinado éste valor se determina en cada una de las muestras cuantas
observaciones tienen valores mayores que la mediana general y cuantas tienen valores
inferiores a la misma.

Segun SIEGEL (1972) si hay valores que coincidan con los de la mediana generalen las

muestras estudiadas, se procedera de la siguiente forma:

1. Sila muestra es grande y un nimero pequeio de observaciones coincide con este
valor pueden excluirse del andlisis estas observaciones.

2. Sila muestra no es grande o si el nUmero de observaciones que coincide con este
valor es grande entonces pueden contarse estos valores junto con los valores

menores que la mediana.

La informacidon se resumira en una tabla de contingencia de la forma siguiente (PRIA,
2001, cap. 1):

Valores/ Mediana Muestra 1 Muestra 2 Total
Observaciones > Mediana General a b a+b
Observaciones < Mediana General c d c+d

Total a+c b+d N

Para la prueba de hipdtesis se necesita un estadigrafo con una distribucion conocida para
determinar si existen diferencias significativas entre las medianas de ambas poblaciones.
Para ello se utilizara la expresion (PRIA, 2001, cap. 1):

ngad - bc| —%g

X = aTbleralaTolo 7 d)
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Este estadistico bajo el supuesto de que no existen diferencias entre las medianas de
ambas poblaciones se distribuye x con un grado de libertad.

Si X2 > X:,umsa €ON UN grado de libertad para un nivel de significacién determinado, se

rechaza la hipdtesis nula.
Al usar el estadigrafo x? hay que tener en cuenta que se deben cumplir las restricciones

para la prueba x° En este caso, como hay una tabla de contingencia de 2 x 2, debe
cumplirse que todos los valores esperados sean mayores o iguales a 5, en caso de no
cumplirse esta restriccion se debera utilizar la prueba de las probabilidades exactas de
Fisher (PRIA, 2001, cap. 1).

Segun SIEGEL y MOOD (1954) se ha demostrado que si la prueba de la mediana se aplica
a datos que pueden analizarse adecuadamente por una prueba paramétrica mas poderosa,
la prueba t en éste caso, su potencia-eficiencia seria de cerca de un 95% cuando n; . n; =
6. Este vabr iria disminuyendo a medida que aumenta el tamafio muestral llegando a
tener una eficiencia asintdtica eventual de 63%.

8.2 LA PRUEBADE SIGNOS

La prueba de signos es uno de los métodos no paramétricos mas simples. La prueba t
supone que los datos se distribuyen normalmente. La prueba del signo prescinde de tal
hipdtesis y es mucho mas facil de realizar. Se puede utilizar de diferentes formas, la mas
simple se describe a continuacion:

Para probar la hipdtesis nula 1 = p, contra una alternativa apropiada, basandose en una
muestra aleatoria de tamafio n, se reemplaza cada valor muestral mayor que L, por un
signo mas y cada valor muestral menor que L, por un signo menos (MILLER y FREUND,
1986, cap. 10).

Se ignoran por completo aquellos valores que son iguaks a .. Para contrastar si la
preponderancia de signos menos, es significativa se utiliza la ley de la binomial acumulada.
Esta ley establece que la probabilidad de que aparezcan r signos menos entre n signos
esta dada por (MILLER y MILLER, 1993, cap. 6):

plr)=ncp'q"”

donde:
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nC,: indica el nimero de combinaciones de r elementos de un total de n
elementos.

p: es la probabilidad de que aparezca un signo menos en uno de los resultados.

q: es la probabilidad de que no aparezca un signo menos en uno de los resultados,
es decir, g = 1-p.

Si la probabilidad experimental es menor que un nivel de significacion a, la hipdtesis nula
debe rechazarse. Es decir, existe evidencia como para rechazar que los datos proceden de
una poblacién con p = p, (MILLER y MILLER, 1993, cap. 6).

La prueba de signos puede utilizarse también como una alternativa no paramétrica de la
prueba t por parejas para comparar dos grupos de resultados para las mismas muestras.
Asi, si se examinan n muestras con cada uno de los dos métodos, A y B se puede
contrastar si los dos proporcionan lecturas significativamente diferentes (MILLER y
MILLER, 1993, cap. 6).

Calculando para cada muestra la diferencia en los resultados, es decir (MILLER y MILLER,
1993, cap. 6):

[(resultado obtenido porel métodoA) —(resultadoobtenido por el método B)]

La hipdtesis nula sera que los dos métodos no proporcionan resultados significativamente
diferentes. En la practica esto significara que la probabilidad de obtener un signo mas (o
un signo menos) es 0.5. La probabilidad o frecuencia de un nimero signos positivos sigue
una distribucién binomial de parametros n, p = 0.5 (MILLER y MILLER, 1993, cap. 6).

El resumen de la prueba del signo para comparar dos poblaciones se presenta en el
cuadro 8.2.

Cuando el nimero de pares en un experimento de diferencias por parejas es grande, se
puede aproximar la distribucién de probabilidad para x, el nUmero de veces que x es

mayor que Xg, por una distribucién normal. Por lo tanto, con p = P(X > X B) se puede

probar Hy: p = 0.5 utilizando la prueba para una proporciéon binomial. (Ver cuadro 3.14,
capitulo 3).

Otro uso de la prueba de signos es indicar una tendencia. En esta prueba al primer
resultado del primer grupo se le resta el primer resultado del segundo grupo, al segundo
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resultado del primer grupo se le esta el segundo resultado del segundo grupo y asi
sucesivamente. Se obtiene de esta forma una serie de signos asociados a las diferencias
obtenidas e ignorando los ceros se calcula la probabilidad binomial de obtener r pares de
signos iguales. La hipdtesis nula de que no existe ninguna tendencia en los resultados, se
rechaza si la probabilidad calculada es menor que el nivel de significacion o de la prueba

de dos colas (MILLER y MILLER, 1993, cap. 6).

CUADRO 8.2 RESUMEN DE LA PRUEBA DEL SI GNO APLI CADA AL ANALISIS DE DOS

MUESTRAS
1. Hipétesis nula: H,: P(Xy — Xg) = 0.5
2. Hipdtesis alternativa
Prueba de una cola Prueba de dos colas
Hi: P(Xa — Xg) > 0.5 Hi: P(Xa — Xg) 20.5

(0 bien P(Xa — Xg) < 0.5)

3. Estadistico de contraste: X = numero de
pares de observaciones para los cuales X,

excede a Xg.

4. Regién de rechazo:
Prueba de una cola Prueba de dos colas

Para: P(X, —Xg) > 0.5 Rechace H, para valores muy grandes o muy
Rechace H, para valores muy grandes de x. pequefio de x.
Para: P(X: - Xg) < 0.5 _Basta obsg_rvar sila fre,cugnqq ob_servada de

signos positivos se desvia significativamente de

Rechace H, para valores muy pequefios de x. la esperada n/2, en cuyo caso se rechaza H,.

Suposiciones: Las observaciones xa y Xxg se seleccionan aleatoria e independientemente por pares.
Cuando los datos de las observaciones de xx son iguales a las de xg se eliminan y con esto se
reduce el numero de pares n.

8.3 PRUEBA DE RACHAS DE WALD - WOLFWITZ.

Las rachas son una secuencia de signos positivos seguida de una de signos negativos, y
luego otra de signos positivos. En algunos casos podria tener interés no sdlo investigar si
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las observaciones generan signos positivos o negativos, si no también si éstos aparecen en
una secuencia aleatoria.

En el caso de ajuste de curvas, una secuencia no aleatoria de signos positivos y negativos
conducird a un nimero mas pequefio de rachas que una aleatoria. El método de Wald —
Wolfwitz prueba si el nUmero de rachas es suficientemente pequefio para que se rechace
la hipotesis nula de una distribucidn aleatoria de los signos (MILLER y MILLER, 1993, cap.
6).

El nimero de rachas en los datos experimentales se compara con los nimeros de la tabla
del anexo B8, de “prueba de rachas de Wald — Wolfwitz”, que se presenta para un nivel de
significacion a. En esta tabla los valores de N representan el nimero de signos positivos y
M es el nimero de signos negativos. Si el nimero experimental de rachas es mas pequefio
que el valor tabulado, entonces se puede rechazar la hipdtesis nula.

En relacién a la prueba de Wald-Wolfwitz, existen otros puntos de interés, por ejemplo,
permite comparar la mediana de una serie de datos con un valor especificado, al crear una
serie de signos a través de la comparacion de cada valor de la serie con el valor
especificado y asignando un signo negativo a los datos inferiores al valor especificado y un
signo positivo a los superiores a dicho valor. Ignorando el niUmero de ceros, se determina
el nimero de rachas obtenidas y se compara su valor con el propuesto en la tabla del
anexo B8.

También cabe resaltar que se puede encontrar nimeros inusualmente grandes de rachas
cortas, asi como también nimeros inusualmente pequefios de rachas largas. Asi por
ejemplo, como en el caso de 6 signos positivos y 6 signos negativos en el orden + - + - +
- + - + - + -, se podria sospechar que existe una secuencia no aleatoria. La tabla muestra
que, con N = M = 6, un total de 11 6 12 rachas indica que la hipétesis nula de un orden
aleatorio se deberia rechazar y sospechar una cierta periodicidad en los datos (MILLER y
MILLER, 1993, cap. 6).

8.4 PRUEBA DERANGOS Y SINGOS DE WILCOXON

La importancia de la prueba de signos radica en los supuestos minimos que se hacen
sobre los datos experimentales. No se supone que la poblacién de la cual se toma la
muestra sea normal, ni incluso que sea simétrica. La Unica informacién a priori necesaria

es el valor de la mediana. Una cierta desventaja de la prueba de signos es que no utiliza
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toda la informacién disponible. Sélo es necesario saber si una medicién individual es mas
grande 0 mas pequena que la mediana, y la magnitud de esta desviacién no se utiliza en
absoluto (MILLER y MILLER, 1993, cap. 6).

En muchos casos un analista tendra suficientes razones para creer que sus mediciones se
distribuyen simétricamente pero no desea suponer que siguen una distribucion normal.
Este supuesto de datos simétricos, y la consecuencia de que la media y la mediana de la
poblacion sean iguales, permite desarrollar pruebas de significacion mas potentes.
Wilcoxon contribuyd con importantes avances al respecto, y su prueba de rangos y signos
tienen varias aplicaciones (MILLER y MILLER, 1993, cap. 6).

La comparacion de la distribucion de una serie de datos con un valor de referencia se
realiza mediante la obtencion de las diferencias entre cada dato de la muestra y el valor de
referencia (conservando los signos). Los valores absolutos de estas diferencias se ordenan
posteriormente de menor a mayor y a continuacion se incorporan sus signos, los nimeros
entonces se jerarquizan, en este proceso se mantienen sus signos pero se les asignan
numeros que indican su orden o rango.

Luego, asignando con X a la suma de los rangos positivos y con Y a la suma de rangos
negativos, se selecciona la menor de estas cifras (X 6 Y) y se toma como el estadistico de
contraste. El teorema binomial dara la probabilidad de que aparezca este nimero. Si los
datos provienen de una poblacion con una mediana igual al valor especificado, se
esperaria que la suma de rangos positivos y negativos sea aproximadamente igual.

La probabilidad de que aparezca una suma concreta esta dada en la tabla que se presenta
en el anexo C8. En esta prueba se rechaza la hipdtesis nula si el valor tabulado es menor
o igual que el valor experimental, es decir, situacion opuesta de la observada en la
mayoria de las pruebas de significacion.

Una ventaja importante de la prueba de rangos y signos es que también se puede utilizar
para datos por parejas, ya que las diferencias entre los datos de las dos series se pueden
transformar en el tipo de datos como en el caso anterior. De esta manera se puede
utilizar este método no paramétrico como una alternativa a la prueba t por parejas
(MILLER y MILLER, 1993, cap. 6).

Si no hay diferencia entre las dos series de datos, entonces se esperaria que las
diferencias entre los resultados para cada muestra, [(resultado muestra 1) — (resultado
muestra 2)] deberan distribuirse en torno a cero. Cuando hay posiciones empatadas, el

problema se resuelve asignando posiciones promedio a los valores empatados, con signos



8-12

adecuados. Si la ordenacion es correcta, al calcular la suma de todos los valores sin tomar
en cuenta el signo, debe ser la misma que la suma de los ocho primeros nimeros
naturales (MILLER y MILLER, 1993, cap. 6).

Si la suma de los valores positivos es X'y la de los valores negativos es Y, el estadistico de
prueba sera la menor de estas sumas. Este valor se compara con el valor obtenido de la
tabla del anexo C8, rechazando la hipdtesis nula si el valor del estadistico de prueba es
menor que el especificado en dicha tabla.

Es de hacer notar que la prueba de rangos y signos es un método simple y de mucha
utilidad, aunque su principal limitacidén radica en que no se puede aplicar a conjuntos de
datos muy pequeios, para el caso de prueba de dos colas con un nivel de significacion p
= 0.05, n tiene que ser al menos 6 (MILLER y MILLER, 1993, cap. 6).

8.5 PRUEBA DE SUMA DE RANGOS DE WILCOXON

La prueba de rangos y signos descrita anteriormente es valida para el estudio de
conjuntos individuales de mediciones y para conjuntos de datos por parejas que se pueden
reducir con facilidad a conjuntos individuales. Sin embargo, en muchos casos es necesario
comparar dos muestras independientes que no se puedan reducir a un conjunto Unico de
datos, ya que pueden contener diferentes nimeros de mediciones. Existen varias pruebas
no paramétricas que permiten abordar estas situaciones (MILLER y MILLER, 1993, cap. 6).
Sean Ay B, dos muestras con My N observaciones respectivamente, donde se cumple que
M = N, la prueba de suma de rangos de Wilcoxon para determinar si ambas muestras
proceden de la misma distribucion se describe a continuacion (PRIA, 2001, cap. 3):
1. Se ordenan todas las observaciones de ambas muestras, como si fuera una sola
muestra, en orden ascendente y se asignan los rangos a los valores ordenados.
2. Se identifican los valores que pertenecen a cada muestra.
3. Se determina el estadigrafo que en esta prueba es: T,- Suma de rangos de B = ( <
rangos B) (en donde B es la muestra mas pequefa)
4. La regla de decision sera:
a) Se plantea la Hipdtesis que se adecue a la situacion que se necesita resolver, y se

aplica la regla de decision de acuerdo a lo que se presenta en el cuadro 8.3:
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CUADRO 8.3 APLICACION DE LA REGLA DE DECI SION PARA LA PRUEBA DE SUMA
DE RANGOS DE WILCOXON

Hipotesis Regla de decision a mas
rechazar H, si: usados
Ho : Meg= Mex ToS Ty 0.025
H;: MeB¢ Me, 0 0.05
To 2 TS
Ho : Meg = Mea To < T: 0.05
H; : Meg < Mex 0.01
Hy : Meg < Mey To2 Ts 0.05
H1 N MeB > Me/.\ 0.01

Donde T; y Ts son los valores obtenidos en la tabla de Valores criticos para la estadistica
de prueba de la Suma de Rangos de Wilcoxon (ver anexo D8), considerando un tamafo de
n.y ngy un nivel de significacién dado. Esta tabla sirve para trabajar cuando el tamaio de
la muestra llega hasta 25 la muestra menor y 50 la mayor. Meg y Me, representan los
parametros de tendencia central de las distribuciones de ambas muestras.

Cuando el tamafio de la muestra menor excede las 25 observaciones puede trabajarse con
la aproximacion a la distribucién normal (PRIA, 2001, cap. 3).

Otra forma de rechazar la hipdtesis nula es cuando se esta trabajando con un programa
estadistico que calcule T, y p que es la probabilidad de error de tipo I asociada a ese valor.
En éste caso si el valor de p es menor que el a prefijado se rechaza la hipdtesis nula.

Deben aclararse los aspectos siguientes (PRIA, 2001, cap. 3):

1. Si n = ns se seleccionara el estadigrafo = rangos de la muestra tomando en

consideracion las hipotesis alternativas, de la forma siguiente:

Si la Hipotesis Alternativa es:

Se seleccionara la muestra:

H; : Meg # Mey

Cualquiera de las dos tiene igual
solucion,

H; : Meg < Mep

T, = la que tenga mayor suma de
rangos.

H; : Meg > Mexn

T, = la que tenga menor suma de
rangos.

2. Las hipdtesis deben plantearse tomando como primer parametro de referencia para
contrastar el de la muestra mas pequefia, en el caso de que sean de igual tamafio podran

plantearse de cualquier forma.
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3. En caso de existir observaciones de igual valor se asignaran rangos promedios, por
ejemplo si los tres primeros valores son:

VALORES 15 15 15
LUGARES 1 2 3
RANGOS (1+2+43)/3 =2 | (1+2+3)/3 =2 | (1+2+3)/3 =2

4. Potencia - Eficiencia:

Segun Siegel, si la prueba de la Suma de Rangos de Wilcoxon se aplica a datos que
pueden analizarse adecuadamente por una prueba paramétrica mas poderosa, la prueba ¢
de Student en éste caso, su potencia-eficiencia seria de cerca de un 95.5% y se acerca a
95% para muestras de tamafo moderado, por lo que es una excelente alternativa ante la
prueba t.

Debe destacarse que esta prueba es mas potente que la prueba de la Mediana, pues esta
Ultima utiliza solamente la informacidén de cédmo estan ubicadas las observaciones de cada
muestra con relacion al valor de la mediana generaj en cambio la prueba de suma de
rangos de Wilcoxon utiliza ademas, la informacién relativa a la ubicacion de cada

observacion en las muestras, que se resume en el estadigrafo de la suma de rangos.

8.6 PRUEBA MANN-WHITNEY

Otra prueba que se utiliza para resolver el mismo caso que resuelve la prueba de la Suma
de Rangos de Wilcoxon es la prueba de Mann-Whitney. El procedimiento seguido en
ambas es muy parecido. Las hipdtesis que se contrastan son las mismas y el estadigrafo
utilizado se parece aunque por supuesto no es igual. A continuacion se describe el
procedimiento para el contraste de hipdtesis mediante el uso de la prueba de Mann-
Whitney:

Inicialmente se identifican ambas muestras A y B, con M y N observaciones
respectivamente, donde se cumple que M2N ., Todas las observaciones de ambas
muestras se ordenan, como si fuera una sola muestra, en orden ascendente y se asignan

los rangos a los valores ordenados. Posteriormente, se identifican los valores que
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pertenecen a cada muestra y se clculan las sumas de rangos de cada muestra y se define

S, que es la suma de rangosde menor valor (PRIA, 2001, cap. 3).
El estadistico de contraste para esta prueba es (PRIA, 2001, cap. 3):

T =5- N(N +1)
2
La regla de decisién vendra dada en funcion del planteamiento de la hipdtesis que se
adecue a la situacion que se desea resolver, como se muestra en el cuadro 8.4 (PRIA,
2001, cap. 3):

CUADRO 8.4 APLICACION DE LA REGLA DE DECI SION PARA LA PRUEBA
DE MANN-WHITNEY

Hipotesis Regla de decision a mas
rechazar Hp si: usados
Ho : Meg = Mex To < Wpp 0.025
H; : Meg z Mep 0 0.005
To2 Wi-op
Ho : Meg = Mea TO < Wg 0.05
H; : Meg < Mep 0.01
Ho : Meg < Mey To2 Wi 0.05
H; : Meg > Mep donde 0.01
W1 -O= NM - WD

Donde Wy y Wy, son los valores criticos obtenidos en la tabla de valores criticos para la
estadistica de prueba de Mann-Whitney presentada en el anexo D8, en la que se
consideran tamafios muestrales n, ng y un nivel de significacién a. Esta tabla sirve para
trabajar cuando los tamafos muestrales son de 20 para la muestra menor y 40 para la
mayor.

Cuando el tamaio de la muestra menor excede las 20 observaciones puede trabajarse con
la aproximacion a la distribucién normal (ver capitulo 3.0).

Otra forma de rechazar la hipdtesis nula es cuando se esta trabajando con un programa
estadistico que calcule T,y p que es la probabilidad de error de tipo I asociada a ese valor,
en este caso se rechaza la hipotesis nula si p es menor al nivel de significacion o tomado

para la prueba.



8-16

8.7 PRUEBA DE KRUSKAL WALLIS

Cuando se presenta el problema de comparar mas de dos muestras con el proposito de
conocer si proceden de la misma poblacion, o bien, comparar si existen diferencias entre
las medidas de tendencia central de mas de dos poblaciones y no se justifica la suposicién
de normalidad y de igualdad de varianzas, el quimico analista podra recurrir a un
procedimiento alternativo al de la prueba F del andlisis de la variancia y que no depende
de esta suposicion. Kruskal y Wallis (1952) desarrollaron un procedimiento como
alternativa para dar solucion a este problema, conocido como /a prueba de Kruskal —
Wallis.

La prueba de KruskalWallis constituye una alternativa no paramétrica al analisis de
varianza usual y se considera como una extension del procedimiento de suma de rangos
de Wilcoxon como se vera en su desarrollo (MILLER y FREUND, 1989, cap. 10).

La hipdtesis nula para la prueba de KruskalWallis es que no existe diferencia entre los
tratamientos (@ = W = ... = M), Mientras que la hipdtesis alternativa es que exista
diferencia entre al menos un par de tratamientos ((p # ).

Para realizar la prueba de Kruskal-Wallis los datos pueden agruparse como se presenta en
la tabla a continuacion (MONTGOMERY, 1991, cap. 4):

Repeticiones Tratamientos Donde X son las
A B C observaciones
1 X4 Xip Xic i=1,2,..,n
2 X, , Xyp X, j=AB,_C, ..
R N=ny+ng+nc..
n XnA XnB XnC

Las observaciones se organizan posteriormente, en orden ascendente y se asignan las
posiciones (o rangos) con el rango 1 correspondiente a la observacion mas pequefia. En
caso de empate (varias observaciones con el mismo rango o posicidn), se asigna el rango
promedio a cada observacion empatada (MONTGOMERY, 1991, cap. 4).
El estadistico de prueba de KruskatWallis estd dado por la expresion (MONTGOMERY,
1991, cap. 4):
1 0= R> N(N+1)*0
"k, 4 f
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En donde R, es la suma de los rangos de las observaciones del i-ésimo tratamiento y n, es
el nimero de observaciones del iésimo tratamiento, N es el nimero total de
observaciones y (MONTGOMERY, 1991, cap. 4)

2
SN T T B

=1 j =1

1 a N(N -1)* O
R _NOV-1'D

Debe notarse que & es igual a la varianza de los rangos. Si no hay empate, S =
N(N+1)/12 y el estadistico de prueba se simplifica a (MONTGOMERY, 1991, cap. 4):

12 Q= R? O
H=—""n¢) “=-3(N+1
N_ID:1 n ( )E

Si n; es razonablemente grande, como seria el caso de n = 5, entonces H tiene una
distribucién aproximadamente x:_, (ver tabla del anexo C3) si la hipdtesis nula es

verdadera. Por lo tanto, si (MONTGOMERY, 1991, cap. 4)
H 2 Xi,a—l

hay que rechazar la hipdtesis nula.

Si H se calcula mediante un programa estadistico en una computadora se obtendra el valor
de H con la probabilidad exacta de error tipo I asociada a ese valor.

Debe sefalarse que la potencia-eficiencia de esta prueba comparada con la prueba
paramétrica mas poderosa, la prueba F, considerando que se cumplen los supuestos para
la misma es de un 95.5% (PRIA, 2001, cap. 3).

8.8 PROBLEMAS DE APLI CACI ON DE METODOS NO PARAMETRI COS

1. En relacion al ejercicio 1 de la seccién 3.5.2 (cap. 3), que se refiere a la
determinacion del tanto por ciento del niquel de una muestra particular de acero de
referencia del NIST por un nuevo método espectrofotométrico, determinar
mediante la prueba del signo para los niveles de significacién del 0.01 y 0.05 si p =
1.12% .

Datos: 1.10, 1.08, 1.09, 1.12, 1.109
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Solucion:

a) Hipotesis nula: p = 1.12%
Hipdtesis alterna: p # 1.12%

b) Nivel de significaciéon: a = 0.01 y 0.05

c¢) Calculo:
Reemplazando cada valor mayor que 1.12% por un signo positivo y cada valor
menor que 1.12% por un signo menos, los cinco valores generados son:

- - -0 -

d) Criterio: el criterio de deckion se basa en el nimero signos positivos (X) o en el
nuimero de signos negativos (Y). Utilizando el nimero de signos menos frecuente,
se rechaza H, si la probabilidad de obtener X 6 Y o mas signos es menor o igual a
0.01 6 0.05 (dependiendo del nivel de significacién dado a la prueba.

Asi, para X = 0 que es el nidmero de signos positivos, el calculo de la probabilidad
binomial para X = 0 con parametros n = 4 y p=0.5 es:

P(X=20;n=4, p=05)= %@.50(1 -0.5)*" = 0.0625

Para un nivel de significacion del 10%, puede rechazarse la hipdtesis nula de que p
= 1.12%, dado que P(=0.0625) < 0.1. Mientras que si se usa un nivel de
significacién del 5% no existe evidencia como para rechazar H,. Se observa, en el
primer caso, que se coincide con los resultados obtenidos en la prueba
paramétrica, mientras que en el segundo caso, no. La prueba paramétrica puede
volverse mas concluyente en la medida que se aumente el nimero de mediciones.

Los siguientes quince datos son mediciones del punto de ebullicibn de un
compuesto de silicio en °C: 166, 141, 136, 153, 170, 162, 155, 146, 183, 157, 148,
132, 160, 175, 150. Para un nivel de significacion de 0.05, utilizar las pruebas del
signo y de rangos y signos de Wilcoxon para probar la hipétesis de que p = 158°C.

Solucién:

Prueba del signo

a) Hipdtesis nula: p = 158°C
Hipdtesis alterna: p # 158°C

b) Nivel de significacion: o = 0.05

c) Célculo:
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Reemplazando cada valor mayor que 158°C por un signo positivo y cada valor
menor que 158°C por un signo menos, los quince valores generados son:

+ ===+ + ==t ===t + -

d) Criterio: el criterio de decisidon se basa en el niUmero signos positivos (X) o en el
numero de signos negativos (Y). Utilizando el nimero de signos menos frecuente,
se rechaza H, si la probabilidad de obtener X 6 Y o mas signos es menor o igual
0.05 (dependiendo del nivel de significacion dado a la prueba).

El signo menos frecuente es el signo mas (+) y su nimero es X = 6, el calculo de
la probabilidad binomial para X = 6, con parametros n = 15y p = 0.5 es:

¢ As
P(X26;n=15p=0.5) = ;EX@O'S)X(O'S)IH = 0.3036

Dado que 0.3036 es mayor que el nivel de significacion a de 0.05, no existe
evidencia como para rechazar que el punto de ebullicién del compuesto de silicio
sea de 158°C.

Suma de rangos y signos de Wilcoxon

a) Hipodtesis nula: p = 158°C
Hipdtesis alterna: p # 158°C

b) Nivel de significacién: o = 0.05

c) Calculo:
Comparando cada dato obtenido con 158°C, se obtiene:

8 -17 -22 -5 12 4 -3 -12 25 -1 -10 -26 2 17 -8
Ordenando los datos de menor a mayor sin tomar en cuenta los signos se tiene:
12345881012 12 17 17 22 25 26
Colocando los rangos y los signos asociados a cada observacion se tiene:
-12-34-565-65-895-95 115 -11.5 -13 14 -15

d) Criterio: el criterio de decisién se basa en la suma de los rangos con signo
positivo (X) o en la suma de los rangos con signo negativo (Y). Utilizando la suma
menor, se rechaza H, si al compararla con el valor obtenido de la tabla del anexo
B8 se observa que es menor o igual que este.

En este problema:

X (suma de rangos con signo positivo) = 47.5
Y (suma de rangos con signo negativo) = 72.5
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Por lo que el estadistico de contraste es X = 47.5, de la tabla del anexo B8, se
obtiene el valor de 25 para n = 15y a = 0.05. Dado que el valor del estadistico de

contraste es mayor que el valor leido en la tabla puede concluirse que no existe
evidencia significativa al 5% como para afirmar que el punto de ebullicién del
compuesto de silicio difiere de 158°C.

Como puede observarse este resultado, coincide con el generado a partir de la
aplicacion de la prueba del signo.

En relacion al ejercicio 3 de la seccion 3.2.5(cap. 3) que se refiere a la
determinacion de la homogeneidad de una muestra patrén de cloruros mediante
andlisis de porciones de material, tomadas en la superficie y en el fondo del
contenedor, en el que los datos obtenidos fueron:

% de Cloruros en % de cloruros en

la superficie el fondo
26.32 26.28
26.33 26.25
26.38 26.38
26.39

A partir de la prueba de la mediana, determinar si existe homogeneidad en el
material a un nivel de significacién a del 5%.

Solucion:

a) Hipdtesis nula: hay homogeneidad en el contenido de cloruros de la muestra
patron, es decir: Merngo = Mesuperficie

b) Hipdtesis alterna: no hay homogeneidad en el contenido de cloruros de la
muestra patron, es decir: Mesngo 2 MEsyperficie

c) Nivel de significacion(a): 0.05
d) Procedimiento de prueba:
e El primer paso consiste en ordenar la serie de datos en orden
ascendente como si procedieran de la misma muestra, para los datos

del ejercicio se tiene:

26.25 26.28 26.32 26.33 26.38 26.38 26.39
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» La mediana de la serie anterior es: 26.33
» El resumen de la informacion del problema para la prueba de la

mediana se presenta en la tabla a continuacion:

Valores/ mediana Muestra 1 Muestra 2 Total
Obs. > mediana general 2(a) 2(b) 4
Obs. < mediana general 2(c) 1(d) 3

Totales 4 3 7

» El calculo del estadistico para el contraste es el siguiente:

n@ad —bc|—%HZ

X = arble vafa oo +d)

792)(1 -2x2| —%g 1575

4x3x4x3 144

2

X2 = =0.109

e) Criterio de decision: si X2 = Xipuese CON UN grado de libertad y para un o =0.05

(ver anexo C3, tabla de X°) se rechaza la hipétesis nula. Dado que 0.109 < 3.84
(ver anexo C3), no existe evidencia significativa al 5% como para rechazar la
hipdtesis nula. Por lo que se concluye que no existe evidencia a un nivel de
significacion de 0.05 de que las medianas de las distribuciones de los valores de
cloruro varien entre la superficie y el fondo del contenedor. Como puede
observarse este resultado coincide con el obtenido mediante la prueba
paramétrica.

4. En el desarrollo de un nuevo método para la determinacién de niveles de alcohol
en la sangre, se analizd cinco veces una muestra de sangre, con los resultados
siguientes: 64.5, 66.0, 63.9, 65.1 y 64.0 mg/100 ml. El método de analisis estandar
aplicado a la misma muestra proporciona los resultados 66.2, 65.8, 66.3, 65.6
mg/100ml. Utilizando las pruebas de U-Mann Whitney y la de suma de rangos de

Wilcoxon, probar si los métodos difieren significativamente.

Solucion:
Prueba de U-Mann Whitney

a) Hipétesis nula: IVlemétodo estandar — Memétodo nuevo
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b) HipéteSiS alterna: M€metodo estandar 2 MEmétodo nuevo
c) Nivel de significacién(a): 0.05
d) Procedimiento de prueba:

e El primer paso consiste en asignar los rangos a los datos de ambas
muestras como si todos fueran una sola muestra, de la siguiente forma:

Método nuevo | Rango | Método estandar | Rango
65.5 4 66.2 8
66.0 7 65.8 6
63.9 1 66.3 9
65.1 3 65.6 5
64.0 2

+ La suma de rangos de cada muestra es:

Muestra del nuevo método = 17
Muestra del método estandar = 28

» El estadistico viene dado por tanto como:

T, =S——N(N2+1) =1

_5(5+1) _

7 2

Para S = 17 (menor de las sumas de rangos) y N = 5 (nimero de datos
para la muestra con la menor suma de rangos).
Deestaforma T, = 2

e) Criterio de decision:
El valor de W,,2,n1,n2 Obtenido de la tabla del anexo D8 es:
Wo.os, 4,5 = 1
Dado que T, = 2 > Wys,4,5 = 1, no existe evidencia a un nivel de significacion del
5% como para rechazar la hipdtesis nula, o, en otras palabras, se concluye que no

existe evidencia significativa al 5% como para rechazar que los dos métodos
producen resultados equivalentes.

Prueba de Suma de Rangos de Wilcoxon:

La variante de esta prueba con respecto a la prueba de U-Mann Whitney
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se encuentra Unicamente en el estadistico de contraste empleado, pues en la
prueba de Suma de rangos de Wilcoxon, se calculan dos estadisticos que vienen
dados como:

NN, +1) :17_5(5+1) _ 5

NN, D) o A4

28 8

Criterio de decision:

El valor de W,/2,n1,n2 Obtenido de la tabla del anexo D8 es:
Wo.os, 4,5 = 1

Dado que la menor de estas sumas es 2 y supera al valor tabulado de 1, no existe
evidencia significativa al 5% como para rechazar H,.

5. En relacién al ejercicio 6 de la seccion 3.5.2, de la comparacién de los resultados
obtenidos en la aplicacién de un nuevo método de determinacion de Indio en Zinc
y sus aleaciones y el valor reportado en el patron certificado. Estudiar con un nivel
de significacién del 5%, mediante la prueba de rangos y signos de Wilcoxon, si
existe diferencia entre las mediciones con el nuevo método y el valor certificado del

patron. La tabla de datos se presenta a continuacion:

Patron Observacion Certificado
CRM322 2 3
CRM323 6 5
CRM324 15 16
CRM325 44 46
CRM352 2 3
CRM353 1 3
CRM354 7 10
CRM357 6 3
CRM358 12 7
CRM359 16 16
CRM360 29 30

Solucion:

a) Hipdtesis nula: Yy = 0
b) Hipdtesis alterna: pg # 0
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c) Nivel de significaciéon(0J): 0.05
d) Procedimiento de prueba:

En la tabla a continuacion se presentan en la primera columna las diferencias
calculadas para cada par de datos, en la segunda columna se presentan estas
diferencias ordenadas en orden ascendente sin tomar en cuenta el signo y en la
columna tres se presenta el rango asignado a cada diferencia:

di = obs- Cert. orden rango

-1 0 1

1 -1 -4
-1 -1 -4
-2 -1 -4
-1 -1 -4
-2 1 4
-3 -2 7.5
3 -2 7.5
5 -3 9.5
0 3 9.5
-1 5 11

La suma de los rangos con signo positivo y negativo son respectivamente:
X (suma de rangos con signo +) = 25.50
Y (suma de rangos con signo -) = 40.50

Por lo tanto el estadistico de prueba es: X = 25.5

e) Criterio de decision:

Al comparar el estadistico de prueba con el valor obtenido de la tabla del anexo C8,
paran = 11, se observa que X = 25.5 > 10, por lo tanto no existe evidencia de que
la mediana (media) de la diferencia sea distinta de cero, es decir, no existe
evidencia significativa al 5% de la diferencia entre las mediciones de la
concentracion del patron por el nuevo método y valor certificado del mismo.

Considere el ejercicio 1 de la seccion 4.1.10 (cap. 4), en el que se quiere comparar
el trabajo de cuatro analistas de un laboratorio en el ensayo de determinacion del
% de alcohol metilico en muestras de un producto quimico, mediante la técnica de
cromatografia liquida de alta resolucion (HPLC). Los analistas reportaron los

resultados siguientes:
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Analista % de alcohol metilico
1 84.99 84.02 84.38
2 85.15 85.13 84.88
3 84.72 84.48 85.16
4 84.20 84.10 84.55

Mediante la prueba no paramétrica de Kruskall-Wallis, determinar si el trabajo de
los analistas difiere significativamente. Use un nivel de significacién de 0.05.

Solucién:

f) Hipdtesis nula: los cuatro analistas trabajan de forma equivalente, es decir: Me;
= Me, = Me; = Mey

g) Hipdtesis alterna: al menos dos analistas trabajan de forma diferente:
h) Nivel de significacion(a): 0.05
i) Procedimiento de prueba:
e El primer paso consiste en ordenar la serie de datos en orden
ascendente como si procedieran de la misma muestra, luego se

establecen los rangos. La asignacién de rangos se presenta en la
siguiente tabla:

Muestra Analista 1 | Analista 2 | Analista 3 | Analista 4
1 9 11 7 3
2 1 10 5 2
3 4 8 12 6

Z R;,- — 14 29 24 11

12

12

a 2

H =
12x13

3 3

El calculo del estadistico para el contraste es el siguiente:

Como no hay empates, el estadistico de prueba sera:

R
H=—— = —3(N +1
N(N+1)l: ni ( )

4> 29* 24° 11°
+ + +
3 3

E— 3x13 =5.46
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. . ‘e g . 2 e .
Criterio de decision: si H >X, ,_,se rechaza la hipotesis nula. En este caso

)(3.05,3 = 7.81(de tabla del anexo B3). Dado que 5.46 < 7.81, no existe evidencia

significativa al 5% como para rechazar la hipétesis nula, por lo que se concluye que
no existe evidencia a un nivel de significacion de 0.05, como para afirmar que los

analistas trabajan de forma diferente.
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ANEXO A8: METODOS NO PARAMETRI COS DE CORRELACI ON,
REGRESI ON LINEAL SIMPLE Y BONDAD DE AJUSTE
(PRIA, 2001, cap. 4)

1. COEFICIENTE DE CORRELACI ON DE SPEARMAN

En muchas ocasiones es importante conocer si dos variables estan relacionadas y si lo
estan, evaluar cudl es la intensidad de dicha relacion.

En las estadisticas clasicas la medida de correlacién usada es el coeficiente de Pearson que
se estima por el método de minimos cuadrados que requiere:

1. Que las variables estén medidas en una escala continua
2. Si se quiere medir su significacion estadistica es necesario que estas variables
tengan una distribucion normal bivariada.

Cuando estos supuestos no se cumplen pueden utilizarse medidas de correlacién no
paramétricas, que permiten ademas establecer una correlacién existente, determinar su
significacion estadistica.

Existen varios coeficientes de correlacion no paramétricos, el que se expone aqui es el
coeficiente de correlacion de Spearman, que fue la primera estadistica de rangos que se
desarrolld y que requiere que ambas variables estén medidas al menos en una escala
ordinal de forma que las unidades experimentales puedan colocarse en dos series y que
las observaciones se hayan extraido aleatoriamente de una poblacidn.

Sean n observaciones de dos variables aleatorias x e y, medidas ambas al menos, en
escala ordinal de forma simultanea en una misma unidad de observacién. Los datos asi
obtenidos pueden presentarse de la forma siguiente:

Elementos Variable
X Y
1 X, V1
2 X, Yo
3 X, s
n X, Vn

Cada elemento queda representado por un par de valores de la variables x e y, es decir
por el punto (x;, y;), que posteriormente puede ser llevado a un grafico de dispersion que
se utiliza para explorar la relacion lineal entre las variables.

A cada valor de la variable x e y se asignanRr,;, R, respectivamente, convirtiéndose la

informacién en una matriz de rangos como la siguiente:

Individuos | Variable x Rango de x Variable y Rangodey | 4, =R, —Ry;

Y

1 X1 Ri1 Vi Ro1 Ri1 = Ra1
2 X2 Ri2 Y2 R22 Ri2—Ra»

3 X3 Ri3 Y3 R23 Ri3—Ry3

N Xn R1n Yn R2n Rln - RZn
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d; mide las discrepancias que hay entre los rangos de x e y para cada individuo.
En el caso de existir observaciones de igual valor deben asignarse rangos promedios, por
ejemplo si los 3 primeros valores son:

Valores 15 15 15
Lugares 1 2 3
Rangos (1+2+3)/3=2 | (1+2+3)/3=2 | (1+2+3)/3=2

La formula del coeficiente de correlacién de Rangos de Spearman se deduce a partir de la
del coeficiente de correlacién de Pearson, sustituyendo los valores de las observaciones de
cada variable por la de sus rangos, llegandose a obtener la siguiente expresion:

62 di?

n —n

R, =1

s

De esta forma R, brinda una estimacion del grado de asociacion entre las variables x e y.
Debe recordarse que cuando se analiza un coeficiente de correlacion se deben considerar
dos aspectos:

1. Su magnitud: oscila entre 0 y 1, valores cercanos a 0 significan que no hay relacién
lineal entre ambas variables, mientras que los valores cercanos a 1 significan que
la relacion lineal entre las variables es muy intensa.

2. Su sentido. Esta dado por el signo + o -, el signo — significa que existe una
relacion inversamente proporcional; es decir, que a valores altos de una variable
corresponden valores bajos de la otra. El signo + significa que existe una relacion
directamente proporcional entre las variables o sea que a valores altos de una se
corresponden valores altos de la otra y viceversa.

Las hipdtesis a plantear para resolver la situacién descrita son las siguientes:

Hipotesis Rechazar Ho Si o mas usados
Hy:R,=0 Ry <=Riuputada o 0.025
H, R, #0 Ry 2 R, iputada 0005
Hy:R; 20 R <R, putada 0.05
H,:R, <0 0.01
Hy:R; <0 R 2 Ryiputada 0.05
H,:R, >0 0.01

Donde -Riapuiada Y Reabuiada SON l0s valores criticos obtenidos en la tabla de valores criticos
para el coeficiente de correlacion de rangos de Spearman R, ver tabla F.8.1 al final del
anexo, para tamafios de muestra que oscilen entre 4 y 30 y un nivel de significacion dado.
Cuando el tamano de la muestra excede las 30 observaciones puede trabajarse entonces
con la aproximacion a la distribucién normal:

Z=R.n-1 que se distribuye Normal (0, 1)
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Otra forma de rechazar la hipdtesis nula es cuando se esta trabajando con un programa
estadistico entonces se calcula R, y p que es la probabilidad de error de tipo I asociada a
ese valor. En este caso si el valor de p es menor que el a prefijado se rechaza la hipdtesis
nula.

Segun Siegel, si la prueba de correlacion de rangos de Spearman se aplica a datos que
pueden analizarse adecuadamente por una prueba paramétrica mas poderosa, como la
prueba del coeficiente de correlacién de Pearson en éste caso, su potencia eficiencia seria
de cerca de un 91%.

2. METODOS DE REGRESI ON NO PARAMETRI COS

En muchas ocasiones existe interés en realizar aproximaciones no paramétricas cuando se
quiere ajustar una linea recta a un conjunto de puntos. Theil desarrollé dos métodos: el
método completo de Theil y el método incompleto de Theil, denominado de esta forma
para distinguirlo del otro método y por ser quiza el mas simple, el cual se expone a
continuacion. Theil supone que un conjunto de puntos (x;, Y1), (X2, Y2), €tc., va a ser
ajustado por una recta de la forma y = bx + a.

Para los calculos Theil desarrolla los siguientes pasos:

1. Disponer los puntos en orden de x creciente. Si el nimero de puntos x, es impar, el
punto medio, es decir, el valor mediano de x se borra, el calculo simple exige un
numero par de puntos.

2. Para cualquier par de puntos (x; Yi), (x;, ¥;) donde x; < X; , la pendiente, b;, de
la linea que une los puntos es: b, sS4y

Xj - X;

Se calculan las pendientes b; para el par de puntos (x;, Y1) y el inmediatamente
posterior al valor mediano de la x, para (X, Y.) y €l segundo punto después del
valor mediano de la x, y asi sucesivamente hasta que se calcula la pendiente para
la linea que une el punto inmediatamente anterior a la mediana de x con el Ultimo
punto.

3. Las estimaciones de la pendiente, se disponen en orden creciente y su valor
mediano, es la pendiente estimada de la linea recta.

4. Con este valor de b, los valores a; se estiman para cada punto con la ayuda de la
ecuacion y = bx + a.

5. Las estimaciones de a se ordenan en forma creciente y el valor mediano se elige
con la mejor estimacion.
3. LAPRUEBA DE BONDAD DEL AJUSTE DE KOLMOGOROV
La bondad del ajuste surge cuando se necesita probar la procedencia de una muestra de

observaciones de una distribucién completa, como puede ser la distribucidon normal. La
prueba Chicuadrada es utilizada para este proposito cuando los datos se presentan como
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frecuencias, aunque la prueba normalmente no se utiliza para menos de cincuenta
observaciones, y es dificil usarla con datos continuos y ais lados.

El método de Kolmogorov tiene dos aplicaciones frecuentes la prueba de aleatoriedad y la
prueba de normalidad de una distribucion.

Al utilizar la prueba de bondad del ajuste de Kolmogorov se hace una comparacion entre
alguna funcién de distribucién acumulada y tedrica (F,(,), y la funcién de distribucion

acumulada de una muestra, F,(,) el estadistico a utilizar es:

D= delFS(x) —Fr(y)

La hipdtesis nula se rechaza al nivel de significacion o si el valor calculado D excede al
valor mostrado en la tabla A8-1 al final del anexo, para 1l - «.

TABLA A8-1 VALORES CRI TI COS DE D PARA LA PRUEBA
DE KOLMOGOROV SMI RNOFF
(MILLER y FREUND, 1986, pag. 542)

Tamafio
muestral
n Do D os Doy
1 0.950 0.975 0.995
2 0.776 0.842 0.929
3 0.642 0.708 0.828
4 0.564 0.624 0.733
5 0.510 0.565 0.669
6 0470 0.521 0.618
7 0.438 0.486 0.577
8 0411 0.457 0.543
9 0.388 0432 0.514
10 0.368 0.410 0.490
11 0.352 0.391 0.468
12 0.338 0.375 0.450
13 0.325 0.361 0.433
14 0314 0.349 0418
15 0.304 0.338 0.404
16 0.295 0.328 0.392
17 0.286 0.318 0.381
18 0.278 0.309 0.371
19 0.272 0.301 0.363
20 0.264 0.294 0.356
25 0.24 0.27 0.32
30 0.22 0.24 0.29

* Adaptada de F. J. Massey, Jr., ‘“The Kolgomorov-Smirnov test for goodness of fit,” J. Amer. Sta-
tist Ass., Vol. 46 (1951), p. 70, con autorizacién del autor y del editor.



8-31

ANEXO B8: VALORES CRI TI COS PARA LA PRUEBA DE RACHAS DEWALD
WOLFOWITZ
(MILLER y MILLER, 1993, pag. 202)

N M AP =0.05, el numero de rachas
es significativo si es:
menor que mayor que
2 12-20 3 NA
3 6-14 3 NA
3 15-20 4 NA
4 5-6 3 8
4 7 3 NA
4 8-15 4 NA
4 16-20 5 NA
5 5 3 9
5 6 4 9
5 7-8 4 10
5 9-12 4 NA
5 13-18 5 NA
6 6 4 10
6 7-8 4 11
6 9-12 5 12
6 13-18 6 NA
7 7 4 12
7 8 5 12
7 9 5 13
7 10-12 6 13
8 8 5 13
8 9 6 13
8 10-1 6 14
8 12-15 7 15
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ANEXO C8: VALORES CRITICOS DE LA PRUEBA DE RANGOS Y SIGNOS DE
WILCOXON
(OSTLE, 1977, pag. 601)

Nivel de significancia para prueba lateral
.025 .01 .005
Nivel de significancia para prueba bilateral
n 0S .02 01
6 0 = —_
7 2 0 —
8 4 2 0
9 6 3 2
10 8 S 3
11 11 7 5
12 14 10 7
13 17 13 10
14 21 16 13
15 25 20 16
16 30 24 20
17 35 28 23
18 40 33 28
19 46 38 32
20 52 43 38
21 59 49 43
22 66 56 49
23 73 62 55
24 81 69 61
25 89 77 68
*

* Para n > 25, T es aproximadamente estandar normal con media n(n + 1)/4
y varianza n(n + 1)(2n + 1)/24



8-33

ANEXO D8: VALORES CRI TI COS PARA LA PRUEBA DE SUMA DE RANGOS DE
WILCOXON - MANN-WITHNEY
(JURAN y GRYNA, 1993, pag. A11-29)

a para prueba

a para prueba

n, (muestra més pequefia)

n, bilateral unilateral 21 8 4 5 6 7 8 9 (10| 11 12
3 0.20 0.10 R 7
0.10 0.05 6
0.05 0.025
0.01 0.005
4 0.20 0.10 3 7113
0.10 0.05 6| 11
0.05 0.025 10
0.01 0.005
5 0.20 0.10 4 8 |14 20
0.10 0.05 3 71121 19
0.05 0.025 6 (11} 17
0.01 0.005 15
8 0.20 0.10 4 915|221 30
0.10 0.05 3 8 |13] 20| 28
0.05 0.025 7112 18| 26
0.01 0.005 10 16 | 23
7 0.20 0.10 4 |10 |16 | 23| 32 | 41
0.10 0.05 3 8114|2129 {39
0.05 0.025 711320 27 | 36
0.01 0.005 10| 16| 24 | 32
8 0.20 0.10 S |11 (17| 25|34 144 |55
0.10 0.05 4 9|15] 23|31 }41 51
0.05 0.025 3 8 14| 21| 29|38 |49
0.01 0.005 11| 17| 25 | 34 | 43
9 0.20 0.10 5|11 (19| 27|36 |46 | 58 | 70
0.10 0.05 4 9|16| 24| 33|43 |54 | 66
0.05 0.025 3 8|14 22|31 |40 |51 |62
0.01 0.005 6 |11| 18| 26 |35 | 45 | 56
10 0.20 0.10 6 |12 (20| 28|38 149 |60 | 73 | 87
0.10 0.05 4 110 (17| 26| 35 | 45 | 56 | 69 | 82
0.05 0.025 3 9115|231 32(42 |53 65|78
0.01 0.005 6 12| 19 27 {37 |47 | 58 | 71
11 0.20 0.10 6 |13 /21|30 40|51 |63]76 |91 106
0.10 0.05 4 |11 |18 27 37 47159 |72 |86 100
0.05 0.025 3 9116 24| 34|44 |55 | 68 | 81 96
0.01 0.005 6|12 20| 28 [ 38|49 [ 61 |73 87
12 0.20 0.10 7 114 |22 |32| 42|54 |66]|80|94! 110 | 127
0.10 0.05 S (111191 28| 38 49|62 (75|89 104 | 120
0.05 0.025 4 110|171 26| 35|46 |58 |71 |84 99 | 115
0.01 0.005 7113121} 30|40 51|63 )76 90 | 105




