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Resumen

En este trabajo se realizé una simulacién numérica del espectro de potencias primordial escalar
en el marco del modelo inflacionario de Starobinski. A partir de la resolucién de las ecuaciones
de la dindmica de fondo y de la ecuacién de Mukhanov-Sasaki, se estudié la evolucion del campo
inflatén, el nimero de e-folds, los parametros de slow-roll y el comportamiento de los modos de
perturbacién desde el régimen sub-Hubble hasta su congelamiento en escalas super-Hubble.

Se implement6 un esquema numérico completo que permite ajustar las condiciones iniciales
del potencial para reproducir los valores observacionales del CMB, particularmente la amplitud
del espectro Ag y el indice espectral ng. La simulacién mostré que el modelo de Starobinski
produce alrededor de 70 e-folds de inflacién y predice valores compatibles con las observaciones
actuales: un indice espectral ng ~ 0.96.

El andlisis del espectro escalar obtenido revelé que los modos evolucionan como predice la
teorfa: oscilan en el régimen sub-Hubble, experimentan un cambio de fase al cruzar el horizonte
y se congelan en valores constantes en el régimen super-Hubble. Asimismo, se compararon
los resultados de la aproximacién slow-roll con los obtenidos mediante Mukhanov-Sasaki, en-
contrandose diferencias del orden del 10-20% asociadas a efectos numéricos y a la ruptura del
régimen slow-roll cerca del final de la inflacion.

Este estudio confirmé la capacidad del modelo de Starobinski para reproducir de manera

robusta el espectro primordial observado y valida la implementacién numérica desarrollada
para el andlisis de perturbaciones cosmoldgicas.
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Capitulo 1

Introduccion

La cosmologia estudia el origen, la historia y la evolucién del universo. En el siglo XIX, el
astronomo aleman Heinrich Olbers planteé una objecién conocida como la paradoja de Olbers: S%
las estrellas del cielo nocturno son tan brillantes como el Sol y, ademds, se distribuyen de forma
practicamente uniforme por todo el Universo, el cielo deberia aparecer tanto o mds brillante
que si fuera de dia [3]. Aunque esta paradoja parece simple, da origen a ideas relacionadas con

la dindmica del Universo.

Efectivamente, en la noche el cielo no es tan brillante como de dia, a pesar del brillo de las
demas estrellas. Esto se explica porque el brillo aparente de una estrella disminuye inversamente
con el cuadrado de su distancia. Por otra parte, si las estrellas se distribuyen uniformemente,
su numero aumenta proporcionalmente al cubo de la distancia. En teoria, esto compensaria la

pérdida de brillo individual, por lo que la luz total recibida deberia ser significativa.

La solucion a esta paradoja radica en la expansién del universo. Un Universo en expansion
implica que en el pasado estuvo méas contraido y, por tanto, tuvo un principio. Dado que ha
transcurrido un tiempo limitado desde ese origen, solo podemos observar la luz de las estrellas
cercanas; la luz de las estrellas mas lejanas ain no ha tenido tiempo de llegar a la Tierra.
Ademis, la expansién produce un corrimiento al rojo (debido al efecto Doppler), por el cual
la longitud de onda de la luz de objetos que se alejan se alarga. En el caso de estrellas muy
distantes, su luz se desplaza hacia el infrarrojo, fuera del rango visible para el ojo humano,

contribuyendo asi a la oscuridad del cielo nocturno.

Cabe destacar que la expansion no afecta a sistemas ligados gravitacionalmente, como el

sistema solar o nuestra galaxia. La Tierra no se aleja del Sol, ni las estrellas de la Via Lactea se
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separan entre si, porque la fuerza gravitatoria los mantiene unidos. La expansiéon se manifiesta a

escalas mayores, aumentando progresivamente las distancias entre galaxias y cumulos galacticos.

La ley que describe esta expansién es la ley de Hubble-Lemaitre, la cual establece que la

velocidad de recesién de una galaxia con respecto a la Tierra es proporcional a su distancia [3, 4].

En este contexto, entender la expansién del Universo no solo permite explicar fenémenos
observacionales como el cielo nocturno oscuro o el corrimiento al rojo, sino también abordar
interrogantes fundamentales sobre el origen y evolucién del cosmos. La teoria del Big Bang,
respaldada por dicha ley, proporciona un marco coherente, pero ain presenta limitaciones
significativas, como los problemas del horizonte, la planitud y la entropia. Estas deficiencias
motivan la bisqueda de modelos mas completos, que integren nuevas fases dinamicas en la
historia temprana del universo. Es en esta linea que surge la teoria de la inflacién césmica, la
cual, ademas de resolver los problemas mencionados, ofrece una explicacion natural al origen

de las estructuras a gran escala que observamos.

1.1 Universo en expansion

1.1.1 Ley de Hubble-Lemaitre

Se dice que Edwin Hubble dio nacimiento a la cosmologia moderna en 1929, con la observacién
de que las galaxias lejanas se alejan de nosotros con una velocidad proporcional a su distancia

[4]. La constante de proporcionalidad es llamada constante de Hubble!.
v = Hyr (1.1)

Esta relacion se denomina ley de Hubble-Lemaitre. Fue derivada tedricamente por Friedmann e,
independientemente, por Lemaitre, pero fueron las observaciones de Hubble las que propor-
cionaron sentido y confirmacion a la ecuacion. Esta ley consolidé la nocién de un Universo en

expansion.

Para entenderla de manera mads intuitiva, se utiliza una metafora en la que se visualiza el
Universo como un globo: al marcar puntos en su superficie y comenzar a inflarlo, se observa que
estas marcas se alejan unas de otras, y lo hacen a una velocidad mayor cuanto més distantes se

encuentran entre si [3].

La universalidad de la ley de Hubble-Lemaitre demuestra que la expansién del universo
es uniforme. Esto implica que, al retroceder en el tiempo, existié un momento finito en el

1Ho = 100h k2

s-Mpc
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cual toda la materia y la energia del cosmos estaban concentradas en un estado de densidad y
temperatura extremas. A partir de este estado, el universo comenzé a expandirse desde todos
los puntos del espacio simultaneamente. El caracter uniforme de esta ley indica que no se
produjeron miltiples explosiones en distintos puntos espacio-temporales, sino un tnico evento

inicial que dio origen al universo. En esencia, esta es la idea fundamental de la teoria del Big Bang.

Una edad finita del universo implica que existe una distancia méxima que la luz (o cualquier
senal) puede haber recorrido, ya que nada puede superar la velocidad de la luz. Utilizando
este principio, la ley de Hubble-Lemaitre sugiere que existe un horizonte observable y que la
distancia correspondiente se puede expresar como:

Cc

Dy~ —
"~

(1.2)

Las senales procedentes de regiones mas distantes que Dy no pueden alcanzarnos, ya que el
tiempo que necesitarian para ello superaria la edad del universo. Por tanto, Dy representa
el radio del horizonte cosmolédgico, que define la maxima escala de correlaciéon causal. Este
horizonte puede describirse como la frontera que delimita la regién del universo causalmente
conectada con un observador en un tiempo dado [4]. Al estar definido con respecto a un
observador especifico, diferentes observadores en el universo tendran horizontes localizados en
posiciones distintas. Ademads, el horizonte cosmolégico crece con el tiempo, ya que su radio se

expande aproximadamente a la velocidad de la luz:
Dy (t) = ct (1.3)

Al comparar las ecuaciones 1.1 y 1.2 se observa que:

1

Hy ~ —
0 o

(1.4)

donde tg es la edad del universo. Es importante sefialar que existe méas universo mas alla de
nuestro horizonte cosmoldgico, de manera analoga a como hay mas superficie terrestre mas alla
del horizonte geografico. Sin embargo, aquellas regiones que se encuentran més alld del horizonte
son, por definicién, inobservables para nosotros. Por lo tanto, nuestro horizonte cosmologico

delimita nuestro universo observable.

1.1.2 Factor de escala y el parametro de Hubble

La expansién del universo es uniforme a grandes escalas, tal como lo establece la universalidad
de la ley de Hubble-Lemaitre. Dado que esta expansion preserva la homogeneidad a gran escala,
su geometria puede parametrizarse mediante un tnico factor, a(t), que depende tinicamente del
tiempo césmico. Este factor se denomina factor de escala y describe cuantitativamente cémo se

expande el universo. Para estudiar esta expansién de manera natural, se define un sistema de
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coordenadas comoviles, que se expanden junto con el universo, de modo que la posicién comovil

de un objeto (como una galaxia) permanece constante si no tiene movimiento propio.
r(t) = a(t)zx (1.5)

Si se toma la derivada temporal del vector de posicién en coordenadas coméviles, se obtiene:

di  da_  di a
i=" =g ()Mapec = = 0H + Ve (1.6)

at et T a

donde Tpee = aZ es la velocidad peculiar, debida al movimiento propio de los objetos (por
ejemplo, de una galaxia moviéndose dentro de su cimulo), y ¥y es la velocidad de flujo de

Hubble, producida exclusivamente por la expansién césmica. De esta relacién se deduce [4]:
a
H(t) = - (1.7)
a

Esta cantidad se denomina parametro de Hubble y se define como la tasa de expansion fraccional
del factor de escala. En otras palabras, mientras el factor de escala a(t) describe el estiramiento
del Universo, el parametro de Hubble H () cuantifica su ritmo de expansién. Cabe destacar

que el factor de escala es adimensional.

1.1.3 Principio Cosmolégico

La ley de Hubble-Lemaitre implica que el universo se encuentra en expansion uniforme, lo cual
sugiere a su vez que su contenido se distribuye de manera homogénea a grandes escalas. Una
prueba observacional de esto es que la distribucién de ctimulos y superciimulos galécticos se
vuelve uniforme a escalas superiores a aproximadamente 100 Mpc [4], lo cual representa un
pequenio porcentaje del universo observable. Esto se formaliza en el principio cosmolégico, el
cual postula que, a escalas suficientemente grandes, el universo es homogéneo e isotrépico. La
homogeneidad significa que el universo tiene el mismo aspecto desde cualquier punto del espacio,

mientras que la isotropia significa que se observa igual en todas las direcciones espaciales.

Como evidencia de la isotropia del universo se tiene la temperatura de la radiacion del
fondo césmico de microondas (CMB, por sus siglas en inglés). Las anisotropias intrinsecas en
su temperatura son menores a una parte en 10 [5]. De acuerdo con este principio, el universo
es invariante ante traslaciones y rotaciones. En consecuencia, no existen puntos, centros, bordes
o ejes de rotacion privilegiados en el cosmos. Por lo tanto, se puede estudiar una regién

representativa del universo sin perder generalidad [4, 6].

1.2 Dinamica del Universo

Conociendo el comportamiento a gran escala del universo, es momento de describirlo matematicamente,

teniendo en cuenta su expansién, homogeneidad e isotropia. Para describir sus propiedades

4
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geométricas en el espacio que abarca, debemos emplear el elemento de linea. En términos simples,
un elemento de linea es una féormula general que permite tomar un segmento infinitesimal,
definir desplazamientos infinitesimales en cada coordenada y utilizar estos desplazamientos
para calcular la longitud ds [7]. Con el elemento de linea se puede definir cualquier curva en el
espacio que se desee representar. Esta herramienta permite obtener las propiedades geométricas
necesarias, pero primero debemos representar el espacio de manera fiel a nuestro universo para
que el elemento de linea sea 1til. La métrica es la representaciéon matematica del espacio en

cuestion; conocer la métrica de un espacio es equivalente a conocer su elemento de linea [7].

La métrica que mejor describe nuestro universo, compatible con su expansién, isotropia y

homogeneidad, es la métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW), dada por:
2

2 _ 2 2

+ 72d6? + 12 sin? §d¢? (1.8)
Donde (t,r,0,¢) son coordenadas coméviles, a(t) es el factor césmico de escala y k puede ser
+1,-1, 6 0, lo que corresponde a espacios con curvatura espacial constante positiva, negativa o
nula, respectivamente. La coordenada r es adimensional, a(t) tiene dimensiones de longitud y
solo los radios relativos son fisicos. Para k = 1 r varfa de 0 a 1 . La coordenada de tiempo es el
tiempo propio medido por un observador en reposo en el marco comoévil, es decir, uno para el

cual (1,6, ¢) = constante.

1.2.1 Ecuacién de campo de Einstein

Al realizar su estudio de la relatividad general, Einstein desarrollé una ecuacién de campo
que establece que la geometria del espacio-tiempo (lado izquierdo) estd determinada por la
distribucién de materia y energia (lado derecho). En esencia, la materia le dice al espacio-tiempo
como curvarse, y el espacio-tiempo curvado le dice a la materia como moverse [8]. La ecuacién

de campo de la relatividad de Einstein es:

8rG
GMV + Aguy = CTT[I,V (19)
y en su forma més Compacta:
1 81G
Ruy — iRuy + Aguy = %TNV (110)

Lado izquierdo (geometria):

e G, es el tensor de Einstein, que describe la curvatura del espacio-tiempo. Se construye
a partir del tensor de Ricci R, y el escalar de curvatura R, los cuales miden como se

desvian las geodésicas (trayectorias de particulas libres) en un espacio curvo.

® g, es el tensor métrico, que define la distancia y el intervalo espacio-temporal.

5
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e A esla constante cosmolégica, asociada a la energia del vacio y responsable de la expansion

acelerada del universo.
Lado derecho (fuente):

e Ty, es el tensor de energia-momento, que describe la densidad y flujo de masa, energia y

momento en el universo.

° %TG es una constante de proporcionalidad que asegura que, en el limite de campos débiles

y bajas velocidades, se recupera la ley de gravitacién de Newton (G es la constante

gravitacional y ¢ la velocidad de la luz).

1.2.2 Ecuacion de Friedmann

Friedmann fue el primero en estudiar la dindmica global del universo utilizando la teoria de la
relatividad general de Einstein. Model6 el contenido del universo como un fluido perfecto con
una densidad de energia p(t) y una presion p(t) [4-6], las cuales, al igual que el factor de escala,
son funciones unicamente del tiempo césmico. Asi, la componente temporal de las ecuaciones

de campo de Einstein conduce a la primera ecuacion de Friedmann:

. 2 2
a 81G kc
H=(=) =22, =2 1.11
() e, e (1.11)
Donde k es el pardametro de curvatura. Esta ecuacion es fundamental porque demuestra que el
universo no puede ser estatico cuando p # 0. Al igual que la Relatividad general, la ecuacién
de Friedmann revela que la dinamica del universo esta determinada por un balance entre su
contenido material (dado por p) y su geometria (dada por el término de curvatura), siendo la

tasa de expansiéon H la expresion de ese equlibrio.

1.2.3 Ecuacién de continuidad

La primera ecuacién de Friedmann no es suficiente por si sola para determinar completamente
la evolucién del universo, ya que vincula dos funciones desconocidas: a(t) y p(t). Se sabe
que la densidad es la masa contenida en un determinado volumen espacial. Este volumen es
tridimensional y se expande con el factor de escala, de modo que V o a?. Lo que resulta
evidente si pensamos en este volumen como el de una esfera de radio r donde r o« a derivando
V o a® con respecto al tiempo tenemos V/V = 3i/r = 3a/a = 3H. A partir de esto, podemos
expresar la variacién de la densidad como:

M M
= p+3Hp=p—.

p_M_V
p M V M
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Eso significa que si la masa M dentro de un volumen que crece con la expansién del universo
permanece constante M = 0, entonces p + 3Hp = 0. En este caso, la densidad disminuye (se
diluye) tinicamente debido al crecimiento del volumen comévil. En el caso més general, donde

se considera también la presion, se tiene la ecuacion de continuidad:
p+3H (p+:i2> =0 (1.12)

La cantidad p(t) se denomina presién isotrépica y representa el trabajo realizado por (o sobre)
el fluido césmico durante la expansién. Esta ecuacion expresa matematicamente la conservacién

local de la energia en un universo en expansion.

1.2.4 FEcuacion de estado

Al buscar una segunda ecuacién para determinar la dindmica del universo, aparece una tercera
variable desconocida. Para que el sistema de ecuaciones quede cerrado, se considera que el
universo estd compuesto por un conjunto de fluidos barotrépicos?, cada uno con una ecuacién
de estado de la forma p; = p;(p;). Esto significa que, para cada componente, la presién esta
univocamente determinada por su densidad. Si se modela cada componente como un fluido

perfecto, su ecuacion de estado es lineal:
_ _ 2
Pi = Wi€; = w;p;C

Donde w; es el pardametro barotrépico y €; = p;c® es la densidad de energfa del iésimo fluido.

Por lo tanto, el pardmetro barotrépico efectivo para el conjunto de fluidos viene dado por [4]:
Zi Di

(22 pi)c?

La ecuacién de continuidad para un fluido dado puede escribirse entonces como p; + 3(1 +

3(1+w¢)

w =

w;)H p; = 0. Integrando esta ecuacion, se encuentra que p; x a~ . Suponiendo que w; es

constante para cada componente, la evolucién de la densidad total del universo sigue la relacion:

p o a30Hw) (1.13)

1.2.5 Ecuacion de aceleracion

Al combinar la primera ecuacién de Friedmann (ecuacién de velocidad) con la ecuacién de
continuidad, se obtiene la ecuacién de aceleracion [4]:

a 4G 3p

—=——1\pt= - 1.14

i (p ) (1.14)
Esta ecuacién, junto con la primera, recibe a menudo el nombre conjunto de ecuaciones de
Friedmann. A partir de la ecuacién (1.14) se determina que la expansién del universo puede ser

acelerada (d > 0) solo si w < —%, teniendo en cuenta que a > 0.

2Que un fluido sea barotrépico quiere decir que la presién del mismo es proporcional a la densidad e
independiente de la temperatura, porque las lineas de presién constante (isobara) coinciden con las de densidad
constante (isopicna)
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1.2.6 Geometria césmica

Considérese una distribucién uniforme de materia con densidad p. Si se coloca una particula de
prueba de masa m sobre la superficie de una esfera de radio a y se deja actuar la gravedad, la
energia total se conserva, por lo que [5]:

1 M
Bian + Bpot = 5mi® — G-

= constante. (1.15)
a

Dado que la masa M contenida dentro de la esfera de radio a es M = (4mpa®/3), se obtiene:

1 )

4 2
5ma gt

= constante. (1.16)

Dividiendo todo por ma?/2 se llega a una forma equivalente a la ecuacién de aceleracion
cosmolégica. Asignando constante = 2¢/m puede obtenerse también la primera ecuacién de
Friedmann. Este desarrollo muestra que, en este contexto simplificado, las ecuaciones de la
cosmologia pueden deducirse andlogamente a partir de las leyes de Newton para la gravitacion
y el movimiento [5].

La tasa de expansién del universo estd determinada por el pardmetro de Hubble H, el cual
no es constante y generalmente escala como ¢~ !. La primera ecuacién de Friedmann puede

reescribirse como:

P kK
3H2/87G  a?H>

donde se define el parametro de densidad 2 como el cociente entre la densidad de energia p y

Q—-1=

(1.17)

la energia critica p.
p _ 3H?
Pe - 8nG’

Dado que a®?H? > 0, existe una correspondencia entre el signo de del pardmetro de curvatura k

a=L, (1.18)

y el signo de (2 — 1)

k=+1=Q>1 (universo cerrado) k=0 = Q=1 (universo plano) (1.19)
k=-1=Q<1 (universo abierto). (1.20)

La ecuacién 1.17 es vélida en cualquier momento. Nétese que €2 y p. no son constantes en el
tiempo; ambas evolucionan con la expansién. En los primeros instantes del universo, durante la

4 con Q — 1 ~ a?. Durante la época

época dominada por la radiacién (RD), se tenfa H? ~ a~
dominada por la materia (MD), H? ~ a~3, lo que implica 2 — 1 ~ a. Estas relaciones seran

cruciales al estudiar el universo inflacionario.

De la métrica FLRW se deduce claramente que el efecto de la curvatura se vuelve importante

solo a escalas coméviles del orden de 7 ~ |k|~1/2. Se define entonces el radio fisico de curvatura

8
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del universo como Reyr = a(t)|k|~1/2 = (6/]3R|)'/?, que est4 relacionado al radio de Hubble

H~ por:
Hfl

Rcurv = TN a17/0
|Q — 1|1/2

(1.21)

Cuando |2 — 1| << 1, el radio de curvatura resulta ser mucho mayor que el radio de Hubble, por
lo que podemos despreciar los efectos de la curvatura a escalas del horizonte. Nétese también
que para universos cerrados (k = +1) el radio de la curvatura coincide con el radio de la

tri-esfera espacial.

1.2.7 El horizonte de particulas y el radio de Hubble

Una pregunta fundamental en cosmologia que siempre surgird es: ;qué fraccién del universo esta
en contacto causal? De manera mas precisa, para un observador comovible con coordenadas
(ro, 00, o) {para cudles valores de (r, 6, ¢) una luz emitida en tiempo 0 alcanzara al observador
en, o después, en un tiempo t7 Esto puede ser calculado directamente en términos de la métrica
FLRW. Una sefial de luz satisface la ecuacién de la geodésica ds? = 0. Dada la homogeneidad del
espacio, sin ninguna pérdida de generalidad, podriamos elegir ro = 0. Las geodésicas que pasan
a través de r = 0 son lineas de 0 y ¢ constantes; justo como dos grandes circulos pasando por
los polos de una bi-ésfera, son lineas de 6 constante (longitud constante) por lo que df = d¢ = 0.
Por supuesto, la isotropia del espacio hace que la eleccién de la direccién (o, ¢o) sea irrelevante.
Por lo que, una senal de luz emitida desde una posicién (g, g, ¢o) en el tiempo ¢ = 0 alcanzara

ro = 0 en un tiempo t determinado por

/t dt/ _/TH d’l“, (1 22)
o at') Jo VI— ki '

La distancia propia del horizonte medida en este tiempo es

t / a / TH /

Ru(t) = a(t)/o ;Z,) _ a(t’)/o CijaHl(a) _ a(t)/o \/fw (1.23)
Si Ry (t) es finito, esto define un limite entre el universo visible y la parte del Universo de la
cual las senales de luz no nos han alcanzado. El comportamiento de a(t) cerca de la singularidad
determinard si el horizonte de particulas es finito o no. En la cosmologia estandar Ry (t) ~ t,
significa que el horizonte es finito. El horizonte de particulas no debe confundirse con la nocién

del radio de Hubble.
1

7= g ( Radio de Hubble) (1.24)

El radio de Hubble tiene el siguiente significado: esta es la distancia viajada por particulas en
el trayecto de una expansién temporal, estrictamente el tiempo en el cual el factor de escala
se duplica (pensando en la distancia como dt ~ de ~L. Por lo que el radio de Hubble es una

manera distinta de medir si las particulas estan casualmente conectadas con otras o no. Si
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estan separadas por distancias mayores que el radio de Hubble, no se pueden comunicar en ese
instante. Nos centramos en el hecho de que el horizonte de particulas y el radio de Hubble son
cantidades distintas: particulas separadas por distancias mas grandes que Ry (t) nunca se han
comunicado entre si; por otro lado, si estan separadas por una cantidad mayor que el radio de
Hubble H!, esto significa que no pueden comunicarse en el tiempo t dado.

En cosmologia estandar, la distancia del horizonte es finita, y hasta factores numéricos, igual al
radio de Hubble H~!, pero durante la inflacién, por ejemplo, estos son drasticamente distintos.

Se puede definir la distancia de un horizonte de particulas comévil como:

t dt/ a da’ a 1
TH = /O M = /O W = /0 / dlna’ < Ha’> (Horizonte de particulas comévil)
(1.25)

Donde hemos expresado el horizonte comovible como la integral logaritmica del radio de Hubble

comovible (aH)~!. El cual jugard un papel importante en el rol de la inflacién reiterando que
el horizonte comovible 7 y el radio de Hubble comévil son cantidades distintas. Particulas
separadas por distancias comoéviles méas grandes que 7z, nunca se han comunicado entre si;
si estdn separadas por distancias méas grandes que (aH)™!, no se estdn comunicando en un
tiempo 7. Por lo que es posible que 7y sea mucho méas grande que el radio comovible de
Hubble en la época actual, de modo que hoy no podria haber ninguna comunicacién, pero
si en época anteriores. Como veremos, esto podria pasar si el radio comovible de Hubble
temprano era mucho mas grande de lo que es ahora, de modo que, 7y tuvo la mayor parte de
sus contribuciones de las épocas tempranas. Veremos que esto podria pasar, pero no paso en la
época dominada por la materia (MD) o la época dominada por la radiacién (RD). En estos
casos, el radio comovible de Hubble incrementa con el tiempo, entonces generalmente esperamos
que la contribucién mas grande a 7 venga con los tiempos maés recientes. Recordando que en
un universo dominado por un fluido con ecuacién de estado P = w/p tenemos n = 2/3(1 + w).
El comovimiento del radio de Hubble va como:

Radio de Hubble Comoévil = L L = (1.26)

aH t"

En particular para un universo MD w = 0 y n = 2/3, mientras que para un universo RD w = 1/3
y n = 1/2. En ambos casos, el crecimiento del radio de Hubble incrementa con el tiempo. En la
cosmologia estandar, el horizonte de particulas es finito, y debido a factores numéricos, igual al
radio de Hubble H~!. Por esta razén se pueden usar varias palabras para referirse a lo mismo en
cosmologia estandar. En los modelos inflacionarios, el horizonte de Hubble y el radio de Hubble
son drasticamente distintos a medida que la distancia del horizonte crece exponencialmente
relativo al radio de Hubble; de hecho, al final de la inflacién difieren por un factor eV, donde N
es el nimero de e-folds en la inflacién. El horizonte define la escala de distancias para los cuales
dos puntos separados por una distancia mayor que Ry (¢) nunca se comunicarian, mientras que el

radio de Hubble define la escala a la cual estos dos puntos no se podrian comunicar en el tiempo t.

10
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1.3 Las deficiencias de la teoria estandar del Big Bang

1.3.1 El problema del Universo plano

Haciendo una enorme extrapolacién y suponiendo que las ecuaciones de Einstein son vélidas
hasta la era de Planck cuando la temperatura T, ~ 10"9GeV. De la ecuacién para la curvatura,

obtenemos:

k
H2a?2

Esto sucede en el caso de que el universo sea perfectamente plano, es decir, {2 = 1 en todo

Q-1= (1.27)

momento. Por otro lado, si existiese un pequeno término de curvatura, la dependencia temporal
de (2 — 1) es distinta.

Durante el periodo de RD, se tiene H? « prp x a™* y

1
Q-1 5— xa? 1.28
X 5 g xa ( )

Durante MD, prp o a3 y:

1
O—1x ——= 1.29
X 23 ¢ (1.29)

En ambos casos (2 — 1) disminuye retrocediendo el tiempo. Debido a que se sabe que (29 — 1)
es del orden de la unidad en el presente, se puede deducir su valor en T}, (Tiempo en el cual la

temperatura del universo es Tp; ~ 1019 GeV)

Q= lreg,  (ay T3

T Bl xS ) ~r0010 1.30
Donde el indice 0 se refiere a la época actual, Ty ~ 10”3 GeV es la temperatura en el presente
de la radiacion CMB. Retrocediendo a la época de la nucleosintesis, cuando se formaron las
abundancias de los elementos ligeros Ty ~ 1MeV obtenemos:

Q= dr_ry (“N) ~ <T0> ~ 0(10719) (1.31)

1 — 1|7=m, a T}

Con el objetivo de obtener el valor correcto de (2 —1 ~ 1) en el presente, el valor de (2 —1~ 1)
en los tiempos mds tempranos ha tenido que ser afinado a valores demasiado cercanos a 0, pero
sin ser exactamente 0. Esta es la razon por la cual el problema del universo plano es llamado

problema de ajuste fino.

1.3.2 El problema de la Entropia

La hipdtesis de una expansion adiabatica del universo estd conectada con el problema del

universo plano. De las ecuaciones de Friedmann sabemos que durante la época RD, tomando

11
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en cuenta la masa de Planck 3:

T4
H?~p, ~ —— 1.32
" (1.32)
De la cual se deduce ) )
kM kM
O—1=—FLl— Pl (1.33)

a?Tt — §2/3772
Bajo la hipétesis de la expansion adiabatica; la entropia S es constante a lo largo de la evolucion

del universo y, por lo tanto:

M2, 1 1
1Q — 14ty = L2 = ~ 10790 (1.34)
" TI%Z 5[2/3 5[2/3

Donde Sy es la entropia del universo y se hace uso del hecho de que la entropia en el presente

tiene un valor de:

dr 4 32120, (To) T3
Sy =—H;3s=——H;3=— T =270 ~10% 1.35

Lo cual nos dice que (2 — 1) es tan cercano a cero en las eras tempranas debido a que la
entropia en el universo actual es increiblemente grande. El problema del universo plano es
entonces un problema sobre el entender por qué las condiciones iniciales corresponden a un
universo que estaba tan cerca de la planitud espacial. Se habria esperado que el valor mas
natural para la entropia del universo en la temperatura Planckiana tuviera un valor cercano a
la unidad, cuando el horizonte mismo era del orden de la distancia Planckiana 4. De otro modo,
el problema es uno de ajuste fino y, aunque este balance es posible en principio, se siente casi
improbable. También, este problema nace del hecho de que la entropia es conservada en un
volumen comévil. Es posible resolver este problema si la expansién césmica fue no adiabatica

para un intervalo finito durante la época temprana del universo.

1.3.3 El problema del horizonte

En la cosmologia estdandar, los fotones se desacoplan del resto de componentes a una temperatura
de 0.3 eV. Esto corresponde a la llamada last-scattering o iltima dispersién, como se le conoce
en espafiol, y se caracteriza por un corrimiento al rojo (redshift) de aproximadamente z = 1100
y ocurrié cuando el universo tenia una edad de alrededor de 380,000 afios (un célculo més
exacto da 180,000(Qph?)~1/2 afios después del Big Bang).

Desde la época del last-scatteting en adelante, los fotones fluyen libremente y nos alcanzan

béasicamente intactos. Detectar fotones primordiales es equivalente a tomar una imagen del

3La masa de Planck es una unidad fundamental en fisica que representa aproximadamente 21.76 microgramos
y se define como la masa que, incluida en una esfera con un radio igual a la longitud de Planck, generaria una
densidad extremadamente alta (Mp;).

4La distancia Planckiana o longitud de Planck lp;, es la distancia minima que se puede medir con precisién
en el Universo, y es aproximadamente 1.616255 x 1073% metros

12
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universo cuando tenia alrededor de 300,000 anos. El espectro de la radiacién del fondo de
microondas es consistente con el de un cuerpo negro a una temperatura de 2.73 K durante mas
de tres décadas en longitud de onda. La longitud correspondiente a nuestro radio de Hubble

actual en la época del last-scattering (Is) era:

A (tis) = Ru(to) (Zj) = B (to) <112>

En cambio, durante el periodo de MD, el tamafio del radio de Hubble ha disminuido con una
ley distinta.
H? < pyg < a3 o< T3

En el last-scattering

. Tls —3/2
Hl; = RH(tQ) <T0 > < RH(t())

El tamano correspondiente a nuestro radio de Hubble actual era mucho mas grande que el

horizonte en ese tiempo. Esto puede ser demostrado comparando los volimenes correspondientes

A3 (T, T\ %2
f}’{(_f) = <0> ~ 10° (1.36)
ls

a estas dos escalas:

Habia 10% regiones casualmente desconectadas dentro del volumen que hoy corresponde a
nuestro horizonte. Es muy complicado idear un proceso distinto a fase temprana, densa y
caliente en la historia del universo que nos llevaria a un cuerpo negro preciso para una sopa de
fotones, los cuales estaban causalmente desconectados la tltima vez que interactuaron con el
plasma del entorno.

Hay otro aspecto del problema del horizonte que esta relacionado con el problema de las
condiciones iniciales para las perturbaciones cosmoldgicas. La diferencia de temperatura medida
entre dos puntos separados por un angulo grande (> 1°) es consecuencia del llamado efecto
Sachs-Wolfe la cual tiene lugar debido a que estos dos puntos tenian valores distintos de
potencial gravitacional asociado para su superficie de last-scattering. La anisotropia en la

temperatura es cominmente expandida en armdnicos esféricos.

AT

7(9507 T0,1) = IZ a1 (20)Yim (n)

Donde zg y 7y son las posiciones y el tiempo actual, respectivamente, n es la direccién de

observacién, [ los diferentes multipolos y:
< almaf/m, >= 011 Oy Cl (137)

Donde los deltas son debidos a que el proceso que cred la anisotropia es estadisticamente

isotrépico. Los C; se llaman espectro de potencias CMB. Para la homogeneidad e isotropia, los

13
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C} no son funciones de xg, ni de m. La funcién correlacién de doble punto esta relacionada con
los C; de la siguiente manera:

0T (n) 6T (n')

< T T

o= 3 Yin(a)Yons(af) = = YDA =nm) (139
Donde se ha usado el teorema de adicion para los armonicos esféricos, v P es el polinomio de
Legendre de orden 1. El valor esperado de esta expresion es un promedio de un ensamble. Se
puede considerar como un promedio sobre las posibles posiciones, pero no en general como un
promedio sobre el cielo tnico que observamos debido a la varianza césmica.

Ahora considerando la superficie del last-scattering. En las coordenadas comoviles, esta se

encuentra a una distancia alejada de nosotros:

to dt 0
/ = / dr =719 — T (1.39)
tls a Tls

Una escala comodvil dada A es entonces proyectada en la superficie superior del last scattering

en una escala angular:

0 ~ A (1.40)

T0 — Tis

Dénde se han despreciado los efectos de una pequena curvatura. Ahora considerando que la
escala A es del orden de un horizonte sonoro comévil en el momento del last-scattering, A = cs7s,
donde ¢, ~ 1/4/3 es la velocidad sonora a la cual los fotones se propagan en el plasma en el

last-scattering. Esto corresponde al angulo:

Tl 7
0~ cs——— ~cs—, (1.41)
T0 — Tis 70

Esto se ha hecho tomando en cuenta que 79 > 755. Debido a que el universo es MD desde el
tiempo de last-scattering en adelante, el factor de escala tiene el siguiente comportamiento:
a~T '~ t?3 ~ 2. El 4ngulo Oor subtendido por el horizonte sonoro en la superficie del

last-scattering entonces se vuelve:

70\ /2
0HOR ~ Cs <°) ~ 1° (1.42)
Tis
Donde se ha usado Tjs ~ 0.3 eV:
lHOR = ~ 200 (1.43)
Oror

De este estimado se concluye que dos fotones que en la superficie de last-scattering estaba
separados por un angulo mayor que fpopr, corresponden a multipolos mas pequenos que
Tmor = 200 donde no existia contacto causal. Por otro lado, estd claro que a pequenas
anisotropias del mismo orden de magnitud 67/T =~ 107° estan presentes en lgor < 200. Dando

como resultado que uno de los hechos més impresionantes de las fluctuaciones en el CMB

14
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es que parecen no ser causales. Fotones en la superficie del last-scattering los cuales estaban
causalmente desconectados, tienen las mismas anisotropias. La existencia de los horizontes
de particulas en la cosmologia estandar impide explicar la suavidad como un resultado de
eventos microoscopicos: El horizonte en el desacople, es la ultima vez que se pueden imaginar
fluctuaciones de temperatura siendo suavizadas por interacciones entre particulas, corresponde a
una escala angular en el cielo de alrededor 1°, el cual impide que las variaciones de temperatura
en escalas méas grandes sean borradas. De las consideraciones hechas, aparece al resolver los
defectos de la teoria estdandar del Big Bang requiere dos modificaciones bésicas en las suposiciones
hechas:

1. El Universo tiene que haber pasado por un perido no adiabatico. Esto es necesario para
resolver el problema de la entropia y el del universo plano. Una fase no adiabatica podria

dar origen a la entropia grande que observamos ahora.

2. El Universo tuvo que haber pasado por un periodo primordial donde las escalas fisicas A

evolucionan més rapido que el radio de Hubble H 1.

La segunda condiciéon es reconocible. Si hay un periodo durante el cual las escalas fisicas crecen
mas rapido que el radio de Hubble, las escalas fisicas que estan ahora en el horizonte, y que
estuvieron fuera del horizonte en algiin periodo, tiene la posibilidad de estar dentro del radio
de Hubble en alguna época primordial. Si esto pasa, la homogeneidad e isotropia del CMB
puede ser explicada facilmente: fotones que se reciben actualmente y fueron emitidos en el
last-scattering de zonas causalmente desconectadas tienen la misma temperatura debido a que
tienen una posibilidad de interactuar entre ellos en alguna época primordial de la evolucién del
universo. La solucién al problema del horizonte estda basado en la diferencia entre el horizonte
de particulas y el radio de Hubble: Ry es més grande que el radio de Hubble actualmente, por
lo que las particulas estaban en contacto causal en las épocas tempranas pero no en la época
actual. La segunda condicién puede ser expresada facilmente como una condicién del factor
escala. Debido a que una escala dada ) escala como \ =~ a y el radio de Hubble H~! = a/a
tenemos que imponer un periodo donde:
A .

<H—1> >0=a>0 (1.44)

Esto es equivalente a necesitar que el radio entre las escalas de longitud coméviles A/a y el

radio comévil de Hubble incremente con el tiempo.

<H)‘1> - <1>(/qu> >0 (1.45)

Entonces se puede introducir la siguiente definicién rigurosa: Una fase inflacionaria es un periodo
del Universo donde este ACELERA.
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1.4 Inflacion y perturbaciones césmicas

El conocimiento actual del origen de la estructura del Universo es que se originé por pequenas
perturbaciones semilla, las cuales a lo largo del tiempo crecieron hasta formar la estructura que
observamos. Una vez el universo se vuelve MD, algunas semillas de la densidad no homogénea
comienzan a crecer debido a fenémenos de inestabilidades gravitacionales formando asi la
estructura que vemos ahora. La inestabilidad gravitacional, es llamada inestabilidad Jeans.
La presencia de semillas inflacionarias primordiales es también confirmada por mediciones
detalladas de las anisotropias en el CMB; las temperaturas anisotréopicas en escalas angulares

mayores a 1°, el tamano angular del horizonte en el last-scattering.

La mejor suposicion del origen de estas perturbaciones son las fluctuaciones cuanticas du-
rante una era inflacionaria en el universo temprano. Aunque originalmente fueron introducidas
como posible solucién a los enigmas cosmoldgicos como los problemas del horizonte, universo
plano y la entropia, por mucho la propiedad mas 1til de la inflacién es que genera un espectro
de densidades de perturbacién y ondas gravitacionales. Estas perturbaciones se extienden desde
escalas extremadamente pequenas a escalas cosmoldgicas por la expansion del espacio durante

la inflacién.

Una vez la inflacién ha terminado, sin embargo, el radio de Hubble incrementa més rapido
que el factor escala, por lo que las fluctuaciones vuelven a entrar eventualmente en el radio de
Hubble durante las épocas de RD o MD. Las fluctuaciones que salieron alrededor de 60 e-folds
o mas antes del recalentamiento vuelven a entrar con longitudes de onda fisicas en el rango
de observaciones cosmolégicas accesibles. Este espectro provee una firma distintiva de la in-

flacién. Pueden ser medidas de varias maneras, incluyendo el andlisis de las anisotropias del CMB.

Debido a que la gravedad interactia con cualquier componente del universo, pequenas fluc-
tuaciones de campo inflaton estan intimamente relacionadas a fluctuaciones de la métrica del
espacio-tiempo, dando origen a perturbaciones en la curvatura R. Las longitudes de onda A de
estas perturbaciones crecen exponencialmente y dejan rapidamente el radio de Hubble cuando
A > H~!. En las escalas de super Hubble, fluctuaciones en las curvaturas estan congeladas
y pueden ser consideradas como clasicas. Finalmente, cuando una longitud de onda de estas
fluctuaciones vuelve a entrar en el horizonte, en alguna RD o MD, la curvatura de las pertur-
baciones en el espacio-tiempo dan origen a las perturbaciones en la materia por medio de la
ecuacion de Poisson. Estas fluctuaciones van a empezar a crecer dando origen a las estructuras

que vemos hoy en dia.
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

La inflacién requiere una fuente de presién negativa p y una densidad de energia p que
se diluya lentamente [9]. Esta fuente de tensién-energia puede ser moderada por la energia
potencial V(¢) de un campo escalar ¢, con ayuda de un mecanismo que mantiene un valor
casi constante de V (¢) durante el periodo inflacionario. Este ¢ es un campo escalar llamado
inflatén, el cual es un parametro de orden utilizado para describir el cambio en la densidad
de energia durante la inflacién. Entre los enfoques para obtener un potencial casi constante

durante la inflacién se encuentran:

e Postular un potencial casi plano.

e Postular una accién efectiva para ¢ que contenga autointeracciones lo suficientemente

fuertes como para retrasar la evolucién del campo a un potencial abrupto.

La existencia de estados de materia que tienen una densidad de energia alta que no puede
ser disminuida rapidamente es lo que hace posible la inflacién [9]. En la teoria original, el
estado propuesto fue un campo escalar en un minimo local de su funciéon de energia potencial.
Starobinsky propuso algo similar; planteé la densidad de estado de altas energias mediante
correcciones del espacio curvo al tensor de energia-momento de un campo escalar. A este campo
se le llama falso vacio, ya que el estado actiia temporalmente como si fuera la densidad de

estado de menor energia posible.

1.4.1 Desarrollo de la teoria de inflacién

Tomando un campo escalar de Higgs a altas temperaturas como k7T > m¢02. La densidad del
numero de particulas de Higgs, ng, viene dada por la distribucién de Bose-Einstein, vista en

fisica estadistica:
1

n =

Aqui € es una funcién de la energia que para este caso seré el producto del momento por la
velocidad de la luz, pc, y B es un parametro de temperatura del sistema que viene expresado
como 1/kT donde T es la temperatura absoluta de todo el sistema y k la constante de Boltzmann.

Asi, al expresar la distribucién de campo:

< In g 0 dep
- Zdp = —2 1.4
ne /0 dp P 27r2h3/0 ef —1 (147)

con g = 1 (grados de libertad internos) y al realizar una normalizacién covariante del campo ¢,

se tiene: )
B
?7 (he)?

(1.48)

17



CAPITULO 1. INTRODUCCION

y el valor esperado del campo de Higgs seria’:
1 00 p2dp T2
- —_—— N 1.49
=0T >= o /0 E(eE/Ty -1 12 (1.49)
v el potencial de Higgs vendra dado por:
2, T* 4 2re T4
V(p) = P2 (¢ + ) + )xd) + )\gb T 90T (1.50)
y su derivada seria:
oVr(¢ A
8; ) ~ (=2 4+ A + ZT2<z>) (1.51)
Y los puntos criticos se encuentran en:
2 _\T?%/4
s=0ylop == (1.52)

La segunda solucion solo aplica para T < T = ZM/Al/Q = 2v. Para T' > T, la masa depende de

la temperatura efectiva de las excitaciones del campo escalar alrededor de ¢ = 0 la cual es:

2 —op? - 1.
p? 5 (1.53)

De esta forma surge el término cosmolégico efectivo:
1t

S (1.54)

A = 87Gp, ~ 81GLE- ;

Donde p, es la densidad de energia en el vacio (p, ~ 4)\) Cuando T cae por debajo de T, hasta
cuando la transicion de fase ocurre, la energia potencial de campo de inflatén puede causar
inflacién del universo. Esta transicién de fase ocurre cuando pu? < 0, provocando que se pase de
una fase simétrica a un rompimiento de fase. En este proceso, el minimo original del potencial

de Higgs se transforma en un maximo y se forma un valle de minimos.

Si el cambio de fase ocurre a la energfa de la teorfa de gran Unificacién (u ~ 1014GeV), se

tiene:

A~ 10'8GeV (1.55)

Esto implica que si la inflacién dura al menos 1073! s se forma una expansién lo suficientemente

grande. Una vez la transicién de fase ocurre, entonces A — 0 y el calor latente se libera

1/4

incrementando la temperatura del universo hasta T./g"/* y la evolucién del universo puede

proceder como en el modelo del big bang caliente, con materia que se condensa cuando la

5En esta ecuacién se adopta el sistema natural usado en cosmologia donde k = A = ¢ = 1, por lo que la
temperatura tendrd unidades de energia
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

temperatura cae a través de su acople a los campos de Higgs. La fuente bésica de radiacion y
materia en el universo es entonces la expansién del falso vacio. Durante el periodo inflacionario,
Ac?

Tow~gw———=4g vac2 1.56

Iz "8G Iz ( )

Se puede deducir que p, permanece fijo, el universo se expande debido a la presién hacia afuera
p = —puc? de este falso vacio. Entonces, la energfa gravitacional se convierte en energfa de falso
vacio, la cual es convertida en materia y radiacién después de la transiciéon de fase. Como la
curvatura k — 0 como resultado de la inflacién, y como por hipétesis A = 0 después del cambio

de fase, lo cual predice que ahora 2 = 1.

1.4.2 Aproximacion de slow-roll

Se llama periodo de slow-roll cuando la evoluciéon de un campo escalar ¢ libera energia potencial
12
V(¢) almacenada en el inflatén cuando es dominado por su energia cinética %, la cual conduce

a una expresion de expansion exponencial del universo.

Para un potencial ordenado, el tiempo tomado por ¢ para alcanzar cierto estado como
resultado de la fluctuacion cudntica, donde se ha fijado la direcciéon del rompimiento de
simetria, requiere que sea muy corto. La transicién de un estado A a uno B de un campo de
inflacién homogéneo ¢(t) puede compararse con un balén rodando cuesta abajo. La Ecuacién

de movimiento para este caso corresponde a (Desarrollo en el capitulo 5.2):

v
09

El término 3H qﬁ surge de la expansiéon del universo y corresponde al corrimiento al rojo del

$+3Hop +Tyop = (1.57)

momento del campo (¢) o por la expansion del Universo. H es una constante y el valor de I'y
es el ancho de decaimiento de la particula ¢. Esta ecuacién de movimiento, que es igual a la de
una bola que rueda cuesta abajo con fricciéon en un valle, tiene dos regimenes cualitativamente
diferentes, cada uno de los cuales tiene una solucién analitica simple. Uno de ellos es el régimen
de rodamiento lento, donde la friccién domina y ¢ rueda a velocidad terminal. Tomando la

ecuacién de aceleracién de Friedmann junto con la definicién de masa de Planck M, = (1/ G)1/?

se obtiene: e .
m2~ 2P 210 1.58
3 3M2, (1.58)
P
donde la densidad de energia estd dada por:
1.
p=50+V(©) (1.59)

teniendo en cuenta la suposicién del universo plano k£ = 0, compatible con todas las observaciones.

La homogeneidad del espacio implica que V¢ =~ 0, y si entre A y B el potencial es suficientemente
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

plano para que qﬁ pueda ser despreciada y con I' < H, entonces

: av 1
N ——— 1.60
¢~ -7 530 (1.60)
que en el caso de la condicién qﬁ < 3H é, conduce a
0%V
9H? 1.61
5 < (161)
Si el potencial domina sobre el término qﬁQ se obtiene
oV M,
[ . (1.62)

> 06 (487)172

Para calcular el ntimero de e-folds (se le llama e-fold al intervalo de tiempo en el que el

crecimiento exponencial de una cantidad aumenta en un factor e):

t2 ¢2 d
N(¢1 — ¢o) = | Hdt= o /¢ Vé%f

A2
t1 Mpl
Siendo ¢ el valor del inflatén cuando inicia la inflacién y ¢4 el valor del inflatén cuando termina

(1.63)

la inflacién. Para el slow-roll, el término ¢ en la ecuacién de movimiento es insignificante y
el término de creacién de particulas I'y¢ no esta operativo. Durante sllow-roll la ecuacién de

movimiento se reduce a:

3Hp = —V'(¢) (1.64)

y con las condiciones anteriores se llega a:

!
=YV (1.65)
3¢
Yy v
2= V9 (1.66)
3?2
Por lo tanto 87V (6)
7r
Hdt = ————--d¢ (1.67)
M2V'(9)
v la ecuacién para N se expresa
2 8t [?2 V(¢)dg
N = Hdt = — / (1.68)
51 M;?l é1 V'(9)
Donde el signo negativo implica que ¢2 < ¢1. Se pueden obtener asi los pardmetros:
1 V(¢)
e(o) = 1.69
@) = 30z (757 (1.69)
1 V'(¢)
ne) = — 1.70
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

donde my = M, /v/87 es la masa reducida de Planck, con estos pardmetros se encuentra el
indice espectral de perturbaciones escalares ng y el cociente de perturbaciones tensoriales y

escalares r:

ns(¢) =1 — Gee(¢) + 2n(¢) (1.71)
r(¢) = 16¢(¢) (1.72)

Siendo estos, dos de los principales parametros inflacionarios cuyos valores pueden ser medidos

experimentalmente al estudiar anisotropias en la radiacién césmica de fondo (CMB).

1.4.2.1 Aproximacién Mukhanov-Sasaki

La aproximacion slow-roll es vélida cuando los pardmetros de slow-roll(eg, ng) son pequenos

[5].

H

Ina| < 1 (1.74)

Cuando estos pardametros son pequenos, la expansién es casi exponencial, las ecuaciones para
modos exponenciales se pueden aproximar con soluciones analiticas y los espectros escalares

tienen formas simples. Cuando la aproximacion de slow-roll no es suficiente, se usa la ecuaciéon
de Mukhanov-Sasaki:

Z//
v + <k2 — Z) vp =0 (1.75)
_ad o V2eM, 1.76
2= agy = av2eMy (1.76)

La ecuacién de Mukhanov-Sasaki no depende de asumir el slow-roll por lo que incluye los efectos
completos de la dinamica de fondo y permite obtener espectros de perturbaciones precisos para

cualquier modelo.

1.4.2.2 Variable de Mukhanov-Sasaki

En el Universo inflacionario, el campo inflatén ¢ no es completamente homogéneo ya que,
a nivel cuantico las fluctuaciones de vacio son inevitables; estas pequenas fluctuaciones son

amplificadas por la expansién exponencial del universo.

Al perturbar el campo de inflatén:

o(t,z) = (t) + do(t, x) (1.77)
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

Se obtienen variables, las cuales son artefactos de gauge(dependen de la eleccién de coordenadas).
Mukhanov y Sasaki demostraron que existe una combinacién especial:
¢

H
La cual es invariante bajo gauge®, encapsula tanto la fluctuacién de campo como la del espacio-
tiempo y es la variable candnica que se cuantiza. La ecuacién de Mukhanov-Sasaki muestra que
los modos cudnticos en el vacio inflacionario cruzan el horizonte; una vez congelados, actiian

como fluctuaciones clasicas de densidad. Estas fluctuaciones son las semillas de las anisotropias

del CMB y de la formacién de galaxias.

5Una transformacién invariante bajo gauge significa que las cantidades fisicas del sistema no cambian cuando
se aplica una transformacion de gauge. La invariancia gauge indica que nuestro formalismo matematico tiene
grados de libertad extras que no corresponden a fisica real, lo que obliga a la existencia de campos de interaccién.
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Capitulo 2

Metodologia

2.1 Ecuaciones de movimiento sin perturbaciones

Para estudiar las ecuaciones de movimiento asociadas a un campo escalar sin perturbaciones,
se desarrollé un programa en Python que realiza cdlculos numéricos para la dindmica de fondo
del modelo escogido. Esta dindmica de fondo se basa en tres ecuaciones: las dos ecuaciones
de Friedmann (ecuaciones 1.11 y 1.14) adaptadas para un campo escalar y la ecuacién de

Klein-Gordon (ecuacién 1.57).

9o 1 1 }-2
B = g g [ V0) (2.)
g0 g1
H=" -1 = 2m§z¢ (2.2)
¢+ 3Ho+ Vy(p) =0 (2.3)

El método de resolucién de estas ecuaciones se basa en el implementado en el articulo [1],
en el cual se realizan cambios de variables ingeniosos que simplifican considerablemente los
célculos. Adicionalmente, se convierten las cantidades fisicas a cantidades adimensionales
equivalentes; para ello, se introduce una nueva variable S = 5 x 107 (ms) !, que corresponde

a las anisotropias medidas en el Universo. Las conversiones son las siguientes:
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T = (tMpl)S
s 2
Mp
Y= ¢
Sz
H
z =
SMpy
A = (aMpy)S

Al realizar estos cambios de variables, las ecuaciones de dindmica de fondo se transforman en

ecuaciones diferenciales ordinarias:

% =y (2.4)
% —3zy — %% (2.5)
% = —%yZ (2.6)
% = Az (2.7)

Estas ecuaciones requieren condiciones iniciales. El articulo [1] propone las siguientes
condiciones iniciales como punto de partida, pero éstas deben modificarse de manera que
cumplan los requisitos para que ocurra inflaciéon y reproduzcan los datos medidos en el CMB.

El primer paso para realizar los cédlculos de la dindmica de fondo es definir el modelo que se

Variable Valor
Yi 0
a |
vo 10719
A, 1x1073

Tabla 2.1: Condiciones iniciales propuestas en el articulo [1].

usara. Para ello, debe elegirse un potencial y expresarlo en la forma V(¢) = Vo f(¢), ya que el
programa estd adaptado para trabajar con potenciales que sean funcién unicamente del inflatén

(potenciales de campo escalar inflatén).

Al finalizar los cédlculos, se pueden derivar cantidades importantes del sistema consideradas,

las cuales son cantidades que pueden ser medidas:
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e El ntimero de e-folds antes del fin de la inflacién: N, = Ny — N, donde N = log A%.

e Los pardmetros de slow-roll:

e v
H 222 )
_ldy
MH = yzdT"
: : 1 H\?
e El espectro de potencias de las fluctuaciones escalares: Py = —— [ — | .
dm2ep \ Mp

La inclinacién espectral escalar: ng = 1 + 2ny — 4ep.

El radio tensor-escalar: r = 16¢ey.

Para asegurar que las condiciones iniciales reproduzcan los datos medidos en el CMB y
soporten una inflacién adecuada, se deben cumplir las condiciones Ny > 70 (condicién de
inflacién) [1] y un valor de A; = 2.1 x 107Y [1, 4, 5] en la escala de pivote elegida (por ejemplo,
N, = 60).

El factor que modifica el valor de Nt es el valor inicial z;. Este valor debe ajustarse
iterativamente hasta que se cumpla la condicién de inflacién. Para verificar que se cumple esta
condicién, se grafica el nimero de e-folds en funcién del tiempo; si la condicién se satisface, se
observara una pendiente pronunciada durante al menos 70 e-folds, lo cual garantiza la condicién

de inflacion.

Con el objetivo de reproducir el valor de la amplitud A; = 2.1 x 107 en la escala de pivote,
se ajusta el valor de V mediante el método de biseccién hasta lograr una convergencia adecuada.
Si el valor calculado es menor que el esperado, se incrementa Vj; si es mayor, se disminuye,

hasta alcanzar el valor correcto de A en la escala de pivote.
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‘ Definir modelo V(¢) = Vof(#) ‘

J

Transformar a variables adimensionales

J

Establecer condiciones iniciales (a;, Vp)

Resolver dindmica de fondo

|

No

Ajustar ;

No

Ajustar Vp (biseccion)

Si

Identificar escalas k y tiempos N,

|

Resolver ecuaciones de perturbaciones

J

Calcular espectros Py(k), ng,r /

Figura 2.1: Flujo de trabajo completo para la simulacion numérica de inflacién con campo
escalar (Cédigo en la seccién 5.1.1). El proceso inicia con la definicién del potencial inflacionario
V(¢) = Wf(¢) y su transformacién a variables adimensionales. Tras establecer condiciones
iniciales (x;, Vp), se resuelve la dindmica de fondo y se verifica iterativamente que se cumplan
las condiciones Ny > 70 (suficiente inflacién) y As = 2.1 x 107Y (amplitud escalar medida).
Finalmente, se identifican escalas comdviles k, se resuelven las ecuaciones de perturbaciones de
Mukhanov-Sasaki y se calculan los espectros de potencia Ps(k), ns y r.
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2.2 Ecuaciones de movimiento con perturbaciones

Para estudiar las ecuaciones de movimiento asociadas a un campo escalar con perturbaciones,
especialmente en situaciones donde las condiciones de slow-roll no se cumplen, se utiliza la
ecuacién de Mukhanov-Sasaki (ecuacién 1.76). Adaptada a los cambios de variable realizados

en el método propuesto, esta ecuacién toma la siguiente formas:
. ) k2 1 Z”
U + Hop + |:2—:| v = (2.8)
a a
donde 2" = d?*z/dz?, v = dv/dt y © = d?v/dt?.

En esta ecuacion, z no es la variable adimensional del parametro de Hubble usada anterior-
mente; en este caso corresponde a la variable z = aMp;\/2ey de la ecuacién de Mukhanov-Sasaki.

El término de masa efectiva se reescribe como:

P ) 5@2 ¢¢ ) (2.54
R +2 F2H? + ——— — V() (2.9)
!2M§1 HM? H2MY

donde V44 () = 02V (¢)/0¢?.

Los modos de Fourier estan caracterizados por el nimero de onda k. Para calcular la
evolucion de un modo particular, es necesario conocer el tiempo en el cual éste se vuelve
un estado super-Hubble. Las fluctuaciones cuanticas durante la inflacién son generadas en el
régimen sub-Hubble a medida que el radio de Hubble se encoge; las longitudes de onda comoéviles
de modos distintos se vuelven iguales al radio de Hubble (cuando k = aH). Esto se conoce
como salida de Hubble. El tiempo de salida de Hubble para distintos modos puede determinarse
graficando las longitudes de onda en funciéon del nimero de e-folds. Se pueden escribir las

ecuaciones de Mukhanov-Sasaki en términos de las variables adimensionales introducidas

anteriormente:
duy,
=_F 2.10
kT = (2.10)
dvi, T k2 D o Y Vo 9 1 y4 Vo

donde f, = df/dx y fop = d*f/dx?.

Para simular la evoluciéon de un modo de perturbacién alrededor del horizonte de salida, se
deben introducir sus condiciones iniciales cuando éste se considera sub-Hubble. Esto corresponde

al vacio de Bunch-Dayvies: )

V2k

donde 7 es el tiempo conforme. Cada modo satisface esta condicidon aproximadamente hasta 5

o = ——e kT (2.12)

e-folds antes de la salida del horizonte; posteriormente, los modos se encuentran en el régimen
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de salida del horizonte. Entonces, se introducen los valores de las cantidades de fondo como

condiciones iniciales para las perturbaciones.

Como primer paso para resolver numéricamente las ecuaciones de Mukhanov-Sasaki, se
debe resolver la dindmica de fondo para el modelo seleccionado, como se indica en la seccién
anterior, asi como calcular sus cantidades derivadas { N, €7, n }. Luego, se identifican distintas
escalas coméviles k. Para ello, se determinan sus épocas de salida de Hubble graficando aH en
escala logaritmica contra N, e identificando el valor N, = N,, que sera el valor de la escala de
pivote kp. Este valor de N, se asocia a cada escala comévil k por el valor de aH en su época de

salida de Hubble.

Las condiciones de Bunch-Davies se imponen para un modo dado vy en la época en que éste
es sub-Hubble. Para la mayoria de potenciales inflacionarios, las condiciones de Bunch-Davies
pueden imponerse siempre que k > 100aH [1]. Se resuelven las ecuaciones con estas condiciones
iniciales durante un intervalo de tiempo suficiente para apreciar cémo los modos se vuelven

super-Hubble y se congelan a un valor constante.
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Inicio perturbaciones

/ Solucién de fondo ¢(t), H(t),a(t)

Para cada escala k

Encontrar N, donde k = aH(N,)

Condiciones Bunch-Davies cuando k > 100a H

Integrar MS hasta super-Hubble No

No

vy, ~ constante >———— ;Todas escalas k7

Si

Calcular Pq(k)

/ Espectro completo Py(k), ns, v

Figura 2.2: Procedimiento para el calculo de perturbaciones escalares mediante la ecuacién
de Mukhanov-Sasaki (Cédigo descrito en la seccién 5.1.3). Partiendo de la solucién de fondo
previamente calculada, para cada escala comovil k se determina el tiempo de salida del
horizonte N, donde k = aH. Se imponen condiciones iniciales de vacio de Bunch-Davies cuando
k > 100aH, se integra numéricamente la ecuacién de Mukhanov-Sasaki hasta que los modos
se vuelven super-Hubble y se congelan, y finalmente se calcula el espectro de potencia escalar
Ps (k). El proceso se repite para todas las escalas de interés.
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Resultados y discusion

3.1 Potencial de Starobinski

El modelo utilizado corresponde al potencial de Starobinski, el cual posee la siguiente forma
[10]:
2
V(9) = v, (1 - V2

Las condiciones iniciales impuestas para este potencial son:

Variable | Potencial Starobinski
T 5.65
i 1x1078
g 1.056 x 1010
A; 1x1073

Tabla 3.1: Condiciones iniciales usadas en el potencial de Starobinski. Estas condiciones inicales
son importantes para los calculos de la dindmica de fondo, la cual serd la base para los cédlculos
de Mukhanov Sasaki, ambos calculos deben ser congruentes en cuanto a condiciones iniciales.
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1.0 -
0.8 -
<o 0.6
&
=
S
S 0.4
Potencial de Starobinsky
0.2 Inflacién
Ventana CMB
Recalentamiento

0.0

0 1 2 3 4 5 6
d/mp

Figura 3.1: El potencial de Starobinski es una modificacién a la relatividad general usada para
explicar la inflacién cosmolégica. Fue el primer modelo en describir el comportamiento del
Universo al pasar por un periodo rapido de expansién exponencial [2]. Tanto el eje de potencial
como el de campo escalar son adimensionales y estan normalizados con respecto a la masa de
Planck reducida.

En la figura 3.1 se muestran las etapas del potencial de Starobinski: la zona sombreada
en morado representa la época de recalentamiento descrita por el potencial, la franja verde
representa la época de inflacion, el objeto de la investigacion, y la franja de color aqua representa

la ventana de mediciones del CMB, con respecto a la cual se normalizaran los calculos.
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3.1.1 Condiciones de inflacion
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Figura 3.2: Condiciones de inflacién para el potencial de Starobinski: La evolucion del campo
inflatén, muestra una inflacién que se sostien por al menos 70 e-folds, hasta caer en una etapa de
recalentamiento (oscilacién). La grafica del parametro de inflacién ey, muestra que la inflacién
es estable hasta los 1ltimos 5 e-folds, que es cuando se ve un cambio brusco en el pardametro de
inflacion, lo que podria afectar los resultados de la aproximacién Slow-roll en esta etapa. En la
grafica de crecimiento e-folds se presencia el fin de la inflacién al observar como la razon de
cambio converge a un valor constante (la curva se aplana) alrededor de los 650 segundos.

El potencial de Starobinski, bajo las condiciones iniciales impuestas, genera cambios en el campo
de inflatén que corresponden a una etapa de inflacién de 70 e-folds, la figura 3.2, muestra una
curva azul corresponde a la evolucién del campo de inflatén, la curva aumenta proporcionalmente

Ht restantes para que

al niamero de e-folds, N, se definen como el nimero N = Ht ena = ¢
acabe la epoca de inflacién y se empiece a producir la expansién desacelerada, traduciéndolo
al tiempo césmico la gréfica de la evolucién del inflaton nos dice que el campo inflatén se va
reduciendo hasta llegar a una etapa en la que empieza a oscilar (etapa de recalentamiento) y se
amortigua hasta un valor constante cuando la etapa inflacionaria ha acabado.

El parametro de inflacién ey define el cambio que experimenta el campo de inflatén durante la
inflacion, si el cambio es minimo, la aproximacién de Slow-roll es suficiente para ilustrar las

propiedades fisicas del modelo que se esta aplicando, en el caso de Starobinski el parametro ey
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es muy bajo, durante casi toda la inflaciéon lo que hace que la aproximacién de slow-roll sea
optima en las etapas donde e < 1. En la curva color gris la evolucién de e muestra un cambio
brusco cuando faltan menos de 5 e-folds para el fin de la inflacién lo cual podria representar un
problema durante esta etapa para la aproximacién slow-roll denotando la necesidad de otro

método para el analisis de este modelo durante estas etapas.

La grafica amarilla muestra el crecimiento de e-folds con respecto al tiempo césmico el factor

Ht experimenta un crecimiento de e-folds acelerado evidenciado

de escala definido como a = e
por la pendiente de la recta en esta grafica, hasta llegar a un punto donde la pendiente es
minima, la parte donde la pendiente es pronunciada corresponde a la etapa de inflacién, donde
el factor de escala crece de manera casi exponencial y el fin de la inflaciéon trae consigo una

etapa de expansién desacelerada, la cual atin se ve en el Universo actual.

3.1.2 Espectros escalares

10—8 ]

10—9 ]
wn
< 10—10_
1011 — = Escala pivot
— — Normalizacion del CMB(A; =2.1x1079)
Fluctuaciones grande fuera del horizonte
10-124 Ventana CMB
10 20 30 40 50 60
Ne

Figura 3.3: Espectro potencial escalar bajo la aproximacion slow-roll, normalizado en N, = 60
(escala de pivot). Para garantizar que los resultados representen los valores medidos por el
satélite Planck, el espectro escalar potencial calculado mediante slow-roll se normaliza utilizando
los datos de la amplitud del CMB en la escala de pivot.

El espectro escalar se ha normalizado para la aproximaciéon de slow-roll con respecto a los datos

de Planck a una amplitud de Ay = 2.1 x 107 en una fase de pivote a 60 efolds.
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Figura 3.4: Espectro potencial escalar calculado con Mukhanov-Sasaki para valores de N =
[30, 60]. En este espectro se aprecian dos fases importantes para las transiones de los modos a
medida que salen del horizonte. En la fase de salida, la longitud de onda se hace comparable a
la del horizonte, k? deja de dominar en la ecuacién de Mukhanov-Sasaki y empieza actuar la
expansion (valle en la gréifica) y en la segunda fase los modos dejan de oscilar para empezar a
crecer o amortiguarse, por la expansién del espacio los modos se congelan.

El célculo de Mukhanov-Sasaki en la figura 3.4 muestra una transiciéon de los modos al
régimen fuera del horizonte, con una meseta en el espectro, el ruido producido en los modos, se
debe a los tiempos de integracion escogidos, esto no representa ningun obstaculo para la fisica
del asunto, el cual es demostrar que los modos al pasar el horizonte tienden a congelarse como
lo dice la teoria.

En la figura 3.4 se evidencian 2 fases de los modos de perturbacién durante la inflacién: en la
fase de salida del horizonte, la longitud de onda se hace comparable al tamano del horizonte.
En este punto, el término k? de la ecuacién de Mukhanov-Sasaki deja de dominar, y empieza
a actuar la expansién; los modos dejan de oscilar para empezar a crecer o amortiguarse:
las oscilaciones cuanticas se estiran por la expansién del espacio, el modo se congela y su
amplitud deja de evolucionar significativamente. En la fase Super-Hubble, el modo se encuentra
completamente fuera del horizonte; sus puntos ya no pueden comunicarse casualmente. El
campo ya no experimenta la expansion local, la fluctuacion se congela, por lo que la curvatura
como6vil y su potencia P se estabilizan. Dando como resultado una potencia constante que son

los valores que se observan en el CMB.
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Figura 3.5: Comparacién de espectros escalares: En amarillo, la curva calculada con la aproxi-
macién Slow-roll y en violeta el calculo numérico de Mukhanov-Sasaki. Los comportamientos de
ambas graficas son uniformes a excepcién de dos puntos en los cilculos de Mukhanov-Sasaki, los
valores de el calculo de Slow-roll, subestiman los valores de potencial para el espectro escalar,
debido a que no toman en cuenta las perturbaciones cuanticas del sistema.

Al comparar el potencial escalar del modo Ni = 60, que fue escogido como escala de pivote,
con el calculado para el mismo modo pero con la aproximacion slow-roll se puede observar que
ambos mantienen la misma forma, en el caso de Mukhanov-sasaki se ven dos puntos fuera de la
forma esperada de la curva, lo que puede deberse a efectos de ruido numérico.Para verificar que
no se debe a errores de eleccién en las condiciones inciales se ha calculado el indice espectral,
en Starobinski se espera un indice espectral de ns &~ 0.96 para un modo de pivote en N = 60,

los valores mas reciente de las mediciones del CMB son [11]:

ns = 0.9649 + 0.0042 (3.1)
Ay=21x107" (3.2)

La amplitud resultante para el modo de pivote calculado es de Ay = 2.23 x 1077, la cual se

encuentra en el orden correcto, los calculos se encuentran en la escala observacional adecuada
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y el indice espectral obtenido ngy = 0.96 el cual es un valor aceptable para el indice espectral

esperado para este modelo, lo que valida los calculos obtenidos de espectros escalares.

3.1.3 Diferencias entre slow-roll y Mukhanov-sasaki

Para evidenciar cudn diferentes son los resultados de un modelo sin perturbaciones (slow-roll) y
uno con perturbaciones (Mukhanov-Sasaki) se calculd la diferencia relativa entre los potenciales

en los puntos calculados por Mukhanov-Sasaki:

0.6 - Diferencia relativa ---- Igualdad entre los métodos

0.5

0.4 1

0.3

(Ms— SR)/SR

0.2

0.1 1

0.0 o m = o e

Figura 3.6: Diferencia relativa entre Mukhanov-Sasaki y Slow-roll: La diferencia entre ambos
calculos oscila entre 10% — 20%, existen dos puntos que difieren del comportamiento normal de
los demads, esto puede deberse a errores nimericos ocasionados por la pocas pendiente que se
observa en las derivadas del potencial para estos puntos, lo que puede sobrestimar los valores
para dado punto en la ecuacién de Mukhanov-Sasaki. Estas diferencias evidencian la necesidad
de usar Mukhanov-Sasaki por sobre slow-roll, si se quiere un espectro de potencial primordial
m&s preciso.

En promedio hay una diferencia relativa entre los dos modelos que ronda en el rango del

10% al 20%, que va aumentando conforme incrementa el valor del nimero de onda, las unicas
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medidas que difieren en mayor medida son las de los puntos que no siguen la curva uniformente,
lo que da indicios de errores nimericos para estos puntos,que podrian solucionarse con una red
de puntos mayor a la hora de resolver Mukhanov-Sasaki, el aumento en la diferencia relativa
conforme aumentan las longitudes de onda puede deberse a los efectos que introducen los
cambios en el pardametro de inflacién, cerca del final de la misma, al estar ez muy cerca del
valor unitario la aproximacién de Slow-roll comienza a fallar y se evidencian en mayor medida

los efectos de la fluctuaciones cuanticas que si se perciben en Mukhanov-Sasaki.

El célculo de la diferencia relativa confirma que:

e El desacuerdo entre ambas técnicas es pequenio (10-20%) en la regién donde slow-roll es

una buena aproximacion.

e La diferencia crece hacia valores altos de k, reflejando la sensibilidad de estos modos al

comportamiento del inflatén cerca del final de la inflacién.

e Los puntos mas discrepantes corresponden a errores numéricos debido a discretizacién
insuficiente en el integrador, sugiriendo que una malla méas fina podria reducir estas

oscilaciones residuales.

Este analisis justifica de manera clara por qué es necesario utilizar la ecuacién completa de

Mukhanov-Sasaki si se desea obtener un espectro preciso mas alld de la aproximacion de slow-roll.

El anilisis numérico muestra que el campo inflatén inicia en una region del potencial donde
la pendiente es suficientemente suave para sostener una fase prolongada de expansion acelerada.
Durante la mayor parte de la evolucién, el parametro de slow-roll € se mantiene en valores
muy pequenos, confirmando que el modelo opera en un régimen dominado por la friccién de

Hubble y con una derivada temporal del campo muy reducida.

Sin embargo, se observa un incremento abrupto de ey en los iltimos 4-5 e-folds antes del fin
de la inflacién. Este comportamiento coincide con la regién del potencial donde la pendiente se
hace mas pronunciada, indicando que el campo abandona gradualmente el régimen de slow-roll.
Este incremento produce modificaciones apreciables en los modos de mayor nimero de onda, lo
cual explica la diferencia creciente entre las aproximaciones slow-roll y Mukhanov-Sasaki para
valores altos de k. El andlisis también confirma que la transicién del inflatén hacia un régimen
oscilatorio después del final de la inflacién es suave, lo cual es consistente con la interpretacion

fisica de un periodo de recalentamiento.
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Conclusion

El presente trabajo permitié estudiar de manera numérica la generacién del espectro primordial
de perturbaciones escalares en el contexto del modelo inflacionario de Starobinski, utilizando
tanto la dindmica de fondo como la ecuacién completa de Mukhanov-Sasaki. La simulacién
logré reproducir de forma satisfactoria los parametros observacionales mas relevantes del CMB,

lo cual demuestra la consistencia del modelo estudiado y la validez del método implementado.

Se verificé que el modelo de Starobinski produce una fase inflacionaria prolongada, superior
a los 70 e-folds, y que sus predicciones para el indice espectral ng y la amplitud Ay coinciden
con los valores reportados por el satélite Planck. Asimismo, el comportamiento del inflatén y de
los parametros de slow-roll mostré que el régimen inflacionario es estable durante casi toda su
evolucion, salvo en los ultimos instantes antes de finalizar la inflaciéon, donde la aproximacion

de slow-roll pierde precisién.

El anilisis del espectro mediante la ecuacién de Mukhanov-Sasaki permitié observar con
mayor detalle el proceso de congelamiento de los modos fuera del horizonte, reproduciendo
fielmente el comportamiento esperado de las perturbaciones primordiales. La comparacién con
el espectro obtenido mediante slow-roll evidencié diferencias que se acentiian para valores altos
de k, lo cual confirma que el tratamiento completo de las perturbaciones es necesario si se busca

un andlisis preciso.

En conjunto, los resultados obtenidos demuestran que la metodologia empleada es adecuada
para el estudio numérico de modelos inflacionarios y que puede extenderse a otros potenciales
de interés cosmoldgico. El trabajo sienta asi una base sélida para investigaciones futuras
relacionadas con la caracterizacién del espectro primordial, la inclusion de perturbaciones

tensoriales o el analisis de modelos inflacionarios mas complejos.
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Anexos

5.1 Cédigos Utilizados

5.1.1 Dinamica de Fondo

En la Dindmica de fondo se hace uso de las librerias numpy y scipy.integrate para resolver el

sistema de ecuaciones por medio del algoritmo descrito en el Flujo de trabajo de la Figura 2.1:

import numpy as np
from scipy.integrate import odeint
#Modelo de Imnflacion
S = be-5
v0O = 1.055885e-10
# funcion de potencial escogido
def f(x):
return (1 - np.exp(-2/np.sqrt(6) * x))*x2
#Derivadas numericas
def dfdx(x, h=1le-5):
return (f(x + h) - f£(x - h)) / (2 * h)

def d2fdx2(x, h=1e-5):
return (f(x + h) - 2*%f(x) + f(x - h)) / (h*x2)

#Condiciones iniciales

xi = 5.65 # valor inicial del campo para “60 e-folds

yi = 1e-8 # velocidad inicial del campo (mejor que O exacto)
Ai = 1le-3 # factor de escala inicial

zi = np.sqrt(yi**2/6 + (vOxf(xi)/(3*S*x%2))) # Hubble inicial

#Sistema dinamico

def sys(var, T):
[x, vy, z, Al = var
dxdT =y
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dydT = -3*zxy - vO*xdfdx(x)/S**2
dzdT = -0.5ky**2
dAdT = Axz

return [dxdT, dydT, dzdT, dAdT]

#Tiempo de integracion (unidades S*m_p)

T = np.linspace (0, 1000, 20000)

#Solucion del sistema de ecuaciones

sol = odeint(sys, [xi, yi, zi, Ai]l, T, rtol=1e-8, atol=1e-10, mxstep=100000)
X, ¥y, z, A = np.transpose(sol)

phi, phi_t, H = x, y*S, z*S

#Calculo de magnitudes derivadas

N = np.log(np.maximum(A/Ai, 1le-15))

Ne = np.max(N) - N

eps = le-12 #epsilon para evitar divisiones por cero

epsH
etal

—(-z*x2 + ((vO*xf(x)/S**2 - y*x*2))/3) / (z**x2 + eps)
-(-3*%z*xy - vOxdfdx(x)/S**2) / (y*z + eps)

ns = 1 + 2%xetalH - 4xepsH
r = 16xepsH
Ps (S*xz)**x2 / (8 * np.pi**2 * (epsH + eps))

al = Axz
meff = (2.5*y*x2
+ 2xy*x(-3*%z*xy - vO*xdfdx(x)/S**2) / (z + eps)
+ 2%z **2
+ 0.5%xy*x4 / (z*x*2 + eps)
- vO*xd2fdx2(x)/S*%2)
#Almacenar todos los datos relevantes en un archivo.txt
np.savetxt (’ESCRIBIR LA RUTA DONDE SE VAN A GUARDAR LOS DATO0S’,
np.c_[T, N, Ne, x, y, z, aH, epsH, etaH, meff, Ps])

5.1.2 Método de Biseccion

Para obtener el valor de potencial inicial Vj normalizado a los valores medidos por Planck [11]

se usa el método de biseccidn:

import numpy as np
from scipy.integrate import odeint
S = be-5 # unidad de tiempo escalada

As_target = 2.1e-9 # Valor medido por Planck
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# funcion de potencial escogido
def f(x):
return (1 - np.exp(-2/np.sqrt(6) * x))*x2
#Derivadas numericas
def dfdx(x, h=1e-5):
return (f(x + h) - f(x - h)) / (2 * h)

def d2fdx2(x, h=1le-5):

return (f(x + h) - 2%f(x) + £(x - h)) / (hx*x2)
# sistema dinamico
def sys(var, T, v0):

[x, y, z, Al = var

dxdT =y

dydT = -3%zxy - vOxdfdx(x)/S**2
dzdT = -0.5*xy*x*2

dAdT = Axz

return [dxdT, dydT, dzdT, dAdT]
# funcion que, dado un v0O, integra y devuelve Ps en Ne=60
def compute_Ps_at_60(v0):
xi, yi, Ai = 5.65, 1le-8, le-3
zi = np.sqrt(yi*x*2/6 + (vO*xf(xi)/(3*Sx*x%x2)))
T = np.linspace (0, 1000, 20000)
sol = odeint(sys, [xi, yi, zi, Ail, T, args=(v0,), rtol=1e-8, atol=1le-10,
mxstep=100000)

X, ¥y, z, A = np.transpose(sol)

N = np.log(np.maximum(A/Ai, le-15))

Ne = np.max(N) - N

eps = le-12

epsH = -(-zx*%2 + ((vOx*xf(x)/S**2 - y*x%x2))/3) / (z**x2 + eps)

Ps = (Sxz)**2 / (8 * np.pi**2 * (epsH + eps))

# interpolar Ps en Ne 60
if np.any((Ne > 59) & (Ne < 61)):
idx = np.argmin(np.abs(Ne - 60))
return Ps[idx]
else:
return np.nan
# algoritmo de biseccion para encontrar vO correcto
def tune_vO0(vO_min=1e-12, vO_max=1e-8, tol=1le-12, max_iter=50):
for i in range(max_iter):

vO_mid = 0.5%x(vO_min + vO_max)
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Ps_mid = compute_Ps_at_60(v0_mid)

print (f"Iter {i}: vO={vO_mid:.3e}, Ps={Ps_mid:.3el}")

if np.isnan(Ps_mid):

return np.nan

if abs(Ps_mid - As_target) < tol:

return vO_mid

if Ps_mid < As_target:
vO_min = vO_mid
else:
vO_max = vO_mid

return vO_mid

#Ajuste de vO

vO_opt = tune_vO0()
print (£"\n>>> v0 ajustado = {vO_opt:.6e}")

5.1.3 Método de Mukhanov-Sasaki

A partir de los datos obtenidos del cédlculo de la dindmica de fondo se realizan los calculos de

Mukhanov-Sasaki con el siguiente codigo, cuyo Flujo de trabajo esta descrito en la figura 2.2:

import numpy as np

from scipy.integrate import odeint

import os

import glob

base_dir = r"Ruta donde se guardaron las datos anteriores"

modes_dir = os.path.join(base_dir, "modes")

os .makedirs (modes_dir, exist_ok=True)

data_bg = np.loadtxt(os.path.join(base_dir, "nombre del archivo"))

#Parametros de modelos (cambiar con el modelo)

S =

vO

5e-5
1.056e-10 #Debe estar normalizada

#Derivadas

def

def

def

def

f(x):

return (1 - np.exp(-2/np.sqrt(6) * x))**x2#Cambiar con el modelo
dfdx(x,h=1e-5):

return (f(x+h) - f£(x-h))/(2x*h)

d2fdx2(x,h=1e-5):

return (f(x+h) - 2*xf(x) + f(x-h))/h**2

find_index (Ne_value):
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"""Buscar el indice en los datos de fondo que cumpla con Ne >=

return np.max(np.where(data_bgl[:,2] >= Ne_value))

#Modos que se generan

Nk_1list = np.linspace(31,60,30) # E-folds antes del fin de inflacion

#Tiempo que integra
T = np.linspace (0, 1000, 20000)
#Sistema
def system(var, T, k):
X, y, z, A, v, v.T, u, u_T, h, h_.T, g, g_T = var

#Fondo

dxdT =y

dydT = -3*zxy - vO*xdfdx(x)/S**2
dzdT = -0.5%y**2

dAdT = Axz

# Flucutaciones escalares (Mukhanov-Sasaki)

Ne_value"""

dvdT = v_T

dv_TdT = -z*xv_T + v*(2.5*%y**2 + 2xy*x(-3xzxy - vO*xdfdx(x)/S*x*2 )/z

+ 2kz**%2 + 0.5*y**4/z*xx2 - vO*xd2fdx2(x)/S**2 - k**x2/A*xx%2)

dudT = u_T

du_TdT = -zxu_T + u*x(2.5*%y**2 + 2*y*x(-3*zxy - vOxdfdx(x)/S**2 )/z +

2%z**%2 + 0.5xy*x*x4/z*x*%2 - v0*d2fdx2(x)/S**x2 - k**x2/A*x*2)

#Fluctuaciones tensoriales

dhdT = h_T
dh_TdT = -z*h_T - h*(k**2/A*%x2 - 2%xz**%x2 + 0.5xy*%x2)
dgdT = g_T
dg_TdT = -z*g_T - gx(k**x2/A*%*x2 - 2%xz*x*x2 + 0.5*xy*%2)

return [dxdT, dydT, dzdT, dAdT, dvdT, dv_TdT, dudT, du_TdT,

dgdT, dg_TdT]

# Loop por modo

for Nk in Nk_1list:
# Numero de onda por modo (horizon exit)
k = data_bg[find_index(Nk), 6]

# Condiciones inciales: 5 e-folds antes del horizon exit

xi = data_bg[find_index (Nk+5), 3]

yi = data_bgl[find_index (Nk+5), 4]

zi = np.sqrt(yi**x2/6 + (vO*f(xi)/(3*S*%*2)))
Ai = 1e-3 * np.exp(77.4859 - (Nk+5))
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# Condiciones inciales: fluctuaciones (Bunch-Davies vacuum)
vi = 1/np.sqrt (2xk)

ui = 0

v_Ti = 0

u_Ti -k*(1/np.sqrt (2%k))/Ai

hi = 1/np.sqrt (2xk)

gi =0

h_Ti =0

g_Ti = -k*(1/np.sqrt(2*xk))/Ai

#EDO

sol = odeint(system, [xi, yi, zi, Ai, vi, v_Ti, ui, u_Ti, hi, h_Ti, gi,

T, args=(k,), rtol=1e-8, atol=1e-10, mxstep=100000)
X, vy, z, A, v, v.T, u, u_T, h, h_.T, g, g_T = np.transpose(sol)

# Cantidades derivadas
Nt = 73.03
Ne = Nt - np.log(A/Ai)
alk = (A*z)/k
epsH = -(-z*x*x2 + ((vO*xf(x)/S**2 - y*x%x2))/3)/z**2
zeta2 = (v**2 + ux*xx2)/(2*xepsH*x(A/S)**2)
P_S = k#**3 * zetal2/(2%np.pix*x*2)
h2 = (h**2 + g=**2)/((A/S)**2)
P_T = 4xk#**3 * h2/np.pix*2
#Guardar todos los datos
outfile = os.path.join(modes_dir, f"inf _MS_data_{Nk:.1f}.txt")
np.savetxt(outfile, np.c_[Ne, aHk, zeta2, P_S, h2, P_T])
print (£f" -> Modo Nk={Nk} guardado en {outfilel}")

5.2 Derivacion de la ecuacion de movimiento del inflatén para

la aproximacién Slow-roll

5.2.1 Accién para un campo escalar en espacio-tiempo curvo

La accién para un campo escalar ¢ acoplado minimamente a la gravedad es:
S = /d‘*:c\ﬁ—g L,
donde g = det(g,.) y el lagrangiano es:

1
L= ig!waud) 0vp —V(9).
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5.2.2 Métrica FLRW y simplificacién

Consideramos un universo homogéneo e isétropo (métrica FLRW):
ds* = dt* — a(t)? [dr® + r?dQ?]

con componentes:

.. 1 ..
00 7, )
= ]_’ J — J

g a(t)?

goo =1, gij =—a(t)’s, g

Para un campo homogéneo ¢ = ¢(t):
0 =0, ¢=0no.
Entonces:
90,0 0,0 = g9 = &7
El determinante métrico es:
V=g = alt)®

5.2.3 Ecuacion de Euler-Lagrange en espacio curvo

La ecuacién de movimiento se obtiene variando S respecto a ¢:

V=59 0,6] + 2V —

W 29

Sustituyendo /—g = a® y 9;¢ = 0:
1 3,00 1 3
390 [0"9"9] = 300 (%)

= % <3a2d¢'> + asq?;)

=326+ 4.
a
Los términos espaciales (p = ¢) son nulos. Por tanto:
ov
¢+ 3 q§ + = 30 = 0.

5.2.4 Identificacién de H y término de disipacién
Definiendo el parametro de Hubble H = a/a:
¢+3Ho+V'(¢) =0

Si se anade un término fenomenolégico de disipacion I’ ¢<i> (debido a acoplamientos con otros

campos):

¢+ (BH+Ty)d+V'(¢)=0|

Esta es la ecuacién (1.57) del texto.
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5.2.5 Ecuacién de Friedmann

La densidad de energia y presién para el campo escalar homogéneo son:

1. 1.
p= 58 +V(@), p=50 V()
La ecuacién de Friedmann (con A = 0) es:
2 87TGNP _ 87r;2) 7
3 3my)

donde mil =1/Gn (en unidades ¢ = 1).

En aproximacién slow-roll (¢* < V(¢)), p =~ V(¢), luego:

Esta es la ecuacién (1.58) del texto
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