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RESUMEN

La eficacia y utilidad de un material didactico esta medida por el grado de motivacion
y el aprendizaje que genera en el estudiante, por lo tanto, debe ser pensando,
disefiado e implementado en su proceso de aprendizaje, es decir que, esos recursos
deben tener en el centro al ser humano que se esta formando, cambiando la idea
equivocada de facilitarle al docente el desarrollo de las clases, si al final, este ya lo
sabe; sumado a esto, con la emergencia sanitaria generada por el COVID-19 vy el
avance tecnolégico en las comunicaciones, el proceso educativo ha experimentado
una serie de transformaciones en cuanto a las modalidades educativas (virtual,
semipresencial) que requieren la actualizacion de los docentes y los materiales
utilizados por estos. El presente documento contiene un recurso didactico cuyo fin
ultimo es ofrecer un método de aprendizaje efectivo para los estudiantes que cursan
la asignatura de Matematica |, con los elementos necesarios para explicar y motivar
a través de un diseno llamativo, practico y con el desarrollo minucioso de ejemplos
que estan pensados en el estudiante y la utilidad de los mismos en su aprendizaje

y la vida misma.



INTRODUCCION

En la ensefianza, los tiempos modernos exigen la adecuacién de los contenidos de
los planes y programas de estudio, para que estos realmente cumplan con su
cometido en practicidad y utilidad, por tanto, es necesario la elaboracion de
materiales didacticos que representen un apoyo efectivo y practico para los
docentes y estudiantes, los cuales permitan alcanzar los objetivos del proceso de
ensefanza-aprendizaje, y seran necesarios en el desarrollo de las clases y por cada
una de las unidades, visto someramente pareciera una tarea sin mayor complejidad,
sin embargo, si los materiales antes mencionados no son elaborados vy
estructurados de la forma adecuada no permitiran alcanzar los objetivos de
ensefanza y no seran de utilidad para el educador y menos para el educando.

El presente material esta dividido en tres unidades, las cuales representan la base
de la asignatura Matematica Il, por lo que resulta necesario que los estudiantes
comprendan de manera adecuada los conceptos, definiciones y procesos
desarrollados en dichas unidades y sobre todo que les resulten de utilidad en la
resolucién de problemas. En la primera unidad se describen las relaciones
numericas, en la segunda unidad se desarrollan las funciones y finalmente, en la
tercera unidad se desarrollan la matriz y el determinante.

El fin ultimo del presente material es generar una herramienta de utilidad para el
docente y para el alumno, y que le facilite la comprensién de los contenidos
desarrollados en cada una de las unidades antes mencionadas, teniendo como eje
primordial la resolucion de problemas, dado que la pandemia sanitaria del COVID-
19 obligd a desarrollar las clases de manera virtual y semipresencial, es necesario
qgue los estudiantes cuenten con un material que sirva de referencia para practicar
los contenidos desarrollados en las clases.

El presente material (material tipo texto) tiene la estructura de libro y esta enfocado
en la guia y solucion de problemas, por lo que, sin menospreciar la teoria, la
intencion de este material es fomentar la utilidad practica de las matematicas en
cada una de las carreras que ofrece la facultad, y sin profundizar en definiciones
complejas y dificiles de asimilar para los estudiantes.



El material esta estructurado en dos columnas, una que posee lo grueso del
contenido, y la otra donde se exponen notas, ilustraciones y algunos procesos que
no estén especificados en el grueso del material, también podra ser utilizado para
que el estudiante pueda escribir sus propias conclusiones.

Contiene, ademas, una seccidon de ejemplos, los cuales estan desarrollados e
ilustrados de manera tal, que el estudiante de manera autodidacta pueda
comprender y guiarse en todos los procesos; finalmente, cuenta con una guia de

ejercicios, con la respectiva solucién de los mismos.



METODOLOGIA

El desarrollo de la investigacion se realizo de la siguiente forma:

1. Revision bibliografica: se consultaron diferentes fuentes bibliograficas en las
cuales se encuentren conceptos que son necesarios para la investigacion
ademas fuentes las cuales aborden los contenidos que componen la catedra de
Matematica |, para elegir los aspectos que nos hagan alcazar los objetivos
planteados el programa de dicha asignatura. Con esto se tendra la base para el

marco teorico y el material escrito.

2. Disefio del material didactico: se pretende disefar el material escrito de la
asignatura Matematica | de la Facultad de Ciencias Econdmicas de la
Universidad de El Salvador, el cual estara enfocado en la parte procedimental

mas que en la parte tedrica.

3. El material se utilizd, durante el ciclo 1-2023, con el objetivo de conocer la
aceptacion de los estudiantes hacia el material escrito, esta implementacion
estuvo dirigido a parte de los estudiantes que cursaron la asignatura en el ciclo |-
2023, con el cual se realizé un pequeno analisis de los resultados; rescatando
los aspectos positivos y negativos, luego se finalizdé con las conclusiones y

recomendaciones

4. Obtencion de los resultados: se realizd una encuesta en linea a través de la
herramienta Formularios de Google dirigida a los estudiantes en enlace:
https://docs.google.com/forms/d/1LuopjVOOQ8LgsTefuCmEeAcWWH51fEeCrJ
00FWnHrlIQ/viewform?edit_requested=true, ademas se agrega en el anexo 3,

con el propdsito de conocer la aceptaciéon del material por parte de los estudiantes
de la facultad de ciencias economicas que cursan la asignatura Matematica I,
posteriormente un breve analisis de los resultados; rescatando los aspectos

positivos y negativos, finalizando con las conclusiones y recomendaciones


https://docs.google.com/forms/d/1LuopjVOOQ8LqsTefuCmEeAcWWH51fEeCrJo0FWnHrIQ/viewform?edit_requested=true
https://docs.google.com/forms/d/1LuopjVOOQ8LqsTefuCmEeAcWWH51fEeCrJo0FWnHrIQ/viewform?edit_requested=true

CAPITULO|

Referentes teodricos

Segun se plantea en el articulo de Gonzalez Mari (2010), se puede datar que el
origen del material didactico lo podemos ubicar en la tradicion filosofica empirista de
los siglos XVII y XVIII. Para los empiristas el conocimiento tiene su inicio en los
sentidos. Asi, Comenius publica en 1.592 una voracidad de la escuela materna. Es
necesario presentar todas las cosas, en la medida en que sea posible, a los sentidos
correspondientes; y que el discente aprenda a identificar las cosas visibles por la
vista, los sonidos por el oido, los olores por el olfato...". Pero en este caso, fue el
pensador de la ilustracion Rosseau (1.712-1.778) el que puso las bases de lo que
llama “aprendizaje por experimentacion” y “educacién sensorial”: "Que el alumno/a
esté al tanto de todas las experiencias, que haga todas aquellas que estan a su

alcance, y que descubra las demas por el mero hecho de la induccion.

Existen diferentes tipos de materiales didacticos, la importancia de su clasificacion
esta en el aprovechamiento de sus caracteristicas, para desarrollar, seleccionar o
adaptar un recurso didactico es de suma importancia tomar en cuenta que son un
medio, no un fin.

Por tanto, estos recursos didacticos deben responder al objetivo educativo que se
pretenden lograr y los contenidos tematicos que correspondan. Ademas, debe
tomarse en cuenta a quién va dirigido ya que dependera de sus capacidades, estilos
cognitivos, intereses, conocimientos previos, experiencia o edad el que realmente
cumpla su funcién.

Los materiales didacticos deben de favorecer el aprendizaje en los destinatarios, es
importante incluir estrategias de ensefianza en el desarrollo de los contenidos, como
diferentes estilos o colores de la fuente, recuadros, ejemplos, ilustraciones,
espacios de apuntes, entre otros aspectos.

Las diferentes secciones en las que se organiza el material impreso o digital, para
fines de aplicarse como manual para el estudiante, debe incluir: Portada, indice,



objetivo, introduccion, desarrollo tematico por unidades y el desglose tematico.
Cada unidad debe contar con su presentacion, contener guias de trabajo; ademas,
debe presentar bibliografia para que el estudiante tenga mas fuentes donde

instruirse.

Impartir una asignatura en nivel universitario parece una tarea sencilla, pero se tiene
que tener claros muchos aspectos ya que ampliar los conocimientos, habilidades y
actitudes de los estudiantes, resulta complejo ya que no todos cuentan con los
mismos conocimientos previos. La planeacion de un curso, en un proceso ordenado
y organizado para garantizar el logro de los objetivos plateados en el programa de
la asignatura a desarrollar. Parte de dicha planeacion incluye el uso de los
denominados “materiales didacticos” o “apoyos didacticos”. Es un hecho que la
imparticidén del curso se beneficiara con este tipo de recursos, puesto que son los
medios que auxilian la labor del facilitador al simplificar la comprension de los
contenidos a revisar. Estos materiales explican o demuestran o ilustran el tema,
aportando elementos que propician la atencién de los estudiantes para facilitar la
comunicacion e interaccion entre el participante, el facilitador y los contenidos.

La importancia del material didactico radica en la influencia que tienen en la
percepcion de los que estudiantes para ponerlos en contacto con el objeto de
aprendizaje, ya sea de manera directa o indirecta.

En este texto se expone un material didactico de la asignatura Matematica |, que se
imparte en la Facultad de Ciencias Econdmicas, de la Universidad de El Salvador,
los cuales pretenden ser herramientas de apoyo tanto a los estudiantes como a los
docentes que imparten dicha catedra.



1.1 DEFINICION DE MATERIAL O RECURSO DIDACTICO

Antes de comenzar a dar una definicidon concreta, es preciso indicar que al principio
se proporcionaron bastantes definiciones acerca de estos conceptos, con notables
diferencias entre ellos.

En este caso Alvarez (1996, citado por Gonzalez Mari, 2010) se centra Gnicamente
en el material didactico dejando de lado el concepto de recurso para hacer
referencia a todo tipo de juego medio técnico o recurso idoneo para ayudar al
alumnado a superar los problemas planteados. De igual manera Alsina, Burgués et
Fortuny (1988) expresan que mediante el material didactico engloban todos
aquellos juegos, medios técnicos, recursos o aparatos capaces de proporcionarle
una ayuda al alumnado para la compresion y consolidacion de conceptos
fundamentales en las fases del aprendizaje.

Por otra parte, Gerna y Carrillo (1988, citado por Gonzalez Mari, 2010) utilizan
ambos términos, aunque dan a entender que el recurso es una nocion mas general
que engloba el material didactico.

A la hora de reflexionar acerca de la relacion que se produce entre los recursos y
materiales didacticos, Coriat (1997, citado por Gonzalez Mari, 2010) hace visible la
referencia sobre ambos conceptos. Dicho autor argumenta que los materiales
didacticos son creados y disefiados especificamente con fines educativos, mientras
que por el contrario los recursos los considera unos instrumentos no creados
unicamente por el aprendizaje de determinados conceptos, nociones o ideas que el
profesor decide si utilizarlo o no en la practica. Por lo que Coriat (1997) senala que
un buen material didactico trasciende de la intencion de uso general y admite varias
aplicaciones; por ello no hay una raya que delimite claramente que es un material
didactico y que es un recurso.

Es importante destacar la definicién que presenta Parcerisa, A (1996) acerca de los
materiales didacticos, la cual indica “que los materiales didacticos son aquellos
artefactos que empleados de distintas formas de representacion (simbdlica, objetos)
ayudan y favorecen a la construccion de conocimiento, dentro de una estrategia de

enseflanza mas amplia”.



Tabla 1

Definicion de recursos y materiales segun Carretero, Coriat y Nieto (1955)

RECURSOS

MATERIALES

Definicion

Se entiende por recurso
cualquier material, no disefiado
especificamente para el
aprendizaje de un concepto o
procedimiento determinado, que
el Profesor decide incorporar en

sus ensenanzas.

Se distinguen de los recursos
porque, inicialmente, se disefian
con fines educativos (Si bien, en
general, un buen material
didactico transciende la intencion
de uso original y admite variadas
aplicaciones; por ello, no hay una
raya que delimite claramente qué
es un material y qué es un

recurso).

Tipos

La calculadora, la fotografia y
diapositiva, la prensa, los
programas y anuncios de radio y
TV, los videos, programas de
ordenador de proposito general
(procesadores de texto, hojas de
calculo, editores de graficos,
gestores de bases de datos), los
juegos, el retroproyector y la

historia de las matematicas

Las hojas de trabajo preparadas
por el profesor, los programas de

ordenador de propaosito
especifico (paquetes de
estadistica elemental, por
ejemplo), materiales

manipulativos, etc.

Cascallana (1988) llama materiales estructurados a los que estamos llamando

materiales, y no estructurados a lo que llamamos recursos.



La historia de los materiales didacticos para la ensefianza de las Matematicas no
es reciente. El muy recomendable capitulo de Szendrei, en el Handbook (Bishop et
All., 1996), hace un recorrido por el papel que han desempefiado los materiales en
la ensefnanza de las matematicas. El articulo de Thompson, (1994) nos da una idea

sobre el papel y las cualidades de los materiales.

Se entiende por material didactico al conjunto de medios materiales que intervienen
y facilitan el proceso de ensefianza-aprendizaje. Estos materiales pueden ser tanto
fisicos como virtuales, asumen como condicion, despertar el interés de los
estudiantes, adecuarse a las caracteristicas fisicas y psiquicas de los mismos,
ademas que facilitan la actividad docente al servir de guia; asimismo, tienen la gran

virtud de adecuarse a cualquier tipo de contenido (Morales, 2012).

Los materiales didacticos, también denominados recursos didacticos, auxiliares
didacticos o medios didacticos, pueden ser cualquier tipo de dispositivo disefiado y
elaborado con la intencion de facilitar un proceso de ensefianza y aprendizaje. Los
materiales didacticos son los elementos que emplean los docentes para facilitar y
conducir el aprendizaje de los alumnos (libros, carteles, mapas, fotos, laminas,
videos, software, entre otros).

También se consideran materiales didacticos aquellos materiales y equipos que nos
ayudan a presentar y desarrollar los contenidos para que los alumnos trabajen con
ellos para la construccion de los aprendizajes significativos. No existe un término
univoco acerca de lo que es un recurso didactico, asi que, es sumamente de

importancia recalcar que, material didactico es un medio de ensefianza que en un

contexto educativo determinado facilita el desarrollo de las actividades formativas.

Material didactico es aquel que reune medios y recursos que facilitan la ensefanza
y el aprendizaje. Suelen utilizarse dentro del ambiente educativo para facilitar la
adquisicion de conceptos, habilidades, actitudes y destrezas (ECURED, s/f).

Se entiende por material didactico al conjunto de medios materiales que intervienen

y facilitan el proceso de ensefianza-aprendizaje (Morales, 2012).



Como podra observarse, la funcion de estos elementos es facilitar el aprendizaje ya
que la intencién “didactica” es, precisamente, la accion de propiciar la ensefanza y
de estimular, y motivar al capacitando para que los adquiera (Hernandez, 2010). El
aprendizaje es aquello que se hace con la finalidad fundamental de ensefar o
instruir (RAE, s/f).

Estos materiales pueden ser tanto fisicos como “virtuales” (cualquier tipo de
elemento plausible de ser transmitido y captado por los medios que ofrecen las
Tecnologias de la Informacion y la Comunicacién) y asumen como condicion,
despertar el interés de los estudiantes, adecuarse a las caracteristicas fisicas y
psicologicas (perceptuales y cognitivas) de los mismos, ademas que facilitan la
tarea del docente como facilitador del proceso.

Hablando del aquellos que son “fisicos” cualquier objeto puede funcionar como
material didactico cuando el docente le imprime dicha condicion, pero todo,
dependera del contexto, del conocimiento previo de los estudiantes.

Segun Cabero (2001), existe una diversidad de términos para definir el concepto de
materiales didacticos, tales como los que se presentan a continuacion:
1. Medio (Saettler, 1991; Zabalza, 1994)
Medios auxiliares (Gartner, 1970; Spencer-Giudice, 1964)
Recursos didacticos (Mattos, 1973)
Medio audiovisual (Mallas, 1977 y 1979)
Materiales (Gimeno, 1991; Ogalde y Bardavid, 1991)

o & b

Esta diversidad de términos conduce a un problema de indefinicién del concepto,
asi como también de la amplitud con que éstos son considerados Cabero (2001, p
290).

Es decir, cada autor da un significado especifico al concepto, lo que conduce a tener
un panorama mucho mas amplio en cuanto a materiales didacticos se refiere. La
terminologia utilizada para nombrar a los materiales didacticos da lugar a
considerarlos, segun Cebrian (Citado en Cabero, 2001 p. 290).
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Todos los objetos, equipos y aparatos tecnologicos, espacios y lugares de interés
cultural, programas o itinerarios medioambientales, materiales educativos que, en
unos casos utilizan diferentes formas de representacion simbdlica, y en otros, son
referentes directos de la realidad. Estando siempre sujetos al analisis de los
contextos y principios didacticos o introducidos en un programa de ensefanza,
favorecen la reconstruccion del conocimiento y de los significados culturales del
curriculum.

Son empleados por los docentes e instructores en la planeacion didactica de sus
cursos, como vehiculos y soportes para la transmisién de mensajes educativos. Los
contenidos de la materia son presentados a los alumnos en diferentes formatos, en
forma atractiva, y en ciertos momentos clave de la instruccion. Estos materiales
didacticos (impresos, audiovisuales, digitales, multimedia) se disefian siempre
tomando en cuenta el publico al que van dirigidos, y tienen fundamentos
psicologicos, pedagdgicos y comunicacionales.

Sin embargo, los términos material y recurso se emplean generalmente de manera
univoca y hasta viciosa. Afirma Odderey Matus que los recursos didacticos son
todos aquellos elementos fisicos que sirven de mecanismos auxiliares para facilitar
y procesar los elementos de la ensefianza en vistas a lograr un aprendizaje
posterior. Entre estos tenemos los lapices, marcadores, papel, pizarra, plastilina,
hilo, disco compacto y otros. En cambio, los materiales didacticos son aquellos
recursos ya mediados pedagdgicamente, ya transformados para hacer mas efectivo
el proceso de ensefianza y aprendizaje, entre estos encontramos una hoja de
aplicacion (una hoja de papel con texto o imagenes puestas en él con una intencion),
una cancion motivadora (grabada en un CD), el libro de texto, un papelografo
(papeldn con un esquema escrito sobre él), una pequefia maqueta hecha con
plastilina (como modelo a ser imitado por los estudiantes), entre otros.

Funciones

Al momento de realizar los materiales didacticos es muy importante tomar en cuenta

al publico al que va dirigido con la finalidad que ese recurso realmente sea de

11



utilidad; entre las funciones que tienen los materiales didacticos se encuentran las

siguientes (vid. Morales, 2012).

Proporcionar informacion: un material didactico tiene como funcién ofrecer
informacion a una o varias personas, esta informacién que brinda debe ser
de relevancia para el receptor, que principalmente se encuentra en un
contexto educativo, el motivo de brindar la informacién por conducto de este
medio, es para que el receptor pueda comprenderla con mayor facilidad.
Cumplir con un objetivo: antes de realizar un material didactico es primordial
tener en claro el objetivo que se desea cumplir con éste, para que una vez
que ya se haya determinado, se proceda a la realizacion de un material que
cumpla con las caracteristicas deseadas para satisfacer al objetivo.

Guiar el proceso de E-A (ensefianza-aprendizaje): como bien se menciona
en el punto anterior acerca de la importancia de los objetivos; los materiales
didacticos ayudan a que el proceso de E-A no pierda su camino, es decir
delimita los contenidos para no confundir a los estudiantes con informacién
gue no sea tan relevante.

Contextualizar a los estudiantes: en los materiales didacticos se puede y
deben incluirse imagenes u objetos que favorezcan al estudiante a relacionar
lo que se le esta explicando, en ocasiones se puede preparar informacion de
lugares en donde de ningun modo han estado, es ahi donde los materiales
tienen la funcion de contextualizarlos por medio de imagenes u objetos.
Factibilizar la comunicacion entre el docente y los estudiantes: los materiales
didacticos deben estar creados a tal grado que cualquier persona pueda
entenderlos; ademas, los materiales didacticos han manifestado cambios a
través del tiempo en comparacion con la educacion tradicionalista, han
generado estimulos en las relaciones entre los profesores y los alumnos,
porgue los primeros toman en cuenta las caracteristicas de las personas a
quienes va dirigido el material, y eso le permite a los estudiantes aportar
ideas al momento de la explicacion.

Acercar las ideas a los sentidos: los materiales didacticos son tan diversos

que pueden ser percibidos por los distintos sentidos (tacto, olfato, gusto, tacto

12



y vista), lo cual es un gran apoyo para que los estudiantes puedan vincular la
informacion de una manera mas personal, y algunos casos se puede llegar
a relacionar con experiencias y asi lograr que los aprendizajes sean
significativos.

“‘Motivar a los estudiantes; esta es una de las funciones mas importantes que
tienen los materiales didacticos, en anos pasados, la educacién era tan
tradicionalista que no despertaba el interés de los estudiantes, todo era muy
monotono, pero con la inclusion de los materiales didacticos a las aulas
escolares, se ha ido despertando la curiosidad, creatividad, entre otras
habilidades, que le permiten a los a los alumnos a prestar mayor atencion en
los contenidos que se abordan.”

Por ultimo, el Diccionario ciencias de la educacion, reitera y agrega lo
siguiente: “Despertar el interés del alumno; adecuarse a las caracteristicas
fisicas y psiquicas del alumno; facilitar la actividad docente-discente;
consistencia y simplicidad; eliminar porcentajes de riesgo en su
manipulacion; adecuarse a contenidos y metodologia.” En otras palabras,
empoderarse de la idea de la utilidad de lo que se aprende, no como
acumular conocimiento sino como desarrollar herramientas que permitan

enfrentar y resolver las dificultades que la cotidianidad ofrece.

1.2 IMPORTANCIA DE LOS MATERIALES DIDACTICOS

El material didactico favorece el desarrollo de las habilidades en los alumnos, asi

como en el perfeccionamiento de las actitudes relacionadas con el conocimiento, a

través del el lenguaje oral y escrito, la imaginacién, la socializacién, el mejor

conocimiento de si mismo y de los demas, por esto, el propdsito del uso de los

materiales didacticos ha ido cumpliendo una creciente importancia en la educacion.

Ademas, promueve la estimulacién de los sentidos y la imaginacién, dando paso al

aprendizaje significativo. La importancia del material didactico radica en la influencia

que los estimulos a los 6rganos sensoriales ejercen en quien aprende, es decir, lo

pone en contacto con el objeto de aprendizaje, ya sea de manera directa o dandole
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la sensacion de indirecta. Alsina (2004) en su articulo menciona, Maria Montessori
afirmo “que el nifio tiene la inteligencia en su mano” por lo que es evidente que
aprenden a través de la manipulacién y el juego con distintos materiales o recursos.
Asi, como afos mas tarde Piaget e Inhelder (1995) indicaron “que el nifio aprende
a partir de la accién sobre objetos”. Por lo que, podemos decir que la educacion es
cada vez mas consciente de la importancia y de la necesidad que tiene el juego, la
manipulacion y la interaccion activa del estudiante en el aprendizaje de las
matematicas. Como afirma Canals (2001) “si sabemos proponer la experimentacion
de forma adecuada en cada edad, y a partir de aqui fomentar el dialogo y la
interaccion necesaria, el material, lejos de ser un obstaculo que nos haga perder el
tiempo o dificulte el paso a la abstraccion, la facilitara en manera, porque fomentara
el descubrimiento y hara posible un aprendizaje solido y significativo”.

1.3 VENTAJAS DE LOS MATERIALES DIDACTICOS

El uso de los materiales didacticos en un aula de matematicas para trabajar un
determinado contenido genera numerosas ventajas o beneficios en una diversidad
de ambitos; tanto en el desarrollo personal y social del alumnado como en su nivel
intelectual, ejerciendo una influencia educativa en el aprendizaje de dichos
discentes.

Segun Gonzalez Mari (2010):

e Los materiales didacticos ofrecen actividades matematicas atractivas y
motivadoras para hacer cambiar la actitud del alumnado hacia el ambito de
las matematicas.

e Permite progresar con eficacia a la mayoria de alumnos/as mejor que otros
procedimientos, técnicas o medios.

e Permiten al alumnado a participar activamente y realizar actividades de
manera autonoma.

e Eltrabajo con dichos materiales contribuye a proporcionar un entorno idéneo
para la implantacion de situaciones-problema, asi como situaciones de

aprendizaje significativas y entretenidas.
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¢ Los materiales didacticos son flexibles; es decir se puede adaptar a cualquier
nivel, grupo de alumnos/as e incluso cualquier actividad.

e Permiten el trabajo en grupo o en equipo por parte de los alumnos/as lo que
genera que se produzca la interaccion entre el alumnado posibilitando, el
dialogo, debate y colaboracion entre docente y discente.

Para que todas estas ventajas o beneficios citados anteriormente tengan su efecto
positivo, es clave que el profesorado en gran medida cumpla una serie de requisitos.
Como son que tienen que tener un conocimiento pleno sobre el uso del material
didactico que van a emplear, asi como estar capacitado y preparado para llevarlo a
cabo, ser consciente de la diversidad de los resultados que se pueden tener, saber
adaptarlos a las circunstancias y caracteristicas que presenta el grupo de clase y
en ultimo lugar que su utilizacion ha de ser previamente planificada, programada y
con una finalidad clara sobre el objeto que se quiere alcanzar.

Las ventajas que aportan los materiales didacticos los hacen instrumentos
indispensables en el proceso de ensefianza aprendizaje. Proporcionan informacion
y guian el aprendizaje, es decir, aportan una base concreta para el aprendizaje
conceptual, procedimental y actitudinal (Diaz-Barriga y Rojas, 2010), contribuyen en
el aumento de los significados; desarrollan la continuidad de pensamiento,
promueven el aprendizaje duradero y brindan una experiencia real que estimula la
actividad cognitiva de los destinatarios; proporcionan, ademas, experiencias que se
obtienen facilmente mediante diversos materiales y medios con lo que se ofrece un
alto grado de interés para los capacitados; dependiendo de la creatividad del autor
del material didactico, incluso pueden funcionar para evaluar el aprendizaje. Es
decir, este tipo de elementos no solo sirven para transmitir informacion, se pretende

funcionen como mediadores entre la realidad y el estudiante.

En el mejor de los casos, cuando el material didactico puede propiciar la
independencia del estudio del documento, favoreciendo con esto el aprendizaje

autogestivo (Berridi y Martinez, 2017).
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1.4 DIFICULTADES O INCONVENIENTES QUE GENERA EL USO DE LOS
MATERIALES DIDACTICOS

Una vez conocida y argumentada la importancia del uso de los materiales didacticos
como de sus numerosas ventajas, también es evidente que en torno a ellos existen
una serie de dificultades e inconvenientes. En este caso se hara referencia a dos
tipos de dificultades, una mas enfocada a las dificultades que el profesorado pueda
tener y en segundo lugar en las dificultades y problemas que generan la induccion
de los materiales didacticos en un aula. Dado que existe diferentes factores que
afectan el uso correcto de los materiales didacticos en un aula que son el origen de

estas dificultades.

1. Problemas y dificultades siguiendo a Gonzalez Mari (2010):

e Econdmicos, por el elevado coste que presenta los materiales didacticos;
aunque por el contrario ante esta situacion se puede optar por la elaboracion
propia.

e Estructurales, ya que pueden dificultar el agrupamiento por la distribucion de la
clase por las condiciones fisicas que presentan.

e Grupo de clase muy numeroso.

e Concepciones previas de alumnos/as profesor/a y padres “los juegos se realizan
en el patio”, “los juegos generan mucho ruido” y “las buenas clases es donde
hay absoluto silencio”.

e El desarrollo curricular: los programas que hay que acabar; pueden erradicar
por completo el uso de los materiales didacticos.

e Exigencia al profesorado, en el sentido que trabajar con materiales didacticos
requiere una mayor preparacion, por lo que necesitaran mas tiempo para el

disefo de las clases.
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2. Dificultades o problemas, siguiendo a Gallardo (2001): segun este autor hay
cuatro factores que son los causantes de las dificultades o problemas que

pueden surgir al usar los materiales didacticos.

e Profesor/a: en el sentido que el profesorado determinara elegir o no el uso de
un determinado material didactico, en funcion de su formacion didactica y
cientifica, asi como dependiendo de la concepcidon que tengan acerca de las
matematicas. Por lo que el profesor/a que se plantea como objetivo principal
que el alumno/a construya sus propias experiencias, vera necesario y justificara
la introduccidn de los materiales didacticos. En cambio, los docentes que
conciban la ensefanza mera transmision de conocimientos no veran
conveniente el uso de otros materiales, distintos de los mas tradicionales
“pizarra, tiza o libro de texto”. Teniendo muy en cuenta que el desconocimiento
de la existencia de materiales didacticos es otro factor que condiciona su
utilizacion.

e Alumno/a: el interés, motivacion, participacion e implicacion de los alumnos/as
son factores que influyen directamente en la decisibn de usar unos
determinados materiales didacticos. Aunque es evidente que mediante ellos se
generan una actitud mas receptiva y positiva por parte de los discentes hacia
las matematicas. Por lo contrario, un grupo elevado de alumnos/as pueden
dificultar la organizacion de la clase para trabajar.

e Centro educativo: tal como sefala Coriat (1997) “el profesor/a necesita
fundamentalmente el apoyo del centro educativo y del resto de profesores que
con su critica, comentarios o aliento son los mejores interlocutores para
promover o inhibir el uso sistematico y sensato de materiales didacticos”. Por lo
tanto, hay que indicar que las decisiones del profesor/a van condicionadas sobre
todo por la cultura del centro donde trabaja. Afiadiendo que no todos los centros
educativos disponen de aulas adecuadas o especificas para el trabajo con
determinados materiales didacticos.

e EL contenido matematico a estudiar, plantea al profesorado una serie de

cuestiones o problematicas metodologicas que obviamente influyen en el uso
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de los materiales didacticos. Por ejemplo, al docente le surgiere a entorno ello

preguntas del estilo de: ;es adecuado emplear este tipo de material para

trabajar ese contenido matematico?, ;se esta produciendo algun tipo de

aprendizaje como consecuencia del material utilizado?, ¢ el material se usara ya

preparado o lo construyen los propios alumnos? Y por ultimo lugar una de las

preguntas que el profesorado se hace con mayor persistencia y le causa mayor

temor es ;como evaluamos a los alumnos/as mediante la utilizacion de los

materiales didacticos? Metodologia de los distintos materiales didacticos.

1.5 CLASIFICACION

Una clasificacion de los materiales didacticos que conviene indistintamente a

cualquier disciplina es la siguiente (Nérici, 1985 p. 284):

1.

Material permanente de trabajo: Tales como el tablero y los elementos para
escribir en él, videoproyectores, cuadernos, reglas, compases,

computadores personales.

Material informativo: Mapas, libros, diccionarios, enciclopedias, revistas,

periddicos, etc.

Material ilustrativo audiovisual: Posters, videos, discos, etc.

Material experimental: Aparatos y materiales variados, que se presten para

la realizacidén de pruebas o experimentos que deriven en aprendizajes.

Material Tecnolégico: Todos los medios electronicos que son utilizados
para la creacion de materiales didacticos. Las herramientas o materiales
permiten al profesor la generacién de diccionarios digitales, biografias

interactivas, el uso de blogs educativos y la publicacién de documentos en
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bibliotecas digitales, es decir, la creacion de contenidos e informacion

complementaria al material didactico.

Otra forma de clasificar esta en la aportacion de Imideo Nérici (1969).

e Permanentes: Los tableros, periddico mural, carteles y los similares para escribir
en ellos, videoproyectores, cuadernos, reglas, compases, computadores.

e Informativos: Mapas, libros, cuentos, diccionarios, enciclopedias, revistas,
periddicos, articulos, etc.

¢ llustrativos: audiovisuales, posters, videos, discos, etc.

e Experimentales: Aparatos y materiales variados que se presten para la
realizacion de pruebas o experimentos que deriven en aprendizajes.

e Tecnoldgicos: Todos los medios electrénicos que son utilizados para la creacion
de materiales didacticos. Las herramientas o materiales permiten al profesor la
generacion de diccionarios digitales, biografias interactivas y la publicacién de
documentos en bibliotecas digitales didactico.

Mas alla de estas clasificaciones, lo importante, es la intencion educativa que se
incluye en su elaboracion o adaptacion.

1.6 TIPOS DE MATERIALES DIDACTICOS
Diversos elementos pueden ser utilizados como apoyos didacticos y sus
caracteristicas nos llevan a intentar clasificarlos para Existen diferentes formas de

clasificar a los materiales didacticos, lo importante es tener en cuenta sus

caracteristicas para aprovecharlas.
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La seleccion de materiales didacticos

Para que un material didactico resulte efectivo y propicie una situacion de
aprendizaje exitosa, no basta con que se trate de un buen material, ni tampoco es
necesario que sea un material de ultima tecnologia. Se debe tener en cuenta su
calidad objetiva y en qué medida sus caracteristicas especificas (contenidos,
actividades, entre otras) estan en consonancia con determinados aspectos
curriculares del contexto educativo:

Los objetivos educativos que se pretenden lograr. Aqui ha de tomarse en cuenta si
el aprendizaje pretendido es de tipo declarativo, procedimental o actitudinal.

Los contenidos que se van a abordar, que deben estar en sintonia con los objetivos.
Las caracteristicas de los destinatarios (estudiantes) que los utilizaran, como
capacidades, estilos cognitivos, intereses, conocimientos previos, experiencia o
edad.
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El contexto fisico en el que se desarrolla el curso y donde pensamos emplear el
material que se esta seleccionando; por ejemplo, si se trata de un programa
multimedia por Internet y los destinatarios no cuentan con acceso a éstos debido al
tipo de dispositivo movil o computadora.

Las estrategias didacticas que acompafaran la utilizacion del material, como el uso
de negritas, color de la fuente, recuadros, ejemplos, ilustraciones, etc. El lenguaje
también es de suma importancia, el discurso que se expone en los materiales debe
ser comprensible para los destinatarios. En medida de lo posible, todo material al
que se le conceda el calificativo de didactico deberia promover la autoevaluacion,
acompafnada de la retroalimentacidn de ejercicios que ayuden a confirmar lo que se
va aprendiendo.

La seleccidén de los materiales a utilizar con los estudiantes siempre se realizara
contextualizada en el marco del disefio de una intervencién educativa concreta,
considerando todos estos aspectos y teniendo en cuenta los elementos curriculares
particulares que inciden. La cuidadosa revisién de las posibles formas de utilizacion
del material permitira disefiar actividades de aprendizaje y metodologias didacticas
eficientes que aseguren la eficacia en el logro de los aprendizajes previstos. Muy
importante es tomar en cuenta que los materiales didacticos son un medio, no un
fin; entonces su seleccién, elaboracion o adaptacion dependera de la funcion que
se pretende, siempre en congruencia con los objetivos de aprendizaje y los
contenidos respectivos.

MATERIALES AUDIOVISUALES

Dentro de los elementos materiales didacticos, la imagen ya sea en movimiento o
fija, dibujo, esquema o fotografia, probablemente es el elemento mas llamativo,
dado que logra captar antes la imagen que cualquier texto.

La imagen puede ser interpretada o comprendida de inmediato por cualquier
persona independientemente de su género, edad y cultura. Sin embargo, el lenguaje

visual requiere de un aprendizaje particular para su refinamiento y comprension.
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Las imagenes funcionan como un mediador entre el universo y las personas, en la
lectura de cada imagen intervienen factores culturales e individuales. Para la
elaboracién de material didactico visual se recomienda usar imagenes sencillas y
esquematicas de alto contraste, con excelente resolucion para la explicacion de
partes o estructuras.

El sonido es el elemento que llega de forma mas directa a las emociones, si se
utiliza adecuadamente, éste puede lograr aprendizajes significativos en los
estudiantes, porque a través de las voces y efectos, se reconstruyen en la mente,
no solo como sonidos, sino que producen imagenes que permiten enriquecer en
significado, algo que genera un medio audiovisual, pues fomenta la imaginacion.
El lenguaje audiovisual es unisensorial, y aunque pudiera parecer una desventaja,
se compensa por el hecho de sugerir el lenguaje sonoro, pues se integra por cuatro
elementos: la palabra hablada, la musica, el silencio y los efectos sonoros.

Los medios sonoros permiten recordar utilizando el sistema de representacion
auditivo de manera secuencial y ordenada. No relacionan conceptos o elaboran
definiciones abstractas con la misma facilidad que el sistema visual, y no es tan
rapido, sin embargo, es fundamental en el aprendizaje de los idiomas, vy
naturalmente de la musica.

La tecnologia ha avanzado permitiendo incorporar los sonidos de diversas formas
a los materiales didacticos. El sonido por si mismo tiene la ventaja de promover la
introspeccion, el analisis y la creatividad.

Ademas, la generacion de sonido es mucho facil que la creacion de un video o una
animacion, pero deben tomarse algunas consideraciones para la obtencion del
aprendizaje: el sonido debe ser nitido para una comprensién facil, no debe presentar
la misma informacion a través de un texto escrito, ya que el receptor puede
confundirse.

Los principales factores que se deben tomar en cuenta a la hora de elaborar
materiales de comprension auditiva son los siguientes: seleccionar material
auténtico, permiso para utilizar el material elegido, duracion del material, problemas
que tiene el estudiante para desarrollar su comprension auditiva, evaluacion, y

seleccionar material auténtico. (Morales, 2012)

22



Medios audiovisuales

De la fusion de los medios auditivos y visuales, surge una poderosa herramienta en
el aprendizaje que son los medios audiovisuales, éstos permiten atender a una
variada seleccion de formatos que obedecen a los diferentes objetivos para cada
materia. La composicion puede también incluir la interaccidén con el usuario, lo cual
resulta muy beneficioso para la educacion, debido a que cada uno de estos medios
desarrolla su propio lenguaje, es necesario aprender a interpretarlos si se desea
construir conocimiento a través de la combinacion de tales medios.

Se debe tener cuidado cuando se combinan textos o sonidos con imagenes, debido
a que puede darle un significado totalmente distinto al que se desea trasmitir, pero
si se logra una buena combinacién, se convierte en un excelente material.

El lenguaje audiovisual es una mezcla de sonido, palabra e imagenes fijas o
animadas.

Tabla 2

Descripcion de medios audiovisuales

Imagen visual en
Texto:
Medio movimiento con Multimedia
Palabra escrita ]
imagen sonora.

Tipo de _ o
.. Visual Audiovisual Audiovisual
percepcion
. Es impresion En monitor o Combinacion de las
Cémo se o _ _
. tradicional en pantalla con bocina anteriores.
percibe

monitor o pantalla. o audifonos.
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Imagen visual en
Texto:
Medio movimiento con Multimedia
Palabra escrita ]
imagen sonora.

Permite tomarse el Ofrece excelentes Ofrece mayor

tiempo necesario posibilidades para el variedad y

Caracteristic para comprender. uso educativo, flexibilidad, puede

as parasu Es sencillo regresar aunque puede ser favorecer la
uso para releer, analizar caray sorpresa,

educativo vy relacionar ideas. generacion de la

atencion, reflexion

critica y creatividad.

e Libros e Videos e Enciclopedias en
e Apuntes  Peliculas disco compacto o
_ e Folletos » Cortometrajes en linea
Ejemplos "
e Libros e Programa de e Sitios web
Electrénicos television interactivos

Entornos visuales

de aprendizaje

Material didactico impreso. El manual del participante

Los materiales impresos codifican informacion mediante la utilizacion del lenguaje
textual combinandolo con representaciones icénicas y que en su mayoria estan
producidos por un tipo de mecanismo de impresion (fisica o digital). Estos recursos
son muy buena opcidn para la representacion de conceptos abstractos,
razonamiento logico y argumentacion; también permite presentar graficas,

partituras, dibujos, diagramas y otro tipo de representaciones de la realidad.
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También, el medio impreso permite la representacidon de informacion secuencial o

lineal para ser revisado de manera aleatoria (Escamilla, 1993).

Con base a las caracteristicas mencionadas arriba, podemos encontrar una
diversidad de recursos que faciliten la ensefianza. Toda vez que nuestro objeto de
estudio es la capacitacion, revisaremos las caracteristicas de una de tantas
opciones, de manera especifica, las del Manual de participante. El tema cobra
relevancia si tomamos en cuenta que cada vez mas se desarrollan cursos a
distancia bajo los principios de la ensefianza mediatizada, donde intervienen
distintos medios y recursos didacticos que favorecen la comunicacion y el estudio

individualizado mediante la interrelacién y el dialogo (D Agostino y cols, 2005).

Este tipo de manuales estan dirigidos al destinatario del curso o taller que atiende a
un programa de capacitacion y es un elemento para presentar cuando el facilitador
pretende certificarse en alguna de las normas que califican sus competencias
(CONOCER, 2007, 2008, 2012 y 2012b).

DISENO Y DESARROLLO DE MATERIAL DIDACTICO

Disefnar es crear, construir o edificar algo con la meta de satisfacer o cubrir una
necesidad del mejor modo posible. En el caso del material didactico, es importante
tomar en cuenta que el material sea util con relacion a la mejor comprension de un
concepto, principio o hecho de la materia o asignatura dentro de un contenido de
estudio.

Para que esto sea eficiente (el material didactico), ha de precisarse el objetivo que
se persigue en relacion con el contenido en cuestion, el nivel de aprendizaje o grado
de profundidad del mismo, el usuario, estudiante o aprendiz y el papel que jugara el
docente con respecto al propio material.

El objetivo se refiere a lo que se precisa aprender de todo lo presentado en los
contenidos, qué es lo mas relevante.

En cuanto al nivel de aprendizaje o grado de profundidad de éste, significa
establecer qué posibilidad del manejo de la informacién se esta buscando, si es solo
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uno superficial como los datos, fechas o ubicaciones, se trata del analisis de las
relaciones existentes entre los diversos componentes que conforman una estructura
concreta u abstracta.

El aprendiz, estudiante o usuario puede presentar caracteristicas tales como la
edad, aprendizajes previos incipientes 0 mas especializados. Si posee
caracteristicas fisicas completas o no, o tiene algun déficit en algun sentido.

Todo lo descrito sera la causa que precise la accion del docente. Como guia o
modelo del manejo, disefio, desarrollo o uso del material didactico.

Maria Montessori recomienda que los materiales sean cuidadosamente disefiados,
atractivos, sencillos, del tamafno del nifio, con su propio control de error, deben
progresar de lo sencillo a lo complejo, de lo concreto a lo abstracto y estar
confeccionados para que el estudiante encuentre en ellos s6lo una dificultad por
solucionar y no muchas. Los materiales didacticos deben estar disefiados
cuidadosamente para que los errores, al igual que los éxitos resulten evidentes.
(Morales, 2012)

Decroly expone tres bases importantes para tipos de recursos que se deben utilizar

en el proceso educativo:

1. Los materiales palpables, accesibles a los sentidos, para lograr el desarrollo

de una percepcidon o impresion.

2. Los materiales abstractos con recuerdos, imagenes, textos, para llegar a

ideas mas generales.

3. Las manifestaciones del pensamiento, sea por la apropiacion de la materia
por trabajos manuales o por el lenguaje grafico hablado.
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1.7 EL MATERIAL DIDACTICO COMO APOYO AL PROCESO DE ENSENANZA
APRENDIZAJE

El proceso de ensefianza-aprendizaje es el que se presenta para su estudio y mejor
comprension mediante tres principios reguladores de tal proceso, a saber:

1. Principio del caracter relativo de los niveles ascendente de dificultad.

2. Principio del transito de la adquisicion del conocimiento, de lo simple a lo

complejo.

3. Principio de las relaciones dialécticas entre las categorias concrecion vy
abstraccion (deduccion eh induccidn).

Esto se establece en las escuelas o instituciones educativas, por medio de la
organizacion curricular en los planes y programas de estudio de las diversas

escuelas o instituciones de educacion.

La curricula toma en cuenta también, los diferentes tipos de instalacion para un
aprendizaje efectivo y los materiales didacticos adecuados a las mismas.

Por ejemplo, un aula o salon de clases tipo laboratorio es adecuado para la
ensefanza y aprendizaje de las ciencias como biologia, quimica o fisica. Un aula o
salon de clases tipo centro de computo es conveniente si lo que se piensa ensefiar
y aprender es en relacién a las computadoras en su manejo o construccion, por

ejemplo.

Por ejemplo, en la ensefanza de matematicas el docente hara uso en un primer
momento de material sencillo y manipulable para ilustrar la suma o la multiplicacién
de cifras de un solo digito como el abaco. Al ir profundizando el conocimiento
aritmético tal vez seria recomendable el uso de tablas con las relaciones del

algoritmo con distintos numeros. Finalmente, el uso de ilustraciones (dibujos,
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comics) para resolver problemas de compra venta en una tienda apoyaria la
ensefanza y aprendizaje de situaciones mas complejas.

Los materiales didacticos han sido utilizados en todos los niveles de la ensefanza,
y son parte indispensable del disefio curricular de toda carrera docente.

Investigaciones del tema afirman su importancia y su apoyo al proceso educativo.

Quienes estan en estos dias aprendiendo anatomia en las aulas de medicina,
pueden tener aprendizajes con el uso de figuras y paulatinamente usar materiales
cada vez mas especializados, es decir, pasar de figuras a modelos y de modelos
simples a modelos especializados y simulaciones de 6rganos con cada vez mas
semejanza con la realidad, en ejercicios que van de la simple identificacién a la
ubicacion y manejo apropiado ante alguna lesidn o herida superficial o grave
(Morales, 2012).

1.8 LA EVALUACION DEL MATERIAL DIDACTICO

La evaluacion, que se concibe como un proceso sistematico, presente a lo largo de
todo el transcurso de conocimiento, es la que retroalimenta en forma permanente al
maestro sobre su quehacer docente y le permite continuar de acuerdo con lo

planeado, o enmendar rumbos conforme los resultados que va obteniendo.

Para que las decisiones que el maestro tome sean lo mas correctas posibles, la
evaluacion debe contemplar todos y cada uno de los diferentes elementos que
inciden en el proceso de instruccion, y es en este contexto donde la evaluacion de

los materiales didacticos tiene sentido.

Por lo tanto, es importante tomar en cuenta tales situaciones para rescatar lo que
sea valioso de tal experiencia. Recuérdese que los materiales didacticos al ser
evaluados en todo sentido brindan una retroalimentacién rica y precisa que nos

permitira tomar decisiones en el ambito educativo, respaldando en los resultados.
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Si los materiales didacticos se consideran integrados dentro de la situacion global y
sistematica de la instruccion, se evaluaran en ese contexto. Por tanto, el criterio
basico para realizar la evaluacion seran los objetivos del aprendizaje propuestos

para esa situacion de instruccion.

Es fundamental observar criterios tales como: los psicologicos, de contenido,
pedagogicos, técnicos. En cuanto a los psicoldgicos, se refiere a que, si el material
logra motivar al estudiante, si el lenguaje empleado es adecuado, si capta la
atencion, y si se propicia la obtencion de actitudes positivas. Si se trata del criterio
de contenido, éste radica en si es actual o vigente, si es cierto o veraz, relevante,

suficiente, entre otros.

Por lo que respecta al criterio pedagogico, éste toma en cuenta la parte estructural
del material, es decir, si se alcanzan los objetivos propuestos de aprendizaje, si se
presenta de forma gradual la informacion, de lo facil a lo dificil, de lo concreto a lo
abstracto o de lo simple a lo complejo. Se pondera si el lenguaje que se utiliza es

claro, preciso y sencillo.

Los criterios técnicos aplican en lo relacionado con la calidad del material, por
ejemplo: si es de sonido, si éste es claro y nitido, la fidelidad del sonido, entre otros.
Por ejemplo, el tono o el volumen son importantes en el caso de la ensefianza de

idiomas, si la diccién captada por el oido es la precisa.

Para los materiales impresos o visuales: la distribucion de los parrafos, la calidad
del papel, si existe un indice o bibliografia, por ejemplo, deben ser tomados en
cuenta: el tamafo de la letra, el interlineado, los margenes, la ortografia, el uso de
imagenes, el color y sus tonalidades, los contrastes, la legibilidad. Algunos de los

criterios anteriores también aplican para los materiales audiovisuales.
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En cuanto a los materiales relativos a los sentidos del olfato, tacto o gusto, es decir,
los kinestésicos, es importante senalar que también aplican criterios de calidad en

cuanto a su hechura y aplicacion en los criterios antes mencionados.

Es importante subrayar el hecho de que el material didactico es necesario para tener
una mejor oportunidad de aprendizaje.

¢ Es posible que un texto concreto pueda ser un obstaculo para el aprendizaje mas
que una ayuda? Como indica Johnsen (1996), “los malos textos educativos son una
verdadera calamidad para cualquier nacién; los buenos textos, en cambio, producen

un beneficio Incalculable y constituyen una inversion en nuestro futuro internacional”
(p.15).

Roseman, Kulm y Shuttleworth (2001), afirman: Hoy los libros de texto abarcan
demasiados temas sin desarrollar ninguno de ellos en condiciones. Los conceptos
centrales no se cubren con la suficiente profundidad como para dar al estudiante la
oportunidad de comprenderlos verdaderamente. Mientras que muchos libros
presentan las ideas clave que se describen en los estandares, pocos libros ayudan
a los estudiantes a aprender esas ideas o a los profesores a ensefiarlas
correctamente (p. 56). En otras palabras, los libros ofrecen ideas sueltas, sin tocar
los temas importantes y necesarios a profundidad y de manera util para los
estudiantes y sus vidas cotidianas.

Fernandez Bravo (2010) hace hincapié en los enunciados de los problemas, tanto
en los que aparecen en los libros de texto de matematicas, como en los que
proponen los profesores o crean los propios nifios, e indica las consecuencias que

pueden tener para el aprendizaje el trabajar con problemas mal enunciados.
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Capitulo 2

Propuesta, analisis y resultados

2.1. Estructura del material de texto

El material escrito de la asignatura de Matematica |, se ha dividido en tres secciones,
en cada una de ellas se aborda una unidad. Todo el material posee una estructura

homogénea, eh incluye los elementos que se describen a continuacion.

1) Portada: se especifica el nombre de la asignatura, entre otros aspectos
generales.

2) Introduccién: proporcionar un panorama de los contenidos a estudiar en cada
uno de los capitulos, ademas, da una orientacion sobre la forma de trabajo a

desarrollar en el material.

3) Objetivos: se describen los objetivos planteados, en el programa de la
asignatura, a alcazar al finalizar el estudio de los contenidos por parte de los
estudiantes.

4) Mapas conceptuales: se describen los contenidos planteados, de forma general
(todo el contenido), y por unidad (capitulo) de trabajo, con esto los estudiantes
conocen de forma anticipada todos los contenidos que se desarrollaran por
capitulo.

5) Parte Teodrica: se exponen las definiciones, de forma logica y natural, sin
profundizar en aspectos complejos.

6) Ejemplos: se proporciona problemas con diferentes niveles de dificultad,
sencillos, los cuales se resuelven aplicando el contenido actual y otros de mayor

complejidad en los cuales se aplican contenidos de las unidades anteriores.

31



7) Guia de trabajo: presenta una serie de problemas y ejercicios de diferentes
niveles de dificultad, para la practica y de esta forma puedan construir sus propios
conocimientos sobre la resolucion de problemas y ejercicios relacionados con los

temas abordados en los diferentes capitulos.

8) Respuesta a las guias: se presenta las respuestas de los problemas y ejercicios
presentados en las diferentes guias de trabajo.

9) Referencias: contiene, bibliografia sobre libros para los que quieran y tengan
curiosidad por conocer mas sobre los temas abordados en las unidades.

10) Bibliografia: contiene textos los cuales son recomendados, para poder reforzar

conceptos necesarios y complementarios, para el estudiante.

Entre otras cosas, dicho material posee un disefio diferente y atractivo, para las
definiciones y los ejemplos, de manera que los estudiantes se motiven. Ademas,
esta estructurado a dos columnas, la primera en las cual se presentan algunos
aspectos que no se mencionan en el grueso del material, procedimientos, notas,
entre otros, ademas puede ser utilizado para que los estudiantes escriban sus
propias conclusiones o detalles que les facilite el aprendizaje.

En estos tiempos en los cuales la educacién ha dado un giro importante, es
necesario contar con herramientas que faciliten y apoyen el proceso de ensefanza

y aprendizaje.

Especialmente es necesario que las herramientas que se les proporcionen a los
estudiantes sean claras y de forma gradual, es decir, los ejemplos iniciales deben
de contar con todos los procesos necesarios sin obviar ninguno, ya que, aunque
para el docente sean evidentes para ciertos estudiantes no posteriormente se
pueden ir reduciendo algunos detalles con el objetivo que los estudiantes vayan
analizando dichos detalles.
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En la actualidad los estudiantes se encuentran en modalidades hibridas, es decir
virtual, presencial y a distancia, algunos de estos ademas de estudiar, trabajan,
requiriendo un esfuerzo mayor. Realizar tareas y repasar contenidos por las noches
0 en los momentos que tomas sus descansos, por esto, si ellos se encuentran con

materiales escuetos, se desmotivan y abandonan las asignaturas.
Figura 1
Enunciado de ejemplo del material escrito

Ejemplo 1.10

Encontrar el conjunto solucion de la siguiente desigualdad lineal
3x—1<6x+4=<4x+13.

Figura 2
Ejemplo de definicion del material escrito

Definicion 1.2: Intervalo
Es un subconjunto infinito de ndmeros reales comprendidos

entre dos valores fijos, llamados extremos del intervalo.

Figura 3

Ejemplo de tablas de variacion del material escrito

—oo —2 1/2 3 +oo
122 | ¢ + @ - -
x+2 - ¢ T + +
3—x + + + Q@
1—2x
G+oG-0| " - "

Es importante tener presente que la visualizacion es muy importante en la

asimilacion de nuevos conocimientos, por ende, el material cuenta con
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representaciones para apoyar dicho aspecto, el material completo se encuentra en

el anexo 2.

Figura 4

Ejemplo de grafica de una relacion del material escrito

Figura 5
Ejemplo de grafica de una funcion

F

del material escrito
v ('}' 4-9)
4'32
2 4
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Figura 6

Ejemplo de esquema de una relacion del material escrito

Figura 7

Esquema base del método del pivote

Fila donde
necesita el cero

se

Valor de la fila que
se quiere convertir

en cero

Ve
kfi= Uy =

elemento
convertir en cero

YValor de la fila
base, columna del

a

Fila base

Figura 8

Desarrollo de ejercicio con procesos auxiliares al costado izquierdo

P = BT M
52% = (5%)2

§AH2 _ g¥ 4 52

=5%x25
=25x5%

50=1

b) 5% + 5%+ =26

Primero.
5% + 25X 5 —26 =10

Asiendo u = 5%.
u? +25u—26=0
(u+26)(u—1)=0
Entoncesu = —-26yu=1.

Esdecir5* = —26y5* = 1.
5% = —26 no es posible.
5 =1, se cumple six = 0.

35



2.2. Resultados y Analisis

Para la recoleccion de la informacion sobre la aceptacion del material escrito se
realizé una encuesta a tres grupos de la asignatura de matematica |, de la Facultad
de Ciencias Economicas de la Universidad de El Salvador, por medio de Google
Forms, con el objetivo de conocer los aspectos que los estudiantes consideran

positivos en el material y aquellos en los cuales se tienen que mejorar.

Se realizd con dichos grupos, ya que unicamente ellos contaban el material para el
desarrollo de sus clases, de los 130 estudiantes inscritos en la asignatura
matematica | en dichos grupos, en el ciclo |-2023, solo 117 completaron el
formulario, el cual se realizé luego de una evaluacion, con el objetivo que dichas

opiniones fueran mas concretas.

2.2.1 Resultados de los estudiantes

Los datos obtenidos son muy satisfactorios. Ya que los aspectos analizados todos
obtuvieron una nota mayor a 9, de forma resumida se presenta una tabla 3 que
describe los promedios de los aspectos segun los estudiantes, los demas resultados
se presentan en los anexos (del 5 al 13) por medio de tablas y graficos de barra.

Tabla 3

Promedios de las calificaciones de las caracteristicas del material escrito

Caracteristica Promedio
La estructura. 9.4
La redaccion. 9.3
Motivacion que genera. 9.3
La cantidad de ejercicios resueltos. 9.0
Claridad en el desarrollo de ejercicios. 9.3
Construccion de esquemas. 9.3
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Caracteristica Promedio

Las notas colocadas al costado izquierdo. 9.3
Los procesos colocados al costado izquierdo. 9.1
Las operaciones colocadas al costado izquierdo. 9.1
Promedio general 9.23

En la tabla 3 se puede observar que la estructura del material es la caracteristica
con mayor promedié 9.4, es decir que lo que mas les ha gustado del material escrito
es la estructura del mismo, de la misma manera se puede observar que la
caracteristica con menos promedié es la cantidad de ejercicios con 9.0, para
profundizar en este aspecto en la parte de preguntas abiertas, se comenta que la
cantidad de ejercicios esta bien, pero se podrian agregar mas para efectos de
practica.

Ademas, se puede observar que las notas, las operaciones y los procesos que se
realizan al costado izquierdo del material, han sido vistos de buena manera por los
estudiantes, es decir, los estudiantes valoran que es positivo tener dichos aspectos
en el desarrollo de los ejemplos y que no se desarrollen de forma lineal.

También se puede rescatar la aceptacién de esquemas que enriquecen el proceso
de ensefianza y aprendizaje, al igual que los estudiantes dejan entre visto que el
desarrollo de los ejemplos también es claro.

Es importante tener presente que de forma genérica el material tiene una excelente

aceptacion con 9.2 de promedio general en sus aspectos.

Segun los comentarios realizados hacia el material la mayor parte son positivos, a
continuacion, se describen algunos de los mismos, todos los demas comentarios se

agregaran en una tabla en el anexo 14.

e El material escrito esta bien elaborado en el cual se puede comprender de

manera muy clara y precisa los temas y ejercicios de cada unidad.
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e El material me parece bastante completo desde la explicacién tedrica de los
problemas hasta el desarrollo de los ejemplos

e Tiene un excelente desarrollo y organizacion en cuanto a los temas, y
contiene pequenos detalles que ayudan un poco mas a la comprension de
los ejercicios

e Sirve de ayuda para estudiar, solamente hay algunos temas que deberian de
poner mas ejemplos ya que se dificulta un poco la comprension.

e Me parece algo regulares las explicaciones que tiene el material, solo que

ojala tuviera mas explicacién como videos

Es de dejar claro que no se quiso corregir ningun error de ortografico, ni de

gramatica en los comentarios para no modificar la esencia de los mismos.

Con respecto al tiempo por semana empleado por los estudiantes se realizé una
tabla resumen (tabla 4) y su respetivo grafico de barras (Figura 9).

Tabla 4

Promedio de horas empleadas en el estudio de la asignatura

# de

Horas estudiantes % % acumulado
0 1 1 1
Menos de 1 5 4 5
1 13 11 16
2 19 16 32
3 13 11 44
4 8 7 50
5 12 10 61
6 10 9 69
7 6 5 74
8 9 8 82
9 1 1 83
10 10 9 91
Mas de 10 10 9 100
117 100
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Como se puede observar en Tabla 4, el 16% de estudiantes manifiesta que estudia
menos de 2 horas a la semana, es decir que el 84% estudia 2 o mas horas por

semana.

Figura 9
Grafica de barras de horas de estudio a la semana

Horas de estudio por semana
19
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En la figura 9 se puede observar que 2 horas es el promedio que tiene mas
frecuencia 19 estudiantes, un 16 % de los encuestados, luego le siguen 3 y 5 horas
con 13 y 12 respectivamente, en el rango de 2 a 6 horas se encuentra en 53% de
estudiantes encuestados.

Segun los estudiantes encuestados los aportes al costado izquierdo son muy
importes para ellos, ya que les recuerda aspectos de contenidos anteriores,
procesos y con esto se facilita la compresion, todos los demas comentarios estaran

en el apartado de anexos en una tabla, algunos de los comentarios son:

e Primero las respuestas y aclaraciones de la izquierda y segundo la
resolucion de ejercicios en las graficas.

e 1- La facilidad que explica los temas he implementa los ejercicios.
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2- Los aporte que ponen en la parte de la izquierda, ya que nos ayuda
recordar temas, que quizas hayamos olvidado.

e La presentacion y el orden de los contenidos

e 1.Laforma en que estan explicados los ejercicios.
2. La esquematizacion y procesos de analisis que se hacen al costado

izquierdo para mayor comprension.

Con respecto a los aspectos que se deben mejorar en el material, la mayor parte de
los estudiantes encuestados se centra en la parte de agregar mas ejemplos, en el

anexo 15 se mostraran todos los comentarios mediante una tabla.

2.3. Descripcion de las actividades

En apartado de anexos, se presentan:

Primero, el programa de la asignatura Matematica |, el cual presenta los contenidos
y objetivos de la asignatura, seguido del material escrito propuesto, con todos sus

apartados, guias de trabajo, soluciones y un resumen de formulas.

A continuacién, se presenta la encuesta para evaluar la aceptacion de dicho material
por parte de los estudiantes, seguida de los resumenes de los resultados por medio
de tablas y graficos de barras para que se visualicen de mejor forma dichos
resultados, con respecto a las preguntas abiertas 10, 12 y 13 se presentan todos

los comentarios mas una nube de palabras para cada una.
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Conclusiones

Los resultados de la encuesta indican la importancia de la formacidn
constante y permanente de los maestros para adquirir la capacidad de crear
materiales didacticos que motiven y generen conocimiento en los
estudiantes, y por ende estos alcancen los objetivos planteados en los
programas de las asignaturas que se estén desarrollando.

Los docentes deben realizar encuestas para verificar si los materiales que se
utilizan motivan a los estudiantes en su aprendizaje, caso contrario dificultaria
la asimilacion de los contenidos, el estudio permitira realizar las
modificaciones necesarias, teniendo en centro de cada material al estudiante

como fin ultimo.

Los estudiantes encuestados indican que los aspectos mas importantes en
los materiales son los ejemplos, para ellos es importante de desarrollo de
ejemplos y que las explicaciones sean claras y especificas, teniendo claridad

en que lo desarrollado es para el estudiante, no para el docente.

Para el estudiante es importante que los materiales sean llamativos,
ilustrativos, y que despierten su interés por aprender los conceptos y

contenidos que en ellos se desea transmitir.

La creacion de materiales para las asignaturas que se imparten es de suma
importancia, permitiendo la actualizacion de los mismos periédicamente,
sumando ejemplos, subsanando fallos que van surgiendo en la

implementacion.
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Recomendaciones

El docente universitario debe elaborar sus propios materiales, para las
asignaturas que imparte, los cuales deben estar enfocados en alcanzar los
objetivos de los programas de las dichas asignaturas.

Es necesario evaluar periédicamente los materiales elaborados con la

intencion de mejorarlos y actualizarlos.

Los materiales elaborados deben contar con una variada gama de ejemplos,
guias de ejercicios y problemas con su respetivo solucionario, los cuales

sean claros y motiven el aprendizaje.

Los materiales didacticos elaborados deben ser pensados en el estudiante y
en su proceso formativo, ya que ellos son los que daran la utilidad el mismo

con su efectivo aprendizaje.
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Anexo 1: Programa de estudios de Matematica |

UNIVERSIDAD DE EL SALVADOR
FACULTAD DECIENCIAS ECONOMICAS
 DEPARTAMENTO DEMATEMATICA Y ESTADISTICA
,. g PROGRAMA DE ESTUDIO DE MATEMATICA |

HOJA DE DATOS GENERALES

Ciclo Académico

Carreras a las que se sirve y

N° de orden en El pensum

Plan

Asignatura

Numero de horas por ciclo
Duracion del ciclo en semanas
Unidades Valorativas

Ciclo en el Plan de Estudio

: /2023

: Licenciatura en:
1.
2.
3.
4.
11994
: MATEMATICA |
2100
- 16
15

: Primer ciclo

Administracion de Empresas
Contaduria publica
Mercadeo internacional

Economia

SYLLABUS DE SISTEMAS ORGANIZACIONALES
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Unidades Valorativas : 5

Horas tedricas por ciclo 148

Horas practicas por ciclo 132
Asesoria y admon. de evaluaciones : 20 horas
Duracion de la hora clase : 50 minutos

DESCRIPCION DE LA ASIGNATURA

El curso esta estructurado en tres unidades didacticas tedricas que se
complementan con los contenidos de las otras asignaturas del mismo nivel y a la
vez proporcionan a los estudiantes la fundamentacién matematica para los cursos
de niveles superiores.

En la primera unidad se inicia con el estudio de los conjuntos numéricos, las
desigualdades; asi como también las relaciones, algunos tipos de relaciones,
dominio y rango, la proporcionalidad que existe entre ellas, y la representacion
grafica de relaciones.

En la segunda unidad se inicia con el estudio de las funciones, herramienta que
permitira al estudiante plantear, analizar y resolver los problemas econémicos que
se le presentan en el futuro. También estudiara algunos tipos de funciones, sus
graficos, dominio y rango y sus caracteristicas mas importantes.

En la Tercera unidad se estudia las matrices con el objeto de servir de apoyo para
la solucion de problemas que involucran el manejo simultdneo de valores
numéricos y en especial para la solucidn de sistemas de ecuaciones lineales; para
luego continuar con el estudio de determinantes el cual consiste en proporcionar
todas las herramientas para la solucion de determinantes y poderlas aplicar a la
solucion de sistemas de ecuaciones lineales.

En cada unidad se incluiran ejercicios de aplicacion a las Ciencias Econdmicas.
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OBJETIVO GENERAL DE LA ASIGNATURA

Al finalizar el curso de matematica |, el estudiante sea capaz de, Resolver
problemas del area de las Ciencias Econdmicas aplicando los conocimientos
adquiridos en la asignatura

OBJETIVOS ESPECIFICOS
a)Que los estudiantes adquieran la capacidad, de diferenciar y aplicar, los
diferentes tipos de relaciones matematicas en la solucién de los problemas del

area economica.

b) Que el estudiante sea capaz de aplicar los métodos matriciales para resolver
problemas de las ciencias econdmicas

OBJETIVOS POR UNIDAD DIDACTICA

Unidad 1. Relaciones

Que al finalizar la unidad | el estudiante sea capaz de:

1. Identificar los diferentes tipos de intervalos y representarlos en la recta

real.

2. Distinguir y resolver inecuaciones lineales, cuadraticas y racionales.

3. Determinar el dominio y el rango de relaciones.

4. Determinar el punto de interseccion entre dos rectas y graficarlas.
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Unidad 2. Funciones

Que al finalizar la unidad I, el estudiante sea capaz de:

1.

2.

Identificar algunos tipos de funciones de uso frecuente en la realidad y

encontrar su dominio y rango.

Representar graficamente diferentes tipos de funciones

Unidad 3. Matrices y determinantes

Que al finalizar la unidad lll, el estudiante sea capaz de:

Identificar los diferentes tipos de matrices.
Realizar operaciones con matrices.

Obtener matrices equivalentes utilizando operaciones elementales entre
filas y el método del pivote.

Determinar la inversa de una matriz con el método de Gauss.

Transformar un sistema de ecuaciones lineales aplicando el método de la

matriz aumentada.

Resolver problemas de Ciencias Econdmicas aplicando matrices.
Identificar el orden de un determinante.

Calcular el determinante de una matriz, por diferentes métodos.

Aplicar determinantes para resolver sistemas de ecuaciones lineales no
homogéneas.
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CONTENIDO GENERAL
(Contenido Sintético del Programa)

Unidad 1: Relaciones
Unidad 2: Funciones

Unidad 3: Matrices y determinantes

Unidad 1: Relaciones

1.1 Conjuntos numeéricos
1.2 La recta real. Intervalos
1.2.1 Operaciones con intervalos
1.3 Inecuaciones
1.3.1 Lineales
1.3.2 Cuadraticas
1.3.3 Racionales
1.3.4 Aplicaciones Econdmicas de las inecuaciones
1.4 Relaciones de Ren R
1.4.1 Producto Cartesiano
1.4.2 Plano Cartesiano
1.4.3 Concepto de relacion. Dominio y rango

1.4.4 Representacion grafica de relaciones
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Unidad 2: Funciones

2.1 Funciones
2.1.1 Concepto de funcion, Dominio y rango
2.1.2 Funcién polinomial: Definicion, dominio y rango
a) Grado cero (funcion constante)
b) Grado uno (funcion lineal) la linea recta
b.1) Pendiente de una recta: Razén de cambio

b.2) Formas de la ecuacion de la recta
b.2.1) Punto pendiente

b.2.2) Pendiente-intercepto
b.2.3) General
b.3) Posicion relativa entre rectas:
Paralelas, concurrentes y perpendiculares

b.4) Aplicaciones de la linea recta (oferta, demanda y punto de
equilibrio)

c) Grado dos (Funcion cuadratica)
c.1) Ecuacion de la parabola y representacion Grafica.
2.1.3 Inversa de una funcion
2.1.4 Funciones especiales
a) Funcion valor absoluto
b) Funcion seccionada
c) Funcion exponencial y Ecuaciones exponenciales

d) Funcion logaritmica y Ecuaciones Logaritmicas
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Unidad 3. Matrices y determinantes

3.1 Matrices: definicion y notacion

3.2 Algunos tipos de matrices

3.3 Operaciones con matrices y propiedades

3.4 Matrices equivalentes: operaciones elementales entre filas y método del

pivote.

3.5 Determinacion de la inversa de una matriz: método de Gauss

3.6 Solucidén de sistemas de ecuaciones lineales por medio de la matriz

aumentada.

3.7 Aplicacion de matrices

3.8 Definicidn y notacidon de un determinante

3.9 Calculo de determinantes

3.9.1 Calculo de determinantes de orden 2

3.9.2 Calculo de determinantes de orden 3

a) Método de Sarrus

3.9.3 Calculo de determinantes de orden 3 o mayor

a) Método de cofactores

b) Método del Pivote

3.10 Propiedades de los determinantes

3.11 Método de Cramer
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METODOLOGIA

El curso de Matematica | se desarrollara de la siguiente manera:

e Tres horas semanales de clase expositiva, en las cuales el docente
transmitira la base tedrico-conceptual propuesta en el programa a los
alumnos, asi como la resolucion de ejercicios motivando su participacion.

e Dos horas de asesoria, coordinadas por el docente en las cuales se
propondra una serie de ejercicios para que los estudiantes puedan
resolverlos en forma individual o grupal, aplicando los conceptos vistos en
clase.

e Se realizaran tres examenes parciales con una ponderacion del 75% y dos
controles de lectura con una ponderacién del 25%.

Sistema evaluativo

Evaluacion Ponderacién
Primer Examen Parcial 25%
Segundo Examen Parcial 25%
Tercer Examen Parcial 25%
Primer Control de lectura 15%
Segundo Control de lectura 10%

CALENDARIZACION DE ACTIVIDADES
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EVALUACION

FECHA**

Primer Examen Parcial Tema:
“Relaciones”

Semana del 11 al 14 de abril de 2023

Segundo Examen Parcial Tema:
‘Funciones”

Semana del 22 de mayo al 26 de

mayo de 2023

Tercer Examen parcial Tema: “Matrices’

Semana del 10 al 14 de julio de 2023

Primer Control de Lectura Tema:
“Aplicaciones de la linea recta”

Viernes 12 de mayo de 2023

Segundo Control de lectura Tema:
“‘Determinantes”

Viernes 23 de junio de 2023

**Estas fechas pueden ser modificadas, por situaciones ajenas a la catedra.

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS:

Material de apoyo, preparado por docentes del Departamento de Matematica
y Estadistica de la Facultad de Ciencias Econdmicas.

Raul Aguilera Liborio, Matematica | para Ciencias Econdmicas, UCA Editores,
1993.

Raul Aguilera Liborio, Matematica Il para Ciencia Economicas, UCA Editores,
1993

Ernest F. Haeussler y Richard S. Paul, Matematica para Administracion
Economia, México D.F, Grupo Editorial Iberoamericano S.A de C.V, 2008, 12
edicion

Jean E. Weber, Matematica para Administracion y Economia, Editorial Harla,
México 4° Edicidn, 1984

Jagdish Arya y Robin Larder, Matematica Aplicada a la Administracién y a la
Economia, México Prentice Hall Hispanoamericana, S.A, 3° Edicion
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Matematica |

“La ciencia intenta encontrar la logica y la simplicidad en la naturaleza. Las
matematicas intentan establecer orden y simplicidad en el pensamiento humano’.
James Joseph Sylvester
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Introduccion

Un material didactico es interesante para los estudiantes cuando es util en la
solucion de problemas de la vida, dado que le da sentido al aprendizaje; el presente
material representa precisamente una guia util en la adquisicion de conocimientos
para el abordaje y solucion de ejercicios matematicos para cualquier estudiante, sin
embargo, el presente documento esta disefiado para los estudiantes de la Facultad
de Ciencias Econdmicas, en la asignatura de Matematicas |, la cual es la base para
la asignatura Matematicas |l, el cual contiene cuatro grandes apartados,
inicialmente se desarrollan las relaciones numéricas, con su guia de ejercicios, en
segundo se describen las funciones numéricas, en tercer lugar se abordan las
matrices y determinantes, para culminar con el apartado de las soluciones a los
ejercicios planteados a lo largo del material, en palabras sencillas el presente
material representa una guia minuciosamente disefiada para que el estudiante
pueda desarrollar paso a paso las operaciones matematicas que implementara y le
seran necesarias en el transcurso de su formacion académica y en la practica
misma de su profesion. El disefio y la forma en que se plantea el contenido del
material permite que el estudiante pueda adquirir conocimiento en cualquier
modalidad de aprendizaje, sea esta presencial, virtual o autodidactica, ya que su
disefio es simple y comprensible y lo mas importante, se trata de un material practico

y util.
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Objetivos

Objetivo general

Desarrollar el conocimiento y la capacidad para resolver problemas matematicos de
manera practica y de utilidad en la formacion y en la vida de los estudiantes de la
Facultad de Ciencias Econdmicas de la Universidad de El Salvador.

Objetivos especificos

¢ Identificar los diferentes tipos de intervalos y representarlos en la recta real.

e Distinguir y resolver inecuaciones lineales, cuadraticas y racionales.

e Determinar el dominio y el rango de relaciones

e Determinar el punto de interseccion entre dos rectas y graficarlas.

¢ Identificar algunos tipos de funciones de uso frecuente en la realidad y encontrar
su dominio y rango.

e Representar graficamente diferentes tipos de funciones.

¢ Identificar los diferentes tipos de matrices.

¢ Realizar operaciones con matrices.

e Obtener matrices equivalentes utilizando operaciones elementales entre filas y el
método del pivote.

e Determinar la inversa de una matriz con el método de Gauss.

¢ Transformar un sistema de ecuaciones lineales aplicando el método de la matriz
aumentada.

e Resolver problemas de Ciencias Econdmicas aplicando matrices.

e Calcular el determinante de una matriz, por diferentes métodos.

e Aplicar determinantes para resolver sistemas de ecuaciones lineales no

homogéneas
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Capitulo |

Relaciones

“La esencia de las matematicas no es hacer las cosas simples complicadas, sino
hacer las cosas complicadas simples" S. Gudder.
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Figura 2
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Capitulo 1 Relaciones

Las aportaciones de las
matematicas en el mundo
moderno no estan limitadas a
avances tecnoldgicos. Los
procesos logicos de las
matematicas se emplean ahora
para analizar complejos
problemas en ciencias sociales,
politicas y biolégicas en formas
nuevas y sorprendentes
(Stewart et. al, 2012).

Fraccionarios son los numeros
gque se pueden expresar como

decimales finitos o periddicos.

1.1 Conjuntos Numéricos

El concepto de conjunto se relaciona a una colecciéon o
agrupacion de elementos con caracteristicas o propiedades
similares. Los elementos contenidos en los conjuntos pueden
ser: objetos, animales, personas, numeros, entre otros. En este

capitulo se abordaran los conjuntos numeéricos.

Los conjuntos se pueden expresar por comprension o por
extension, por extension cuando cada elemento es numerable
y por comprension cuando se indica la propiedad comun que

tienen sus elementos.

Conjuntos numeéricos

|f Complejos C |

" T

Reales r |

-

i .t

Imaginarios I

- b s

v Y

| Irracionales Q' | Racionales @

"

z—A—_------- " (
Enteros

T

Fraccionarios F

e

|f Negativos Z~ | Positivos z* |

‘ "
0

MNaturales N

o

L “\\k
-~ l‘\t
F "k

Primos P | | Compuestos P

"

"
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Naturales
1. Contar
2. Ordenar

3. Identificar

Z~ es el conjunto de los
numeros enteros negativos, y
Zt es el conjunto de los
numeros  enteros

Zt=N.

positivos,

z-={.,-3,-2,—-1}
Zt=N=1{1,23..}

Cuando se habla de conjunto, existen un grupo muy importante
con los cuales se puede expresar cantidades y medidas, estos
se conocen como conjuntos numeéricos.

La construccion, de los conjuntos numéricos, se inicia en un
principio con la nocién de cantidad, con el paso del tiempo, a
cada cantidad se le asigno una representacion dando origen al

conjunto de los numeros naturales: 1,2, 3,4,5, ...

Posteriormente, surgieron algunas operaciones como: la suma,
que tomaba dos cantidades y al adicionarlas el resultado era
otro numero natural, por ejemplo: 1 + 1 = 2. Cuando surgio la
operacion resta, se generé un problema, pues al realizar la
sustraccion de 2 — 1 =1, ¢ pero al querer realizar 1 — 2 =?, no
habia forma de representarlo, pues solamente existian los
numeros naturales, para dar respuesta a este problema
aparecio un nuevo conjunto de numeros que contenia los
numeros naturales (N) y los numeros naturales con signo
negativo, asi: —3,-2,-1, 1, 2, 3,..; con este conjunto la
operacion 1 — 2 = —1, ya tenia solucion.
Tiempo después surge el cero, el cual representaba
operaciones como 1 —1 =0, y asi, con esto se formd lo que
hoy se conoce como el conjunto de los numeros enteros:
Z={..,-5-4,-3,-2,-1,0,1, 2,3, 4,5,...}
Z=7Z"u{0}uzt

Cuando surgi¢ la operacion Division, se generé un nuevo

2 1 ’
o 2, pero > =?, para el cual, no habia

problema; ya que

representacion, con esto surgid la necesidad de un nuevo
conjunto, y dicho conjunto numérico es el que conocemos

como; el conjunto de los numeros racionales:
a
Qz{E/a,beZ A b # 0}
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Numeros Complejos es el

conjunto formado por los
numeros reales y los numeros
Es el

imaginarios. conjunto

numérico mas grande.

z=a+bi

i: unidad imaginaria
a: parte real

b: parte imaginaria

i=+—-1

e Parte negativa o a |la
izquierda de cero
o Parte positiva o ala derecha

de cero

Mas a delante en la historia, cuando se comenzo6 a trabajar con
magnitudes aparecieron numeros los cuales aun no tenian
representacion tales como raices que no eran exactas, r,e,
entre otros, los cuales dieron origen al conjunto de los numeros

irracionales.

A la unién del conjunto de numeros racionales y el conjunto de
numeros irracionales se le conoce como conjunto de numeros

reales.

1.2 La recta real. Intervalos
Los conjuntos numéricos permiten representar diversas
situaciones del entorno, en este capitulo se representaran

dichos conjuntos en la recta real.

Definicién 1.1: Recta Real o recta numérica

Es un grafico unidimensional que contiene todos los numeros
reales, esta dividida en dos partes (la parte negativa y la parte
positiva) simétricas por el origen (cero).

A la hora de representar numeros reales en la recta, es

importante tomar en cuenta que:

e El valor cero divide la recta en dos partes, a la izquierda de
cero donde van los valores negativos y a la derecha de cero
donde van los valores positivos.

e El valor uno permite definir la unidad como la distancia entre
si mismo y el valor cero. De tal manera que esta distancia
pueda representar cualquier numero entero respetando esta

distancia entre dos numeros consecutivos.
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Subconjunto  hace referencia

aparte o a todo un conjunto.

Gréficamente abierto significa
que ambos extremos quedan

huecos.

Ejemplo 1.1

En larecta real se observa que estan representados los valores:
-5, -3, 3, 5.

H®

()
«w@
@

Definicién 1.2: Intervalo
Es un subconjunto infinito de numeros reales comprendidos

entre dos valores fijos, llamados extremos del intervalo.

Los intervalos pueden ser abiertos, cerrados, semiabiertos o

semicerrados e infinitos.

Tipos de Intervalos

Intervalo abierto (a, b) 0 ]a, b[
Es el conjunto de todos los numeros reales mayores que a y
menores que b, donde a y b son los extremos del intervalo y no

pertenecen al intervalo.
Notacién de conjunto: I = {x € R/a < x < b}

Notacion de intervalo: (a, b) 6 ]a, b|:

Representacion en la recta real

(a,b)
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Graficamente cerrado significa
que ambos extremos quedan

llenos.

Gréficamente semiabierto o
semicerrado significa que un
extremo queda hueco y el otro

lleno.

Intervalo cerrado [a, b]
Es el conjunto de todos los numeros reales mayores o iguales
que a y menores o iguales que b, a y b son los extremos y

pertenecen al intervalo.
Notacion de conjunto: I = {x € R/a < x < b}

Notacion de intervalo: [a, b]

Representacion en la recta real

la, b]

Intervalo semiabierto o Semicerrado
1. Es el conjunto de todos los numeros reales mayores que a

y menores o iguales que b.
Notacion de conjunto: I = {x € R/a < x < b}

Notacion de intervalo: (a, b]

Representacion en la recta real

(a,b]

2. Es el conjunto de todos los numeros reales mayores o

iguales que a y menores que b.

Notacion de conjunto: I = {x € R/a < x < b}
Notacion de intervalo: [a, b)

Representacion en la recta real
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[a, b)

Intervalo Infinito
Este intervalo tiene la caracteristica que crece infinitamente o

decrece de infinitamente.

Notacion de conjunto: I = {x € R/a < x}
Importante tener claro que el Notacion de intervalo: [a, + o)

simbolo =, no representa  Representacion en la recta real
ningun nuamero real.

[a, +o0)

Q@

Notacién de conjunto: I = {x € R/a < x}
Notacion de intervalo: (a, + o)

Representacion en la recta real

(a, +)

QO

Notacién de conjunto: I ={x € R/x < b}
Notacion de intervalo: (—oo, b]

Representacion en la recta real

(—c0, b]
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Notacién de conjunto: I ={x € R/x < b}
Notacion de intervalo: (—oo, b)

Representacion en la recta real

(=oo,b)

S

Notacién de conjunto: I = {x € R}
Notacion de intervalo: (—oo, +o0)

Representacion en la recta real

(=00, +00)

Ejemplo 1.2

Representar graficamente y en notacion de conjunto los

intervalos siguientes:

a) A=[-34] b) B=(-1,3) ¢) C=(-»,2]

d) D=1[24) e) E=(-1,2] f) F=(3,+x)
Solucion:

a) A=[-34]

Notacion de conjunto: A = {x € R/-3 < x <4}

Representacion en la recta real
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[_314]

b) B=(-1,3)
Notacién de conjunto: B ={x € R/—1 < x < 4}

Representacion en la recta real

(-1,4)

c) C=(—x,2]
Notacion de conjunto: C ={x € R/x < 2}

Representacion en la recta real

(—00,2]

d) D=1[24)
Notacién de conjunto: D = {x € R/2 < x < 4}

Representacion en la recta real

(2,4)

e) E=(-1,2]
Notacion de conjunto: E = {x € R/-1< x < 2}

Representacion en la recta real
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(-1,2]

f) F=( +x)
Notacion de conjunto: F = {x € R/3 < x}

Representacion en la recta real

(3, +)

Ejemplo 1.3

Representar graficamente y en notacién de intervalo los

siguientes conjuntos:

a) A={x eR/x<3} b) B={x eR/-2<x <1}

c) C={x eR/1<x} d) D={x ER/4< x < 6}

Solucion

a) A={x eR/x < 3}

Notacion de intervalo: A = (—, 3]
Representacion en la recta real

(=o0,3]
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b) B={x eR/-2< x < 1}
Notacion de intervalo: B = (—2,1]

Representacion en la recta real

(_21 1]
@
c) C={x ER/1< x}
Notacion de intervalo: C = (1, +)
Representacion en la recta real
(1, +00)
1
d D={x €R/4< x < 6}
A la hora de representar los ) )
intervalos, puede hacerse en Notacion de intervalo: € = [4' 6)
una misma recta o rectas por Representacion en la recta real
separados, la forma que resulte
mas comprensible parar el
lector. [4,6)
@ O
4 6

1.2.1 Operaciones con intervalos
Las operaciones que pueden efectuarse entre los intervalos

son: union, interseccion, diferencia, complemento, ya que los

intervalos son subconjuntos de los numeros reales.
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AUB

Unién de intervalos
Sean A y B dos intervalos, entonces la unién entre A y B, se
denota por AUB, es el intervalo formado por todos los

elementos que pertenecen a A o B 0 a ambos.

Primero se deben representan los intervalos de forma grafica,
la union de dos intervalos sera la region que contenga a ambos
intervalos, es importante tener en cuenta que para pertenecer
a la unién es suficiente que pertenezca a uno de los dos

intervalos.

Se denota por:
AUB={x€R/x € Aox € B}

Ejemplo 1.4

Dados los intervalos A = {x e R/-2< x < 1}, B=(1,5],C =
{x € R/1 < x} calcular.

a) AUB b) BucC

c) AucC d) AuBUC
Solucion

A S 0 hd 2 3 4 5 6
B —4 -3 -2 -1 0 Q 2 3 4 9 6
C —4 -3 -2 -1 0 Q 2 3 4 5 6
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a) AUuB = (-2,5]

e,

-0

A: —4 -3
B: 4 -3
4 i)

W) -

- 0
5 0
-1 0

b) BUC = (1,+)

¥ PR

-2

-2

B: -4 -3
C: -4 -3
a4 3

5 0
5 0
A 0

O +—-0-——=0

re)

TR S

-0

O

o)

-0

-0

A T 3
C: ‘o 3

X 3
d) AuBUC
A: T4 3
B: 55
C: 4 3

4

[T@ IR SR T

-1 o
=] 0
-1 0
2,4+ )
-1 0
-1 0
e 0
1 0
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ANB

Interseccion de intervalos
Sean Ay B dos intervalos, entonces la interseccion entre A y B,
se denota por AN B, es el intervalo, formado por todos los

elementos que pertenecen a A y B al mismo tiempo.

Al representar en un grafico ambos intervalos, la interseccion
sera la region comun en la recta para ambos intervalos, es
decir, pertenece a Ay B al mismo tiempo.

Se denota por:

ANB={x€R/x €A N x €EB}

Ejemplo 1.5

Dados los intervalos A ={x e R/-2< x < 1}, B=(1,5],C =

{x e R/1 < x} calcular.

a) AnB b) BnC

c) AncC d AnBnC
Solucion

A 4 73 Cﬁ i 0 Q 2 3 ) 5 6
B —4 -3 -2 -1 0 Q 2 3 4 ? 6
C —4 -3 -2 -1 0 ’ 2 3 4 5 6

82



@

a) AnB

b) BnC =(1,5]

= =+ ~
o o ©
o~ 3] o~

(=] = o
N — =
) F i

c) AnC={1}

4

3

=0

d AnBnC
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Diferencia de Intervalos
Al igual que las operaciones anteriores: Sean A y B dos
intervalos entonces, la diferencia entre A y B denota por A — B,

es el intervalo formado por todos los elementos que pertenecen

al intervalo A y que no pertenecen al intervalo B.

Se denota por:

A—B={x€R/x€A N x &B}

Ejemplo 1.6

Dados los intervalos A={x € R/-2< x < 3}, B=(1,5],

calcular.

a) B—A b) A-B
Solucién

R (O— 1 T 5 6
B: o 53 % 3 3 s

e
B — =3 =2 =1 0] g|/ 2 3 4 g 6
A: I fi'\ i
4 3 2 - 0 1 2 b4 4 5 6
v v
~
4 3 ) 2 0 1 2 ™y 4 ? 6
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b) A-B=(-21]

A 0 Y
4 3 Eﬁ 1 0 ! 2 ? 4 5 6
! I
! i
. |
B: 4 3 B 0 ? 2 3 4 4 6
|
v v
-4 -3 =4 = 0 , 2 3 4 5 B

Complemento de un intervalo

A

Sea A un intervalo, el complemento de 4 denota por: A° = A,
son todos los elementos que estan en la recta numérica que no

pertenece al intervalo A.

Se denota por:

A={x€R/x ¢ A}

Ejemplo 1.7

Dado el intervalo A = (1,5], calcular: A

Solucion
A —4 -3 -2 -1 0 Q 2 3 4 ! 6
A —4 -3 -2 -1 0 ? 2 3 4 ! 6
v v
—4 -3 -2 -1 o] , 2 3 4 g 6
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Ejemplo 1.8

Dados losintervalos A ={x e R/-2< x < 3}, B=(1,5], C =

{x e R/1 < x} calcular.

a) B—(ANnC) b) A—-(BuC()
Solucion
A: ) T3 g - 0 1 2 g 4 5 6

a) B—(An<C) = (3,5]

Primero se realiza la interseccion

. T T ' T T T T ) T T T
A: S 3 =% 4 o 1 2 3 4 5 6
C -] =3 -2 -1 ] ’ 2 $ 4 5 [
v v
ANC: ) 33 5 X 0 q 2 9 )] 5 6

Se realiza la resta

ANC: S5 % o 5 T T

EOR 5
@ «
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Primero se realiza la union b) A— (B U C) — (_2, 1)

P
B: 4 73 ) 4 0 ~ 2 3 4 ! 6
C 4 3 2 A 0 * 2 3 4 5 6
v‘ |
BUC: ® M
4 3 2 I 0 2 3 4 5 6
Se realiza la resta
. Y o
A: 4 3 = 0 1 2 3 4 5 6
B UC: 4 -3 2 —1 0 q 2 3 4 5 6
v v
T 'S ()} T
4 5 0% 1 0 > 2 3 1 5 6

1.3 Desigualdades o Inecuaciones.

En general se puede decir que una desigualdad es una relacion

que cumple con cualquiera de las siguientes caracteristicas:

menor < Mayor

a) A<B
Mayor > menor b) A>B
c) A<B
A
< B> Q L -
PVQ > PVA

Donde A y B son expresiones algebraicas llamados miembros
de la desigualdad, estas expresiones pueden estar formadas
por infinidad de variables, sin embargo, en este texto, se limitara
a trabajar con desigualdades en una sola variable real.
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Ejemplos de inecuaciones en una variable.

a) 3—2x=>2x—4
b) 4—2x+x%2<5x+3
C) 4x3—2x+7<4x*-2

d) 2x—1
> X
x+1
e) 3x—1<2x+3
x+3 x-—1

Resolver una desigualdad es determinar todos los valores que
cumplen con ella (conjunto solucion), es decir, que, al sustituir

un valor de estos en la desigualdad esta, se cumple.

Para dar solucién a una desigualdad es necesario conocer las

propiedades de orden de los numeros reales.

Propiedades de orden

Seana,b,c €ER

a) Sia < b se cumple que a+ c < b + c, es decir, si a ambos
lados de una desigualdad se suma un mismo numero, ya

sea este positivo 0 negativo, esta no cambia.

3<4=>=>3+5<4+5 3<4=3-5<4-5
8<9 —-2<-1

b) Sia<byc>0secumple que ax*c <b *c, es decir, si a

ambos lados de una desigualdad se multiplica un mismo

numero positivo, esta no cambia.
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SiaSbyc>O$%S§

N
IA

NN N

)
IN

= —4= 2
3 15
2 4

Nota: Las propiedades son

vdlidas para cualquier tipo de

desigualdad.

2<5=2x3<5%3 —1<3=>-1%2<3x%2
6 <15 —2<6

c) Sia<byc<0secumple que a*c>b *c, es decir, si a
ambos lados de una desigualdad se multiplica un mismo

numero negativo, esta se invierte.

2<5=2(=2)>5%(=2) | —1<3= —1(-4) >3(-4)
—4>-10 4> -12

En este texto se abordaran las desigualdades: lineales,
cuadraticas y racionales, haciendo referencia a una sola

variable.

1.3.1 Desigualdades lineales.

Se denomina desigualdades lineales en una sola variable a
aquellas desigualdades en las que solo aparece una variable y

cuyo exponente mayor es uno.

Ejemplos de inecuaciones lineales en una variable:

a) 3—2x>2x—4
b) 4 —2x <5x+3
C) 2x+7<4x—-2<2x+1
d) 7<3x—-6<9

Para resolver este tipo de desigualdad se procede de manera

similar al resolver una ecuacion lineal en una variable, es decir,
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Al dividir por un numero positivo

la desigualdad no cambia.

Es importante tener claro que la
variable puede despejarse en el

lado izquierdo o derecho.

se trasladan los términos que contienen a la variable hacia un
lado (extremo) de la desigualdad y los que no la contienen al
otro, sin dejar de lado las propiedades de orden.

Ejemplo 1.9

Encontrar el conjunto solucion de la siguiente desigualdad lineal
—2x+7 < 4x — 2.

Solucion

Se trasladan los términos con la variable x, a la derecha, y los
que no contienen la variable ala izquierda.
—2x+7<4x -2
7+2<4x+ 2x
9 < 6x

IA

X

IA

X

N|Ww o] O

El conjunto solucién es x € [3/2, +).

Ejemplo 1.10

Encontrar el conjunto solucion de la siguiente desigualdad lineal
3x—1<6x+4<4x+13.

Solucion

Para resolver este tipo de desigualdad, se separa en dos
desigualdades, la primera quedaria el miembro 1y 2, para la
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segunda el miembro 2 y 3, posteriormente se resuelven por
separado dichas desigualdades y la solucion sera la
interseccion de los conjuntos soluciones de las desiguales

resueltas.

1) 3x—-1<6x+4
Se trasladan los términos con la variable x, a la derecha, y los
que no contienen la variable ala izquierda.
3x—1<6x+4
—-1—-4<6x—3x
-5 < 3x

5

—§<x

El conjunto solucién es x € (—5/3, +).

2) 6x+4<4x+13
Se trasladan los términos con la variable x, a la izquierda, y los
gue no contienen la variable ala derecha.
6x +4<4x+13
6x—4x <13—-4
2x<9

_9
X=3

El conjunto solucién es x € (—,9/2].

La solucioén sera la interseccion.

(—=5/3,4+0) N (—,9/2]

Es decir: x € (—5/3,9/2].
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El  ejemplo 1.11 puede
resolverse como el ejemplo
1.10, con la desventaja que el
proceso es mas extenso.

Cuando se requiera resolver
desigualdades con tres
miembros, pero los extremos no
contengan la variable, solo de
se tiene que despejar la variable
en el centro, como se desarrolla

en el ejemplo 1.11

Ejemplo 1.11

Encontrar el conjunto solucion de la siguiente desigualdad lineal
-1<2x—-7<13.

Solucién
Para resolver este tipo de ejercicio, la idea sera que la variable

quede despejada en el centro.
—-1<2x—-7<13

-1+7< 2x <13+7
6< 2x <20
6 20
§< X S7
3< x <10

El conjunto solucion es x € (3,10].

Ejemplo 1.12

Encontrar el conjunto solucion de la siguiente desigualdad lineal
-1<-3x+8<17.

Solucion

Para resolver este tipo de ejercicio, la idea sera que la variable

quede despejada en el centro.

—-1<-3x+8<17
—-1-8< —-3x <17-8

-9< -3x <9
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Recordar que si:
x2+bx+c=0

Entonces
 —b B —dac
- 2a
—b +Vb?% — 4ac
X =——F—
2a
—b —+b?% — 4ac
2a

X

Xy =

Factores
ax®?+bx+c=(x—x)(x—x;)

Cuando aparezcan términos
semejantes, estos se deben

reducir.

—9> - 9
3 x =2

3> X = —

El conjunto solucion es x € [—3,3).

1.3.2 Desigualdades cuadraticas.

Se denomina desigualdades cuadraticas en una variable a
aquellas desigualdades en las que solo aparece una variable y

cuya mayor potencia es dos.

Ejemplos de inecuaciones cuadraticas en una variable:
a) 3—2x%+2x=x*>+2x—4
b) 4 —2x <5x%+3
C) —2x+7<x*—4x—-2

Para encontrar el conjunto solucion de este tipo de

desigualdades se procede de la siguiente manera:

1) Se trasladan todos los términos de la desigualdad aun solo

lado de la desigualdad.

2) Se factoriza el polinomio de grado dos y se encuentran las
raices (depende del problema, en ocasiones es mas sencillo
realizar este proceso de forma inversa, es decir, primero se

encuentran las raices y luego los factores).

3) Se analizan utilizando un cuadro de variacion los signos de
los factores con el objetivo de conocer el signo del polinomio

de grado dos.
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Ejemplo 1.13

* Factorizar: Encontrar el conjunto solucion de la siguiente desigualdad

x* —9x + 20 cuadratica 3x? — 13x + 15 < 2x% — 4x — 5.

e Se escriben dos factores
(paréntesis): ( )( )

Solucion
e Se extrae la raiz cuadrada del

primer término  VxZ = x y se
anota en ambos factores: Primero
(x & )

¢ Se definen los signos: el signo

Se trasladan todos los términos a un solo miembro de la

desigualdad.

del primer factor es el signo

del segundo término; el signo 3x2 —13x+15<2x%2 —4x -5
del segundo factor se obtiene

al multiplicar los signos del 3x? —2x* —13x+4x+15+5<0

segundo y tercer término. x2—9x4+20<0
(x— )= )
e Se buscan dos cantidades

que multiplicadas den +20 y  LU€go se factoriza el polinomio de grado 2.

que sumados den -9. Los x*—9x+20=(x—5)(x—4)

ndmeros que cumplen esa .
o Es decir:

condicion son 5 y 4.

Entonces, se anotan esos x—-5)x—-4)<0

numeros en los espacios en

blanco y queda lista la
Se encuentran los valores que hacen cero los factores.

(x—5)=0 (x—4)=0

x:5 x:4

factorizacion:
xX2—9x+20=(x—5)(x—4)

Los valores que hacen ceroun  Se construye la tabla de variacion basandose en las raices.
polinomio son llamados ceros

del polinomio o raices del

polinomio. — 4 5 +o0
«9 | - - e -+

(x—4) = Q + +

(x=5)(x—-4) & = +
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ax’*+bx+c=0

_ —b +Vb?% — 4ac

x 2a

a=4, b=—-4 c=-3
(D[ AD D)
2(4)
_4+Vi6148
= 8
4164
X =
8
448
*=78
448 12 3
TTTg T8 2

Factores

st e-()

Como se requiere que x? —9x + 20 < 0 (los valores menores
o iguales que cero, es decir, los negativos), de donde el

conjunto solucion es x € [4,5].
Ejemplo 1.14

Encontrar el conjunto solucién de la siguiente desigualdad

cuadratica 3x> —8x +5 > —4x — x%> + 8.
Solucion

Primero
Se trasladan todos los términos a un solo miembro de la
desigualdad.
3x2—8x+5>—4x—x*>+8
3x2+x2—8x+4x+5—-8>0
4x2 —4x—-3>0

Luego se factoriza el polinomio de grado 2 utilizando la formula

4x2—4x—3=<x—§)<x+1)
2 2

Do)

Los valores que hacen cero los factores encontrados son:

general.

Es decir:

x=3/2 x=-1/2

Se construye la tabla de variacion basandose en las raices.

95



i ! 3
SN : >
(=2) | - - o ¢
(x+5) -9+ ;
(-2 |+ - +

Como se requiere que 4x?2—4x—3>0 (los valores

estrictamente mayores que cero, es decir, los positivos), de

0 0z 1 3
donde el conjunto solucion es x € (—oo, _E) U (5, +oo).

1.3.3 Desigualdades racionales.

Una expresion algebraica se dice racional si, por medio de
procesos algebraicos, puede escribirse como el cociente de dos
polinomios, es decir:

P(x)

Q(x)

Donde P(x) y Q(x) son polinomios en una misma variable.

Entonces se puede decir que una desigualdad racional es una
relacion que cumple con cualquiera de las siguientes
caracteristicas:
a) P(x)
Q(x)
b) P(x)
Q(x)
c) P(x
)&SSO
d) P(x
)&520

<0

>0
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Ejemplos de inecuaciones cuadraticas en una variable:

a) 3—2x2+2x>
x2+2x—4 —

b) O<5x2+3
4 —2x

c) —2x+7<
4x —2 —

Para encontrar el conjunto solucion de este tipo de
desigualdades se procede de manera similar a la de las

desigualdades polinébmicas.

Ejemplo 1.15

Encontrar el conjunto solucién de la siguiente desigualdad

) 1 1
racional — < —.
x+2 3—x

Solucion

Primero
Se trasladan todos los términos a un solo miembro de la

desigualdad.
1 1
<
x+2 3—x
Recordar que la suma y resta de 1 1
fracciones se realiza de la — <0
o x+2 3—x
siguiente forma.
1B3—x)—1(x+2)
a c _adtbc (x+2)(3—x) -
b~d bd 3_x_x_2<0
(x+2)3—-x) "
1-—2x

0

G+2DG—x0) =
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Se encuentran los valores que hacen cero los factores.

1—-2x=0 x+2=0 3—x=0
1=2x x=-2 3=x
1_
z—x

Se construye la tabla de variacion basandose en las raices.

— —7 1/2 3 +oo
T—2x | + + @ - -
x+ 2 - O T + +
3—x + + + O -
1-—2x
G+2G-0| * - *
1-2x

Como se requiere que < 0 (los valores menores o

(x+2)(3—x) —
iguales que cero, es decir, los negativos), de donde el conjunto

solucion es x € (—o0,—2) U E 3).

Ejemplo 1.16

Encontrar el conjunto solucién de la siguiente desigualdad

) 1-x
racional ———— > 0.
X 0

+x-—2
Solucion
Primero
Como todos los términos ya estan en un solo miembro de la

desigualdad, se procedera a factorizar el polinomio del

denominador asi:
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x’+x—-20=(x+5)(x—4)

Es decir:
1—x

Gt =2 "

Se encuentran los valores que hacen cero los factores.

1—-x=0 x+5=0 x—4=0

1=x x =-—5 x =4

Se construye la tabla de variacion basandose en las raices.

—co -5 1 4 +o00
1—x S+ + QO -~ -
x+5 - O T +
x — 4 - - - O
1—2x o o
(x+2)(3—x)
. 1-x .
Como se requiere que G5 > 0 (los valores estrictamente

mayores que cero, es decir, los positivos), de donde el conjunto

soluciéon es x € (—o,—-5) U (1,4).

Ejemplo 1.17

Encontrar el conjunto solucién de la siguiente desigualdad

(4—x)(x+3) <0

racional e
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Solucion

Primero
Como todos los términos ya estan en un solo miembro de la
desigualdad, se procedera encontrar los valores que hacen

cero los factores asi:

4 —x=0 x+3=0 x+6=0 x—1=0

4 =x x =-3 X =-—6 X =

Se construye la tabla de variacion basandose en a las raices.

—o0 —6 -3 1 4 +oo
4 —x ) + + + + ‘ -
x+3 — - @ + + +
x+6 - OO + + + +
x—1 - - - QO + +

4—x)(x+3

§x+6§§x—1§ - * - * -

(4—x)(x+3) <0

Como se requiere que D) =

(los valores menores o

iguales que cero, es decir, los negativos), de donde el conjunto
solucién es x € (—o,—6) U [—3,1) U[4, +0).

Ejemplo 1.18

Encontrar el conjunto solucién de la siguiente desigualdad

_ 2
racional (4x=3)" (2x+3) <0.
(x+2)(x—4)
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Solucion

Como todos los términos ya estan en un solo miembro de la
desigualdad, se procedera encontrar los valores que hacen
cero los factores asi:

4x -3 =0 2x+3=0 x+2=0 x—4=0
x =3/4 X x=—2 x =4

= -3/2

Se construye la tabla de variacion basandose en las raices.

—o0 -2 =3/2 3/4 4 +00

(4x—37 | + + + ‘ + v
2x+3 - - @ + + +
X+ 2 - ¢ + + + +
x—4 = — - - ¢ +
(4&11))2((ji‘:)3) - U - - +

(4x-3)%(2x+3) <

Como se requiere que < 0 (los valores menores o
(x+2)(x—4)

iguales que cero, es decir, los negativos), de donde el conjunto

solucién es x € (—o0,—2) U [-3/2,4).
Ejemplo 1.19

Encontrar el conjunto solucién de la siguiente desigualdad

| (x+2)(2x-3) >

racional =57 2 0.
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Solucion

Como todos los términos ya estan en un solo miembro de la

desigualdad, se procedera encontrar los valores que hacen

cero los factores asi:

x+2=0 2x—3=0 x—3=0 x+3=0
x=-2 x=3/2 x=3 x=-3

Se construye la tabla de variacion basandose en las raices.

—o0 -3 -2 3/2 3 +0o0

X+ 2 g - @ -+ + T
2x —3 — — - @ T +
(x —3)? + + + + O +
x+3 - Q + + + +
N EEE

(x+2)(2x-3)
—3)2xra) = 0 (los valores mayores o

Como se requiere que
iguales que cero, es decir, los positivos), de donde el conjunto

solucién es x € (—3,—-2] U [3/2,3) U (3, +0).

1.3.4 aplicaciones econdémicas de las inecuaciones

Las aplicaciones de inecuaciones lineales, al igual que
cuadraticas, son muy utiles para calcular el costo, ingreso y
utilidad (beneficio) de una empresa o negocio, para poder
conocer la cantidad de articulos para una utilidad dada, ademas
de poder comparar los beneficio de adquirir articulos de
diferentes proveedores, entre otras.
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U: Utilidad
I: Ingreso
C: Costos
U=I1-C
p: precio
x: unidades vendidas

I =px

Multiplicando la desigualdad por
10.

Factorizando.

Encontrando las raices.

Ejemplo 1.20

Un fabricante puede vender todas las unidades de un producto
a $25 cada una. El costo C (en dodlares) de producir x unidades
cada semana estd dado por C = 3000 + 20x - 0.1x2.
¢ Cuantas unidades deberan producirse y venderse a la semana
para obtener alguna utilidad?

Solucion

Primero se deben extraer los datos del problema.
x = # unidades
uU=I1-¢C
I = 25x
C = 3000 + 20x — 0.1x2

Sea desea vender x unidades para obtener alguna utilidad.

La utilidad (U) queda dada por la ecuacion.
U = 25x — (3000 + 20x — 0.1x2)

= 25x — 3000 — 20x + 0.1x2

= — 3000 + 5x + 0.1x2

Luego, como se quiere obtener utilidad U > 0.
0.1x% 4+ 5x — 3000 > 0
x? + 50x — 30000 > 0

(x+200)(x —150) >0

(x+200)=0 (x—150)=0
x =—200 x =150

103



Analizando signos en el cuadro

de variacion.

El doble de una cantidad es
igual a multiplicarla por dos.

—oo —200 150 + o0

(x + 200) - O ot +

(x — 150) = - O

(x +200)(x — 150) + =

La solucién de la inecuacion cuadratica es
x € (—00,—200) U (150, +0).

Ahora, tomando en cuenta el contexto del problema para definir
la solucién, légicamente no se pueden vender cantidades
negativas de articulos, por lo tanto, solo se toma en
consideracion la parte positiva de la solucion x € (150, +0).

De donde se deben producir y vender 151 unidades como

minimo para obtener utilidad.

Ejemplo 1.21

Se tiene un presupuesto de $150 para comprar dos tipos de
queso. El queso A cuesta $3.5 la libra, el queso B cuesta $2.0.
¢ Cuantas libras como maximo hay que comprar de tipo A para
no exceder el presupuesto, si se impone la condicidn que la
cantidad a comprar de tipo B sea el doble que la cantidad a

comprar de tipo A?

Solucion

Primero se deben extraer los datos del problema y plantear las
variables.
se x # de libras a comprar del tipo A.

entonces 2x sera # de libras a comprar del tipo B.
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3.5(x) + 2(2x) < 150
3.5x + 4x < 150

7.5x <150

150
S -

7.5
x <20

X

El maximo de libras de tipo A que se pueden comprar es 20.

Ejemplo 1.22

Una fabrica esta pensando si elaborar los empaques de las
mangueras o seguirlas comprando. El aparato usa un juego de
empaques que ha estado adquiriendo a un costo de $5 cada
juego. La fabrica estima que, si los elabora, los costos fijos
mensuales de la empresa aumentaran en $2000 y el costo
debido a los materiales y la mano de obra de cada juego de
empaques sera de $3. ;Cual es el minimo nimero de aparatos
a fabricar al mes para que la elaboracién de los empaques por
la propia empresa signifique un ahorro de $6000 al mes?

Solucién
Primero se deben extraer los datos del problema y plantear las
variables.
Se x # de juegos de empaques.
Inversion — Elaboracién > 6000
5x — (3x + 2000) = 6000

5x — 3x — 2000 = 6000
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2x = 6000+ 2000

_ 8000
=73

x = 4000

Para obtener un ahorro de al menos $6000 se tienen que
fabricar minimo 4000 aparatos.

1.4 Relaciones de R en R.

Entender los conceptos de relacién y de funcién es de suma
importancia en Matematica, ya que son muy utiles para modelar
e interpretar el mundo real. Para lograr esta comprension es
necesario adentrarse en la nocién de correspondencia, pues

esta tiene un papel fundamental en las relaciones y funciones.

Lo primero es entender que correspondencia es equivalente
a relacion. En lenguaje comun, decir “en relacion a”, es

equivalente a decir “corresponde a”.

Por ejemplo, en una tienda comercial, cada articulo esta
relacionado con su precio; o sea, a cada articulo le
corresponde un precio.

En la guia telefénica, cada cliente esta relacionado con un
numero; o sea, a cada nombre de la guia le corresponde un

numero.

Si se medita acerca del mundo, se puede observar muchos
ejemplos de cosas completamente ordinarias como: la
anotacion de un gol en el minuto uno, que se puede representar

por (1,1); el numero de estudiantes que ingreso a al UES en el
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2023 es 10000, se puede representar (2023, 10000); las
dimensiones de un terreno de lardo 20 mts y de ancho 30 mts,
se representa (20, 30), entre otras cosas. Se puede observar
que el orden en el que los numeros se presentan es significativo
(importante), es por esto que estas representaciones se les

llama “pares ordenados”.

Definicién 1.3: par ordenado
Es una pareja de dos elementos x y y que se denota (x,y),
donde a x se le llama primer componente del pary y se le llama

segunda componente.

1.4.1 Producto cartesiano

Dado dos conjuntos cualesquiera A y B se llama producto
cartesiano de A por B (en ese orden), que se representa A X B,
al conjunto de todos los pares ordenados (x,y), tales que su
primera componente x pertenece a Ay la segunda componente

y pertenece a B.

La representacion del producto A X B en notacidon de conjuntos
es:AXB={(xy)/x€eA N y€B}

Ejemplo 1.23

Encontrar el producto cartesiano A con B y el producto
cartesiano B con A, para los conjuntos siguientes:

a) A={3,5,7}yB=1{2,4,6}
b) A={a,b,c}yB = {k,|,m,n}
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Extension.

Un par ordenado es una
coleccion de dos objetos
ordenados como primero Yy
segundo.

Extension.

Solucion

a) AXB =

Grafica del producto cartesiano A X B.

(3,2),
(5,2),
(7,2),

(3,4,
(5,4),
(7,9,

(3,6),
(5,6),
(7,6)

B X A=

(2,3), 25), @7),
(4,3), (45, 47),
(6,3), (6,5, (6,7)

Grafica del producto cartesiano B x A.

8

7

6
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Extension

En el literal a) del ejemplo 1.24
se encuentra el producto X de
un conjunto de numeros enteros

y un intervalo.

Es importante aclarar que este
tipo de producto no es posible
calcular por extensién como los
ejemplos anteriores, ya que los
reales son infinitos, por tanto, se

representara de forma gréfica.

(a,k), (a D), (am), (an),
b) AxB=<(bk), (bl), (bm), (bn),

(¢,k), (¢, (c,m), (c,n)

(k,a), (k,b), (ko)
(La), @b), (o),
(m,a), (m,b), (m,c),
(n,a), (n,b), M0

B X A=

Ejemplo 1.24

Encontrar el producto cartesiano A con B y el producto

cartesiano B con A, para los conjuntos siguientes:

a) A=(3,7]yB = {2,4,6}
b) A=[2,6)yB =[1,7]

Solucion

a) A= (3,7]yB = {2,4,6}

AXB BXxA
- 7 ® [ ] ®

e} ® ¢
5 5
4 c ® ¢
, 3 o o o
2 o———————o 2

1

,
a 1 2 3 4 £ 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7
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En el ejemplo 1.24 tanto el literal
a) como el literal b) no se puede
representar por extension, de
donde se tiene que representar

de forma grafica.

b) A=[2,6)yB =[1,7]

AXB

BxA
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Para localizar puntos en el plano
cartesiano se debe llevar a cabo
el siguiente procedimiento:

1. Para localizar la abscisa o
valor de x, se cuentan las
unidades correspondientes
hacia la derecha si son positivas
o hacia la izquierda si son
negativas, a partir del punto de

origen, en este caso el cero.

2. Desde donde se localiza el
valor de x, se cuentan las
unidades correspondientes (en
el eje de las ordenadas) hacia
arriba, si son positivas o hacia

abajo, si son negativas y de esta

forma se localiza cualquier
punto dadas ambas
coordenadas.

1.4.2 Plano cartesiano

El plano cartesiano esta formado por dos rectas numeéricas
perpendiculares, una horizontal y otra vertical que se cortan en
un punto. La recta horizontal es llamada eje de las abscisas o
de las equis (x), y la vertical, eje de las ordenadas o de las

yes, (y); el punto donde se cortan recibe el nombre de origen.

/ Eje de las ordenadas
6.
Cuadrante 2 5 Cuadrante 1
4_
3.
2‘
14 o Origen
% 5 4 3 2 10| 1 2 3 4 5 & x

-1 Eje de las abscisas
24

34

Cuadrante 3 Cuadrante 4

—6

El plano cartesiano tiene como finalidad describir la posicion
de puntos, los cuales se representan por sus coordenadas o

pares ordenados.

Las coordenadas se forman asociando un valor del eje de las
equis a uno de las yes, respectivamente, esto indica que un
punto (P) se puede ubicar en el plano cartesiano tomando

como base sus coordenadas, el cual se representa como
P(x,y)
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1.4.3 Concepto de Relacion: Dominio y Rango

La vida esta llena de relaciones: como por ejemplo cuando se
desea comprar (adquirir) una camisa existe una relacion entre
el vendedor y el cliente, en el proceso de ensefianza los
alumnos se relacionan con el docente.

En matematica, relacion es la correspondencia de un primer
conjunto, llamado dominio, con un segundo conjunto, llamado
recorrido o rango, de manera que a cada elemento del
dominio le corresponde uno 0 mas elementos del recorrido o

rango.

Por su parte, una funcién es una relacién a la cual se anade la
condicion de que a cada valor del dominio le corresponde uno

y solo un valor del recorrido.

De las definiciones anteriores se puede deducir que todas las
funciones son relaciones, pero no todas las relaciones son

funciones.

Dados dos conjuntos A y B una relacién definida de A en B es
un conjunto de parejas ordenadas (par ordenado) que hacen
verdadera una proposicion (regla especifica); dicho de otro
modo, una relacion es cualquier subconjunto del producto

cartesiano A X B.

En palabras mas sencillas, una relacion R de A en B es un
conjunto de pares ordenados (x,y) cuyas componentes
cumplen una regla especifica de comportamiento, en donde x

es un elemento de Ay y es un elemento de B.
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Se representa:

A: conjunto de partida R:A — B

B: conjunto de llegada X — XRy

R: regla de correspondencia A B
R

R ={(x,y) € AX B/xRy}

Dominio de una relacién:
El dominio de una relacion es el conjunto de pre-imagenes;
es decir, el conjunto formado por los elementos del conjunto de

partida que estan relacionados.

Rango de una relacion:
Se le denomina recorrido o rango al conjunto de imagenes,
es decir, el conjunto formado por los elementos del conjunto de

llegada que estan relacionados.
Ejemplo 1.25

Considere los conjuntos A={1,2,5} y B =({1,2,3,6};

Determine las siguientes relaciones:

a) R, ={(x,y) € AXB/x+yesunnimero par}
b) R,={(x,y) € AXB/x*+y?> 6}
c) Ry={(x,y) EAXB/x>y}
( 2x+y \
d) R4={(x,y)eAxB/—3—1=o}

2
\
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Solucion

(1,1), @2), @3), (16),
AxB={21, 22, 23), (26,
(5,1, (5,2), (53), (56)

6 @ @ [ J
5
4
3 @ @ @
2 (] @ @
1 ] @ [}
—1 0 1 2 3 4 5 6 7
-

a) R, ={(x,y) € AXB/x +y esunnumero par}
Rl = {(1!1)1 (1! 3)! (2! 2)! (2! 6)! (5! 1)! (5! 3)}

Dg, = {1,2,5} Rg, = {1,2,3,6}

6 @

5

4

3 @ @

2 @

1 ] @

-1

114



b) R, ={(x,y) e AXB/x?+y?% > 6}
R, ={(1,3),(1,6),(2,2),(2,3),(2,6),(5,1),(5,2),(5,3),(5,6)}

Dg, ={1,2,5} Rg, = {1,2,3,6}
6 @ @ ]
3 @ @ [}
2 @ ]
1 [ ]
—1 0 1 2 3 4 5 6 7

c) R;={(x,y) EAXB/x>y}
R3 = {(2!1)1 (5! 1)! (5! 2)! (5! 3)}

Dg, = {2,5} Rg, ={1,2,3}
.
’
'
)
3 ]
2 (]
1 @ [ ]
T ol T 5 5 ¢ 5 5
p
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Dg, = {5} Re, = (2)

Ahora bien, cuando una relacién toma tanto como conjunto de
partida y llegada a R, se dice que es una relacién de R en R es
decir:

R: R — R

x — xRy

R ={(x,y) € R*/xRy}

Estas son llamadas relaciones de variable real, ya que se
relaciona un numero real del conjunto de partida con un numero
real del conjunto de llegada.

Todas las relaciones pueden ser graficadas en el plano

cartesiano.
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1.4.4 Representacion grafica de relaciones

En este texto se abordaran dos tipos de relaciones cuando es

una igualdad y cuando es una o mas inecuaciones.

La primera es muy sencilla, ya que solo es necesario conocer
unos puntos que cumplan la regla de correspondencia asignada
(relacion), sustituyendo valores de x para encontrar los valores
de y, luego se grafican y se unen por medio de una curva la

cual representara la relacion.

Ejemplo 1.26

Considere la relacion R de variable real, tal que, y = 2 — 3x,

graficar, ademas encontrar su dominio y rango.

Solucion

Para resolver este tipo de desigualdad, se puede realizar una

tabla de valores, asi:

x y=2-3x (x,y)
-2 y=2-3(-2)=2+6 =8 (—2,8)
-1 y=2-3(-1)=2+3 =5 (-1,5)

0 y=2-3(0)=2-0 = (0,2)
1 y=2-3(1)=2-3=-1 (1,-1)
2 y=2-3(2)=2-6=-4 (2,—-4)
3
4

y=2-3(3)=2-9=-7 (3,-7)
y=2-3( 4)=2-12=-10 (4,-10)
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Importante tomar en cuenta

que, para graficar una relacion

lineal, solo es

conocer dos puntos.

y=ax+b

0.b)

Luego se representan estos puntos en el plano y se unen por

medio de una curva.

-2,8) @ 8 @ 8
1.5 e L3

2@(0, 2) 26

2 4
®(1,-1) ®
® (2, -4) 4 @

®(3. -7) ]

® (4,-10) -1 ®

DR:R RR:R

Ejemplo 1.27

Considere la relacién R de variable real, tal que, y = 2x? + 1,

graficar, ademas encontrar su dominio y rango.

Solucion

Para resolver este tipo de desigualdad, se puede realizar una

tabla de valores, asi:

x y=2x*+1 (x,9)
2 y=2(-27%+1=8+1=9  (-2,9
1 y=2(-1)2+1=2+1=3 (-1,3)

0 y=202+1=0+1=1 (0,1)
1 y=2(12+1=2+1=3 (1,3)
2 y=22)2%+1=8+1=9 (2,9)
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Luego se representan estos puntos en el plano y se unen por

medio de una curva.

Importante recordar que, para 0
graficar una relacion cuadratica, i < o
solo es necesario conocer el &
vértice y saber hacia donde se v
abre. 6

5

4

® 3 @

2

Parabola vertical e
L2 ol 1 2 3 a4 5 3 2 S| 7z 3 a1 s
y=a(x—h)?+k p D
Vértice (h, k)
Si a > 0 se abre hacia arriba
a>0 Dr =R Rp = [1,+)

Ahora, cuando se trabaja con una o mas desigualdades, se
grafica de la forma siguiente:

(h,k)

Primero se escribe la frontera de la desigualdad, esta se obtiene

Si a < 0 se abre hacia abajo . . . . .. . .
. : escribiendo él sigo de igualdad sin importar €l sigo de la

— desigualdad, la cual divide el plano en dos partes.
(h,k) a<0

Luego se grafica la frontera la cual se dibuja puntada si la

desigualdad es estricta, es decir < y >, de caso contrario se

dibuja continua cuando aparecen <y >.

Para finalizar se analiza cual region es la solucién, para la cual
Paray = ax? + k se toma un punto en cualquiera de las dos regiones, se evalua

Vértice (0,k)

Si a > 0 se abre hacia arriba
Si a < 0 se abre hacia abajo pertenece el punto de caso contrario sera a la cual no

en la, desigualdad original, si esta se cumple, la region a donde

pertenece.
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Parabola horizontal Ejemplo 1.28

x=a(y—k)??+h
Vertice (b, k) Considere la relacién R = {(x,y) € R?/y > 2x2 + 1}, graficar,
Si a>0 se abre hacia la

ademas encontrar su dominio y rango.
derecha.

a>0 ..
Solucion

(h,k)
Primero se escribe la frontera, como y > 2x2? + 1, la frontera

seray = 2x2% + 1.

Si a<0 se abre hacia la

izquierda. Luego se grafica la frontera \ H
1 5 !
a<0] recordando que por ser una L K
. . \ I
desigualdad estricta la 3 g !
7 1 I
frontera sera punteada, y E
3
] L. 1
hi) como es  cuadratica, E ;
] \ i
necesitamos el veértice el ol N
AY !
cual resulta ser (0,1) y se NS
HV(O),])
re hacia arri I
Para x = ay? + k abre hacia arriba, ya que e
Veértice (0, k) coeficiente de la x* es " K 0 7 B
Si a>0 se abre hacia la positivo.
derecha.
Si a<0 se abre hacia la . ,
izquierda. ‘\ 51 l’
Se toma un punto en | /
: \ /
y> 222 +1 cualquiera de las dos \ 1 /
regiones, por ejemplo (0,0 \ ll
0>2(0)*+1 g , por ejemplo (0,0) \\ 51 /
que se encuentra en la \ /
0 > 1, falso ) ) A /
parte inferior. Lo cual \ 71 /
\ V _
resulta ser falso, por tanto, \ | /Dr=R
Nl
la solucion sera la parte Rp = (1,+00)
superior. . o 5 ; 3
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y<2-3x
0<2-3(0)

0 < 2, verdadero

Ejemplo 1.29

Considere la relaciéon R = {(x,y) € R?/y < 2 — 3x}, graficar,

ademas encontrar su dominio y rango.

Solucion

Primero se escribe la frontera, como y < 2 — 3x, la frontera sera

y = 2 — 3x. Luego se grafica la frontera, la cual sera continua,

ya que la desigualdad no es estricta.

Como es lineal solo se necesitan dos puntos asi:

x y=2-3x

xy)

—1 y=2-3(-1)=2+3=5 (-1,5)

1 y=2-3(1)=2-3=-1(1,-1)

Se toma un punto en
cualquiera de Ilas dos
regiones, por ejemplo (0,0)
que se encuentra en la
parte inferior, lo cual resulta
ser verdadera, por tanto, la
solucion sera la parte

inferior.
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Ahora se abordara el caso donde la relacidén estda compuesta
por dos 0 mas desigualdades, para el cual la region solucion
sera la intercesion de todas las regiones.

Ejemplo 1.30

Graficar e identificar el dominio y rango de la relacion siguiente:
R={(x,y) ER?/y = 2x? +4; y > —4}

Solucion

Primero tiene que trabajarse por separado ambas
desigualdades asi:

Se escribe la frontera de y > 2x2 + 4 que resulta y = 2x2 + 4
En los problemas con dos o méas

desigualdades se sombrearan

las regiones que no son  Luego se grafica la frontera, la "
solucion para MeOT cual sera continua. '
visualizacion. ) 10

Como es cuadratica e

necesitamos el vértice el cual

(0, 4)

resulta ser (0,4) y se abrira .
hacia arriba, ya que el "= = g i 2
coeficiente de la x? es positivo. 4
Se toma un punto en cualquiera b
de las dos regiones, por :
y>2x2+4 ejemplo (0, 0) que se encuentra 1
0> 2(0)2 + 4 en la parte inferior. :
0 > 4, falso Lo cual resulta ser falso, por
tanto, la solucion sera la parte 2
superior. (se sombreara la * B ' :
region que no es solucion). 4
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y>—4

0 > —4, verdadero

Ahora se repite el proceso para la segunda desigualdad

Se escribe la frontera de y > —4 que resulta y = —4.

Luego se grafica la frontera la
cual sera punteada.
Como es lineal solo se

necesitan dos puntos.

x y=—4 (xy)

-2 -1 0 1 Z

_____ [ Yy S [

Se toma un punto en
cualquiera de las dos
regiones, por ejemplo (0,0)
que se encuentra en la parte
superior.

Lo cual resulta ser verdadera,
por tanto, la solucidn sera la
parte superior. (se sombreara

la region que no es solucion).

—1 y=-4 (-1,-4
1 y=-4 (1,-4)

La solucién es la parte que queda sin marcar asi:

Rp = [4,+)
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x—y<2
(-y<2-0(-1

y>x-—2

x—y<2
0-0<2

0 < 2, verdadero

Ejemplo 1.31

Graficar e identificar el dominio y rango de la relacion siguiente:

R={(x,y) ER*/x—-y<2;, —x—2<y;2x—y>-3; -3x+2 >y}

Solucion

Recordar que se tienen que trabajar por separado las

desigualdades.

Para la primera desigualdad

Se escribe la frontera de x — y < 2, para lo cual es conveniente

despejar la variable y, y > x — 2 que resultay = x — 2.

©,-2)| »

Se toma un punto en
cualquiera de las dos
regiones, por ejemplo (0,0)
que se encuentra en la parte
superior.

Lo cual resulta ser verdadera,
por tanto. la solucion sera la
parte superior. (se sombreara

la region que no es solucion).

Se grafica la frontera la cual
sera punteada.

Como es lineal solo se
necesitan dos puntos.

y=x—2

x y @y
0 -2 (0,-2)
2 0 (2,0)
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Segunda desigualdad

—x—2<y Se escribe la fronterade —x —2 <y, queresultay = —x — 2
(y<x+2)(-D Se grafica la frontera la cual ’
y=-x-2 sera continua, como es lineal .

solo se necesitan dos puntos.

y=-x—2

x y xy)
-2 0 (-20)
0 -2 (0,-2)

Se toma un punto en
—x—2<y

Iquier |
—0-2<0 cualquiera de as dos

2 <0, verdadero 2 regiones, por ejemplo (0,0)

que se encuentra en la parte

superior. Lo cual resulta ser

verdadera, por tanto, la
solucion sera la parte

superior. (se sombreara la

region que no es solucion).

Tercera desigualdad

Se escribe la frontera de 2x — y > —3, despejando la variable y,

2x—y =-3
(—y>—3-2x)(-1) y <3+ 2x que resultay = 3 + 2x.
y<3+2x Se grafica la frontera la cual R (08

sera continua, como es lineal

solo se necesitan dos puntos.

y=3+2x

x ¥y xy
-1 (-1,1)

1
0 3 (03)
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2x—y=-3

2(00-0=-3

0 > —3, verdadero

-3x+22y
(-yz3x-2)(-1)

y<—-3x+2

-3x+2=y
—3(0)+2>0

2=20

Se toma un punto en
cualquiera de las dos
regiones, por ejemplo (0,0)
que se encuentra en la parte

inferior. Lo cual resulta ser \

verdadera, por tanto, Ia
solucion sera la parte
inferior. (se sombreara la

region que no es solucion).

Cuarta desigualdad

Se escribe la frontera de —3x + 2 > y que resulta y = —3x + 2

.y

Se toma un punto en
cualquiera de las dos
regiones, por ejemplo (0,0)
que se encuentra en la parte

inferior. Lo cual resulta ser \

Se grafica la frontera la cual

sera continua.

Como es lineal solo se

necesitan dos puntos.
y=-3x+2

x y @y
0 2 (0,2
1 -1 (1,-1)

~

verdadera, por tanto, la
solucion sera la parte
inferior. (se sombreara la

region que no es solucion).
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De donde la region solucion es:

Y =2x+3,

El dominio comienza donde se intercepta la recta roja y la verde,
(y=—x—2 Ay =2x+ 3) y finaliza donde se corta la azul con

lanaranja (y=x—2 Ay =—-3x+2).

Como es el dominio, el valor que se busca es el de las x.
y=—-x—2 Ay =2x+ 3 Utilizando el método de igualacion.
—x—2 =2x+3

—2—-3 =2x+x

-5 =3x
5_
3—x

y=x—2 Ay =—-3x+ 2 Utilizando el método de igualacion.

Xx—2 =—-3x+2

X+3x=2+2
4x =4
4
*=3
x=1
DR=[—§,1)
3
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Recordar que para las sumas y
restas de fracciones se pueden

realizar utilizando el método de

la carita feliz.
a.-c adzxbc

c
b~d " bd

3+2_3 2
g =

571

3(1) +2(5)
T 5D

3+ 10
75
13

El rango comienza donde se intercepta la recta roja y la azul,

(y=—x—2 ANy =x—2)y finaliza donde se corta la verde con

la naranja (y =2x+3 Ay =—-3x+ 2).

Como es el rango, el valor que se busca es el de las y.
y=—-x—2 Ay =x—2 Utilizando el método de igualacion.

—x—2=x-2
—2+2=x+x
0=2x
0
=%
0=x
Sustituyendox =0eny =x —2
y=0-2
y=-=2

y=2x+3 ANy=-3x+2
2x+3=-3x+2
2x+3x=2-3

5x =—1
_ 1
X=75

Sustituyendox =0en y = —3x + 2

3
y =§+2
13
Y=
13
Re=(-25]
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UNIVERSIDAD DE EL SALVADOR
FACULTAD DE CIENCIAS ECONOMICAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA Y ESTADISTICA
GUIA DE EJERCICIOS SOBRE RELACIONES
MATEMATICA |

. Represente en notacion de conjunto y en forma grafica los intervalos siguientes:

a) A=[27] b) B =(-23] c) C=[37)

d) D=(-5-1) e) E=(-,3) f) F=[-3+x)

ll. Represente en notacion de intervalo y en forma grafica los intervalos siguientes:

a) A={x€eR/1<x<7} b) B={xe€eR/-3<x<2}
c) C={x€eR/2<x<5} d D={x€eR/x<7}
e) E={x€eR/1<x} f) F={x€eR/-1<x<4}

lll. Paralos intervalos A = [2,7], B = (—x,3)y C = [3,7) determinar:

a) AUB b) AuC c) BucC
d AnB e) AncC f) BnC
g A-B h) B—A i) B-C
j) C—-B k) A-C ) C-A

m) AUBUC n) AnBn¢cC o) AU(BNnC)
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p) An(BUC) q) A-(BUO) r)y BU(ANC)

s) B—(ANC) t) B—(AUC) u) (A-B)U(-0)

IV. Determine el conjunto solucibn de las siguientes desigualdades lineales,

expresando su respuesta en notacion de intervalo.

a) 5x+2<12 b) 3x—2>2x-5
C) 2<2x—-3<7 d)5<2—3xsﬂ
2 6 3

_ 5—x
e) 6<4x+1<4 f) 1< <7

3

—2)? 2 _ 3x
9) (r=27=x"-1 h) x*+—<x(x—-2)-3

2

i) G—-DExE+49)>x?2+x+3 j) 9x+2=2x-1

k) x+2>x-1 1) §>5—2x

4
3 2 >

— - x+1 X
m) 2x—1<3x—-3<2x+1 n) > x 1> 42

o) 3x—5 x—6<1 p) 5—x<x—17 x<7x—3
4 12— 2 4 37 12
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V. Determine el conjunto solucion de las siguientes desigualdades cuadraticas,

expresando su respuesta en notacion de intervalo.

a) x2> 4 b) 2x?+ 5x <-3

c) 3x2 —7x =2 d x2-3

> 4

e) (x—1Dx+2)>2x2-3x—-5 f) 2<5x+?>

* 2
g) (x—1)%>29—23x— 6x? h) x—x?
> —4
5
i) 64x%—12x3 > x* i)  x*+ 144 > 25x?

VL. Determine el conjunto solucién de las siguientes desigualdades racionales,

expresando su respuesta en notacion de intervalo.

2 4 -8 1
a ) I s
x—4 2x—-1 x+1 2
c) x*—-2x d) x+1 2 x+2
—22=5 - Py
x+2 3 3 4
e) 2 f) o =%
x—423 T x+1
g) 2 —X h) E 5—-2x
1—x<x+1 3> 2+ x
i) x+1 1 j) x2 -1
+=->x-—3 E——
x—1 2 i1~
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VII. Determine la solucion de los siguientes problemas de aplicacién utilizando

desigualdades.

1. La empresa la casita feliz puede vender todas las unidades de un producto a $75
la unidad. El costo en ddlares de producir x unidades mensuales viene dado por
la funcion C(x) = 20000+ 25x —x2?, la gerencia de dicha empresa esta
interesada en obtener una ganancia de por lo menos $10000, cuantas unidades
como minimo deben de producirse y venderse para lograr dicho objetivo?

2. La fabrica xyz produce un articulo con un precio de venta de $60, producir cada
articulo tiene un costo de $40. Si los costos fijos mensuales de la fabrica son
ascienden a $3000, cuantos articulos deben de producirse y venderse para que
la fabrica tenga ganancias.

3. La fabrica xyz produce un articulo con un precio de venta de $60, producir cada
articulo tiene un costo de $40. Si los costos fijos mensuales de la fabrica son
ascienden a $3000, cuantos articulos deben de producirse y venderse para que
la fabrica tenga ganancias de por lo menos $1000.

4. Un camidn de carga pesa 875 kg. La diferencia entre el peso del camién vacio y
la carga que lleve, no debe de ser inferior a 415 kg. Si se tienen que cargar 4
cajas iguales que pesen lo mismo, ¢ Cuanto pueden pesar como maximo, cada

una de ellas para poderlas transportar en el camion?

5. Una comercial paga a sus vendedores $10 por articulo vendido mas una cantidad
fija de $500. Otra comercial de la competencia paga $15 por articulo y $300 fijos.
¢, Cuantos articulos debe vender el vendedor de la competencia para ganar mas

dinero que el primero?

6. El administrador de una fabrica debe decidir si deberan producir sus propios

empaques, que la empresa ha estado adquiriendo de proveedores externos a
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10.

$1.10 cada uno. La fabricacion de los empaques incrementa los costos generales
de la empresa en $800, al mes y el costo de material y de mano de obra sera de
$0.60 por cada empaque. ¢, Cuantos empaques debera usar la empresa al mes
para justificar la decisidn de fabricar sus propios empaques?

La compafia Chavarria fabrica un producto que tiene un precio unitario de venta
de $20 y un costo unitario de $15. Si los costos fijos son de $600000, determine
el numero minimo de unidades que deben ser vendidos para que la compaiia

tenga utilidades

Para producir una unidad de producto nuevo, una compania determina que el
costo del material es de $250 y el de mano de obra de $4. El gasto general, sin
importar el volumen de ventas, es de $5000. Si el precio para un mayorista es de
$740 por unidad, determine el nUmero minimo de unidades que debe ser vendido

para que la compafiia obtenga utilidades.

Para una empresa que fabrica camas, el costo entre mano de obra y material es
de $130 por unidad producida y sus costos fijos son $20,000. Si el precio de cada
cama es de $190 ;Cuantas unidades debe vender como minimo para obtener
utilidades?

Un fabricante de cierto articulo puede vender todo lo que produce a $45 cada
articulo. En la fabricaciéon de cada unidad gasta $38 y tiene costos fijos
adicionales de $4900 mensuales en la operacion de la planta. Encuentre:

a. El numero minimo de unidades que debe producir y vender para obtener
utilidad
b. El numero de unidades que debe producir y vender para obtener utilidades

de al menos $700
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VIIl. Encuentre los valores de las variables, tales que los pares ordenados sean iguales.
a) 2,y+2)=x-1,2) b) 2+x3y+2)=02x+1,8)
c) Q+x,y+2)=(x+1,8) d Q2+x,y+2)=(x+2,5)

e) (x+y3y+2x)=(25) f) (4+x3y+2)=02x+y,5)

IX. Dados A ={2,3,5,7}y B = {2, 4, 6,8}, encontrar el conjunto de pares ordenados que
cumplen la relacion R, ademas encontrar su dominio y rango.

a) R={(x,y)x € AxB/y = x}
b) R={(x,y)x € AxB/y = x — 1}

c) R={(x,y)x € AxB/y < x — 5}

X. Represente mediante una grafica la region limitada por las desigualdades
siguientes, ademas encontrar su dominio y rango.

a) x—-3y<5 b) 2x*-y=>2
c) {y25 d) {y£2x+1
x <3 x> =2

e) {y22x2—3

f) {y—3x23

y<3x+2 y+2x >4

g) (y=x*+2 h) (y<x*+1
x+8>y 2x+1<y
8—x=>y 1-2x<y

i) y=1-2x i) y=2x—1
{x+4<y x+4>y
y<6 1-2x<y
y<5—-2x



Capitulo Il

Funciones

"La diferencia entre el poeta y el matematico es que el poeta intenta meter su cabeza
en los cielos, mientras que el matematico intenta meter los cielos en su cabeza" G.K.
Chesterton
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Capitulo 2: Funciones
2.1 Funciones

2.1.1 Concepto de funcion. Dominio y Rango

Como se ha mencionado en el capitulo anterior, una funcién no
es mas que una relacion que cumple con la caracteristica, que a

cada elemento del dominio corresponde uno y solo uno de los
3! Existe exactamente uno. .
valores del recorrido.

o . En el lenguaje matematico se dice que f es una funcion si y solo
Observacién si en una grafica

de una curva, no se puede  Si, f @s unarelaciony Vx € D3!y € Ry.
trazar una recta vertical que la
toque mas de una vez a dicha

curva, entonces esta curva EN palabras mas sencillas, una funcion f de A en B es un

representa a una funcion. conjunto de pares ordenados (x, y) cuyas componentes cumplen
y una regla especifica de comportamiento, en donde x es un
— elemento de A al cual corresponde un unico valor y el cual es un
\
\ elemento de B.
X
/ Se representa:
L fiA— B
/ X —> Xfy
Esta grafica no pertenece a una A B
funcién. /L\
x y
Se denota como y = f(x)
y = f(x) se lee y en funcion de x. f — {(x’ }I)/ y = f(x)}

Donde: x es la variable independiente.

y es la variable dependiente.
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Esta grafica pertenece a una

funcion.

V=4 =2

In(—2) =?

Si no aparece ninguna de las
restricciones mencionadas se
tomara como dominio de la

funcién a R.

y = f(x) es llamada ley de asignacion, la letra f designa la
funcion, se pueden utilizar otras letras, asi: y = g(x), y = h(x),

y = p(x) entre otras.

En este texto solo se abordaran las funciones las cuales posean
una sola variable independiente, ademas las variables de trabajo

seran tomadas del conjunto de los numeros reales.

Dominio de una funcion:
Es el conjunto de pre-imagenes; es decir, los valores que puede

tomar la variable independiente x.

Rango de una relacion:
Es el conjunto de imagenes, es decir, los valores que puede

tomar la variable dependiente y.

Como los valores de las variables seran tomados de R, se tienen

que tomar en cuenta para el calculo del dominio que:

a) Raices pares de numeros negativos no existen. (Es decir,
siempre que la variable x sea parte de radicando, este tiene

que ser mayor o igual que cero).

b) La division entre el numero cero no esta permitida. (Es decir,
siempre que la variable x sea parte de el denominador en un

cociente, este tiene que ser diferente de cero).
c) Logaritmo de numeros menores o iguales que cero no existe.

(Es decir, siempre que la variable x sea parte del argumento

de un logaritmo, este tiene que ser mayor que cero).
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S~

Esta grafica no pertenece a una

funcion.

Ejemplo 2.1

Calcular el dominio de f(x) = ¥Y7x* + 2x — 1.

Solucion:

Como la raiz es impar, no hay un cociente donde x esté en el
denominado y tampoco hay un logaritmo, el dominio de la funcién

Ejemplo 2.2

Calcular el dominio de f(x) = Vx2 —9.

Solucion

Como la raiz es par y la variable independiente x esta en el
radicando, este tiene que ser mayor o igual a cero, es decir.
x2—-9>0

La cual resulta ser una inecuacion cuadratica la cual hay que
resolver, donde la solucién de dicha desigualdad cera el dominio
de la funcion.

x2—9>0
(x=3)(x+3)=0
Conx=3 yx=-3

—00 -3 3 +o

CEO - @& ~+
(x+3) - (] + +
(x—3)(x+3) T = T

Es decir que el dominio de f es: Dy = (—o0,—3] U [3, +0).
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Ejemplo 2.3

Calcular el dominio de f(x) = v2x — 1.

Solucion

Como la raiz es par y la variable independiente x esta en el

radicando, este tiene que ser mayor o igual a cero, es decir.
2x—12=20

La cual resulta una inecuacion lineal, la cual hay que resolver,

donde la solucidn de dicha desigualdad cera el dominio de la

funcion.

Es decir que el dominio de f es: Dy = [1/2, +).

Ejemplo 2.4

2X
3x—1"

Calcular el dominio de f(x) =

Solucion

Como hay un cociente y la variable independiente x aparece en
el denominador este tiene que ser diferente de cero, es decir.
3x—1+0
De donde lo que se tiene que hacer es, calcular el numero que
hace cero el denominador y excluirlo asi.
3x—1=0
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3x=1

Es decir que el dominio de f es: D = R — {1/3}.

Ejemplo 2.5

2X
x2-25"

Calcular el dominio de f(x) =

Solucion

Como hay un cociente y la variable independiente x aparece en
el denominador este tiene que ser diferente de cero, es decir.
x>—=25+0
De donde lo que se tiene que hacer es, calcular los numeros que
hacen cero el denominador y excluirlos asi.
x>—25=0
(x=5)((x+5)=0

x=5Ax=-5
Es decir que el dominio de f es: D = R — {—5, 5}.
Ejemplo 2.6

Calcular el dominio de f(x) = j%.

Solucion

Como la raiz es par y la variable independiente x esta en el

radicando, este tiene que ser mayor o igual a cero, ademas se
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encuentra en el denominador, por tanto, tiene que ser diferente
de cero asi.
x2—-9>0
La cual resulta una inecuacién cuadratica, al igual que los
ejemplos 2.2 y 2.3 de esta seccion.
x2—-9>0
(x—=3)(x+3)>0

Entoncesx =3 yx = 3.

—0 -3 3 +00

-3 | - - O ]
(x+3) - O +
(x —3)(x +3) + —

Es decir que el dominio de f es: Dy = (—,—3) U (3, +).

Ejemplo 2.7

2x—1
x+4

Calcular el dominio de f(x) =

Solucion

Como la raiz es par y la variable independiente x esta en el
radicando, este tiene que ser mayor o igual a cero, es decir.

2x —1 >0

x+4
La cual resulta una inecuacion racional con x = 1/2 y x = —4.

—w 4 1/2 +oo
e - o -+
(x+4) — O +
Cx—-1Dx—-4) + -
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Es decir que el dominio de f es: Dy = (—00,—4) U [1/2, +00).

Ejemplo 2.8

Calcular el dominio de f(x) = In (Zx_l).

x+1
Solucion

Como es un logaritmo y la variable independiente x esta en el
argumento, este tiene que ser mayor a cero, es decir.

2x —1

x+1
La cual resulta una inecuacion racional con x = 1/2 y x = —1.

>0

—0 -1 1/2 +o0

(2x—1) < = = g
(x+1) - O +
2x—-1(x+1) + —

Es decir que el dominio de f es: Dy = (—o0,—1) U (1/2, +»).

2.1.2 Funcion polinémica: Definicién, dominio y rango

Un polinomio es una expresion algebraica que posee la forma

siguiente:

P(x) =a,x"+a,_1x" 1+ -+ a,x?> + a;x + a,

Doéndea, #0ya, E Rconn € N.
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Definicién 2.1: funcién polinébmica

Es una funcion cuya expresion es un polinomio asi.

f(xX) =apx™+ ap_1x™ 1+ -+ a,x? + a;x + a,
El grado de una funcién polindmica lo define la mayor potencia n,
el dominio de todas las funciones polinébmicas es R, el rango
depende segun grado y de los coeficientes.

2.1.2.1 Grado cero (funcién constante)

Son funciones polindémicas de grado cero o funciones constantes,

cuando la funcién no depende de la variable independiente x.

f(xX) =apx™+ ap_1x™ 1+ -+ a,x? + a;x + a,

De donde.

f(x) =a, con ay € R.

Graficamente f(x) = c, sé representa.

Y

R

Con dominio Dy = R y rango Ry = {c}.

144



Ejemplo 2.9

Graficar, calcular el dominio y rango de las funciones contantes

siguientes:
a) f(x)=-2
b) g(x) =3

Solucién

a) f(x)=-2 b) g(x) =3

2 o 1 2 3

Con dominio Dy = R y rango | Con dominio D, = R y rango

R = {-2}. R, = (3}.

2.1.2.2 Grado uno la linea recta (funcion lineal)

Son funciones polindbmicas de grado 1 o funciones lineales, en
las cuales la variable independiente x tiene como maxima

potencia la unidad asi.

f(xX) =apx™+ ap_1x™ 1+ -+ a,x? + a;x + a,
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Donde

f(x) =a;x+ay,conaya, €R

R d

ecordar que, para graficaruna N5 rmalmente, a, se le nombra m y a, €s b.
recta, solo son necesarios dos
puntos.

Graficamente f(x) = mx + b, sé representa.

m>0 ¥ Y m<0

/ fx)=mx+b f)|=mx+b

Con dominio Dy = R y rango Ry = R.
Ejemplo 2.10

Graficar, calcular el dominio y rango de las funciones lineales

siguientes.

a) fx)=-2x+1
b) g(x) =3x—2

Solucion
a) f(x)=-2x+1 b) gx) =3x—-2
X y X y
0 1 0 -2
2 -3 2 4
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(2.4)
(0,1) s

(x)==-2x+1 2

=2 =1 0 1 2 3

X 1

» gx) =3x+2

2 4 o

-2 =il

(2,-3) —24(0,-2)

-3

Con dominio D =R y rango | Con dominio Dy =R y rango
Rf =R. Rg = R.

2.1.2.2.1 Pendiente de una recta: Razén de cambio

Supdngase que usted es vendedor de un modelo de celular, el
cual vende a un precio de $350, si vende un celular su ingreso
sera de $350, si vende 2 su ingreso asciende a $700, cuando la
cantidad vendida aumenta de 1 a 2, el ingreso aumenta de $350
a $700.

Ahora bien, si se representa con la variable x la cantidad de
unidades vendidas y con y la variable ingreso que se obtiene de
las ventas de dichos celulares, tomando x; = 1 venta inicial y
x, = 2 venta final, se tiene que la variacion de las unidades
vendidas es:
Ax = x5 — x;

=2-1

=1
De la misma forma para la variacion del ingreso.

Ay =y, —»n
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=700 — 350

= 350
Es de tener claro que el ingreso solo varia, si la cantidad vendida
varia, con esto se puede plantear como varia el ingreso con

respecto a la variacion de la cantidad vendida, asi

Ay 350
Supdngase ahora que la cantidad vendida varia de 1 a 4 el
ingreso variara de $350 a $1400 asi.
Ax=x,—x;=4—-1=3
Ay =y, —y; = 1400 — 350 = 1050

Ay 1050

A 3 350
Si se considera que se varia de 7 a 12 las unidades vendidas, el
ingreso variara de $2450 a $4200 asi.
Ax=x,—x,=12—-7=5
Ay =y, —y; = 4200 — 2450 = 1750

Ay_ 1750_350
Ax 5

z A q . ,
Obsérvese que ﬁ se mantiene fijo, a este valor suele llamarsele

tasa de cambio y para este caso en particular seria, tasa de
cambio del ingreso con respecto a la cantidad vendida.

p
6000

4000

2000
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z A q q .,
Al observar la grafica é es el grado de inclinacion de la recta, en

P n A q
palabras mas sencillas é es la pendiente de la recta, en la cual

la cantidad vendida es la variable independiente y el ingreso seria

la variable dependiente.

Con esto, se puede encontrar la pendiente m de la recta L, dados

dos puntos P; = (x1,y1) Y P, = (x3,y,), m seraigual a:

Ay ya-n
m=-—=
Ax  x,—x;

Ejemplo 2.11

Determinar la pendiente de la recta que pasa por los puntos (3,2)
y (1,1).

Solucion

Py = (x,y1) = (11)

P, = (x2,52) = (3,2) /
3.
Entonces (3, 2)
2.
_2-1_1 (1,1)
MmM=3_172 "

. 0 1
Es decir, la pendiente de la recta es m = >
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2.1.2.2.2 Formas de la ecuacion de la recta
Recta horizontal (inclinacién cero).

Pendiente m = 0.
La funcion lineal (la linea recta), puede escribirse de diversas

formas, dependiendo de sus caracteristicas las cuales son:
=a
Y e Forma dos puntos: en esta forma, se conocen dos de los
a
puntos donde pasa la recta.
e Forma punto pendiente: en esta forma, se conoce un punto
y la pendiente de la recta.
e Forma pendiente intercepto: en esta forma, se conoce la
Recta vertical (inclinacion infinita). pendiente y él interceptd de la recta con el eje y.
Pendiente m = oo.
b e Forma general: esta forma, no, es mas, que representar
X =
cualquiera de las anteriores en forma ordenada como un
polinomio.
b

2.1.2.2.2.1 Dos puntos

La forma de la recta conociendo dos de sus puntos P; = (x,y;)

y P, = (x3,y,) es:

Y2 =Y
Yy—W» =#(x—x1)

Xy —Xq

Ejemplo 2.12

Determinar la ecuacion de la recta, que pasa por los puntos (3,2)
y (1,1).
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Ecuacion Simétrica o Candénica

La ecuacion simétrica, también

conocida como ecuacion
canonica de la linea recta, tiene

laforma:Z+2=1.
a b

Donde: a es lainterseccion de la
recta con el eje x, b es la

interseccion con el eje y.

Recordar
Y2—M1

X2 — X1

Solucion

Tomando P; = (xq,y1) = (L,1) y P, = (x3,5,) = (3,2).
Es importante aclarar que no es indispensable esta seleccion

para los puntos P, y P,.

_ :}’2—}’1(x_x)
Y= Xy — X, 1 y
2-1
y-l=g—70G-1
1
y-1=5(-1
L.
Yy=2%73
11 TR
Yy=2%75

2.1.2.2.2.2 Punto pendiente

La forma de la recta dado un punto P; = (x;,y,) y la pendiente m

es:
y =y =m(x —x;)
Ejemplo 2.13

Determinar la ecuacién de la recta que pasa por los puntos (1,1)

y pendiente m = %
Solucién
Para este caso un punto y la pendiente siguientes:
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Intercepto con el eje y es el
punto donde la recta corta al eje
y, es decir donde la coordenada

en x es cero.

(0,b)

y—b=m(x—0)
y=mx+b

P1=(x1,y1)=(1,1)ym=% y

y—y =m(x —xq)

y—1=%&—1)
1 1
y=§x—§+1
1 1
Y=2¥ 72 ;

-2

2.1.2.2.2.3 Pendiente-intercepto
La forma de la recta dada la pendiente m y él intercepté b con el
eje y es:

y=mx+b»b

Ejemplo 2.14

q . . 1
Determinar la ecuacion de la recta de pendiente m=z, Yy

. , . . 1
intercepto con el eje y igual a >
Solucién

Para este caso se tiene:

L -
m—zyb—z
y=mx+b
_1 +1 -2
y=3*73

-2
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2.1.2.2.2.4 General

La forma general de la recta es la que se representa como un
polinomio asi:
Ax+By+C=0 con4,B,C €ER

Ejemplo 2.15

Para la ecuacién de la recta del ejemplo 1.14 determinar la

ecuacion en la forma general.

Solucion

. : 1 1
La ecuacion de la recta mencionada es: y = 2 X + >

Se tiene que escribir en la forma Ax + By + C = 0.
1 1

y=§x+§

Primero se multiplica la igualdad por 2, con el objetivo de quitar
las fracciones, de forma mas general se multiplica la igualdad por
el mcm de los denominadores de las fracciones que aparezcan

en la igualdad.

2y =2 ! +2<1)
Y= <2x) 2
2y =x+1

Se trasladan todos los elementos a un solo lado de la igualdad
—x+2y—1=0.

Ejemplo 2.16

Determinar la ecuacidn general de la recta que pasa por los
puntos (3,2) y (1,5).
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Multiplicando la igualdad por 2.

Trasladando todos los
elementos a un miembro de la

igualdad.

Solucion

Para este caso, dada la informacion, primero se utiliza la

ecuacion dos puntos y luego se lleva a la forma general.

Py = (x1,71) = (32) y P, = (x3,2) = (1,5)

_ :}’2—}’1(x_x)
Y= Xy — X, 1
_5—2

y=2=7—3(-3)

y—2=i(x—3)

-2
3 9
y=—§x+§+2
3 13
y=TRT Y
2y = —3x + 13

3x+2y—13=0

2.1.2.2.3 Posicion relativa entre rectas: Paralelas, concurrentes
y perpendiculares

Cuando se trabaja con rectas no se puede dejar de lado, las
caracteristicas entre ellas (dos o mas rectas), las cuales se

realizan por medio de sus pendientes.

Supdngase que se tienen dos rectas L, y L,, en ese caso, pueden

suceder dos de las siguientes cosas:

e Se crucen en un punto (rectas concurrentes).

e No se crucen en un punto (rectas paralelas).
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Li=mx+ by

L, =myx+b,

my; X m, = —1 es equivalente a
1

my, =——.
2 m,

y=y1=mx—x)

Para el caso donde se cruzan en un punto, sucede que las
pendientes de dichas rectas son diferentes, es decir m; # m,.

Un caso especial de estas rectas es cuando el angulo formado
entre ellas es recto, es decir 90°, las cuales son llamadas rectas

perpendiculares (L, L L,).

L, A L, concurrentes L, A L, perpendiculares

A /

V1

X1

Dosrectas L, y L,, son perpendiculares sim; X m, = —1, es decir

si el producto de sus pendientes es igual a —1.
Ejemplo 2.17

Determinar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (3, —-2)

y es perpendicular a la recta y = gx — 2.

Solucion

Para este caso se conoce un punto y adema se sabe que la recta

. 2 2
es perpendiculara y = 3X— 2, de donde m; = 3 entonces m, =

1 3 ana .y q .
Rl ahora utilizando la ecuacion punto pendiente se tiene:
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3
y+2=->(x-3)
- 3.2,
Y=72%73
8 5 -
Y=72%73

Para el caso en el que las rectas no se cortan en un punto, la
caracteristica principal es que sus pendientes son iguales, es

decir m; = m,, para este caso pueden suceder dos situaciones:

e La primera es cuando él intercepto con el eje y no coincide,
es decir b, # b,, entonces L, AL,, son las llamadas
propiamente paralelas y no tienen ningun punto en comun y

la forma de representarse es L, || L.

e la segunda es cuando él intercepto con el eje y coincide, es
decir b, = b,, entonces L, AL, se denominan rectas
coincidentes y tienen infinitos puntos en comun y se

expresan como L; = L,.

L, A L, paralelas L, A L, coincidentes
L,
L,
Ly
L, /
1 b1 +* b2 b1 = b2
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Dos rectas L; y L,, son paralelas si m; = m,, es decir si sus

pendientes son iguales.
Ejemplo 2.18

Determinar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (3, —2)

2
y es paralela a larecta y = JX 2.

Solucion

Para este caso se conoce un punto y adema se sabe que la recta
2 2 2
es paralela a y = 3X— 2, de donde m; = 3 entonces m, = e

ahora utilizando la ecuaciéon punto pendiente se tiene:

2
y+2=§(x—3)

2
y=§x—2—2

2
y=§x—4

-5 -

2.1.2.2.4 Aplicaciones de la linea recta (oferta, demanda y punto

de equilibrio)
Las leyes de la oferta y la demanda son dos de las relaciones

fundamentales en cualquier analisis econdmico, ya que su

utilizan para hacer modelos de situaciones de mercado.
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b—DP

b2 —P1

_CIZ_Ch

(q—q1)

Funcién de demanda:

Las empresas utilizan esta funcion para relacionar la cantidad de
producto demandada por los consumidores, con relacion al
precio unitario al que se puede vender dicho producto. En
general, si el precio aumenta, se produce una disminucion en la
cantidad demandada del articulo, ya que no todos los
consumidores estan dispuestos a pagar un precio mayor por
adquirirlo, mientras que si el precio por unidad disminuye (es

decir, el articulo se abarata) la demanda se incrementara.

La funcién de demanda es decreciente, puesto que la cantidad

demandada disminuye al aumentar el precio.

Se puede asegurar entonces que para cada precio de un
producto existe una cantidad correspondiente de ese producto
que los consumidores quieren adquirir (demandan) en

determinado periodo.

Si el precio por unidad de un producto esta dado por p y la
cantidad demandada, correspondiente en unidades, esta dada
por q la ley que relaciona estas variables, se denomina funcion

de demanda, y se representa p = d(q).

La relacion de demanda mas simple es una del tipo lineal asi:
DT

| p=mq+ b
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En donde p es el precio por unidad del articulo ademas m y b son
constantes. La grafica de una ley de demanda se le llama curva

de demanda.

Se puede observar que el precio (p) se ha expresado en términos
de la cantidad demandada (q). Esto permite calcular el nivel de
precio en que cierta cantidad q puede venderse. La pendiente m
de la relacion de demanda es negativa.

Otro aspecto impértate a tomar en cuenta es que tanto el precio
p por unidad y la cantidad q demandada no son numeros
negativos, la grafica de la demanda solo tiene sentido en el

primer cuadrante (debe dibujarse en el primer cuadrante).
Ejemplo 2.19

En el municipio de Las Vueltas, Chalatenango la demanda de
café “el granito de oro” es de 150 libras mensuales, cuando el
precio de cada libra es de $3.5 y aumenta a 300 libras cuando el
precio es de $2.00 por libra, asumiendo que existe una relacién

lineal, encuentre la ecuacion de demanda de dicha relacion.

Solucion

Py = (q1,p1) = (150,3.5) y P, = (q,,p,) = (300,2)

35— 273> (g — 150)
P =2 =300 -150 7
~15

p —3.5=-0.01(q — 150)
p=-0.01g +1.5+ 35
p=-0.01g +5
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P Al observar el grafico se
puede concluir que si el
precio es $5.00 |la
demanda sera nula (nadie
quiere adquirir café) y la
demanda sera de 500

libras de café, si el precio

es cero (si es gratis).

0 200 400 600
q

Funcién de oferta:

Las empresas que fabrican y venden determinados productos
utilizan esta funcion para relacionar la cantidad de productos que
esta dispuesta a ofrecer en el mercado a un precio unitario
establecido. Se puede asumir que, en respuesta a distintos
precios, existe una cantidad correspondiente de productos que
los fabricantes estan dispuestos a ofrecer en el mercado en algun
periodo especifico, a mayor precio, mayor sera la cantidad de
productos que la empresa esta dispuesta a ofrecer.

La funcién de oferta es creciente, ya que, al reducirse el precio,
se reduce la cantidad ofrecida.

Esto permite asegurar qué. Si p representa el precio por unidad
y q la cantidad ofrecida correspondiente, entonces a la ley que
relaciona el precio unitario (p) y la cantidad ofertada en el
mercado (q), se la denomina funcién de oferta y a su grafica se

la conoce como grafica de oferta y se representa p = o(q).

La relacion de oferta mas simple es una del tipo lineal asi:
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Nota: el precio y la cantidad de
equilibrio solo tienen sentido

cuando no son negativas.

p=mq+ b

en donde p es el precio por unidad del articulo ademas m y b son
constantes. La grafica de una ley de oferta se le llama curva de

oferta.

Ejemplo 2.20

Si el precio de un celular es de $150.00 hay disponibilidad en el
mercado de 100 celulares; cuando el precio aumenta a $250.00
hay disponibles 200. Encuentre la ecuacion de la oferta, si se

asume que existe relacion lineal entre el precio y la cantidad en

oferta.
Solucion
P, = (q1,p1) = (100,150) y 10
P, = (q2,p2) = (200,250)
250—-150
p-150= 200-100 (g —100) 100
150 = 100( 100) 50

S ~ 1007 p=q+

p=q—100+ 150

p=q+50 . |

0 50 100 q
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Al observar el grafico se puede concluir que si el precio es $50.00
la oferta sera nula, es decir, ningun comerciante esta dispuesto a

vender ningun celular.

Punto de equilibrio:

En el mercado se da un equilibrio en el punto en que la demanda
es igual ala oferta, es decir que el punto de equilibrio del mercado
es aquel en el que la curva de oferta y la de demanda se

interceptan.

En el equilibrio de mercado se le denomina precio de equilibrio a
aquel en que la oferta es igual a la demanda, es el precio en el

cual se estabiliza la relacion entre fabricantes y consumidores.

p
o(q) > d(q)
Po punto de equilibrio
d(@)]> o(q)

p =d(q)

qo q

En el grafico se observa que, si un articulo es vendido a un precio
mayor que el precio de equilibrio, entonces quedara en el
mercado un excedente no vendido y si el articulo se vende a
menor precio de equilibrio, la demanda excedera a la oferta.

En general, si el precio de cierto articulo es demasiado alto, los

consumidores no lo adquiriran, mientras si es demasiado bajo,
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los proveedores no lo venderan. En un mercado competitivo,
cuando el precio por unidad depende solo de la cantidad
demandada y la oferta, siempre existen una tendencia del precio
a ajustarse por si mismo, de modo que la cantidad demandada
por los consumidores iguale la cantidad que los proveedores
estan dispuestos a ofrecer. Para calcular, el precio de equilibrio
del mercado p, y la cantidad de equilibrio g, se resuelven las

ecuaciones de oferta y demanda simultaneamente parapy q.

Ejemplo 2.21

Cuando el precio de mercado de cierto articulo es $20.00 se
dispone de 75 articulos y la demanda es 120 articulos, si el precio
se aumente en $10.00 la oferta asiente a 125 articulos y la
demanda desciende a 80. Encontrar el punto de equilibrio

asumiendo que las funciones de oferta y demanda son lineales.

Solucion

Demanda

P, = (q1,p1) = (120,20) y
P, = (q2,p2) = (80,30)

30—-20

P—20=g0 1500~

120)
10
1% — 20 —Tm(q— 120)

1
p=—1q+30+20

__! + 50
p=—214

Oferta

P, = (q1,p1) = (75,20) y
P, = (q2,p2) = (125,30)

0-20
—75 4

p—20=
10
p—20=-5(¢=75)
1
ngq—15+20

—2q+5
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El punto de equilibrio es donde la demanda es igual a la oferta
d(q) = o(q).

Cantidad de equilibrio.

p
1 1 60 1 .
—29+50=zq+5 p=—-q+50
1 1
—Zq—gq:5—50 40 1
? 100, 25
—%q=—45 N (100, 25)
—45
1= 29,20
q =100 0 50 100 150 200 q

Precio de equilibrio.

1
p = —7(100) + 50

p=-25+50
p =25

Al interpretar el grafico se puede observar que cuando el precio
es de $5.00 nadie quiere vender y cuando el precio es de $50.00

nadie quiere comprar.
Ejemplo 2.22

Un vendedor ofrece 275 pares de zapatos deportivos a $100.00
el par, para lo cual solamente 35 personas estan interesadas en
dichos zapatos. Si el precio fuera de $50.00, habria 160 personas
interesadas en comprarlos. Pero el vendedor guarda sus zapatos

y no esta dispuesto a vender. Encuentre el punto de equilibrio.
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Solucion

Demanda
P, = (q1,p1) = (35,100) y
P, = (q2,p2) = (160,50)

il — 50 — 100( 35)
P ~160-35 1
—50
p—100 —E(q—?)S)
2
p= —§q+14+100
2
P=-%4q + 114

Oferta
P, = (q1,p1) = (275,100) y
P, = (q2,p2) = (0,50)

50 —-100
p =100 =475 (4-275)
-50

2
=—q—50+100
p 11q +

_ 2 + 50
p_llq

El punto de equilibrio es donde la demanda es igual a la oferta

d(q) = o(q).
Cantidad de equilibrio. p
2 140
—§q+114=Eq+50 .
2 =50—-114
SCI 11q = 100 A
32 80
—z5q =64
64 60 1
1= "32/55 40
g =110

20 1

75
p=—§q+114

_ 2 + 50

(110, 70)

Precio de equilibrio.
2
p=—¢(110) + 114

p=—-44+114
p=70

100 150 200 250 300 350
q

50
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Al interpretar el grafico se observa que cuando el precio es de
$50.00 nadie quiere vender y cuando el precio es de $114.00

nadie quiere comprar.

2.1.2.3 Grado dos (Funcion cuadratica)

Las funciones polindmicas de grado 2 o funciones cuadraticas,
son aquellas en las cuales la variable independiente x tiene como

mayor exponente al 2.

f(xX) =apx™+ ap_1x™ 1+ -+ a,x? + a;x + a,

Donde

f(x) = ayx?+ a;x + ag con ag,a;,a, ERya, #0

El dominio de las funciones cuadraticas es R, el rango depende

de la forma de la funcion.

2.1.2.3.1 Ecuacion de la parabola y representacion Grafica.

Las ecuaciones que mas se utilizan para representar a la funcién

cuadratica por lo general son dos.

e Forma general Ax?> + Bx + Cy + D = 0.
e Ecuacién ordinaria o candnica (x —h)? = —4p(y — k) con

vértice (h, k) y se abre hacia abajo o hacia arriba.

Para la ecuacion ordinaria se tomara una variante y se
generalizara de la forma, y — k = a(x — h)? donde (h, k) siempre
sera el vértice, se abre hacia abajo si a < 0 y hacia arriba en el

caso que a > 0.
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Graficamente f(x) —k =a(x —h)? o f(x) =alx—h)?>+k, sé

representa.
1_ N2 a<o0
)|=alx—h)*+k Vb k)
La forma mas basica de la
parabola es f(x)=x2 con
vértice en el origen.
V(h, k)
. — f(x)-= al(x—h)*+k
a>0

El rango de la funcion cuadratica depende del signo de a, si es

positivo (el grafico se abre hacia arriba) en ese caso el rango sera

desde la coordenada en y del vértice hacia mas infinito, es decir
Ry = [k, +0), caso contrario, si es negativo (el grafico se abre
fl) =—x* hacia abajo) en ese caso el rango sera desde menos infinito

hasta la coordenada en y del vértice es decir Ry = (—, k].

Algoritmo para transformar una ecuacion en forma general a

ordinaria:

1. Los elementos que contienen a la variable x se dejan en un

solo lado de la igualdad, por lo general en el lado izquierdo y

los que no la contienen al otro.

Ax*+Bx+Cy+D =0
Ax*+Bx=—-Cy—D

2. Se divide la igualdad entre el coeficiente de x?2, es decir A.
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2 2
() =) =im

A
Tener presente que a = —7, no

significa que dicho resultado
sera negativo depende de los
valores de Ay C.

3. Se completa el cuadrado, sumando en ambos lados de la

igualdad la mitad del coeficiente de la variable x elevado al
cuadrado.

,, B B __C D B
AT a2 T T Y T A T e

4. El lado izquierdo se escribe como un cuadrado perfecto y el
lado derecho se extrae factor comun.

( N B)Z _c +D B2
*T2a) T A\’ T 2ac
5. Se despeja la variable y.
c( D B2\ ML
a\Y T " 2ac) T <x ZA)

+D B2 _A<+B)2
YTCc 2ac)” " c\* 22

B)Z B2 D

24) Taac ¢

A (B)2+B2 D
y=-c\* 24 4AC C

f(x)=alx—h)?*+k

B2 D

Esdecir a=—-2 h=—-Z2yk=2__2
C 2A

T 44ac C

Ejemplo 2.23

Para la ecuacion general de la parabola 2x? + 12x — 5y + 23 = 0,

encontrar la ecuacion ordinaria, veértice, dominio, rango y graficar.
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Solucion

paraestecasoA=2,B=12,C=-5y D = 23.

Entonces
A 2 2
=TT TS5
B 12 12
h = ——=-3

240 2 4

LB D_ (2 23
C4AC € 42)(=5) -5

La ecuacion ordinaria sera:
f(x)=alx—h)?*+k

f(x) =§(x+?>)2 +1

V(-3,1)

Vértice (h, k) = (—3,1) 5 4 -2 0

Ejemplo 2.24

Dada la ecuacion general de una parabola 2x? — 7x + 4y = 0,

encontrar la ecuacion ordinaria, vértice, dominio, rango y graficar.

Solucion

ParaestecasoA=2,B=-7,C=4yD =0.
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Nota hacer uso del resultado es
opcional, se puede desarrollar
todo el algoritmo si se desea.

Entonces

A 2 1
TTCcT T2
B -7 7
h=-o2==3 =3~ 175
B2 D (-=7)% 0
THCTC 4@ 4 e
2
49
= -~ 153

-2 2 4

La ecuacioén ordinaria sera:
f(x)=alx—h)?*+k

-2

o=ty [
49
32
Vértice (h, k) = (Z ﬂ)

4’32

R < 49]
=|—00,—
s ’32

Ejemplo 2.25

Dada la ecuacién general de la parabola 4x%—2y+5=0,

encontrar la ecuacion ordinaria, vértice, dominio, rango y graficar.
Solucién

para estecasoA=4,B=0,C=—-2yD =5.

Entonces
B A B 4 _
“ETT T T =2
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B 0

h=—5r=—505="
el B @ §
4ACT C 2®(2) -2
—042=2
2 2

La ecuacion ordinaria sera:

f(x)=alx—h)?*+k
FG) = 260~ 0)2 + 2
f(x) = 2x? +;
Vértice (h, k) = (0, ;)
5
B = [E' +°°) R R

Grado tres (Funcién cubica)

Las funciones polinébmicas de grado 3 o funciones cubicas, son
aquellas en las cuales la variable independiente x tiene como

mayor exponente al tres.
f(xX) =apx™+ ap_1x™ 1+ -+ a,x? + a;x + a,
Donde
f(x) = azx®+ ayx? + a;x + ag con ay,a,,a,,a3; ERyaz # 0
El dominio y rango de las funciones cubicas es R.

La forma mas simple de la funcion cubica es:

f(x)=alx—h)2+k
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Para la funcion f(x) del ejemplo
2.26 el punto de inflexion es
(h,k) = (0,1), ademas:

x Yy
-1 -1
1 3

Para la funcion g(x) del ejemplo
2.26 el punto de inflexion es
(h,k) = (0,-3), ademas:

x y
—1 -2
1 —4

Donde el punto (h, k) es llamado punto de inflexién, ademas si

a > 0 la funcion es creciente y si a < 0 la funcidon es decreciente.

Asi:

£OO = alx - h)® + &

Ejemplo 2.26

I(h, k)

1

_f(x) =alx—h)3+k

I(h, k)

Dadas las funciones cubicas f(x) =2x3+1y g(x) =—x3-3

graficar indicando dominio y rango.

Solucion

a) f(x) =2x3+1

3 o

2 4

flx)=2x3+1

(1. 3)

Con dominio D = R y rango

Con dominio D, = R y rango

R, =R.
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La composicion de funciones es

asociativa.

fo(geh)=(fog)oh

La composicion de funciones no

es conmutativa.

feg#geof

El elemento neutro en las
funciones compuestas es la

funcion identidad (I(x) = x).

fol=lof=f

La funcion inversa de la
composicion de funciones f y g

es!:

(feg) =g tef?

La composicién de una funcion

con su inversa es la identidad.

foft=fTtof=1

Composicion Funciones

La composicion de funciones es util, por ejemplo, cuando se
necesita saber como un ingreso depende de una demanda, a
sabiendas de que el ingreso es igual al precio por el numero de
articulos vendidos, es decir, en palabras sencillas se sustituira la

funcién precio en la funcidn de ingreso.

La composicion es una operacion entre funciones que se
establece de la siguiente manera, dadas dos funciones g y f, se
define como la composicién de la funcion g con la funcién f, a la

funcién denotada g o f (se lee g composicion f) y se representa:

fiA — B g:-B — C
fx — xfy y — ygz

X f0) g(f ()

(g o))

En el esquema se puede apreciar que para que la composicidon

pueda realizarse Ry N D, + @.

Dgof = {x/ x € Ds; f(x) € Dy}
Dyog = {x/ x € Dg; g(x) € Dy}
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Ejemplo 2.27

Si f(x) =2x -3y g(x) =x%+ 1, obtener la funcién fogy
g ° f, graficar, identificando dominio y rango.
Solucién
Ds:R Dy:R
fog=r(gt) geof=9g(f()
=f(x*+1) =g(2x—3)
=2(x%*+1)-3 =2x—-3)2+1
=2x24+2-3 =4x2—-12x+9+1
=2x2-1 =4x%2 —12x + 10
Dfogix € Dg A g(x) € Dy Dgosix € D A f(x) € Dy
XER g(x) ER XER f(x)ER
Dfog:R Dgof:R
4
FOO = (@x—3)2+1 2
3\° ’
f(x)=4<x—§> +1 .
2
o 1 \/ 1 2
;
—1 4] 1 2 3
—2
Rfog: [—1,+00) Rgcf: [1,+00)
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Ejemplo 2.28

Si f(x)=vx+1y gk) =i, obtener la funcién fog y gof,

graficar, identificando dominio y rango.

Solucion
Dp:x = -1 Dgy:R — {0}
%0 feg=rf(gx) gef=g(fx)
_ f<l) =g(Wx+1)
X
_ 1
1 CVx+1
= |=+1
X
_ 1+ x
B X
Df.g:x € Dy A g(x) € Dy Dgopix € Dp A f(x) € Dy
R—{0} gkx)=>-1 x2-1 f(x)
1 *0
1+x>0 -—>-1
x = X Vx+1#0
1 0
-0 1 0 +o ; +12>0 x+1 #
A+x) | - + | + x = —1
x 1 - 9 + 1+x
1+x X -
i - i
X x € (—o0,—1] U (0, +0)
Dfog: (—00, —1] V) (0, +OO) Dgcf: (—1, +OO)
Rfog: [0,1) V) (1, +OO) Rg°f: (0, +OO)
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Ejemplo 2.29

Sif(x) =—V1+xyg(x)=x?—1, obtener lafuncién fogy go
f, graficar, identificando dominio y rango.

Solucion
1+x>0 Drix = -1 Dy:R
x=>-1
feg=r(9g() geof=g(f(x)
=flx* -1 =g(—V1+x)

=—J1+x2-1) = (—VI+x) -1
=—y1+x2-1 =14+x-1

= —/x? =x
Dfogix € Dy A g(x) € Dy Dgosix € D A f(x) € Dy
X €ER gx) = -1 x>-1 x€R
x2-1=-1
x>0
x €ER
Df.giR Dgopi[—1,+)
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_1.

—2 1

2 3 1 2
_3 g

-2 4

Rfog: (—OO, 0] Rgcf: (—1, +OO)

Ejemplo 2.30

Si f(x) =vV-xy g(x) =1—x?, obtener la funcién fogy gof,
graficar, identificando dominio y rango.

Solucién
1-x2<0
A-x1+x)<0 Df:OZX Dg:R
—o0 -1 1 400
a-x |+ | + @ - o — o f —
o T fea=rfle) gof=g(f@)
A-00+x — + — =f(1—x2) =g(\/—_X)
=-(1-x?) =1- (=)
=+ x2-1 =1-—(—x)
=1+4+x
Dfogix € Dg A g(x) € Dy Dgosix € D A f(x) € Dy
X ER gx)<o0 x<0 x€ER
XER 1-x?<0
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Dfog: (=00, —1] U [1, +00) Dgor: (—,0]

Rfog: [0,+00) Rg°f: (—00, 1]

Dominio de operaciones entre funciones, dadas f' y g funciones
con dominio Dy y D,, para las operaciones f + g, f —g, fg y

f/g se tiene:

e (f+9)) =f(x)+g(x) entonces Ds,, = Dy N D,.

e (f—9)&) =f(x)—g(x) entonces D;_; = Dy N D,.

e (fg)x) =f(x)gx) entonces Dy, = Dy N D,.
. (ﬁ) A entonces Dy, = Dy N D, — {g(x) = 0}.
g gx)

2.1.3 Inversa de una funciéon

Cuando se trabaja con dos o mas variables ligadas por una
relacion, como por ejemplo y = f(x), es conveniente conocer la
relacion en la variable x = g(y). Supdngase que se tiene una
funcion de demanda en la cual y =mx + b (y es el precioy x la

cantidad demandada), si se quiere saber la cantidad demandada
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No todas las funciones poseen

inversa.

Para ver si una funcién tiene
inversa vasta realizar la prueba
de la recta horizontal, es decir,
si no se logra trazar una recta
horizontal que toque dos o mas
puntos a la funcién, esta tendra

inversa (funciéon uno a uno).

Las funciones en las cuales no
se cumple que dos puntos
diferentes lleven a la misma
imagen, se llaman inyectivas o

uno a uno.

para un precio fijo x,, la solucion al problema seria sustituir el

. .y -b .
precio en la funcién x = 2=, la cual es la inversa de f(x).

m

Si se piensa en una funcion f: A -B como una maquina que
transforma los elementos de un conjunto A en elementos del
conjunto B, ¢qué pasaria si se quieren volver a su forma
original?, lo mas I6gico es imaginar que la maquina en una accion
inversa que los devuelva a su forma original. Para que esa accion
inversa esté bien definida como una funcién, g:B — A, es
necesario que no haya dos puntos distintos, x; y x, tales que
f(x1) = f(xz) =y, es decir g(y) = x; 0 g(y) = x,, de donde g
no seria funcién, ya que un valor de y lleva a dos de x.

Un esquema que representa esta situacion es el siguiente.

fiA — B ffB — A
x — xfy y — yf'x
A B
f
x y

N~

f—l
Se denota como g(y) = f~1(x).

Dada la funcion f: A — B, con ambos conjuntos no vacios, tener
presente que se esta trabajando con conjuntosen R . Siy = f(x)
entonces f~1(y) = x; Vx en el dominio de f y Vy en el dominio
de fL
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Observacion.
Df = Rf—l
Rf = Df—l

La recta identidad (I(x) = x),
funciona como un espejo para el

grafico de f(x) y su inversa.

Si f(x) es creciente, su inversa

también lo sera.

Si f(x) es decreciente, su

inversa también lo sera.

Procedimiento para encontrar la inversa de una funcién.

1. Se despeja la variable independiente (por lo general x).

2. Se sustituye la variable y = f(x) por la variable x.

3. Se sustituye la variable x por f~1(x).

Ejemplo 2.31
Determinar la inversa de la funcion f(x) = g — 4.
Solucién
_ X
f)=3-4 £10x) 1(x)
s |
fe+4=3
3(f(x) +4) =x ) 5 5
3fF(x) +12 = x _5-%
3x+12=f"1(x)
-10 1

Es decir, lainversa de f(x) es f~1(x) = 3x + 12

Dominio y rango de f y su inversa es R.

Ejemplo 2.32

Determinar la inversa de la funcién f(x) = 2x — 3.
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Solucion

f(x)=2x-3
f(x)+3=2x 2
1)
fx) 3 / /f(x)
2 27 1) |
X 3_ 1
§+§—f ) N

Es decir, lainversa de f(x) es f~1(x) = g + %

Dominio y rango de f y su inversa es R.

Ejemplo 2.33

Determinar la inversa de la funcién f(x) = x% — 2.

Solucién

En este caso la funcidn f no posee inversa en todo su dominio.

En este caso se acota(restringe) el dominio para poder obtener

su inversa.
fx)=x%2-2
fx)+2=x?

+/f(x)+2=x
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Obsérvese que se tiene 2 opciones.

Si Dyf: [0, +o0) Si Df: (=0, 0]
JFoF2=x f@TZ=x
VETZ =) ~xF2= @
f(x) f(x)
10 1 10 4
162 160
5 5 ]
()
_ 7] Van | . . .
i -5 )
Rp-1: [0, +0) Rp-1: (—o00,0]
Rf = Df—l: [_2, +OO) Rf = Df—l: [_2, +OO)

2.1.4 Funciones especiales

Una funcién especial es una funcién matematica particular, que,
por su importancia en los diversos campos, posee nombres y

designaciones establecidas.

No existe una definicién general de las mismas, las funciones que
se abordaran en este texto son: funcion seccionada, funcion valor
absoluto, funcién exponencial y funcion logaritmica, para las

cuales se analizaran su respetivo dominio y rango.
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El dominio de la funcion
seccionada es la union de los
dominios de f;.

Dy = Dy, U Dy, U--UDp,

De igual forma el rango do es la
union de los rangos de f;.

Rr =Ry URy, U--URy,

2.1.4.1 Funciodn seccionada

Algunas formas de definir la funcién seccionada o funcién
por partes son:

e Se definen por férmulas diferentes en distintas partes de

sus dominios.

e Son aquellas en la que se requiere mas de una ecuacion
para ser definida.

e Su regla de correspondencia esta dada por mas de una
expresion.

Matematicamente se representa asi:

( filx), si x < b,
fo(x), si a; < x<b,
f(x)=3 f3(x), si a, < x<b;g

fn—l(x) , St An-2 = x< bn—l

\ f(x), si Ap1 <X
Con bi < aq;.
Ejemplo 2.34

x+1, si x<0 . .
Sea f(x) = {1 —2x si x>0 graficar indicando su dominio y

rango.
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Solucion

filx)=x+1
fo(x) =1-2x

Dy = Df, U Dy,
= (—00,0) U [0, +0)
= (—o0, +0)
=R

Ry = Ry, URy,
= (—0,1) U (=, 1]
= (=0, 1]

Ejemplo 2.35

x+1, si x<0

2

. , graficar indicando su dominio y
—x*%, si x>0

Sea f(x) = {

rango.

Solucion

filx)=x+1
fz(x) = —x?

Dy = Dy, U Dy,

= R~ (0}

Ry = Rp URy, 2
= (=0,1) U (=,0)
= (~o, 1)

-3
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Ejemplo 2.36

2 si x<-—-1 ) . .
Sea ={ X, St X , graficar indicando su dominio
f®) —x? si x>1 "9 y
rango.
Solucion
fi(x) = x? 2 ]
fz(x) = —x?
1]
Df:DflUDfZ -2 -1 0 1 2
= (=00, -1) U (1, +) N
Ry = Rp, URy, a
= (1,+00) U (—0,—1)

Ejemplo 2.37

x, si x<0
Sea f(x)=4 2, si x=0, graficar indicando su dominio y
—-x, si x>0

rango.

Solucion

fiG) = x 4.
f2(x) =2 L
f3(x) = —x

Dy = Dy, U Dg, U Dy,
= (=, 0) U {0} U (0, +0)
=R

185



Ry = Ry, URp, URg,
= (—00,0) U {2} U (—00,0)

= (—,0) U {2}
Ejemplo 2.38
x?, si x < —1
Sea f(x)=4{2x, si —1<x<1, graficar indicando su
—x, Si x>1

dominio y rango.

Solucion

f1(x) = x?
f2(x) = 2x 2
f3(x) = —x

D = Dy, U Dy, U Dy, z A
= (—OO, _1) U [_111] U (17 +OO) -
=R

-2

Ry = Ry, URg, URg,
= (1,4o) U [-2,2] U (—o0,—1)
—R

2.1.4.2 Funcion valor absoluto

La funcion valor absoluto matematicamente se define como:

f(x), si fx)=0

Valor absoluto de un numero x.
_(x si x=0 |f(x)|= ,
i ={} & x<o —f(x), si f(x)<0
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El dominio de la funcidén valor absoluto es R la grafica de las
funciones valor absoluto que se trabajaran, son aquellas en las
cuales el argumento del valor absoluto es una funcién lineal, su

grafica aparenta una letra V y su forma mas practica es:
f(x)=alx—h|+k

Graficamente se representa:

f(x) =alx—h|+k a<0

P(h, k)

f(x) =alx—h|l+k

P(h, k)

a>0

Ejemplo 2.39

Sea f(x) = 2|x — 3| + 1, graficar indicando dominio y rango.
Solucién

Para graficar la funcion valor absoluto se puede realizar un
proceso similar al que se realiza con la parabola o se puede

escribir como una seccionada y luego graficar en cada dominio

establecido.
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Punto (h, k) = (3,1) X

x y 6

2 3

4 3 4

(2,3) 4, 3)
Dy:R 2
Rf:[1, +0) 30)
0 2 4 6

Transformando la funcion f en una seccionada.
fx)=2|x—-3]+1

_{ 2(x—3)+1, si x—3=0
T -2(x—-3)+1, si x—3<0

{ 2x—6+1, si x=>3
—2x+6+1, si x<3

_{ 2x =5, si x=3
S —2x+7, si x<3

filx) =2x -5
f(x)=-2x+7 X
6.
Dy = Dy, U Dy,
= [3,+%0) U (-o9,3) N
= (—o0, +)
=R
2.
Rf = Rfl U sz (3,1)
= [1,+00) U (1, +) 0 ’ 4 6
= [1, +)
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Ejemplo 2.40

Sea f(x) = —3|x + 2| — 1, graficar indicando dominio y rango.

Solucion

Punto (h, k) = (-2,-1)
4 -3 -2 -1 0
x y
-3 —4
-1 —4
D4R
Rf: (—o,1]

Transformando la funcion f en una seccionada.
fx)=-3|x+2|—-1

_{—3(x+2)—1, si x+2=0
L 3(x+2)—-1, si x+2<0

_{—3x—6—1, si x = -2
"l 3x+6-1, si x<-2

_{—3x—7, Si x = —2
~ U 3x+5, si x<-=2

f1(x) =—-3x—7 .
—4 -3 -2 —1 )
fo(x) =3x+5
(-2, -1) )
Df = Dfl U sz -2 1
= [<2,+0) U (=20, ~2) N
= (—o0, +)
=R 4 1
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Ry = R, URy,
= (=, —1] U (o0, —1)
= (=0, —1]

Ejemplo 2.41
Sea f(x) = 3|x + 3| — 2, graficar indicando dominio y rango.
Solucion

Transformando la funcion f en una seccionada.
f(x)=3|x+3] -2

_{ 3(x+3)—2, si x+3=0
" -3(x+3)—-2, si x+3<0

_{ 3x+9—-2, si x=-3
" l-3x—-9-2, si x< -3

_{ 3x+7, si x=>-3
~l=-3x—-11, si x < -3

ix)=3x+7 4
fo(x) =-3x—-11
5]
Dy = Df, U Dy,
= [=3,+0) U (=, -3)
= (=00, +0) -6 4 -2 0
=R
Y
(-3.-2)
Rr = Ry, URy,

=[—-2,+0) U (=2, +x)
= [—2,+x)
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f(O)=1
fA)=b

2.1.4.3 Funcién exponencial y Ecuaciones exponenciales

En la naturalezay en la vida social existen numerosos fenémenos
que se rigen por leyes de crecimiento exponencial. Tal sucede,
por ejemplo, en el aumento de un capital invertido a interés
continuo o en el crecimiento de las poblaciones.

Se llama funcién exponencial de base b a aquella cuya forma
genérica es f (x) = b*, siendo b un numero positivo distinto de

1, las funciones exponenciales tienen por dominio a los reales R.

Graficamente se representa:

) = b¥ 0<b<1
b>1 | |

Con rango (0,+), ademas y = 0 es una asintota horizontal y
corta al eje y en el punto (0,1).
Mas general f (x) = b* +k, y = k es una asintota horizontal,

corta al eje y en (0,k + 1) y el rango sera (k, +0).

Graficamente se representa:

FOO) = b* +k
0<b<1
Sectoqiesoen pos oo pose
b>1 FGO) =b* +k

Rango: (k, +0).
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Ejemplo 2.42

Graficar indicando dominio y rango las funciones siguientes.

a) f(x)=(1/4)" b) g(x) =e*
c) h(x)=(1/3)*+2 d) m(x)=2*-3
Solucion

El dominio de todas las funciones es: R.

a) f(x)=(1/4)* b) gkx)=e*

N 7

0 2 4 -2 0 5
Rango: (0, +0). Rango: (0, +0).
c) h(x)=(1/3)*+2 d mkx)=2*-3

2.

______ 2_&_ -2 0/2

Rango: (2, +00). Rango: (=3, +).
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(bn)m — anm

22x — (Zx)z

Ecuaciones exponenciales

Se llaman ecuaciones exponenciales a aquellas en las que la
incognita aparece como exponente. Un ejemplo de ecuacion

exponencial seria a* = b.

Para resolver estas ecuaciones se suelen utilizar dos métodos

alternativos:

Igualacion de la base: consiste en aplicar las
propiedades de las potencias para lograr que en los dos
miembros de la ecuacion aparezca una misma base
elevada a distintos exponentes: A* = AY. En tales
condiciones, la resolucion de la ecuacion proseguiria a

partir de la igualdad x = y.

Cambio de variable: consiste en sustituir todas las
potencias que aparecen en la ecuacion por potencias de
una nueva variable, convirtiendo la ecuacion original en
otra mas facil de resolver.

22X -5 x2* -6 =0
Asiendo u = 2%, se tiene u?— 5u — 6 = 0, luego se

deshace el cambio de variable.

Ejemplo 2.43

Encuentre el valor de x segun sea el caso de las siguientes

ecuaciones exponenciales.
a) 3*2=9
b) 5%* + 5**2 =26

c) 5(22*+2) — 64 = 16~
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bn+m — bn X bm

52x — (Sx)z
5x+2 = 5% x 52

=5%x 25
=25x%x5%

50

Il
N

5(22%+2) = 5(22% x 22)
=5(2%* x 4)
= 5(4 x 22%)
=20 x 2%

Solucion

a) 32=9

Igualando bases.
3*2=9
3xX—2 — 32

De donde como son bases iguales.

X—2=2
x =4

b) 5%* 4 5%+2 = 26

Primero.
52X 4+ 25x 5% —26 =0

Asiendo u = 5%.
u?+25u—-26=0
(u+26)(u—1)=0

Entoncesu = -26yu = 1.

Es decir 5* = —26 y 5* = 1.
5% = —26 no es posible.

5% =1, se cumple si x = 0.

c) 5(2%*2) — 64 = 16%

Primero.
20 X 22% — 64 = (2%%)?

Asiendo u = 2%*,
20u — 64 = u?

0 =u?—-20u+ 64
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(16)* = (2)*
— 24x

— 22x><2

— (22x)2

Las escalas de medida de la
intensidad de los terremotos
mas comunmente utilizadas son
de tipo logaritmico. Asi, la
escala de Richter utiliza una
escala logaritmica de base 10.

logyx=m=x=>b"

0= (u—-16)(u—4)
Entoncesu =16y u = 4.

Es decir 22* = 16 y 2%* = 4.

2% =16 2% =4
22x:24 22x:22
2x =4 2x =2
x=2 x=1

2.1.4.4 Funcién logaritmica y Ecuaciones Logaritmicas

Al igual que la funcidn exponencial, la funcidon logaritmica se
utiliza con mucha frecuencia en los calculos y desarrollos de las
matematicas, las ciencias naturales y las ciencias sociales. Entre
otros fines, se usa ampliamente para comprimir la escala de

medida de magnitudes cuyo crecimiento, es demasiado rapido.

Una funcién logaritmica es aquella que genéricamente se
expresa como f (x) = log, x, siendo b la base de esta funcion,
que ha de ser positiva y distinta de 1.

La funcion logaritmica es la inversa de la funcién exponencial
Graficamente se representa:
0<b<1

f(x) = log, x

b>1
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Cuando el logaritmo es base 10
(b = 10), se llama logaritmo
decimal o logaritmo comun,

no se suele escribir la base asi:

f(x) = log x.

Se llama logaritmo neperiano
(o logaritmo natural), y se
escribe: f(x) = Inx, cuando la
base es el numero irracional e
(e = 2,7182818...).

logyx=m=x=>b"

Con dominio (0, +0) y rango R, siendo x = 0 una asintota vertical
y corta al eje x en el punto (1,0).
Mas general f (x) = log,(x — h), siendo x = h una asintota

vertical, corta al eje x en (h + 1,0) y el dominio sera (h, +).

Graficamente se representa:

1
f(x) = logy(x — h)

b>1 1 f(x) =log,(x—h)

=
I
>

Con dominio (h, +0).

Ejemplo 2.44

Calcular la inversa Graficar en un mismo plano indicando dominio

y rango las funciones siguientes:

a) f(x)=log.x b) g(x) =log;/;x

c) h(x) =logyo(x —2) d) m(x) =logy/,(x +1)
Solucion

a) f(x)=log.x =Inx b) g) =log;;,x

Calculando la inversa. Calculando la inversa.

log, x = f(x) = x = ef® logy/, x = g(x) = x = (1/2)9®

fix) =e* g t(x) = (1/2)*

Dy = Rf—l: (0, +) D, = Rg—l: (0, 4+00)
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Rf - Df—l:R

c) h(x) =logio(x —2)
h(x) =logio(x — 2) = log(x — 2)

Calculando la inversa.
logio(x —2) = h(x)
= x —2=10"®

=  x=10"® 42
h~1(x) = 10* + 2

Dh = Rh—l: (2, +OO)
Rh - Dh—l:R

d) m(x) =logyu(x+1)

Calculando la inversa.
logy/a(x + 1) = m(x)

= x+1=(1/4m®

=  x=(1/4)"® -1

m1(x) =(1/4)* -1

Dy, =R,,-1:(—1,+)
Ry, =D,-1:R
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Propiedades de los logaritmos

e Logaritmo de cualquier base de 1 es igual a cero.

log,1=0

e Logaritmo base b de b es igual a uno.

log, b =1

e Logaritmo de una potencia.

log, (x¥) = ylog, x

e Logaritmo del producto.

log,(xy) = log, x + log, y

e Logaritmo del cociente.

X
log,, (;) = log, x —log, y

e (Cambio de base.

Ejemplo 2.45

Aplicando propiedades de los logaritmos, desarrolle las

siguientes expresiones.

a) log, (%) b) logb(m)
x3 Y +1)
C) 10g10 (WW) d) Ing <W>
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Solucion

a) log, (%)

log, (%) = In (%)
= In(xy) — In(3d?)
= In(x) + In(y) —(In(3) + In(d?))
= In(x) + In(y) —In(3) — 2In(d)

b) log,(3/32b)

log,(3/32b) = log,((32h)"/%)

1
= glogb(32b)

1
; =T [log,(32) + log,(b)]
32=2

1
— 5
log,(b) =1 5 [logb(z ) + 1]

= %[5 log,(2) + 1]

1
= log,(2) + A

x3
1
©) logio (mm)

x3 x3
1 1
o810 (w/y+23,/x+y> Og(w/y+23/x+y>

= 108( )163 1)
y+2)z2(x +y)3

1 1
= logx3 —log ((y +2)2(x + y)ﬁ)
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1 1
= logx3 — [log(y + 2)2 + log(x + y)3

1 1
= 3logx — Elog(y +2) — §log(x + )

x23p
1
: <7 (x + 1)) 1 (x +1)7
og, | ———==) =log
g x2/p g xzp%
1 1
= log, <(x + 1)7) — log, <x2p6)
1 , 1
= 7logp(x +1)— [logp(x ) +log, <p6)]
1 1
log,(p) =1 = 7logp(x + 1) — 2log,(x) — glogp(p)
1 1
= zlog,(x + 1) — 2log, (x) — —
7 6
Ejemplo 2.46

Aplicando propiedades de los logaritmos, desarrolle las

siguientes expresiones.

a) %loge(x) — 2log,(x) b) log,(2) —log,(x) + log,(y)

2 1
c) logyo(x) + 310810(y) +2 d) log,() - ~logy(7) =3

Solucion

a) %loge(x) — 2log,(x)

1 1
Eloge(x) —2 loge(x) = log, <x5) - loge(xz)
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X
= log, 2

= log, (
= log, <\/?)

= In <\/%)

= >lS)lw| = N
SN— ~—

b) log,(2) —log,(x) + log,(y)

log,(2) —log,(x) + log,(y) = log,(2) +log,(y) —log,(x)
= log,(2y) —log,(x)

2y
= logy (7)

2
c) log;o(x) + 510810(}’) + 2
2 2
log,0(x) + 510810(}’) + 2 =logyo(x) + logy, ()’3) + 21log40(10)
2
= log;(x) + logyo <y§) +log10(10%)
2
= logo <100xy3)

2
= 10g<100xy§)

1
d) log,() - §1ng(7) -3
1 1
log,(y) — §1ng(7) — 3 =log,(y) —log, (72) — 3log,(p)

= log,(y) — [logp (7%) + logp(p3)]
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= log,(y) — [logp (7%193)]

1
72p3

— y
= log, =

Ecuaciones logaritmicas

Cuando en una ecuacion la variable o incognita aparece como
argumento o como base de un logaritmo, se le llama ecuacién
logaritmica.

La resolucion de ecuaciones logaritmicas se basa en los
mismos procedimientos utilizados en la resolucion de las
ecuaciones habituales. Aunque no existen métodos fijos,
habitualmente se procura convertir la ecuacion logaritmica en
otra equivalente donde no aparezca ningun logaritmo. Para ello,

se ha de intentar llegar a una situacion semejante a la siguiente:

log, f(x) = log, g(x)

Entonces f(x) = g(x), se resuelve por los métodos habituales.

También puede operarse en la ecuacion logaritmica utilizando las
propiedades con el objetivo de obtener una ecuacion equivalente
del tipo: log, f(x) = m de donde se obtiene que f(x) = b™, que

si se puede resolver de la forma habitual.
Ejemplo 2.47

Encuentre el valor de x segun sea el caso de las siguientes

ecuaciones exponenciales.
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a) logs(x—3)=4
b) ~log;(x — 15) = 3log, 4 — ~log,(x — 15)

¢) 2log;(2x —2) = log; (3 +3;) +5
Solucion

a) logs(x—3)=4

logs(x —3)=4=x—-3=5*
= x=625+3
= x = 628

logyx =m=x=b"

b) ~log;(x — 15) = 3log, 4 — ~log,(x — 15)

1 3
Elog7(x —15) =3log, 4 — Elog7(x —15)

1 3
Elog7(x —15) + Elog7(x —15) = 3log, 4

2log,;(x —15) = 3log, 4
log,(x — 15)% = log, 43

= (x — 15)% = 64
(x — 15) = +/64
x—15 =18
x=48+15

x = —8+ 15 = 7 no es valida
x =8+ 15=23

c) 2log,(2x — 2) =log, (g ) +5

3 3x
2log,(2x —2) = 10g2<8+ )+5

v—\w
><

3
log,(2x — 2)% = log, ( +—
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3 3x
log,(2x — 2)% = log, <§ e

log,(2x — 2)% = log,(12 + 6x)
> (2x—2)% =12 + 6x

4x2 —8x +4 =12 + 6x

4x2 —14x -8 =0
2x>—7x—4=0

)+ log, 32

(2x — 2)2 = (2x)? — 2(2x)(2) + 22
=4x%—-8x+4

Utilizando la cuadraticax =4y x = —1/2.

Donde solo x = 4 es solucidn de la ecuacion logaritmica.

Tener presente las operaciones que se pueden realizar con las

potencias, ya que son de mucha utilidad.

e Ram=qm/m
1
® a_m = —
am
. a™ X q* = gmtn
a™ 1
° —_— = am—n =
a‘l’l an—m
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UNIVERSIDAD DE EL SALVADOR
FACULTAD DE CIENCIAS ECONOMICAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA Y ESTADISTICA
GUIA DE EJERCICIOS SOBRE FUNCIONES
MATEMATICA |

I. Evaluar en cada uno de los casos siguientes:
a) f(x)=3x—2,encontrar: f(—=2), f(0)y f(2)
b) f(x) = 2x?—3x+ 2, encontrar: f(—1), f(3/2)y f(3)

*~1 encontrar: £(=2), £(0)y f(2)

3
2—x

c) flx)=
d) f(x) =+v3x+5, encontrar: f(—3), f(—1/3)y f(4/3)
e) f(x) =+vx%+ 6, encontrar: f(—V3), f(+10)y f(/19)

Il. Determine el dominio de las funciones siguientes:

a) f(x)=3x*-5x*+7 b) f(x):ilz

c) __3—x d) f(x)=33x-2
f(x)_x2+x—20

e) o 0 feo=Vi—ix
="

g) e h) __ 3%
f0 = | [ ==
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i) 1-2x i) x*—21

=53 10 =t
k -1 | 212
R |0

lll. Determine las pendientes de las lineas que pasas por cada pareja de puntos:

a) A=(2,7)yB=(32) b) A=3,-2)yB=(7,-2)

c) A=(=32)yB=(-7,-2) d) A=(12)yB=(72)

e) A=(-3,-2)yB=(-72) f) A=(-2,-2)yB=(-22)

g) A=@35)yB=(3,-3) h) 4=(-1,-1)yB = (5,—3)

IV. Encuentre la ecuacion de la linea recta que satisfacen las condiciones de cada uno

de los casos siguientes, dibuje la grafica en cada caso:

a) Pasa porlos puntos (1,2) y (7,2)

b) Su pendiente es —2 y pasa por (2,3)

c) Pendiente 0 y pasa por el origen

d) No tiene pendiente y pasa por el origen

e) Ordenada en el origen y su pendiente es igual a 2

f) Pendiente 0 y pasa por el punto (3,-5)

206



VI.

g) No tiene pendiente y pasa por el punto (3,—5)

h) Pasa por el punto (—1,—2) y por el origen

i) Pasa por el origen y el punto (2,—-1)

j) Cortaalejexen3yalejeyen?2

Encuentre la ecuacion de la linea recta que satisfacen las condiciones de cada uno

de los ejercicios siguientes, dibuje ambas rectas en un solo plano en cada caso.

a) Pasa porlos puntos (1,2) y es paralelaalarecta3x —y =7

b) Pasa por los puntos (—1,1) y es paralela alarecta2x +y =5

c) Pasa porel punto (2,—3)yesparalelaay =5

d) Pasa por el punto (—2,7) y es paralelaa x = 3

e) Pasa por el punto (—3,2) y es paralela a la recta que pasa por (2,—2)y (3,2)

f) Pasa por el punto (—3,2) y es perpendicular a la recta que pasa por (3,—-2)y
(5'_5)

Determine si los siguientes pares de rectas son paralelas, perpendiculares o

secantes.

a) 2x—-5y—-6=0 y 5y—2x+5=0
b) 3x-2y+7=0 y 3y+2x=0
c) 3x—-3y+4=0 y 3y—2x+9=0
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d) 3x=2y+8 y 3y+2x—-5=0
€) 5x—4y=10 y 4y—-5x=6

f) 3x—-5y=10 y 10y—6x=7

VIl. Para las ecuaciones siguientes, escriba la ecuacion ordinaria de la parabola,

determine el rango y grafique.

a) x’+y=0 b) x?-y=-2

c) x>+2x—-2y=3 d x?2-2x+2y=2
e) 2x*+4x-2y=6 f) 3x2-9x+5y=5
g) y*—-8x=6 h) y2-5y+3x=5

VIil.Determine la ecuacion general, el rango y grafique las siguientes parabolas

a) x2=2(y-2) b) (x-1*=-y

c) (x—2)2=-2(y+3) d @+1*=2(+3)
e) (x+2)2=4(y-2) fy (x-3)?=-9@+5)
g) (y+2)2=-8(x+6) h) (3-2)*=5x-3)
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IX. Para las siguientes funciones calcular f + g, f —g,f *g, f/ g,luego encuentre su

dominio
a) fO)=3x+1 y gk) =2x—3
b) f(x)=2x—1 y g(x)=x?+2x
c) f(x)=3-2x y gx)=x*+2x+1
d f=x*+9 y g)=x*-9

e) f)=vx y glx)=6-+x

X. Encuentre la composicion de funciones fo gy g o f para:
a) fx)=3x+1 y gx)=2x-3
b) f(x)=2x?2—-1 y g(x)=x*+2x
c) f)=V3-2x y glx)=x>+1
d f)=22y g =x2-9

e) f=vx y gl)=6-x?
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XI. Determine la inversa de las siguientes funciones:

a) fx)=2x-7 b) f(x)=5—3x2
<) f(x)=3;x D rw=vI—2
e) f)=3Vx+2 f) fx)=+v3-4x
9) f=Yr-2-1 " -
V=

)] _2 .,
2x — 3 f)=3x7=7

Xll. Grafique y determine el dominio de las funciones siguientes:
a) fx)=12x-7|

b) 3—x|

@ =

c) f)=Ix—-1[+2

d) (X, si x<1
f(x)_{x+1, six>1

3x, si x<-—1
x2+1, six>2

®) o=

3x, si x=1
x2+1, six#1

N rw={
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e))
-]

2x—1, six<-2
Si —2<x<2

1 - 2x,

Xlll. Trace la grafica de las siguientes funciones.

? = (1)

c)

e) f(x) =2+

g) f(x)=log,(x+1)

i) f() =log(x —2)

a) 23=38

GRS

e) 452 =32

g) 167/4=2

=) -

b) f(x)=-3*
D = (3 +

f) f(x)=1logs(x)

h)  f(x) = —logs(x — 1)

i) f)=In(x-3)

-] =32
d) 4‘2_81
(5) =16

f) 8134 =27
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XV. Traslade cada expresion logaritmica a su forma exponencial

a) log100=2 b) In(e3) =3
c) log;,8=-3 d 16
) 81/2 ) logs/s <£) -2
5 = _
€) logi632 = 2 f) logys81 4

XVI. Aplicando propiedades de los logaritmos, expandir las siguientes expresiones

a) V2a2b5 b) 2 /xy3
log In
V3c3 525
log 2x d)
1/2
Jx—ykx+y)3 logs(x — 1)2(y + 2)3/5

e) In 73/xy ) logs(x + 2)53 (x — y)S

XVIl. Aplicando propiedades de los logaritmos, reducir las siguientes expresiones a un

solo argumento.

a) 2logx —3logy b) S5khx+Ilny—-3
— 2 3
c) logi5—3log;px+1 d) % Jogs a—logg b — 2
3 2
e) In2-3lna—-x+y f)y 1 3
Slogs(x — 1) — 51083(}’ +2)

2
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XVIIl.Resolver las siguientes ecuaciones logaritmicas

a) log;x =2 b) log,4=2
= 1
c) log,(2x) =4 d) log, — = —4
16
125 1 3
€) logx = -3 f) —logs(x — 2) = 3logs 2 — -logs(x — 2)
5 8 2 2
= 12x
9) 3logox =5log,7 h) log(2x +2) =2+ 10g<1 + f)
i) logs(x—3)=3 i) logs 1+ logs(x +1) —log;(2x —7) =4

XIX. Resolver las siguientes ecuaciones exponenciales

a gL b) 2¥x =4
25
c) 2%4%73 =64%71 d) <1)2x = gx+1
3
e) 5% *=125 f) 2" =128
g) 32¥—3%1l =754 h) 22 42%+8 = —12
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XX. Determine la solucién de los siguientes problemas de aplicacion.

a)

b)

d)

Cuando el precio de un libro de texto es de $20 se venden 80 ejemplares; pero cuando
el precio se incrementa a $90, solamente se logran vender 10 ejemplares. Encuentre
la ecuacidn lineal de la demanda. ¢ Cuantos libros se venderian si el precio fuera de
$407?

Cuando la entrada cuesta $5 asisten 300 personas a un cine, pero cuando la entrada
se incrementa a 10 unicamente asisten 50. Construya la ecuacion lineal de la

demanda. ¢ El cine estaria vacio si el precio de la entrada fuera de?

Una zapateria de la calle Concepcion vende mensualmente 50 pares de zapatos,
elaborados por artesanos salvadorefios, cuyo precio es de $100, pero solamente
logran vender 10 pares de calzado de fabrica, cuyo precio es de $200 el par.
Construya la ecuacion lineal de la demanda. ¢4 Cual seria la demanda si el precio del
calzado fuera de $125 el par?

Cuando el precio de la botella de aceite es de $1.9, un supermercado tiene 2 botellas
en oferta, pero cuando el precio es de $2.3 el supermercado presenta 22 botellas en
sus estantes. Construya la ecuacion de oferta lineal.  Cuantas botellas pondria en los
estantes el propietario si el precio fuera de $2.10?

El propietario de una granja avicola dispone unicamente vender 50 pollos, cuando
cada pollo se cotiza a $9, pero saca al mercado 500 pollos, cuando los pollos en
periodo navidefio, se cotizan a $18. Construya la ecuacién lineal de la oferta.
¢, Cuantos pollos pondra en el mercado el productor cuando el precio de cada pollo
sea de $15? ;A qué precio no habra oferta?
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f)

g)

h)

El punto de equilibrio de un mercado para un producto ocurre cuando el precio es de
$4.50 la unidad, en este caso se fabrican 13,500 unidades. El fabricante no hace
oferta de unidades con precio de $1.00 y los consumidores no demandan unidades a

$19.50. Obtenga la ecuacion lineal de la oferta y demanda.

En una fabrica de camas plegables de metal se compran $1,000 de hierro, $200 de
resortes. Si la fabrica vende cada armazén en $94 mientras paga $20 al obrero que
la elabora y ademas gasta $9 en materiales (soldadura, pintura, etc.) y el equivalente
a $5 de impuesto y transporte para cada una:
i. Construya la ecuacion de ingreso y costo
ii. Encuentre el punto muerto
iii. Sise venden solo 10 camas ¢ Cuanto se pierde?

iv. Si se venden solo 50 camas ¢ Cuanto se gana?

Un vendedor ofrece 220 pares de zapatos deportivos a $160 el par, pero en este caso
solamente 20 personas estan interesadas en dichos zapatos. Si el precio fuera de
$50, habria 240 personas interesadas en comprarlos. Pero en este caso el vendedor
guarda sus zapatos y no esta dispuesto a vender. Encuentre el punto de equilibrio. Si

el precio fuera de $90. ; Qué seria mayor, la oferta o la demanda?

XXI.Encuentre las intersecciones con los ejes

a) 3x-5y+7=0 b) 2x+7y—-9=0

c) x*+5x—-2y—-6=0 d) x2-3x+5y—-4=0

e) V2x+2y-5=0 ) 6-\/3y-2x=0

) x—y:2 h) 2x+y _ _3
x+4 y+x—2
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Capitulo Il

Matrices

"Las matematicas son el lenguaje que uso Dios para escribir el mundo”: Galileo Galilei
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Capitulo 3: Matrices y determinantes

James Joseph Sylvester (1814-
1897) fue un

matematico

destacado
inglés que hizo
contribuciones relevantes en

varias disciplinas algebraicas,
entre ellas a la teoria de matrices.
La denominacion “matrices” es, de
hecho, invencion suya; Sylvester
solia bromear afirmando que fue
una especie de Adan matemético,
pues cred casi tanta terminologia
matematica como debidé de crear
el primero de los hombres para
bautizar la flora y fauna del
paraiso. El fisico Edward Teller
contdé en su libro The pursuit of
simplicity, cual era, segun
Sylvester la diferencia entre
ciencia y mateméticas: La ciencia
intenta encontrar la logica y la
simplicidad en la naturaleza. Las
matematicas intentan establecer
orden y simplicidad en el
pensamiento humano. (Instituto
de Matematicas de la Universidad

de Sevilla, 2021).

3.1 Matrices

Las matrices constituyen una de las estructuras matematicas
mas simples, en cuanto a su comprension o estudio, y con un

numero mayor de aplicaciones practicas (Vincent et. al, 2020).

El matematico inglés James Joseph Silvester (1814-1897) fue
el primero que utilizo el término “matriz” en 1850. La idea era
que el término tuviera el significado de “madre de los

determinantes”.

Las matrices son una herramienta de mucha utilidad en el
estudio del algebra lineal; lo cual a su vez es de suma
importancia para expresar y resolver situaciones de la vida
cotidiana. En los negocios son muy utilizadas en la relacion
entre precio de venta o el costo de produccion de un articulo.
Se puede presentar informacién entre la relacion de precio de
venta y las cantidades vendidas, a partir de un arreglo

rectangular en filas y columnas.

En economia, a menudo resulta conveniente utilizar matrices
para formular problemas y desplegar datos (Haeusseler et. al,
2008).

3.1.1 Definicion de matrices
Antes de hablar sobre la definicion de matriz, obsérvese los
siguientes arreglos, tabla 1 y tabla 2, con la finalidad de tener

una nocion sobre la misma:
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Tabla 1

Horario de clases.

Hora Lunes Martes Miércoles Jueves Viernes

6:55-7:45 Mate. Mate. Mate.

7:50-8:40 Micro. Micro. Micro.

8:45-9:35 Intro. Intro. Intro.

9:40-10:30  Filoso. Filoso. Filoso.
Tabla 2

Planilla de empleados enero 2030.

L . Salario a
N°. Codigo Apelido Nombre Suveldo Descuento
pagar

1 0001 Garcia  Julio $600.00  $50.00 $550.00
0002 Cerdn Miguel $550.00  $100.00 $450.00
0003 Lopez Juan $800.00  $150.00 $650.00
0004 Martinez Dora $550.00 $100.00 $450.00
0005 Franco  Julia $800.00  $150.00 $650.00

o O] W N

Se puede observar que la tabla 1, es un horario de clases, y
en el caso de la tabla 2 se puede decir que se trata de una

planilla de empleados.

En ambas tablas se pueden identificar algunas caracteristicas:

e Poseen forma rectangular.
e Poseen filas y columnas.
e La informacién se encuentra en la interseccion de filas y

columnas.
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A este tipo de arreglos rectangular se les llama matrices, en
el caso de la tabla 1, hace referencia a una matriz de horario,
y en el caso de la tabla 2, a una matriz de planilla.

También se puede observar que la informacion contenida
puede ser cualitativa: asignaturas, coédigo, nombres,
apellidos, entre otros. O bien pude ser cuantitativa: sueldo,
descuento, entre otros. Esta informacién se encuentra en la
interseccion de una fila con una columna, por ejemplo, para la
tabla 2, en la fila 3 y columna sueldo se encuentra el dato de
$800.00 que para este caso se esta haciendo referencia al

sueldo de Juan en el mes de enero 2030.

Teniendo presente que las matrices pueden poseer
informacion tanto cualitativa como cuantitativa, en este texto
se trabajara con aquellas matrices cuya informacién sea
cuantitativa, ademas se definira una forma especifica para

representarlas y no sera como los formatos anteriores.

En pocas palabras una matriz es un arreglo rectangular que

contiene informacion organizada en filas y columnas.

Definicién 3.1: Matriz
Una matriz A de m xn es un arreglo rectangular de mn

numeros dispuestos en m renglones y n columnas (Grossman,

2008).
ay;; a4y e Qip
Ay, Ay azj . Qop
| I 2 : :

A=|

Ay Q- G ainl
\aml Amo Amj . amn/
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Tener presente que para

representar matrices solo se
utilizan paréntesis y corchetes, ojo
no utilizar llaves, ni barras, ya que

estas tienen oftro significado.

Paréntesis ()
Corchetes [ ]
Llaves { }

Barras | |

No confundir cuando se hace
referencia a una matriz o a uno de

sus elementos

e Matriz con letras mayusculas
e Elementos con letras

minusculas y subindices

Ejemplo 3.1

(a b)<— Fila 1
<+— Fila2

Columna 2

-2 71 <«— Fila 1
4 3| «—Fila2
6 —1]<«—Fila3

SN

Columna 1 Columna 2
Las matrices se representan con corchetes o paréntesis:

(5

7 4
-1 6

7 4
-1 6

: -2

, 0 bien [
) 3
Para nombrar una matriz se utilizan las letras mayusculas del
alfabeto; asi se puede decir, la matriz A, la matriz B, la matriz

C, entre otros.

Ejemplo 3.2
1 7 4 9 2 .
A=|6 2 8|, B=|7 4,c=(5)
5 9 3 5 7

Los elementos de una matriz se encuentran en la interseccion
de una fila con una columna y se nombran utilizando las letras
minusculas del alfabeto, colocandoles como subindice el

numero de fila y columna en que se encuentran ubicados.

a;j: donde i es el numero de la fila'y j es el numero de la

columna de la matriz a la cual pertenece.
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El orden, la dimension y el tamafio
de una matriz hacen referencia a
la misma caracteristica en una

matriz.

Ejemplo 3.3

1 2 9
Para la matriz 4 = 3 1 -6
-5 11 4

a,, = 2, ya que el numero 2 se ubica en la fila 1 y columna 2.
as; = 4, ya que el numero 4 se ubica en la fila 3 y columna 3.

a,, = 1, ya que el numero 1 se ubica en la fila 2 y columna 2.
Orden de una matriz
En una matriz A que tiene m filas y n columnas, el orden de la

matriz A, es el producto indicado del numero de filas por el

numero de columnas, es decir, m X n.

Ejemplo 3.4
2 1

a) Dadalamatriz4 = (5 6> el ordende A es 3 x 2; yaque
8 9

posee 3 filas y 2 columnas.

-5 2
7 3

posee 2 filas y 2 columnas.

b) Dalala matrizB = ( ) elorden de B es 2 X 2; yaque

Ejemplo 3.5

Sea A una matriz de orden 3 X 3, tal que a;; = —1 para i =j

y a;; =0si i# j.Escribir la matriz A.
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Solucion

e Ya que i =j esto quiere decir que todos los elementos
donde las filas coincidan con las columnas tendran el

valor de —1 es decir a,; = a,, = az3 = —1.

e Por otra parte, el resto de elementos donde las filas no
coincidan con las columnas tendran el valor de 0, es decir

Q12 = Q13 = A1 = Ap3 = A3 = a3, = 0,yaquei +#j.

-1 0 0
Obteniendo que la matriz A es: A = ( 0 -1 0>.
0 0 -1
Una matriz de orden m X n se representa de la forma siguiente:

Apyns A= (aij)mxn parai=1,2,3,...,myj=1,2,3,..,n.

a1 A1 di3 o Qap
ay1 Az Az o Qap

A= : : : . :
An1 Amz2 Am3z " Amn

Ejemplo 3.6

Segun caracteristicas del ejemplo
36setratadeunamatrizde3 2, Egeribir la matriz Bsx, tal que by; = 2i — j.
significa que posee 3 filas y 2
columnas, en forma general se
byy b12> Solucion

puede escribir B = <b21 by,
b31 b32

Calculando los valores de cada uno de sus elementos.

i by =2i—j By
1 1 21)-1=2-1=1 1
2 21)-2=2-2=0 O
2 1 22)-1=4-1=3 3
2 20)-2=4-2=2 2
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Asumiendo que A y B son matrices

de orden m X n.

3 1 23-1=6-1=5 5
2 23)-3=6—-2=4 4

2 0
Por lo tanto, la matriz B buscada es: B = (3 2>.
5 4

3.1.2 Igualdad de matrices

Dadas las matrices A y B, se dice que la matriz A es igual a la
matriz B (A = B) o viceversa, si son del mismo orden y ademas
poseen los mismos elementos en sus respectivas posiciones,

es deCIr, al] = bU para i — 1’2’3’...’m y ]: 1’2’3’..."’1_
Ejemplo 3.7

. _[—x 3 _ (2 m
Dadas las matrices A = [_2 y] yB = (n 7

valores de las variables tal que A sea igual a B.

) determinar los

Solucion

Para iniciar se debe comprobar que sean del mismo orden, lo
cual al observar dichas matrices se cumple, ya que ambas son
de orden 2 x 2.

Ahora se debe cumplir que todos sus elementos en sus

respetivas posiciones sean iguales, es decir:

a,; = b;; esdecir —x =2 = x=-2.
a,; = b, esdecir 3=m = m=3.
a,; = b,y esdecir —2=n = n=-2.

ayy = bzz es deC'r y =7.
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De donde, los valores de las variables son:

m=3, n=-2 x=-2,y=7.

Ejemplo 3.8
2x + 1 6 x 6
Dadas las matrices A =| vy z+3 yB=|2 32] .
2 3W - 5 3%x2 2 W l3x2

Encontrar los valores de las variables asumiendo que las

matrices son iguales.

Solucion

Primero se observa que las matrices poseen el mismo orden,

solo resta comparar que los elementos en sus respectivas

posiciones sean iguales.

2x+1 6 x 6
y z+3 = \2 3z]
2 3W - 5 3X2 2 W l3x2

Al igualar los elementos en sus respectivas posiciones se tiene

que:
e 2x+ 1 =x=2x—x =-1 >=>x=-1
° 6=6
° y:2

° z+3=3z:>3=3z—z:>z=§
° 2=2

° w-5=w =>3w-w =5 =w-=

De donde los valores buscados son:

L _ 3 3 5
X = Yy =2Zz=55w =7
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(mf.y1c.)=(mfilasy 1 columnas)

(4f.y1c.)=(4filasy1 columnas)

3.2 Tipos de matrices

Al estudiar las matrices se encuentra con una diversidad de
estas, es decir hay varios tipos de matrices, los cuales se
clasifican de acuerdo a su forma y tipo de elementos que las
caracterizan, a continuacién, se describe algunos tipos de
matrices los cuales son mas utilizados frecuentemente por su

aplicabilidad en el desarrollo de problemas.

Matriz Vector Fila: es aquella que esta formada por una sola

fila y cualquier numero de columnas.

Ejemplo 3.9

e Caso general (1 fila y n columnas).

A=(a11 Q2 = QAip)qyp

e Caso particular (1 fila y 3 columnas).
B = (_2 3 0)1><3

Matriz Vector columna: es aquella que esta formada por una

sola columna y cualquier numero de filas.

Ejemplo 3.10
e Casogeneral (imf.y1c.) | e Caso particular (4f.y 1 c.)
a1 V2
a=| B=|( ™
Am1/ mx1 3/ ax1
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(nf.ync.) = (nfilas y n columnas)
Matriz cuadrada de orden n X n.

(3 f.y3c.)=(3filasy 3 columnas)
Matriz cuadrada de orden 3 x 3.

Las matrices que no son

cuadrados suelen llamarse

matrices rectangulares.

En particular, si, la matriz A es de
orden 3 x 3 se puede denotar A5,
o simplemente por As.

En el ejemplo 3.12, A es matriz
cuadrada de orden n x n ademas
al menos uno de los elementos de
la diagonal principal en diferente

de cero.

Matriz cuadrada: es aquella en la cual el numero de filas es

igual al numero de columnas.

Ejemplo 3.11
e Casogeneral (nf.ync.) | e Caso particular (3f.y 3 c.)
a1 Aagp Ain 1 V3 =5
a=| 2 T am B=lo 3 -2
(n1  Qn2 Ann/ un LA €7 3x3
-1 2
C=| e 37 ; la matriz C es no cuadrada de orden 3 x 2.

3 3 /32

Observaciones:
¢ Una matriz cuadrada 4,,»,, puede denotarse simplemente
por A,.
e En una matriz cuadrada los elementos a;; donde (=

conforman la llamada diagonal principal.

Matriz Diagonal: es una matriz cuadrada en la cual todos sus
elementos son ceros, excepto al menos uno de su diagonal

principal.

Ejemplo 3.12

Caso general.

a1 0 0
a=| 9 @z ;
0 0 an/
Casos particulares.
3 0 0 0 0 0 O
St SERE
0 0 7/sxs 0 0 0 1/ 4
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EnlamatrizA del ejemplo 3.13 los
elementos de la diagonal principal
son diferentes de cero.

A1 = Qg = =0App # 0

Por lo general, la matriz Identidad
se designa con la letra “I” y el
subindice que especifica el orden.

I, es una matriz identidad de

orden n X n.

Recordar:

e Toda I,, es cuadrada.

e Toda I,, es escalar.

e Todal, cumpleque AXI = A
e [IxXA = A, siempre y

cuando estos productos puedan

efectuarse.

Matriz Escalar: es una matriz diagonal en la cual todos los

elementos de la diagonal principal son iguales.

Ejemplo 3.13

Caso general.

a1 0 0
A= 0 a:22 0
0 0 Ann/ nxn
Casos particulares.
m 0 O 5 0 0 O
B={0 = O c=(0 5 00
0 0 7/sx3 0 0 50
0 0 0 574xa

Matriz Unidad o Identidad: es una matriz diagonal en la que

todos los elementos de la diagonal principal son iguales a 1.

Ejemplo 3.14

Caso general.

1 0 0
I, = 0 1 . 0
0 O 1 %0
Casos particulares.
1 0 0 0
1 0 0
— : _[0 1 0 O
L={0 1 0] ; 14—0010
U Ve 0 0 0 1/,

Matriz Cero o Matriz Nula: es aquella matriz donde todos sus

elementos son iguales a cero.
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La matriz nula puede ser de
cualquier orden. Por lo general se
designa con la letra “0” y el

subindice que indica su orden.

Ojoque A X B = 0, no significa
qued = 0 6 B = 0,donde 0 es

la matriz nula.

A los primeros elementos distintos
de cero en cada fila de una matriz
se les conoce como elementos
distinguidos (en los ejemplos se
presentan en recuadros

sombreados).

Ejemplo 3.15

Casos generales.

Matriz cuadrada. Matriz rectangular.

0=(2 00 0) o2 0
0 0 - 0 nxn 0 0 -0 mxn

Casos particulares.

Matriz rectangular. Matriz cuadrada.

(=N e
oS OO O

02><3 = (8 8 8)2><3 04 i

o OO
o OO

4X4

Matriz Escalonada: Una matriz se encuentra en forma

escalonada si se cumplen las condiciones siguientes:

e Si posee filas donde todos sus elementos son iguales a
cero, estas aparecen al final.

e La cantidad de elementos iguales a cero situados a la
izquierda del elemento no cero

primer (elemento

distinguido), en cada fila, aumenta fila por fila.
Ejemplo 3.16

Las siguientes son matrices escalonadas:

B -1 4 0 7
A=|0 m@ -15) B=(0 0

0 0 3 0 0

/2
=2 2 0
3 o
0 0 0

0

OO ON -
(= el
\_
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Importante:
La matriz identidad es un caso
particular de matriz canénica (ver

matriz I; y I, del ejemplo 3.14).

Es importante observar que en la
transposicion de matrices los
elementos a;;, a,,,
siempre mantienen su posicion en
la matriz traspuesta. Para el
ejemplo 3.18 dichos elementos

sonia;; =1, a,, =5, az3 =4.

Recordar: (4T)T = A.

Las siguientes son ejemplos de matrices no escalonadas:

2 3
0 O
A= 0 =1
0 0

o U1 o Ul

-1 B 5 -2 2
0 B = (O 0 mx 3>
3 0 0 3 1
0

Matriz Canonica: es una matriz escalonada cuyos elementos

distinguidos son los unicos diferentes de cero en su respectiva

columna y ademas son todos iguales a 1.

Ejemplo 3.17
1

_ (0

A= 0

0

(o

c=10
0
0

Matriz Traspuesta:

oS OoOpRFE o

e ool i)

oS OO vl

S O BHO O

§’
)

es aquella matriz que resulta de

intercambiar las filas a columnas y las columnas a filas, de una

matriz dada. Se denota por AT a la traspuesta de la matriz A.

Ejemplo 3.18
Dada la matriz.

Caso general.

a11 Qg2
A1 Q3
A= 3 3

An1 Am2

Ain a1 Az Am1
fm ) St 2 Om
amn mxn aln aZn amn nxm



Caso particular.

V5 1 2 -3 4
= BT:< 3 5 —1 0)
V5 3 4 5/5,

Matriz Simétrica: es la matriz que cumple la condicion A = At.
Ejemplo 3.19
Matrices simétricas.

Caso general.

a1 Q12 - Q1p aj; Q13 0 Aam
az1 Gz - dzp A1z Az - App
A= g g 8 g = AT = g g 8 g
An1 QAnz  ° Ann/ op Ain Q2n " Qun/ op

Cona;j =ajparai=1,2,3,..,ny j=12,3,..,n.

Caso particular.
-2 5 9 -2 5 9
B=| 5 7 8 = B'=( 5 7 8

Matriz triangulas superior y matriz triangular inferior: una
matriz cuadrada es llamada matriz triangular superior (inferior)
si todos los elementos abajo (arriba) de la diagonal principal

son iguales a cero.
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Ejemplo 3.20

Triangular superior.

Caso general. Caso particular.
A1 Qi - Qg 1 2 -1
A _ O azz oe aZTl B = O 3 5
I T W 00 2

0 0 Ann nxn

Triangular inferior.

Caso general. Caso particular.
a;, O 0 2 0 0 O
_ | Q21 Q22 0 _( 0 =3 0 0
c={"% : =13 21 0
Ap1 QApz - App nxXn -1 3 75

Matriz Inversa: una matriz cuadrada A~! es llamada inversa
de otra matriz A, si se verifica que: AXA ' =A4A"1xA=1,
donde [ es la matriz unidad (identidad).

En estos casos se dice que: A™! eslainversa de 4, o bien 4

es lainversade A71.

Recuerda:

e Si una matriz es rectangular no tiene inversa.
e No todas las matrices cuadradas tienen inversa.

e Si una matriz cuadrada tiene inversa, entonces dicha

matriz es unica.

232



La suma de matrices es
conmutativa:

A+B =B+ A

La suma de matrices es
asociativa:

(A+B)+C=A4+(B+0)

La resta de matrices NO es
conmutativa:
A—-—B#B - A

3.3 Operaciones con matrices

Las matrices tienen muchos usos en matematicas y ciencias,
para la mayor parte de estas aplicaciones, es esencial poseer
un conocimiento sobre operaciones entre matrices. Al igual
que los numeros reales, las matrices pueden operarse, dentro
de las operaciones a tomar en cuenta en esta seccion estan la

suma, resta y multiplicacion.

3.3.1 Suma y resta de matrices

Para poder realizar la operacién suma o resta de matrices es
necesario que estas sean del mismo orden y se operan
elementos que ocupan las mismas posiciones en las matrices
que se estan operando, el resultado es una matriz del mismo

orden.

Sean A y B dos matrices de orden mxn, la suma o resta de

matrices se define como:

a1 Az Qan bi1 b1y 0 bin
Az1 QA2 0 Qgp by1 byy - by,
Amsn £ Bmxn = g g 3 + 5 . . .
Am1 Amz2 *° Amn bni bmz - bmn
a1 by agp £ by ayn £ b1y
az1  byy Ay by, Azn T byy
aml i bml amz i me amn i bmn

Simbodlicamente:

La matriz Cpxn = Amxn T Bmxn donde c¢;; = a;; + b;; para

i=1,23,..,myj =123,..n
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Ejemplo 3.21

Sean las matrices 4 = (4 _1) yB = (3 2) Calcular:

7 3 7 -2
oeC =A+B
eD = A — B
Solucion

Primero se verifica que ambas matrices posean el mismo
orden y en este caso ambas son de orden 2 X 2, entonces es

posible realizar las operaciones suma y resta.
o =A+B

(4 -1 3 2

- (7 3) U (7 —z)

_<4+3 —1+2)

~\7+7 3+4(-2)

- (1Z 1)

oD =A—-B
- -G )
_(4-3 —1-2
= (7—7 3 —(—2))
=0 75

Ejemplo 3.22

Encontrar la matriz A — B, si.

4 5 2
A=1-3 ¢ 0
T 6 -3

o]

Il
N
wm,l_\
S DD

o N o
N~ —
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Solucién
Cuando la operacion entre

elementos no sea un valor

concreto se puede realizar una 4 5 \/E -1 2
A—-—B=|-3 ¢ o]l—{ 2 2
6 -3 3 m

aproximacion o  simplemente
dejarse representada.
m—3~=0.14

Ejemplo 3.23

Determinar los valores de las variables, tal que la siguiente

ecuacion matricial sea verdadera:

G0 -6 %)

Solucion

Primero se realiza la operacién del lado izquierdo.

Crix ia)=6 B

b " )=G )

Por igualdad de matrices.

1=1 ‘ x—2y=-1

y+x=5 ‘ 4z =8
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Encontrando los valores de las variables.

Para z
47 = 8

8
Z=%
z=2

Para encontrar los valores de x A y, se procede a resolver el

sistema de dos ecuaciones con dos incognitas.

{x—2y=—1
y+x=5

Restando la ecuacion 1 de la 2.

xX+y= Sustituyendo y=2 en
x—2y=-1 () ecuacion 2
3y=6
_ 6 2+x=5
Y73 x=5-—2
y=2 x =3

Entonces los valores buscados son: x =3, y =2, z= 2.

3.3.2 Multiplicacion de una constante por una matriz

La multiplicacién de una matriz por un numero real diferente
de cero, siempre es posible y el resultado es una matriz con

dimensiones iguales a la matriz que se esta multiplicando.

Sean k € Ry A una matriz de orden m X n, el producto de la

constante k por la matriz A se define como:
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Para realizar el producto de una
, _ az1 Q32 Aon
constante por una matriz, la k *Amxn =k :
constante se multiplica por cada A1 Amz  *° Qmn
uno de los elementos de la matriz,
resultando una matriz del mismo
q | triz inicial ka11 ka12 et kaln
orden a la matriz inicial.
— ka21 kazz cee ka2n
ka,, kan, - kau,

Simbodlicamente:
La matriz Cpxn = k*Apnxn, donde c¢;;=kx*a; para

i=1,23,..,myj =123,..n

Ejemplo 3.24
Seak=2y A= (;L _?1)) calcular C = KA.
Solucién
C=kA
(4 -1
=2 (7 3)
_ (4(2) —1(2))
~\7(2) 32
_ (8 =2
- (14 6)
Ejemplo 3.26
3 -1
Sea la matriz A = ( 0 4>, calcular € = —3A.
-3 5
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Solucion

C=-34
3 -1
= —3( 0 4>
-3 5
3(=3) —-1(-3)
=| 0(-3) 4(-3)
—3(-3) 5(-3)

—5 3
=1 0 -—-12
9 -15

Ejemplo 3.26 (Aplicacion)

Una cadena de tiendas de electrénicos posee dos almacenes.
En noviembre las ventas de laptops (L), tablet (T) y celulares

(C) en los dos almacenes estuvieron dados por:

L T C
Almacen 1 (35 75 100)
Almacen2 ‘40 50 150

Si la gerencia establece como meta incrementar las ventas en
un 60% para el mes de diciembre sobre las ventas del mes
anterior, ¢Cual es la matriz que representa las ventas

proyectadas?

Solucion

Como la gerencia establece que las ventas aumenten en un
60% sobre las ventas del mes anterior, entonces para calcular
el 60 % de cada articulo, se debe multiplicar 0.6 por la cantidad

de cada articulo, ademas se debe sumar las ventas del mes,
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Se debe tomar en cuenta que la
variable en mencién en el ejemplo

3.27 es la matriz a encontrar.

es decir, el 100% de cada articulo, es decir 1.0, que es

equivalente a multiplicar la matriz por 1.6.

60% de las ventas + Ventas del mes = proyeccion de ventas

0.60(35 75 100)+(35 75 100):(56 120 160)

40 50 150 40 50 150 64 80 240

De igual forma.

1.60(35 75 100):(56 120 160)

40 50 150 64 80 240

Ejemplo 3.27

Encontrar la matriz A, que satisfaga la ecuacién matricial

siguiente.
4 -2 0 7 1 4
2A-3| 1 3 5)]=(-2 6 -3
-4 -1 2 2 -1 3

Solucion

Este problema sera abordado de dos formas diferentes.

Forma 1:
Se abordara resolviendo la ecuacidn como si se tratase de una

ecuacion de primer grado.

Paso 1: Se traslada a un lado de la igualdad lo que tiene

variable y al otro lado de la igualdad lo que no posee variable.

7 1 4 4 -2 0
2A=1|-2 6 —-3|+3| 1 3 5
2 -1 3 -4 -1 2
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Paso 2: Se Realizan las operaciones matriciales inmediatas.

7 1 4 12 -6 0
2A=|-2 6 3|+ 3 9 15
2 -1 3 -12 -3 6

19 -5 4
2A = 1 15 12
-10 -4 9

Paso 3: Se multiplican ambos lados de la igualdad por el

inverso multiplicativo de la constante que acompafa a la

variable (matriz A) para este caso 1/2.

1/ 19 -5 4
A== 1 15 12

2 -10 -4 9

oy
Il
|
Ul N
L
N
N o
\_—

Forma 2:
En este método primero se escribe la matriz A que debe ser de

orden 3 x 3, para poder efectuar la resta de matrices, es decir

aj; Q12 Q4g3
A=10a1 Ay Aazs

asz; dsz; dzz

que:

Se sustituye este resultado en la ecuacion y se efectuan las
operaciones de matrices indicadas asi:
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a1 Q12 di3 4 -2 0 7 1 4
2(Qz1 Az Az3 | —3| 1 3 5|]={-2 6 -3
-4 -1 2 2 -1 3

a3y d3zp; dzz

2a1; 2a4; 2043 12 —6 0 7 1 4
2a21 zazz 2a23 = 3 9 15 )= -2 6 -3
2a31 2a32 2a33 —12 —3 6 2 _1 3

2a11 - 12 2a12 + 6 2a13 7 1 4-
( 2a21 - 3 2a22 - 9 2a23 - 15> — (—2 6 _3>

2a31 + 12 2a32 + 3 2a33 - 6 2 _1 3

Por igualdad de matrices se obtienen las ecuaciones las cuales

generan los elementos de la matriz A:

2a11 - 12 — 7 2a12 + 6 — 1 2a13 — 4’
2a11 — 19 2a12 — _5 a13 — 2
19 5
11 = 5" Q2 =75
2a21 - 3 — _2 2a22 - 9 — 6 2a23 - 15 — _3
2a21 — 1 azz — 15 2a23 — 12
1 15 ay; =6
A = 2 Qzp = ) 23
2a31 + 12 — 2 2a32 + 3 — _1 2a33 - 6 — 3
2a31 — _10 2a32 — _4 2a33 — 9
= — — — 9
as; 5 a3, 2 @ =3

De donde, la matriz A buscada es:

SN~

N|©O© O
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3.3.3 Multiplicacion de matrices.

La multiplicacién de matrices con el objetivo de facilitar su
comprensioén se definira primero para matrices de orden 2 x 2

y luego se generalizara para matrices de orden m X n.

a;; Az b b .
Sean A = (a21 azz) yB = (b; b;i) dos matrices de orden

2, el producto A X B se define como:

AXB = <a11b11 +agpby; agibip + a12b22)

Az1b11 + Az2b21  Ax1byp + Azpby;

El primer elemento de A x B, se obtiene sumando los
productos de los elementos de la fila 1 de A con los elementos

de la columna 1 de B.

Es decir:
(ab),, = (fila 1de A)(columna 1 de B)

A b
= (a1 a{Z?) (b;) = ay1by; + as3byy

(ab),, = (fila 1 de A)(columna 2 de B)

_— = (b
= (a1 a{;) <b;2) = ay1by; + as2by;

(ab),; = (fila 2 de A)(columna 1 de B)

/_$ b
= (ax; a\z;) (b;) = Ap1b11 + Az2b54

(ab),, = (fila 2 de A)(columna 2 de B)

/‘& b
= (d21 a\z;) <b;§) = Qy1by1 + azzby;
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Ejemplo 3.28

Sean las matrices 4 = (1 _3) yB = (3 7), calcular:

2 5 2 —4
a) C=AXB
b) D=BXA
Solucién
a)C=AXB
¢11 = (fila 1 de A)(columna 1 de B)

= (1/—_32(3) =13)+(-3)(2) =3-6= -3

¢12 = (fila 1 de A)(columna 2 de B)

= 1/—_$( N =1+ (-3)(~4) =7 +12
= ( \)7_4 — —
=19

cy1 = (fila 2 de A)(columna 1 de B)

=(2/5§(§)=2(3)+5(2)=6+10=16

Cy, = (fila 2 de A)(columna 2 de B)

= (z/i(_Z) = 2(7) +5(—4) = 14— 20 = —6

De donde.
C=AXB

= G )
- (16 o)
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En el ejemplo 3.29 puede

observarse que la  matriz
resultante es la matriz nula, sin
embargo, las matrices que se
multiplican son ambas diferentes
de la matriz nula.

Es decir, A X B = 0 sin embargo

A+ 0AB #=0.

b)D =B XA

= )<

17

)

_( 3(1)+7(2) 3(=3) +7(5) )
2+ (DR 2(-3)+ (=D (5)
:(3+14 —9+35)

—6— 20

%6 20

Se puede notar que A X B # B X A, el producto de matrices

generalmente NO es conmutativo.

Ejemplo 3.29

Sean las matrices 4 =

Solucién
AXB = (g 8) x (g

_ (0(0) + 0(0)
—\2(0) + 0(0)

=( o)

G o)ve

0
_4)

0(0) + 0(—4)
2(0) + 0(—4)

= (0 0), calcular A x B.

0 —4

)

Siguiendo la misma idea se estudiara el producto de dos

matrices de cualquier orden.

Sean las matrices A,x, Y Bgxn, €l producto A X B podra

realizarse siempre y cuando p = q es decir siempre que el

numero de columnas de la matriz A sea igual al numero de
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Potencias
A2 =A%xA
AB=AxAxA

A*=AXAXxAxA

Matriz Involutiva
A2 =1

Matriz Nilpotente
A¥ =0
Paraun keN

Matriz I[dempotente
A2=A

filas de la matriz B y el resultado sera una matriz C de orden

mxn donde el elemento c;; es el producto de la fila i de A con

la columna j de B. Es decir:

p

cij = (fila i de A)(columna j de B) = Z Qi by

k=1

Si el nimero de columnas de la matriz A no coincide con el

nuamero de filas de la matriz B (p # q), el producto A X B no es

posible.
Ejemplo 3.30
0 -1
Sean las matrices 4 = (—3 2> yB = (
1 4
a) C=AXB
b) D=BXA
Solucion

2
1

—4

7
), calcular:

a) Recordar que para poder efectuar el producto el numero de

columnas de A debe coincidir con el numero de filas de B.

&—

Como A es de orden 3x2 y B es de orden 2x2 se cumple

que p = q = 2, lo cual significa que se puede realizar el

producto y la matriz resultante sera de orden 3x2.

C=AXB
NV R
(2 2)6 D
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Sera posible el producto B x A del
ejemplo 3.317?

02)+ (-1 0N+ (—D(-4)
= =3 +2(1) =3(7)+2(-4)
1(2) + 4(1) 1(7) + 4(—4)
0—1 0+4
=l-6+2 -21- 8>
2+4 7 —16

—1 4
= -4 —29>

6 —5

b) D = B X A, no es posible, ya que la matriz B es de orden
2x 2y lamatriz A es de orden 3 x 2, dedondep = 2y

q = 3esdecirp # q.

Ejemplo 3.31
3 1
(1 -1 5 3 2 5
SeanA—(0 3 2 _1)yB _1 o | calcular AXxB.
-2 1
Solucion

La matriz A es de orden 2 X 4 y la matriz B es de orden 4 X 2
se cumple que p = g = 4, lo que significa es que se puede

realizar el producto y la matriz resultante sera de orden 2x2.

3 1
1 -15 3| 2 s

AXB_(O 32—1) _1 2/
2 1

_ (1(3) +(—1)@2)+5(-1)+3(-2) 1(1)+(—1)(55)+52)+ 3(1))
N0 +32) +2(-D+ (-1D(-2) o) +3B)+2)+ (D)

(3—2—5—6 1—5+10+3)
0+6—-—2+2 0+15+4-1

- (_12 12)
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Nota: 0 es la matriz nula.

3.3.4 Propiedades de las operaciones con matrices.

Sean las matrices A, By C deordenm Xny «a,f € R, cuando

el orden es compatible, se cumplen las propiedades

siguientes:

1. (A+B)+C=A4+ (B+C)

2. A+0=0+A4=4

3. A+(—4)=0

4. A+B=B+A

5. AXB)XC=AX(BxC0()

6. IXA=ANAXI=A

7. (A+B)XC=AXC+BXC

8. CXx(A+B)=CxA+CXB

9. AXB=0,noimplicaqued =0vVB =0

10. AXB=AXC,noimplicaque B = C

1. (a+B)C =aC+fC

12. (aB)C = a(BC)
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Una matriz elemental es aquella
que se obtiene al realizar una
Unica operacion elemental de fila

sobre una matriz identidad.

<1 0 0) - <1 0 0)
01 0|lg o |0 0 1
0o 0 2B\ 1 0

Ojo las operaciones que se
realizan con las filas, también se

pueden realizar con las columnas.

3.4 Matrices equivalentes

Antes de poder verificar si dos o mas matrices son
equivalentes, es necesario conocer las operaciones que
pueden realizarse con las filas o columnas de una matriz, las

cuales estan sustentadas por las operaciones entre matrices.

3.4.1 Operaciones elementales entre filas.

Dada una matriz A cualquiera, se pueden realizar las

siguientes operaciones elementales entre filas:

a) Intercambiar dos filas  cualesquiera entre  si,
simbdlicamente: f; < f;.
Ejemplo 3.32
4 2 1
Enla matrizA=|-3 -1 0 |, intercambiar la fila numero 1
1 3 2
con la fila numero 3.
Solucién
4 2 1 ~ 1 3 2
A=(-3 -1 0 -3 -1 0)=B
1 32 hefi \ys 21

Se puede observar que la matriz B se obtiene a partir de la
matriz A, intercambiando la fila numero 1 con la fila nimero
3, es decir, la fila numero 1 pasa a ser la fila numero 3 y

viceversa.
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fo=(=3 -1 0)

2f,=2(=3 -1 0)
=(=3(2) -1(2) 0(2)
=(-6 -2 0)

=01 3 2)

2f; =201 3 2)
=12 32 2(2)
=2 6 4

fi+t2fs=04 2 1D+2 6 4)
=(@4+2 246 1+4)
=(6 8 5)

b) Una fila cualquiera se puede multiplicar por una constante
diferente de cero, simbdlicamente: kf; — f; ,parak € R A
k # 0.

Ejemplo 3.33
4 2 1

Enlamatriz4A=| -3 —1 0 ], intercambiar la fila numero 2
1 3 2

por la fila numero 2 multiplicada por 2.

Solucion

4 2 1 - 4 2 1
A=(-3 -1 o0 —6 -2 0]|=B
1 3 2/ 2271 1 3 2

¢) Una fila cualquiera puede ser sustituida por ella misma mas

un multiplo de otra fila, simbdlicamente: f; + kf; — fi.

Ejemplo 3.34
4 2 1

Enlamatriz4A=|—-3 —1 0 ], intercambiar la fila nimero 1
1 3 2

por la fila numero 1 mas la fila numero 3 multiplicada por 2.

Solucion

( 4 2 1 ~ 6 8 5
A=[-3 -1 0 -3 -1 0)]=B
1 3 2 h+2f3 > f 1 3 2

Esta ultima operacion elemental entre filas, se puede expresar

generalizar de la forma siguiente: kf; + If; — f; conk,l # 0;
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A~B “A es equivalente a B”

f2_3f1=(3 1)-301
=B 1D-(@
=0 7)

-2)
—6)

es decir, un multiplo de una fila cualquiera (kf; ) mas el multiplo

de otra fila (If;) puede sustituir a dicha fila (f;).

3.4.2 Matrices equivalentes.

Las matrices equivalentes son importantes para resolver
sistemas de ecuaciones utilizando matrices, calculo de
matrices inversas, calculo de determinantes, entre otros
aspectos.

Se dice que las matrices A y B son equivalentes, que se denota
A~B, si B se obtiene a partir de A mediante operaciones

elementales entre filas.

En los ejemplos 3.32, 3.33 y 3.34 se puede observar que la
matriz A~B, ya que B se obtiene de A mediante una operacion

elemental entre filas.

Ejemplo 3.35

1 -2
3 1

a la matriz 4, en su forma identidad.

Seala matriz A = ( ) determinar una matriz equivalente

Solucion

Primero se necesita que el elemento en la posicion a,; (fila 2,
columna 1) seaigual a cero, para lo cual se realiza la operacion

elemental entre filas f, — 3f; — f, asi:

(é _12) f2_3]:; - f2 ((1) _5)
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H—(=2)f, =7f1 +2f;

THi+2f, =71 -2)+2(0 7)
=7 -14+(0 14)
=@ 0

1.1
=h =507 0)

=1 0

1.1
=f, =0 10)

=0 1

Luego se necesita que el elemento en la posicion a,, (fila 1,
columna 2) sea igual cero, para esto se realiza la operacion

elemental entre filas: 7f; — (=2)f, — f; asi:
1 - ~ 7 0
o 7) 7h-cor-5 (§ 7)

Para finalizar se necesita que los elementos a,; y a,, sean

q ;1
iguales a uno, para lo cual se hara ;fl - f, para el a;;, ¥y

%fz - f, para el a,, asi:

1
7f1 - fi

(o 7)

7f2 - f2

De donde
b 0=l 9

Se puede observar que cuando se necesite lograr un cero en
una posicidn determinada de una matriz se puede hacer en
cualquier orden sin ningun inconveniente, pero si se requiere
en la columna i se toma como base la fila i, supongase que se
requiere hacer un cero en la columna 1 se toma como base la
fila 1 y se opera con la fila donde se necesite el valor que se

quiere hacer cero de la forma siguiente:

Fila donde se

_ Valor de la fila que se
necesita el cero

quiere convertir en cero

12 =3f1 = f2

Valor de la fila base,
columna del elemento a
convertir en cero

Fila base
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Luego de la misma forma para la columna 2 tomando como
base la fila 2 y operandola con la fila donde necesitamos el

valor de cero:

Valor de la fila que se
quiere convertir en cero

Fila donde se
necesita el cero

7fi— (=2)f; = f1

Valor de la fila base, ;
Fila base
columna del elemento a
convertir en cero
El esquema anterior facilita los calculos.
Ejemplo 3.36
1 2 -1

Sea la matriz 4 = 2 3 2 | determinar una matriz

-2 -1 5

equivalente a la matriz A, en su forma diagonal.

Solucion

Primero se debe recordar que la matriz diagonal es aquella
donde todos los elementos que no pertenecen a la diagonal

principal son iguales a cero.

Ahora se tiene que convertir en cero el elemento en la posicion
a,; (fila 2, columna 1), para lo cual se realiza la operacion

elemental entre filas f, — 2f; — f, asi:

=2=@ 3 2)-21 2 -1)
=2 3 2)-(2 4 -2)
=0 -1 4)
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( 1 2 —1> - ( 1 2 —1>
2 3 2| £ _9p 0 -1 4
o = fa=2h = f2 o

Convertir en cero el elemento en la posicion as; (fila 3, columna

1), para lo cual se realiza la operacion elemental entre filas

fs — (=2)fi - f; asi:

f3 - (—2)f1 = f3 + 2f1
=(-2 -1 5+21 2 -1)
=(-2 -1 55+2 4 -2)

=0 3 3)
(1 2—1> - (1 2—1>
0 -1 4] ¢ _( g ¢ [0 -1 4
o =C2)A = f O

Convertir en cero el elemento en la posicion a4, (fila 1, columna

2), para lo cual se realiza la operacion elemental entre filas

—1fi —2f; - f asi:

-1i-2f,b=—1 2 —-1)-2(0 -1 4)
=(-1 -2 1)-( -2 8)

=(-1 0 -7)
(1 2 —1> - (—1 0 -7
0 -1 4| _q1f _2f o 0 -1 4
O =2z A O

Convertir en cero el elemento en la posicion as, (fila 3, columna
2), para lo cual se realiza la operacion elemental entre filas

_1f3 - 3f2 - f3 aSll:

-1f;-3f,=—(0 3 3)-3(0 -1 4)
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=0 -3 -3)—-( -3 12)

=0 0 -15)
(—1 0 —7> _ (—1 0 —7>
0 —1 4] _qf _3£ 0 -1 4
0 3 3 fs=3fk =13 0 0 -15

Convertir en cero el elemento en la posicion a5 (fila 1, columna
3), para lo cual se realiza la operacion elemental entre filas

—15f; = (=7)f; — f; asi

—15f; — (—7)f3 =-15f1+7f3
=—-15(-1 0 -7)+7(0 0 -15)
=(15 0 105+ (0 0 -105)
=(15 0 0)

(—1 0 —7> - 15 0 0
0 -1 4| _15f — (-7 > 0 -1 4
0 el =D~ A O

Convertir en cero el elemento en la posicidn a,; (fila 2, columna
3), para lo cual se realiza la operacion elemental entre filas

—15f, —4f;, =—-15(0 -1 4)—4(0 0 -15)
=0 15 -60)—(0 0 -60)

=0 15 0)
(15 0 o> _ 15 0 0
0 -1 4] _qe5f _ar S 0 15 0
0 0 —15 o= 45 = 1 0 0 -—15

De donde
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1 2 -1 15 0 0
2 3 2]~ 0 15 0
-2 -1 5 0 0 -15

De forma general, si se necesita un cero en la posicion q;; (fila

i, columna j) se puede obtener mediante la operacion entre

filas:

Fila donde se

_ Valor de la fila que
necesita el cero

se quiere convertir
en cero

e
ﬂkfi_lfj_’fi

Valor de la fila
base, columna del
elemento a
convertir en cero

Fila base

Cuando se realizan operaciones de esta forma ya se tendra
claro por qué numero multiplicar cada una de dichas filas,
sobre esta base se ha desarrollado un algoritmo llamado
método del pivote.

3.4.3 Método del pivote para matrices.

El método del pivote para matrices es un algoritmo el cual se
fundamenta en la operacion elemental entre filas utilizado, en
el apartado anterior kf; — If; - f;, y permite obtener una
matriz equivalente a la matriz original, en su forma diagonal.

Se ilustrara para matrices de orden 2, luego en general, para

matrices de m X n.

255



Para indicar el elemento pivote se

escribe entre paréntesis.

Algoritmo del método del pivote para matrices de orden 2.

Pasos.

1. Se toma como pivote el elemento a,; (si este elemento
fuese igual a cero primero se realiza la operacion de
cambio de fila).

La fila del pivote no cambia, solo se escribe.
El otro elemento en la columna del pivote se convierte
en cero.

4. El elemento que hace falta se calcula restando los
productos cruzados comenzando por el pivote.

5. Setoma como elemento pivote el nuevo a,, y se repiten

los pasos del 2 al 4.

Ejemplo 3.37

4 -2
3 5

a la matriz A4, en su forma diagonal.

Seala matriz A = ( ) determinar una matriz equivalente

Solucion

Paso 1: Se toma el pivote a,;.

((g) —52)

Paso 2: La fila del pivote no cambia, solo se escribe.

* )

Paso 3: El otro elemento en la columna del pivote se convierte

en cero.
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Producto cruzado.
(359)-G72)

4(5)—3(=2)=20+6
=26

Producto cruzado.
(6526)~ (0 76)

26(4) — 0(—=2) =104 + 0
=104

G ™)

Paso 4: El elemento que hace falta se calcula restando los

productos cruzados comenzando por el pivote.
o 22
0 26

Paso 5: Se toma como elemento pivote el nuevo a,, y se

repiten los pasos del 2 al 4.
(0 @)
0 (26)
Paso 2: La fila del pivote no cambia, solo se escribe.

(O 26)

Paso 3: El otro elemento en la columna del pivote se

convierte en cero.

o 26)

Paso 4: El elemento que hace falta se calcula restando los

productos cruzados comenzando por el pivote.
(104 0 )
0 26
De donde:

G 5~ (5 2
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Es importante recordar que el
elemento pivote no puede ser
cero, si esto ocurre se tiene que
realizar la operacion elemental de
intercambiar la fila del pivote cero
con otra fila que se encuentre en
la parte inferior, de tal forma que el
pivote sea diferente de cero.

Ejemplo 3.38

2 =5
6 3

a la matriz A4, en su forma diagonal.

Seala matriz A = ( ) determinar una matriz equivalente

Producto
cruzado

(2243)~(05Ge)~ (5 30)

De donde

Solucion

- (702 3(6))

Al aplicar el método del pivote se pueden sintetizar pasos para

que el uso del mismo sea mas eficiente.

Algoritmo del método del pivote para matrices de orden mxn.

Los elementos pivotes seran aquellos que se encuentren en

las posiciones a,, a,,, dss,...

Pasos.

1. Se toma como primer elemento pivote a,;.
2. Lafila del pivote no cambia, solo se escribe.

3. Los demas elementos en la columna del pivote se hacen

cero.

4. En el resto de elementos se escriben todas las posibles
matrices de orden 2 que contienen: el elemento pivote, el

elemento de la posicion a calcular y los elementos que se

258



ubican en la interseccion de las filas y columnas del pivote

y el elemento a calcular.

5. Se restan los productos cruzados comenzando por el

pivote.

6. Se toma el siguiente elemento pivote y se repiten los

pasos del 2 al 5

7. El proceso termina cuando se han utilizado todos los

elementos pivotes.

Ejemplo 3.39
1 -2 3

Sea la matriz A=(2 0 7 |determinar una matriz
4 -3 9

equivalente a la matriz A, en su forma diagonal.
Solucién
Tomando el pivote a;; = 1.
/1 —2 3 \
(1 -2 3 0 |1 —2|13 1 -2 3
2 0 7]~ 2 00 12 =10 4 1
4 =39 0|1—2|13| 0 5 -3
4 =31 14 9
Tomando el pivote a,, = 4.

4 0 4 1
1 -2 3 /|_2 0 |_2 3|\ 4 0 14
( >~ 0 4 1 =(o 4 1>

0 (4) 1
4 0 0 |4 1| 0O 0 —17
5 0 5 =3

0 5 -3
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Tomando el pivote a;; = —17.

~-17 0] |-17 0
4 0 14 |14 4| 14 o| 0
(o 4 1 >~ ~17 0| -17 0| 0
0 0 (=17) 1 ol 11 4

De donde:

1 -2 3 —-68 0 0
2 0O 7|~ 0 -—-68 0
4 -3 9 0 0o -17

Recordar la estructura del producto cruzado.

Elemento de la fila de
Pivote el pivote y columna del
elemento a cambiar

|a b

c d

Elemento de Ia = t .
columna del pivote emento a cambiar
y fila del elemento a

cambiar ad — be

Cuando se han terminado los calculos para un pivote, una fila
puede ser dividida por un numero con el propésito de obtener
cantidades mas pequefias, con esto se logran facilitar los
calculos, ya que es mas facil operar cantidades pequenas que

grandes, y luego se continuara el proceso de forma normal.
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Ejemplo 3.40

-1 3 -3 2
a_(-1 5 3 -1 : :
Sea la matriz A = 2 1 -1 3 determinar una matriz
4 2 -2 5

equivalente a la matriz A, en su forma diagonal.

Solucion

Tomando el pivote a;; = —1.

= |- _1|\

(-1) 3 -3 2 =,
-1 5 3 -1\_| -
2 1 -1 37| o |2 1| |
4 2 -2 5 \ _1
o |7 ol I
-1 3 -3
_[ 0 -2 -6
0o -7 7
0 —14 14
Tomando el pivote a,, = 2.
2
0
-1 3 -3 2 |/| _1|
0 (-2 -6 3 |_| -
0 -7 7 -7 17 2 0 0
0 —14 -13 \
|14 0| |-
2 0 24
_[0 -2 -6
0 0 -56
0 0 —-112
2 0 24 -13 ~
0 -2 -6 3\ fHf
0 0 -56 351
0 0 —112 68/ 37/

S oo N

1 -3
2 —1
1

4 —2

2

3
-7

—13

|2—6

—6

=7
2

14

—13

3
35

68

=72, —6|

| 14 -13

24

|
|45|/

-
|2_3i
N,

—-13

—6 3
56 —35
—28 17
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Tomando el pivote a;; = 56.

56 0| |
B 24 2 0
2 oy (5
B by ~| -6 0|| —2|
0 0 (56) —35 ) 0 o6
0 0 —-28 17 o 0| 56 0
—28 ol =28 o
112 0 0 112
_( 0 -112 0 -42
0 0 56 —35
0 0 0 -28
mﬁ fi
112 0 0 112 1 0
0 —112 0 -42 —gfzﬁfz 0 56
0 0 56 —-35| 1 0 0
0 0 0 -28/ Zfsi=>fi \0 0
1
—f4 fa
Tomando el pivote a,, = 1.
NI
1 0 0 | 0
. ~1 |21 0| |21 56| |21 0|
vowa N 0 1 0 0
sy A s
0 0
1 0 0 0
0 56 0 0
0 0 8 0
0 0 0 1
De donde:
-1 3 -3 2 1 0 0 0
-1 5 3 —-1|_(0 5 0 0
2 1 -1 3 0 0 8 0
4 2 -2 5 0 0 0 1

—28

o

= =}
~N_

56 —35
24 -—13
|56 —35|
—-35
56 —35

17
0 1
0 21
)
0 1
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(Karl o Carl Friedrich Gauss;
Brunswick, actual Alemania, 1777
- Gotinga, id., 1855) Matematico,
fisico y astrénomo aleman. Nacido
en el seno de una familia humilde,
desde muy temprana edad Karl
Friedrich Gauss dio muestras de
una prodigiosa capacidad para las
matematicas (segun la leyenda, a
los tres afios interrumpié a su
padre cuando estaba ocupado en
la contabilidad de su negocio para
indicarle un error de calculo),
hasta el punto de ser
recomendado al duque de
Brunswick por sus profesores de
la escuela primaria. (Fernandez y

Tamaro, 2004a).

3.5 Calculo de la matriz inversa: Método de Gauss.

Como se menciond en el apartado 3.1.3 existen algunas

matrices cuadradas, las cuales cumplen la siguiente

propiedad:
AXB=I1I AN BXA=I

En este caso se dira que la matriz B es la matriz inversa de

la matriz A y viceversa.

Sea A una matriz cuadrada, si existe una matriz B tal que:
AXB=BxA=1 entonces se dice que B es la matriz

inversa de 4, y se denota por A™1.

Ejemplo 3.41

La matriz B = <1

0 . (10
0 1/2) es la inversa de la matriz 4 = ( )

0 2
ya que:

wxa=( O 2)-( Iy

xa=(p 1) 270 7)

3.5.1 Método para calcular la inversa de una matriz. (Método

de Gauss)

Este método fue desarrollado por el matematico, fisico y
astronomo aleman Karl Friedrich Gauss (1777-1855), y se

siguen los siguientes pasos:
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iiiimportante!!!

a b

Sea A=(C d

), si ad —bc # 0,

1 1 d —b
entonces A™" = ——— (_C a)'

Matriz Ortogonal
Ax AT =1=AT x A Es decir, la
transpuesta coincide con la

inversa.

A las matrices que poseen inversa
se les llama matrices regulares y
las que no poseen inversa se les

llama matrices singulares.

Si la matriz A posee inversa

también la posee su transpuesta y

1. Se forma la matriz [A : I], con A de orden n.

2. Sereduce [A : I] a la matriz equivalente [I : B]. Si esto
no es posible porque los primeros n elementos de alguna
fila se convierten en cero, entonces la matriz A no posee

inversa.

3. Si el paso dos se logra completar B sera la matriz A™1.

Ejemplo 3.42

4 -2
3 5

matriz A, de ser posible.

Sea la matriz 4 = ( ) determinar la matriz inversa a la

Solucion

4 =-2:1 O)

[A”]:(?, 5:0 1

(5 S0 D~ 263 o

(4 —2: 1 O)~(104 0:20 8)
0 (26):i-3 4 0 26i-3 4

Utilizando operaciones de filas.

1
i 2 fi
(104 0:20 8 10477 7 (1 0: 5/26 1/13)
0 26-3 4 1 0 1:-3/26 2/13
%fz - f2

De donde:

A_1:< 5/26 1/13)_216(_5 2)

—3/26 2/13) " 26
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se cumple la siguiente relacion:
(AT)—I — (A—l )T

Si Ay B son dos matrices las
cuales poseen inversa y ademas
el producto AXB es posible

entonces: (AxB) 1=B"1x A1

Ejemplo 3.43

Sea la matriz A = (2

1 -2 2

1 -2 1

matriz A, de ser posible.

Solucion
1 -2 2:1 0 0
[A:1]=1]2 0 1:0 1 0
1 -2 1:0 0 1

((1)
2
1

~
O O =

2
0
0

-2 21 0 O
0 1:0 1 0]~

-2 10 0 1

=7 2:1 0 O 4 0
4) -3-2 1 0])~(0 4

1
0
0

=

o

0 —-1i-1 0 1 0 0
1

220 2 o0\ 1 2

—3i-2 1 0) 21f1 fi (0

—4i—4 0 4 —Zhh 0

0

1: 0 1 0
4 -3:i-2 1 0]~
0 11 0 -1

I
w
I
\S}
Juy

||
B N
||
SN O
o r N

0 1>, determinar la inversa de la

0
0
4

Bl W=
~__
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De donde:

/ 1 1 1\
2 2 2 1(—2 2 2
A7l = 1 1 3 =7 1 1 -3
i1 "3 40 —4
1 0 -1
Ejemplo 3.44
1 1 2

Uy

Sea la matriz A = (2 3>, determinar la inversa de la
3 2 5

matriz A, de ser posible.

Solucion

11 211 0 O
[A:I]=(2 1 3:0 1 0

3 2 50 0 1

(1) 1 21 0 1 1 2:'1 0 O
2 1 3:i0 0O)]~({0 -1 -1:-2 1 0
3 2 50 0 1 0 -1 -1:=3 0 1

1 1 2:'1 0 O -1 0O -1:'1 -1 0
0 (-1) -—-1:i-2 o)~ 0 -1 -—-1:=-2 1 0

0 -1 -1:-3 0 1 0 0 0: 1 1 -1

= o

=

Como A es una matriz de orden 3 y se observa que los
primeros tres el elemento de la fila 3, son todos iguales a cero,
en este tipo de casos se dira que la matriz de trabajo no posee
inversa, ya que el elemento pivote que para lafila 3 tendria que

ser cero, lo cual no es posible.

266



Que un sistema de ecuaciones
lineales tenga solucion, significa
que existen valores para las
variables que satisfacen las
ecuaciones, en otras palabras,
que al sustituir dichos valores en
cada una de las ecuaciones se

obtiene una identidad.

Se puede observar que al realizar
el producto de las matrices.

Se tiene
ax +by\ _ (e)
(dx + cy) - \f

Por igualdad de matrices se tiene

{ax + by
cx + dy

3.6 Solucién de Sistema de Ecuaciones Lineales por medio de

la matriz aumentada

Las matrices pueden utilizarse para obtener la solucién de
sistemas de ecuaciones lineales, de dos o0 mas ecuaciones con
dos o mas incégnitas, para lo cual primero se representara un
sistema de ecuaciones como un producto matricial, y luego se

utilizara el método de la matriz aumentada.
3.6.1 Representacion matricial de un sistema de ecuaciones

ax + by = e
cx +dy =f

(¥)

Sea el sistema de ecuaciones { , este se puede

representar matricialmente como:
(G D6 =

X
y

b

Doénde: 4 = (‘Z d

) es la matriz de coeficientes, X = ( ) es la

e
matriz de variables y B = (f) es la matriz de términos
independientes.

{ax+by= o AX =B

e
cx +dy =f

3.6.2 Solucion de un sistema de dos ecuaciones lineales con

dos incognitas.

Algoritmo para resolver un sistema de dos ecuaciones con dos

incognitas.

1. Se forma la matriz aumentada [A : B].

2. Se determina la matriz equivalente [/ : Z].
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3- La SO|UCIén esx = Z11 N y = Z21.
Ejemplo 3.45

Resolver el sistema de ecuaciones lineales siguiente:

{3x+2y=1
5 + 7y =9

Solucion

3 2i1

Se forma la matriz [A : B] = (5 7:9

), y se aplica el método

del pivote asi:

(2 gé) - (g 121§212) - (303 101§_§§)

Utilizando operaciones de filas.

~

1
G AT
. %fz - f2 '

Por tanto, la soluciones: x = -1 A y=2.

Ejemplo 3.46: Resolver el sistema de ecuaciones lineales
siguiente:

{3x— 7y = 2
2x +5y =11

Solucion

3 =7:2

Se forma la matriz [A : B] = (2 11

), y se aplica el

método del pivote asi:
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(; _; §121) = (g ;g §229) - (807 209§23<19)

Utilizando operaciones de filas.

~

1
: reiiSudi :
(% 20020 %" " (5 1)
Efz—’fz

Por tanto, la soluciones: x =3 A y=1.

(1L}

3.6.3 Soluciéon de un sistema de “n” ecuaciones lineales con

(1L}

n” incognitas:

El algoritmo para resolver un sistema de n ecuaciones lineales
con n incognitas, basicamente es el mismo para sistemas de
dos ecuaciones lineales con dos incégnitas, con la variante

que en este caso hay mas variables.

1. Se forma la matriz aumentada [A : B].

2. Se determina la matriz equivalente [I @ Z].

3. La solucion es: x; = 241, X3 = Zy1, X3 = Z31, -+ Xn = Zp1-
Ejemplo 3.47

Resolver el sistema de ecuaciones lineales siguiente:
3x—7y—z = 8

2x +5y+z =-1
x+ y—2z=-4
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Solucion

3 -7 -—-1: 8
Se forma la matriz [A : B] = (2 5 15—1>, y se aplica el
1 1 —-2i—4
método del pivote asi:
3 -7 —-1: 8 3 -7 -1: 8
2 5 1i-1|~|0 29 5:-19
1 1 —-2i—4 0 10 -5:—20
3 -7 —-1: 8 87 0 6: 99
0 29 5:—=19 |~ 0 29 5: —19
0 10 -5:—-20 0 0 —195:—390
87 0 6 : 99\ Lg_ e (29 0 2 33
0 29 5 :-19 31 0 29 5:-19
— :—390 P2
0 0 195 _EE_)]% 0 0 1

29 0 2: 33 29 0 0: 29
0 29 5:—19)~(0 29 0:-29
0o o0 1: 2 0o o0 1: 2

Utilizando operaciones entre filas.

29 0 0: 29 1 0 0: 1
0 29 0:—29 0 1 0:i—1
0 0 1i2

1
Ef1—’f1
o2/ 1
o 0t 25k =
y==1 A z=2.

Por tanto, la soluciénes: x =1,

Ejemplo 3.48

Resolver el sistema de ecuaciones lineales siguiente:

2x— y+ z+ w= 0
—x+2y—2z—w= 0
XxX—2y+ z—2w=-2
x—y+z+ w= 5
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1: 0
5

—-1: 0
—2i—2
1:

1
-2
1
1

-1

2
-2
-1

2
-1
1
1

Se forma la matriz [A : B] =<

aplica el método del pivote asi:

Solucion

S oA Wm
—

— M
o N O

S mno o

3
0
£
0

§f1—>f1
1
fz— f3

Shaofa

6

}

2
—1:
—18i—12
2: 30

0
-3
—6

0

6 0
0 3
(O 0
0

1

S VAN W
—

co— o
omo o

Mmoo o

o OoON W
—
— M

S M- O

S mno o

Mmoo o

—15
=114
—43

3 0 0 O
0
1

S O N

o ow
omo

Mmoo

15

3
0
0 0 0 1:

0 0 0 115

N——
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0 0 0 1: 15
-5, y=-38,z=-43 A w=15.

§f2 - f

15

Utilizando operaciones de filas.
0 0 0 1

Donde, la solucioén es: x



3.6.4 Solucion de un sistema de “m” ecuaciones lineales con

(1L}

n” incognitas.

En los casos abordados hasta el momento el numero de
ecuaciones coincide con el numero de incognitas, es decir en
ambos casos la matriz de coeficientes es cuadrada.

Ahora se abordaran los casos cuando se tiene un sistema de
m ecuaciones lineales con n incégnitas, es decir, el numero de
ecuaciones no coincide con el numero de incognitas, aqui la
matriz de coeficientes no sera cuadrada, esto cambia un poco
el algoritmo de solucion de dicho sistema de ecuaciones. En
lugar de hablar de una matriz equivalente en su forma
identidad ([I : Z]) se dira en su forma escalonada ([E : Z])y

se toma el sistema de ecuaciones asociado a esta matriz.

Ejemplo 3.49

Resolver el sistema de ecuaciones lineales siguiente:

{3x— 7y +2z= 5
2x +2y+3z=10

Solucion

3 =7 2i5

Se forma la matriz [A i B] = (2 ) 3;10

), y se aplica el

método del pivote asi:

G 72 51076 20 52070 20 520

Utilizando operaciones de filas.
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~

1

(60 0 753240) @flﬁfl (1 0 5/4: 4)

0 20 5:20/ 4 0 1 1/4:1
%fz—’fz

El sistema de ecuaciones lineales asociado a esta matriz es:

FOy+oz=4 — 42
x+0y+zz= X = 22
0x + +1 =1 =1 !
xty+gz= y= 22

Es decir, el sistema tiene multiples soluciones.
Para determinar una solucién particular, se toma un valor
cualquiera para z = 4 y luego se sustituye en las dos

ecuaciones obteniendo:
5
X=4—-—z x=4-——(4)
4
=1 =1 ! 4
y=1-,2 y=1-2(4)
Para este caso, la soluciones: x =—-1, y=0 A z=4.

Para z = 0 y luego se sustituye en las dos ecuaciones
obteniendo:

5
xX=4——z x=4-——(0)
— 4

1
=1-- =1--(0
y 22 y 7 (0)
Para este caso, la soluciones: x =4, y=1 A z=0.
De esta forma se pueden calcular mas soluciones particulares.
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Si al final de realizar operaciones
entre filas el sistema asociado a la
matriz equivalente expresa una
relacion falsa, eso significa que el

sistema no tiene solucion.

Ejemplo 3.50

Resolver el sistema de ecuaciones lineales siguiente:

3x—y = 3
{Zx +2y=-1
x+ y=-2
Solucion
3 —1: 3
Se forma la matriz [A : B]=(2 2:—1], y se aplica el
1 1:—2

método del pivote asi:

3 —-1: 3 3 —-1: 3
2 2i-1)~|0 8:-9
1 1i=2 0 4:-9

3 —1: 3 24 0: 15
0 8:—9|~| 0 8 —9
0 4:-9 0 0:—36

El sistema de ecuaciones lineales asociado a esta matriz es:

Ox +8y= -9 = 8y = -9

{24x + 0y = 15 { 24x = 15
0x + 0y =-36 0+ -36

La tercera ecuacion resulta ser algo falso, en consecuencia, se
concluye que el sistema no tiene solucion.
Ejemplo 3.51

Resolver el sistema de ecuaciones lineales siguiente:

3x— y= 3
2x+2y=-1
x—3y= 2

274



Solucion

3 —1: 3
Se forma la matriz [4 | B] = (2 2;-1), y se aplica el
1 -3i 2

método del pivote asi:

3 —1: 3 3 —1: 3
2 2:-1|~|0 8:—9
1 -3 2 0 -8:9

3 —1: 3 24 0:15
0 8:—9 |~ 0 8:—9
0 -8 9 0 0: 0
El sistema de ecuaciones lineales asociado a esta matriz es:

0x +8y=-9 = 4{ 8y=-9 = {y=-9/8

{24x+0y= 15 {24x=15 {xz 5/8
Ox+0y= 0 0= 0 0=20

La tercera ecuacion resulta ser verdadera, con esto se

concluye puede concluir que este sistema tiene solucion la cual

es: x =§ Ay = —9/8.
Ejemplo 3.52

Resolver el sistema de ecuaciones lineales siguiente:

2x +5y+2z=-1

{3x—7y—z= 8
S5x —2y+ z= 7

Solucion
3 -7 -1: 8

Se forma la matriz[4 : B] =2 5 2:—1 |, y se aplica el
5 =2 1: 7

método del pivote asi:
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N
a1 N W

-7 -1: 8 3 =7 -1: 8
5 2:-1)]~(0 29 8:-19

= 1: 7 0 29 8:i—19

3 =7 —-1: 8 87 0 27: 99
0 29 8:—19 |~ 0 29 8:-19
0

29 8:—19 0 O 0: O

87 0 27: 99 ~ /29 0 9 33
0 29 8-19| 1. 29 8:-19

0
0o 0o o0 0/3 0 0 o0 O

El sistema de ecuaciones lineales asociado a esta matriz es:

( 33 -9z
29x + 0y + 9z = 33 29x = 33 —9z [X¥= —H9
{0x+29y+82=—19=>{29y=—19—82=>4 19 + 8z

0x+0y+0z= 0 0=0 [V~ "9

Lo= o
33—-9z A 19 + 8z
x = = —
29 y 29

Es decir, el sistema tiene multiples soluciones.

Determinando una solucion particular, tomando un valor para

z y sustituyéndola en las dos ecuaciones para z = 0 se tiene:

_ 33-9z _33-9(0) 33
T T )T 29 _)"7 29

1948z _ 19+8(0) 19
Y= "9 Y="""29 Y= 7729

Para este caso, la solucion es: x = 33/29, y=-19/29 A
z=0

De esta misma forma se pueden calcular mas soluciones.

276



Ejemplo 3.53
Resolver el sistema de ecuaciones lineales siguiente:

2x +5y+2z=-1

{3x—7y— z= 8
5x —2y+ z= 8

Solucion
3 =7 -—-1: 8

Se forma la matriz[4 : B] =2 5 2:—1 |, y se aplica el
5 =2 1: 8

método del pivote asi:

3 =7 -1: 8\ /3 -7 -1: 8
2 5 2i—1]~(0 29 8:i-19
5 —2 1: 8/ \o 29 8i-16

3 =7 —-1: 8 87 0 27: 99
0 29 8:—19 |~ 0 29 8:-19

0 29 8:—16 0 O 0: 87

El sistema de ecuaciones lineales asociado a esta matriz es:

Ox +29y+ 8z=-19 = {29y =-19 -8z

{87x+0y+27z= 99 {87x= 99 — 27z
Ox+0y+ 0z= 87 0+ 87

La tercera ecuacion resulta ser algo falso, en consecuencia, se

concluye que el sistema no tiene solucion.

Los sistemas de ecuaciones abordados hasta el momento, los
términos independientes son diferentes de cero, ahora se
analizaran los sistemas de ecuaciones donde todos los
términos independientes son iguales a cero, los cuales son
llamados: sistemas de ecuaciones homogéneos, y son de

laforma A x X = 0.

277



Un sistema homogéneo siempre
tiene por lo menos la solucion

trivial.

Los sistemas de ecuaciones homogéneos siempre tienen
solucion, la cual puede ser unica o infinita, todos poseen la
solucion llamada solucién trivial, la cual es: x; = 0, x, = 0,

x3=0,..., x, = 0.
Ejemplo 3.54

Resolver el sistema de ecuaciones lineales siguiente:
{Sx -7y =0
2x +5y =0

Solucion

3 =70

Se forma la matriz [A : B] = (2 £:0

), y se aplica el método

del pivote asi:
G "5~ 29:0~(5 290)

Utilizando operaciones de filas.

~

1
AT
' %fz - f2 '

Por tanto, la soluciones:x =0 A y=0.
Ejemplo 3.55

Resolver el sistema de ecuaciones lineales siguiente:

{x—?)y =0
2x—6y =0
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Solucion

1 -3:0

Se forma la matriz [A : B] = (2 —6:0

), y se aplica el método

del pivote asi:
1 —=3:0 1 —=7:0
(2 —630) (0 OSO)
El sistema de ecuaciones lineales asociado a esta matriz es:

x—=7y=0 x=7y
{Ox+0y=O:>{o:o

Es decir, el sistema tiene multiples soluciones.

Ejemplo 3.56

Resolver el sistema de ecuaciones lineales siguiente:

2x+5y+2z=0

{3x—7y— z=0
5x —2y+ z=0

Solucion

3 =7 —-1:0
[A: B]= (2 5 2;o> y aplicando el método del pivote.
5 -2 1:0

3 —7 -1:i0\ /3 -7 -1:0
5 2:0|~(0 29 80
5 —2 1i0/ \o 29 80

-7 —-1: 8 87 0 27:0
29 8:—19 |~ 0 29 8:0

29 8:—19 0 O 0:0

N

N
O O W
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(87 0 27so> L (29 0 9so>
0 29 8] L, 0 29 8
0 0 00 3h=h 0 0 00

El sistema de ecuaciones lineales asociado a esta matriz es:

( 9z
29x+ 0y +9z =0 29x = —9z [*= ~59
{0x+29y+8z=0:>{29y=—8z =>{ 8z
Ox+ 0y+0z=0 0=0 Y= 729

Lo=o0

9z 8z
=T NV

Es decir, el sistema tiene multiples soluciones.

Determinando una solucion particular, tomando un valor para

z y sustituyéndola en las dos ecuaciones para z = 29 se tiene:

9z 9(29)
X= —— X= ———
29 29 x= -9
_ 8z ) 8(29) :>{y = -8
Y="729 Y= "9

Para este caso, la soluciones: x = -9, y=-8 A z=29.

De esta misma forma se pueden calcular mas soluciones

particulares.

Ejemplo 3.57

Resolver el sistema de ecuaciones lineales siguiente:

2x+3y— z= 0
3x+2y+2z=0
—3x—-2y+2z= 0
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Solucion

2 3 —1:0
Se forma la matriz [A : B] = ( 3 2 2;0), y se aplica el
-3 =2 2:0

método del pivote asi:

23 -1:0\ /2 -3 -1:0
( 3 2 2;o>~(o -5 7so>
-3 —2 200/ \o 5 1i0
2 -3 —-1:0\ /-10 0 26:0
(o -5 750>~( 0 -5 8;0)
0 5 1i0 0 0 —40i0

-10 O 0:0 —400 0 0:0
0 -5 0:0 |~ 0 -200 0:0
0 —40:0

0 40: 0 0 —40:0

(—400 0 0;0> _@fl_)fl (1 0 0;0>

0 —200 0:0) _1, | 0 1 00

0 0 —40:0 zlof2 f2 0 0 1:0
_Ef3—’f3

De donde, la solucion del sistema es la trivial: x =0, y =0 A
z=0.

3.7 aplicacién de matrices

Como se mencion6d al inicio del capitulo, las matrices
constituyen una de las estructuras matematicas mas simples,
en cuanto a su comprensién o estudio, por ende, con ellas se
puede organizar informacion de forma mas sencilla, por lo cual
se puede resolver problemas de aplicacion, los cuales se
pueden resolver de forma directa planteando matrices o
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F: tipo familiar

I: tipo individual

N: modelo bdsico
M: modelo médium
P: modelo premium
T: tornillo

E: esponja

planteando sistemas de ecuaciones y resolviéndolos por
medio de la matriz aumentada, el texto se enfocara en los

problemas que se resuelven de forma directa.

Ejemplo 3.58

La carpinteria de José fabrica tres modelos de camas basicas,
médium y premium en tamafos individual y familiar, producen
cada mes 10 camas familiares y 80 individuales de tipo normal,
80 familiares y 60 individuales del tipo médium y 40 familiares
y 60 individuales del tipo premium. Cada cama de tipo familiar
utiliza 20 tornillos y 25 kg de esponja, las individuales llevan 15
tornillos y 15 kg de esponja en cualquiera de los tres modelos

de cama.

a) Representar la informacion en dos matrices.
b) Encontrar una matriz que represente la cantidad de
tornillos y de esponja que se necesita mensualmente

para la produccion de los modelos de cama.

Solucion
a) F I T E
A—N 10 80 B=F(20 25)
— M|{80 60 ] \15 15
P\40 60

a) Para este caso el producto A X B es valido, pero no
basta solo con que se puedan multiplicar las matrices
ademas de esto se tiene que analizar si dicho producto
tiene sentido, es decir los elementos de las columnas
de la matriz A tienen que hacer referencia a los

elementos de las filas de la matriz B, lo cual se cumple.
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10(20) + 80(15) = 1400
10(25) + 80(15) = 12410

80(20) + 60(15) = 2500
80(25) + 60(15) = 11120

40(20) + 60(15) = 9815
40(25) + 60(15) = 92352

Re: carne de res

Po: carne de pollo
Ce: carne de cerdo
P: pequeno

M: mediano

T E
D = ég 28 (zo 25)_1\1 1400 12410
B 15 15/~ M| 2500 11120

40 60 p\9815 92352

Pero se pide los tornillos y espuma para todos los
modelos, por ende, la informacién no esta ilustrada de
forma correcta, para corregir esto solo se necesita algo
muy sencillo que es cambiar las filas por las columnas, es

decir se debe calcular la traspuesta asi.

N M P
(AB)T = T( 1400 2500 9815 )

E\12410 11120 92352
Ejemplo 3.59

La carniceria de Maria en el periodo de navidad oferta 3 tipos
de bandejas de carne, pequefia, mediana y grande, la pequefia
contiene 2 Ibs de res, 4 Ibs de pollo y 5 Ibs de cerdo, la mediana
4 Ibs de res 7 Ibs de pollo y 8 Ibs de cerdo y la grande 6 Ibs de
res 12 Ibs de pollo y 16 Ibs de cerdo. Si Maria esta interesada
en vender 20 bandejas pequefias, 30 bandejas medianas y 40
bandejas grandes. Determinar por medio de operaciones
matriciales la cantidad que necesita en libras, de cada tipo de

carne.
Solucion

Primero se debe construir las matrices segun las bandejas.
lbs lbs lbs

Re /2 _Rer4 _Re/6
= Po(4> il = Po<7> &= Po<12>
Ce \5 Ce \8 Ce\16

283



G: grande
Ibs: libras

P: plantas eléctricas
T: fransformadores

Como ya se tiene la cantidad de bandejas de cada tipo, se
utiliza la operacion de multiplicar la matriz por un escalar y se

suman los resultados.

2 4 6
20P +30M + 40G = 20 (4> + 30 (7> + 40 (12>
5 8 16

40 120 240
= ( 80 > + (210> + (480>
100 240 640
lbs
__ Re/400
- P0<770>

Ce \980

Es decir, maria necesita 400 Ibs de carne de res, 770 Ibs de

carne de pollo y 980 Ibs de carne de cerdo.
Ejemplo 3.60

La empresa “el trueno” distribuye transformadores y plantas
eléctricas, en la cual durante los ultimos 3 afios se cuenta con
la siguiente informacion. La matriz A representa las unidades
vendidas y la matriz B el precio de cada articulo.

2021 2022 2023 T P
A= T( 250 700 450) B = 2021(500 800>
p\ 200 550 550 2022( 480 750
2023\550 860

a) Encontrar la matriz B x A. ¢ Cuanto fue el ingreso anual
por las ventas? ;Qué elementos de la matriz producto
brindan esa informacion?

b) ¢En qué orden se deben multiplicar las matrices para
obtener los ingresos de cada articulo durante esos tres
anos? ¢Qué elementos de la matriz brindan esa

informacion?
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500(250) + 800(200) = 285000
500(700) + 800(550) = 790000
500(450) + 800(550) = 665000

480(250) + 750(200) = 270000
480(700) + 750(550) = 748500
480(450) + 750(550) = 628500

550(250) + 860(200) = 309500
550(700) + 860(550) = 858000
550(450) + 860(550) = 720500

Solucion

a)

b)

500 800
250 700 450
BA = (480 750)( )
co0 aoo/ ' 200 550 550

2021 2022 2023
_2021(285000 790000 665000)

~2022( 270000 748500 628500
20231309500 858000 720500

¢, Cuanto fue el ingreso anual por las ventas?
v' 285000 se ingreso por ambas ventas el afio 2021.
v' 748500 se ingreso por ambas ventas el afio 2022.

v 720500 se ingreso por ambas ventas el afio 2023.

¢, Qué elementos brindan esa informacién?

Los elementos de la diagonal principal.

AB = ( 250 700 450 ) (500 800)

480 750
200 550 550 550 860

O8FTOO 1115000
= T(7 )

P\666500 1045500

v’ 708500 se ingres6 por la venta de los
transformadores durante el periodo 2021-2023.
v' 1045500 se ingreso por la venta de las plantas

eléctricas durante el periodo 2021-2023.

¢, Qué elementos brindan esa informacién?

Los elementos de la diagonal principal.
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N: normal

L: light

Pe: pequeno
Me: mediano
Gr: grande
Gi: gigante
ml: mililitros

Ejemplo 3.61

Una fabrica de sodas, produce sodas normales y sodas light,
en presentaciones pequefia, mediana, grande y gigante, para
la cual la matriz A representa los mililitros que contiene cada
presentacion y la matriz B la cantidad producida segun tipo
normal o light.

Pe Me Gr Gi N L
A =ml(300 750 2000 3000) Pe / 700 900
B = Me[ 900 750
Gr\ 1000 500
Gi \ 850 200

a) Encontrar la matriz A X B.

b) Interpretar los elementos de la matriz A X B.

Solucioén
a) 700 900
900 750
AB =
(300 750 2000 3000) B
850 200

N I
=ml(5435000 2432500)
b) v' Se embotellan 5435000ml de soda normal
Y 2432500ml de soda light

Ejemplo 3.62

Fatima invita a sus compafieros a tomarse unos refrescos, ella
no recuerda cuanto invirtid, solo recuerda que compro 5 de
pifia, 7 de tamarindo y 10 de horchata, ademas que los precios
eran $0.75 los de pifia, $0.45 los de tamarindo y $0.55 los de
horchata. ¢ Utilizando operaciones matriciales se puede

conocer la cantidad que invirtié Fatima?
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P: refresco de pina
T: refresco de tamarindo
H: refresco de horchata

Solucion

P T H Precio

A =Cantidad(5 7 10) g P (075
T10.45

H \0.55

0.75
AB=(5 7 10)(0.45

0.55

Precio
=Cantidad (12.4)

Es decir, Fatima invirtio $12.4
Ejemplo 3.63

En las fiestas Patronales de San Salvador, se estaban
vendiendo tres tipos de conserva de coco, toronja y camote,
en tres presentaciones pequeia mediana y grande.

El primer dia se vendieron 10 pequenas, 9 medianas y 5
grandes de coco, 8 pequefias, 4 medianas y 3 grandes
conservas de toronja y 15 pequefias, 12 medianas y 8 grandes
de camote, el segundo dia de fiesta se triplicaron las ventas.
Si cada la presentacién pequefia cuestan $0.50, la mediana
$1.50 y la grande $2.50. ;Cuanto dinero se recaudd por la
venta de cada tipo de las conservas durante los dos dias de

fiesta?
Solucion

Se contruyen las matrices A ventas del primer dia y la matriz B

muestra los precios segun las presentaciones.
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P: pequeno

M: mediano

G: grande

Co: conserva de coco
To: conserva de toronja
Ca: conserva de camote

P M G Precio

Co/10 9 5 _ P /05
4= To( 8 4 3> B=y (1.5>
Ca\l5 12 8 G \2.5

Basandose en la matriz A se puede encontrar las ventas del
segundo dia multiplicandola por tres, ya que se dice que las

ventas se triplican.

10 9 5
C=3A=3(8 4 3

15 12 8

30 27 15
=124 12 9

45 36 24

Las ventas que se efectuaren en los dos dias se obtienen
sumando D = A+ C

10 9 5 30 27 15
D=A+C=|8 4 3|+(24 12 9

15 12 8 45 36 24

40 36 20
=132 16 12

60 48 32

Para obtener lo recaudado por cada tipo de concerva se
multiplica D x B.

Precio
40 36 20\ /0.5 Co /124
DB=[32 16 12|15 )= To( 70 >
60 48 32/ \25 Ca\182

Es decir que durante los dos dias de fiestas se recaudaron
$124 por las conservas de coco, $70 por las conservas de
toronja y $182 por las conservas de camote.
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1P: sillones de una pieza
2P: sillones de dos piezas
3P: sillones de tres piezas

Ma: madera
Pe: pegamento
Ju: junco

Ejemplo 3.64

La carpinteria de José elabora tres tipos de sillones de una,
dos y tres piezas. Para los cuales se necesitan 1.5 m, 2.8 my
3.7 m de matera respectivamente, 100 ml, 150 mly 175 ml de
pegamento respectivamente y 100 m, 200 m y 300 m de junco
respectivamente. Si se sabe que el costo de cada metro es de
madera es $4, el pegamento $0.02 por mililitro y $0.1 el metro
de junco. Si en un mes de trabajo se elaboran 20 de una pieza,
15 de dos piezas y 12 de tres piezas.

a) Construir matrices que muestren la cantidad de
muebles elaborados, el precio y la cantidad de material
utilizado.

b) Utilizando operaciones matriciales calcular los costos

mensuales de la carpinteria.

Solucion

a) Se contruyen las matrices A de materiales, la matriz B de
costos y la matriz C la cantidad de muebles elaborados.

Ma Pe Ju Costo
A = 1P/1.5 100 100 B= Ma/ 4
2P| 2.8 150 200 = Pel0.02
3P\3.7 175 300 Ju\0.1
1P 2P 3P

C =Cantidad (20 15 12)

b) Para obtener los costos de la carpinteria en un mes se

necesita realizar el producto C x A X B.
1.5 100 100 4

CAB = (20 15 12)|28 150 200 <o.02>

3.7 175 300/ 0.1
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Nu: nurofen

Ty: tylenol

Pa: panadol

As: aspirina

C: zona central

P: zona paracentral

4
= (1164 6350 8600) <0.02>
0.1

= (1452.6)

Es decir, la carpinteria invierte $1452.6 al mes
Ejemplo 3.65

El Ministerio de salud distribuye cuatro tipos de medicamento
para el dolor de cabeza, en la zona central y paracentral,
mensualmente distribuyen, 600 cajas de nurofen, 700 de
tylenol, 1500 de panadol y 1250 de aspirina, para la zona
central y 300 cajas de nurofen, 200 de tylenol, 1000 de panadol
y 950 de aspirina, para la zona paracentral. Si cada caja de
nurofen cuesta $100, la de tylenol $125, la de panadol $50 y la
de aspirina $40.

a) Construya dos matrices que representen una los costos
de los cuatro tipos de medicamentos y la otra la cantidad
de cajas distribuidas en las diferentes zonas.

b) Utilice operaciones matriciales para encontrar los gastos
en los que incurre el ministerio de salud en las diferentes

zonas.
Solucion

a) Se contruyen las matrices A que reprecenten los costos y
la matriz B la cantidad de cajas distribuidas sugun la zona.

Nu Ty Pa As c P

A =costo (100 125 50 40) Nu,/ 600 300
B=Ty[ 700 200

Pa\ 1500 1000
As N 1250 950
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) Para determinar los gastos por zona se tiene que realizar

el producto A X B.

600 300
700 200
AB =
(100 125 50 40) L e
1250 950

= (272500 143000)

Es decir, el ministerio de salud invierte $272,500 en la zona
central y $143,000 en la zona paracentral en medicamentos

Ejemplo 3.66

La carpinteria de José elabora tres tipos de sillones de una,
dos y tres piezas. Para los cuales se necesitan 1.5 m, 2.8 my
3.7 m de matera respectivamente, 100 ml, 150 mly 175 ml de
pegamento respectivamente y 100 m, 200 m y 300 m de junco
respectivamente. Si el consumo mensual de dichos materiales
asciende a 122 m de madera, 6650 ml de pegamento y 9000

m de junco, determinar la cantidad de sillones de cada tipo.

Solucion

Primero se extrae la informacion.

1 pieza 2 piezas 3 piezas consumo
Madera 1.5 2.8 3.7 122
Pegamento 100 150 175 6650
Junco 100 200 300 9000

Luego se plantean las incégnitas y el sistema de ecuaciones a

resolver.
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Sea x cantidad de sillones de una pieza.
Sea y cantidad de sillones de dos piezas.
Sea z cantidad de sillones de tres piezas.

1.5x + 28y + 3.7z= 122
100x + 150y + 175z = 6650
100x + 200y + 300z = 9000

Si se quiere evitar trabajar con decimales se puede multiplicar

la ecuacion 1 por 10 asi:

10(15x + 2.8y + 3.7z= 122)
15x + 28y + 37z= 1220

15 28 37 :1220
Se forma la matriz[4 : B] = 100 150 175:6650 |
100 200 300:9000

Se aplica el método del pivote.

15 28 37:1220 15 28 37: 1220
100 150 175:6650 |~ 0 —550 —1075:—22250

100 200 300:9000 0 200 800: 13000

~

15 28 37: 1220 \_ L f L £ (15 28 37:1220
0 —-550 —1075:—22250] 25 0 22 43:890

: 13000 i 65
0 200 800 LN 0 1 4

0 22 43:890 0 22 43 :890

(15 28 3751220> (330 0 —39051920>
0 1 4:65 0 0 45 1540

~

330 0 —390:1920\ L L, (11 0 —13:64
0 22 43 :890 %Q 0 22 43:890

: 540 i 12
0 0 45 f o 0 0 1
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(Ginebra, Suiza, 1704 - Bagnols-
1752)

Matematico suizo. Talento precoz,

sur-Céze, Francia,
present6 su tesis a los dieciocho
afios y desde los veinte fue
catedratico de matematicas en la
Universidad de Ginebra. Un breve
periplo europeo efectuado desde
1727 hasta 1729 le permitid
conocer a los mas célebres
matematicos de su tiempo, con los
que luego mantendria
correspondencia. En 1750 pasé a
ocupar la catedra de filosofia en la

0 0 1 :12 0 12
: 1 X
11 0 ofzzo —fof (10 ofzo
0 22 0:374 | 11 0 1 0:17
0 0 1:12 0 0 1:i12

1
ﬁfz - fa
De donde, x =20, y =17 A z = 12.

Es decir, en la carpinteria se construyen 20 sillones de una
pieza, 17 sillones de dos piezas y 12 sillones de tres piezas al

mes.
3.8 Determinantes: Definicién y Notacion.

Una de las aplicaciones mas importantes de los determinantes
es dar soluciones de algunos sistemas de ecuaciones lineales
(sistemas de ecuaciones compatibles determinados), los
cuales pueden resolverse mediante el empleo de la regla de
Cramer, el nombre Cramer se debe al matematico Suizo

Gabiriel Cramer.

Sea A una matriz cuadrada, el determinante de la matriz A se

representa por det(A) 0 |A|, y el resultado es un numero real.

Ejemplo 3.67
1 2 1
Para la matriz A = |2 -1 2] el determinante de A se
3 0
1 1
representa por: [A| = |2 -1 2
3 1 0
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misma universidad. (Fernandez y
Tamaro, 2004b).

Sistema de ecuaciones
compatibles determinados: son
aquellos que poseen una unica

solucion.

Ojo, no confundir el determinante
de una matriz con el valor absoluto

de un ndmero.

El determinante de una matriz es
igual al determinante de su

traspuesta.

Para la matriz B = (; _i) su determinante se representa

por: |B| = B _i| :

Para la matriz ¢ = (2) su determinante se representa por:
|B| =|2].

El orden de un determinante es el numero de filas que posee,
para el ejemplo 3.58, el determinante de la matriz A es de
orden 3, el determinante de la matriz B es de orden 2 y el

determinante de la matriz C es 1.

3.9 Calculo de determinantes

Para calcular determinantes existen diversos métodos, al igual
que los apartados anteriores se iniciara calculando
determinantes de orden 2, el cual es un recordatorio del
producto cruzado utilizado en el método del pivote, luego se
retomara el método de Sarrus para determinantes de orden 3,
para finalizar con métodos mas generales para determinantes

de orden mayor o igual a 3.

3.9.1 Calculo de determinantes de orden 2.
Sea el determinante de orden 2, |A4| = |Z‘ Z se calcula

restando los productos cruzados comenzando por la diagonal

principal asi:
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(Saint-Affrique, 1798- id., 1861)
Matematico francés. Profesor en
la Universidad de Estrasburgo,
demostré el lema fundamental del
célculo de variaciones y publico
numerosas obras sobre la
resolucion de ecuaciones de
varias incognitas. Se le debe la
regla de Sarrus, para el calculo de
determinantes. Destaca su obra
Meétodo para hallar las

condiciones de integrabilidad de

Ejemplo 3.68

Calcular el determinate de las matrices siguientes: A = (g ;)
_(-1 2 _ (-2 4

B_( 2 _3)yC_(_1 5)'

Solucién

4| = g §|=3(7)—2(5)=21—1o=11

-1 2
18] = | , _3|=—1(—3)—2(2)=3—4=—1

-2 4

=2 5| = —2(5)—4(-1) =—-10+4 = —6

3.9.2 Calculo de determinantes de orden 3: Método de Sarrus.

Este método fue descrito por el matematico francés Pierre
Sarrus (1798-1861), en el articulo «Nouvelles méthodes pour
la résolution des équations», publicado en Estrasburgo en
1833. Este método es comunmente conocido como “la regla
de Sarrus”, es exclusivo para calcular determinantes de orden
3, pero también es aplicable para matrices de orden 2 X 2.
Para determinantes de orden 4 en adelante este método no se

puede aplicar

Para calcular el determinante utilizando este método se

procede de la siguiente forma:

QU Q

1Al =

S QS

~ SN 0O

«Q
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una ecuacion

diferencial.

(Fernandez y Tamaro, 2004c).

El determinante de una matriz
triangular superior o inferior es
igual al producto de los elementos

de ladiagonal principal.

a
0
0

a
b
c

o uUT

d

c
e

f

0
0

f

= adf

= adf

Paso 1:

Se agregan las dos primeras columnas (o filas) al determinante

de A asi:
a b cla b o a b c
d e fld e d e f
g h ilg h g h i
a b c
d e f
Paso 2:

Se suman los productos de las diagonales de 3 elementos de

arriba hacia abajo.

a b _cla b
d “e “f|d. e =aei+bfg+cdh
g hailyg *h
O bien
a_ b c
d “e_ f|=aei+ dhc+ gbf
A
g ~h i
e
a b c
d e*f
Paso 3:

Se restan los productos de las diagonales de 3 elementos, de

abajo hacia arriba.

a
d

b cla b
/,ef’t,/T,d' e =aei+ bfg+ cdh — gec —hfa —idb
g’/' h/' .

ilg h
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Es importante tener en cuenta que
solo se necesita realizar de una
solo forma ya sea por filas o
columnas, en este texto se
retomara la forma de agregar las
columnas, pero queda a
disposicion del lector utilizar la

forma que mas se le facilite.

Recordar el método de Sarrus no
se aplica para determinantes de

orden mayor a 3

O bien

= aei + dhc + gbf — gec — ahf — dbi

QU R

=~ h O

Q
SYS - R S

QLU Q
S O

Ejemplo 3.69

Calcular el determinate de las matrices siguientes:

2 1 2 -1 0 -1 1 2 3
A=12 0 3),B=( 3 1 —-1])yC=(1 0 2
1 2 4 -2 1 2 1 2 1

Solucion:

2 142 /11
2 0232, 0

4= |2 073
1° 2 41 2

=2(0)(4) +13)(1) +2(2)(2) - 1(0)(2) = 2(3)(2) — 4(2) (1)

=043+8-0-12—38
=11-20
=-9

O bien

2 1_2
2 03
17°2%4
o
27 1,2
270 3

1Al =

=2(0)(4) +2(2)(2) + 1(D(B) - 1(0)(2) - 2(2)B) —2(DH(D)

=0+8+3-0-12-8
=11-20
=—9
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111 _0

—1 0y 1is -

3 ¥ -1, 3,1

271 A2t=2 1

=-DW@+0(-D(=2) + (DD - (2)(D(-1D)
—-1(-1D(-1) — 2(3)(0)

=-2+4+0-3-2-1-0

=-5-3

= -8

1 2'3|} '2

|B| =

ICl = {17072[1" 0

17274114 "%

=1(0)(1) +2(2)(1) +3(1)(2) — 1(0)(3) —2(2)(1) — 1(1)(2)
=0+4+6—-0—4-2

=10-6

=4

3.9.3 Calculo de determinantes de orden 3 o mayor

3.9.3.1 Método de cofactores

El método de cofactores es util para calcular determinantes de
orden mayor o igual que tres, para poder utilizar este método,
es necesario primero conocer los términos, meno y cofactor,
ya que utilizando estos se realiza dicho calculo.
Si |A| es un determinante, el menor de |A| asociado al
elemento a;; se define como, el determinante que resulta de
eliminar la fila i y la columna j del determinante |A| y se denota

por Mij.

Ejemplo 3.70

Calcular los menores del determinante siguiente:

2 1 2
2 0 3
1 2 4

1Al =
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Matriz de menores es la matriz
que se forma al obtener todos los
menores de una matriz dada, para

el ejemplo 3.70 seria.

—6 5 4
M=|0 6 3
3 2 =2

Solucion

.
=12 0 3
1 2 4
0 3
2 4
= 0(4) — 3(2)

= -6

2
2
1 2 4
-1

My, =

=1(4) — 2(2)
=0

0

=1(3) - 2(0)
=3

y R
2 0 3
1 2 4

=7

1 4
= 2(4) — 3(1)
=5

My, =

2 1 2
203
1 2 4

=7 4

1 4
=2(4) — 2(1)
=6

My, =

2 1 2
2 0 3
124
:|2 2|

2 3
=2(3) - 2(2)
=2

M3, =

242
2
1

- |2

1
=2(2) - 0(1)
=4

M5 =

2 1 2
203
1 2 4

_ |2 1|

1 2
=2(2) - 1(1)
=3

M,z =

=2(0) — 1(2)
=2

Sea |A| un determinante, el cofactor de |A| asociado al

elemento a;; se define como: C;; = (—1)"*/M;;.

Ejemplo 3.71

Calcular los cofactores del determinante siguiente:

-1 0 -1
[Al=]1 3 1 -1
-2 1 2
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Solucion

Ci1 = (_1)1+1M11 Ciz = (_1)1+2M12 Ci3 = (_1)1+3M13

“eol W el Y el )
=ME+1) = (=D(6-2) = (1B +2)
=1(3) =-1(4) = 1(5)

=3 =—4 =5

Cy = (_1)2+1M21 Cyy = (_1)2+2M22 Cy3 = (_1)2+3M23

__30_1 __4,—1—1 __5—10
=(-1D(0O+1) =(=2-2) = (-D(-1
Matriz de cofactores es la matriz = —1(1) = 1(—4) + 0)
que se forma al obtener todos los =1 = —4 = —1(-1)
cofactores de una matriz dada,
. ] =1
para el ejemplo 3.71 seria.
-6 5 4
¢={06 3 C31 = (=1 M3y | C3p = (=1)%*2M3;, | C33 = (=1)°*3M;3;
3 2 =2
_ 1|0 -1 _ st -1 _ 16|71 O
=] | o=ens| Ol =ewe| g
La matriz adjunta A es la matriz = (1)(0 + 1) = (_1)(1 + 3) = (1)(_1 + O)
traspuesta de la matriz de =1(1) =-1(4) =1(-1)
cofactores de A y se denota =1 = _4 =1
Adj(A), para el ejemplo 3.71 seria.
-6 0 3
Adj(©)=|5 6 2 Conociendo estos términos, ya se puede calcular el
4 3 =2

determinante de una matriz A cuadrada de orden mayor o igual

a tres, por medio de cofactores de la manera siguiente:

1. Se selecciona una fila i de cofactores (o columna de

preferencia la que tenga la mayor cantidad de cero).

2. El determinante de A se calcula como:
n
|Al = anCiy + aipCiz + -+ + a1 Cin = Z a;;Cij
j=1
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Ejemplo 3.72

Calcular el determinante de la matriz siguiente utilizando el

-1 0 -1
método de cofactores: 4 = 3 1 -1].
-2 1 2

Solucion

Siguiendo la recomendacion de tomar la fila con mas ceros se
toma la fila 1, la idea de seleccionar la fila con la mayor
cantidad de ceros es para reducir las operaciones.

-1 0 -1
[Al=] 3 1 -1
-2 1 2

= a11011 + a12C3 + 13033

= (=DB) +0(=4) + (=1)(5)
=-34+0+-5

= -8

Ci1 =3,C, =—4y(C;3 =5 porejemplo 3.71.

Ejemplo 3.73

Calcular el determinante de la matriz siguiente utilizando el

-1 0 -1 1

: ca—| 3 1 -1 1
método de cofactores: A = > 1 5 2

0 -2 0 1

Solucion

Siguiendo la recomendacion de tomar la fila con mas ceros se

toma la fila 4.
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—1 0 -1 1
_| 3 1 -1 1
=15 1 2 2
0 -2 0 1
= 41041 + A42C4 + 43043 + A44Cyy
0 -1 1 -1 -1 1
Lo importante de tomar las filas =0(-D*l1 -1 1|+2)D*?| 3 -1 1
con ceros es que se reduce el 1 . —2 2 2
numero de célculos. -1 0 1 -1 0 -1
+m 1l +1=D*| 3 1 —1‘
-2 1 210 -2 1 2
-1 -1 1 -1 0 -1
=(-2)| 3 -1 1|+1| 3 1 -1
—2 2 2 -2 1 2

Para encontrar los determinantes de orden 3 resultantes se

M| = _§ j }‘; j puede utilizar cofactores nuevamente o utilizar Sarrus.
-2 2 202 2
=242+6-2+2+6
— 16 = (=2)(16) + 1(-98)
=—-32—-8
-1 0 -1|-1 0
INl=| 3 1 -1 3 1 = —40
21 2021

=—240-3-2-1+40

=-8
3.9.3.2 Método del pivote para el calculo de determinantes

El método del pivote es util para calcular determinantes de
orden mayor o igual a tres, y es una forma mecanizada de
aplicar las propiedades de los determinantes que se
estudiaran en el siguiente capitulo, no olvidar que el pivote no
puede valer cero y en la formula que se utilizara quedara claro,

ya que no es posible dividir entre cero.
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Pasos para calcular el determinante |A|,,:

1. Se toma como pivote el elemento a,;.

2. Se aplicala formula |A| = ;2|D|n_1.

(a1 )™

3. Se toma como pivote el nuevo a,; y posteriormente se

repite el paso 2.

4. El proceso termina cuando |D|,,_, es de orden 2.

Ejemplo 3.74

Recordar que el pivote tiene que

ser diferente de cero.
Calcular el determinante de la matriz siguiente utilizando el

-1 0 -1
método del pivote: A = ( 3 1 —1>.
-2 1 2
Donde |D|,,—, es el determinante
de orden n—1 el cual esta 1A
Solucion
formado por todos los
determinantes de orden dos que
se puedan formar comenzando Se toma el pivote a;; =—-1,n=23.
siempre por el pivote.

Aplicando la formula.

|—1 0 |—1 ~1
Al = — 3 1 13 —1
(—1)3-2 |—1 0 |—1 ~1
—2 1l -2 2
:L|—1 4
—1l-1 —4
= (DA +4)
= —1(8)
=8

303



Ejemplo 3.75

Calcular el determinante de la matriz siguiente utilizando el

-1 0 -1 1

- . A 3 1 -1 1
metodo del pivote:A=| 5 1 5 5|

0 -2 0 1

Solucion

Se toma el pivote a;; = -1, n = 4.

Aplicando la formula.

|_1 0 |—1 -1 |—1 1
T I A
IAI:W |_2 1 |_z 2 |_z 2
|_1 0 |_1 —1 |—1 1
0 -2 0 0 0 1

1 4 -4

aplicando nuevamente el método pivote a,; = —1, n = 3.

|—1 4 |—1 —4|
=t fl-1 -4l -1 0
1(-1)32Z[ -1 4 |—1 —4
2 0 2 -1
., 1 |8 —4
(-Dtl-8 9
= (—=1)(72 - 32)
= —1(40)
= —40
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Para el caso que a;; = 0 se puede intercambiar dos filas, de
tal forma que a,; # 0, para tal caso, el determinante cambia de
signo, como se podra observar mas adelante.

El elemento pivote puede ser cualquier elemento a;;, para lo

cual se debe tomar en cuenta la siguiente formula:

( )l+]
4] = —=2 Dln-1

(au)
Ejemplo 3.76

Calcular el determinante de la matriz siguiente utilizando

diferentes pivotes al a;:

Se puede tomar como pivote
cualquier elemento a;;, siempre y Solucién

cuando a;; # 0.

Tomando el pivote a,; =3, n = 3.

3 1 3 -1
(=1)*+t | 1 o| |_1 1
Al="Gy=| 3 11 | 3 -1
I B -y
(1)3 —4
5 Tl
1
= —5(4+20)
1
=—3(@d
= -8
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Tomando el pivote a;, =1, n = 3.

1 - 2
(=1)%*2 |o -1 |o —1|

14l = "y |1 —2| |1 _1|
_ 1)5 ~1
5 -3
= (DB +5)
= -1(8)
= -8

Tomando el pivote a;; =2, n = 3.

2 2
(=1)°*3 |_1 _1 | 1 o|
Al = "= 272 |2 Y
1 1
_ 1)6 1
7 3l
1
=>(-12-4)
1
=5 (=16)
= -8

3.10 Propiedades de los determinantes.

En este apartado se abordaran, cinco propiedades de los
determinantes, las cuales, facilitan el calculo de los mismos,
por ende, es muy importante poder conocerlas y poder
aplicarlas.
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1. Si una matriz A de orden n tiene una fila o columna en la
cual todos sus elementos son iguales a cero, entonces
|A| = 0.

1 2 1 1 3 2

/2 3 4 3 2 1\

Por ejemplo, sea la matiz a=|> % 2 0 2 2
’ 0O 0 00O 0O O

kél 5 1 1 1 3)
6 7 0 2 0 1

entonces A = 0, ya que todos los elemento de la fila 4 son

iguales a cero.

2. Sea A una matriz, si B es la matriz que resulta de multiplicar
una fila o columna de A por un numero real k # 0 entonces
|B| = k|A|. (el determinante de B es igual al determinante

de A multiplicado por k).

Por ejemplo, sea la matriz A = (; _é) y B = (_i g)

donde B es la matriz que resulta de realizar la operacion
entre filas —2f, — f, de la matriz A, entonces se verifica

que:

|B| = klA|

s o =-2l; 3l
1(6) — 2(—4) = —2(1(-3) — 2(2))
6+8=—2(—3-4)
14 = —2(=7)
14 = 14

3. Si se intercambian dos filas de una matriz su determinante

cambia de signo.
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Por ejemplo, sea la matriz A = (; _é) y B = (i _Z’)

donde B es la matriz que resulta de realizar la operacion

entre filas f; < f, de la matriz A, entonces se verifica que:

|B| = —|A|
2 Sl=-1; 3
2(2) = (-3)(1) = —(1(-3) - 2(2))
4+3=—-(-3-4)
7=—(-7)
7=7

4. Si dos filas o columnas de un determinante son iguales,
entonces el determinante es cero. (esta propiedad se
generaliza para cuando una fila o columna es multiplo de

otra).

1 2 1 1 3 2
/2 3 4 3 2 1\
, . {3 4 2 0 2 2
Por ejemplo, sea la matriz A= 1 2 1 1 3 2
4 51 1 1 3
6 7 0 2 0 1
entonces A =0, yaque f; = f,.
1 2 11 3 2
/2 3 2 3 2 1\
. . i3 4 2 0 2 2
Otro ejemplo, sea la matriz A = 1 2 2 1 3 2
4 51 1 1 3
6 9 6 9 6 3

entonces A = 0, ya que fg = 3f5.

5.Si en una matriz se realiza la operacion elemental

fi + kf; — fi, entonces el determinante no cambia.
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f2-2fi=2 -3)-2(1 2)
=2 -3)-2 4

=0 -7)
1 2 1|11 2
[Al=12 1 3|2 1
3 5 713 5
=7+4+18+10—-3—-15-28
=-11
f2—2f
=2 1 3)—-21 2 1)
=2 1 3)-2 4 2)
=0 -3 1)
f:—3f
=3 5 7)-3(1 2 1)
=B 5 7)—-(3 6 3)
=0 -1 4)
1
f3—§fz
1
=0 -1 4)—§(0 -3 1)
—0 -1 4)—(0 1 =
11
=<° 0 ?)
1 2 1
|B|=0 -3 111
0 0 —
11
=1-3)(3)

Por ejemplo, sea la matriz A = (; _é) y B = ((1) _é)

donde B es la matriz que resulta de realizar la operacion

entre filas f, — 2 f; — f,, entonces se verifica que:

|B| = |Al
|1 2|:|1 2|
0o —717 12 =3
1(=7) - (0)(2) = 1(-3) — 2(2)
—7-0=-3—4
—7=-7

1 2 1 1 2 1
Otro, sea la matrizAz(z 1 3>,yB: 0 -3 1

11 |’
3 5 7 0 0 —
donde B es la matriz que resulta de realizar las operaciones

entre filas f,—2fi>f,, i—=3f-f Y i—2f~ fi

entonces se verifica que:

|Bl = 14|
12 1 o,
0 =3 1f_|, 7 3
o 0o 2 I35 7

3

—-11=-11

3.10 ElI método de Cramer para la solucién de sistemas de

ecuaciones lineales.

Este método lo desarrollo el matematico Suizo Gabriel Cramer
en 1750, en honor a él es conocido como “la regla de Cramer”,
en el cual se hace uso de los determinantes para resolver
sistemas de ecuaciones lineales no homogéneos de orden n

que tienen solucién unica.
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=11

Si |D| = 0 el método de Cramer no
es aplicable.

Si |[D|=0 y algudn |Di|=# 0,
entonces el sistema no tiene

solucion.

Si |D| =0 y todos los |Di| =0,
entonces el sistema tiene
multiples soluciones, pero para
obtenerlas hay que aplicar otro

método.

Sea el sistema no homogéneo de n ecuaciones con n
incognitas:

a11x1 + a12x2 + a13x3 + -+ alnxn = b1

a21x1 + azzxz + a23x3 + -+ aznxn = bz

a31x1 + a32x2 + a33x3 + -+ a3nxn — b3

Ap1X1 + ApaXy + Ap3Xs + o+ QX = by
Si |D| # 0 entonces la solucion unica sera:

R L N | 1 1D,
“STorr 2T T v

Donde |D| es el determinante de los coeficientes.

aj;  4go Ain
a1 QG Aon
ID| = |31 Q32 A3n
anl anZ ann

Los |D;| se obtienen al sustituir la columna i por la columna de

los términos independientes.

by a;; - G
b, ap " Q@
— 2 22 n
Dl =7 7% :
bn anZ ann
ay; by A1n
a21 bz aZTl
|D2|: : g
anl bn ann
a1 dpp b,
Az1 Qp2 b,

|Dy| = :
anl anZ bn
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Ejemplo 3.77

Resolver el sistema de ecuaciones lineales siguiente:

{3x+2y=1
5 + 7y =9

Para utilizar este método las
ecuaciones tienen que estar

ordenadas.
Solucion

Se verifica que las variables estén ordenadas, luego se calcula
|D| = |§ §| =11, como |D|# 0 se aplica el método de
Cramer:

Se calculan los |D;]|.

1 2 - _11

|D1|:|9 71 =

Dl =3 o] =22

Donde el valor de las variables sera:

Tl T 11
I _22_
Y=ol T 11

Por tanto, la soluciones: x=-1 A y=2.

Ejemplo 3.78

Resolver el sistema de ecuaciones lineales siguiente:

3x—7y—z = 8
2x +5y+z =-1
x+ y—2z=-4
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3 -7 -13 -7
D=2 5 1|2 5

1 1 =211 1
=-30-7—-2+5-3-28
=—65

8 -7 -1 8 -7
ID;]=|-1 5 1|-1 5

-4 1 =2l-4 1
=-80+28+1—20—8+14
=—65

3 8 —-13 8
D,|=12 -1 1|2 -1

1 -4 =211 -4
=6+8+8—1+12+32
=65

3 -7 8|3 -7
ID;l=12 5 -1|2 5

1 1 —-4l1 1
=—-60+7+16—40+3—-56
=—130

Solucion

Se verifica que las variables estén ordenadas, luego se calcula

3 -7 -1

ID| = |2 5 1| = —65, como |D| # 0 se aplica el método
1 1 -2

de Cramer:

Se calculan los |D;]|.

8 -7 -1
—4 1 -2
3 8 -1
D, =12 -1 1| =65
1 -4 -2
3 =7 8
|Ds| = (2 5 —-1|=-130
1 1 -4

Donde el valor de las variables sera:

=90l T Ze5
o _6s
Y =00l T Z65
ID;]  —130
Z:_:—:
D] ~ =65

Por tanto, la soluciones:x =1, y=-1 A z=2.
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“**GUIA DE EJERCICIOS SOBRE MATRICES Y DETERMINANTES

UNIVERSIDAD DE EL SALVADOR
FACULTAD DE CIENCIAS ECONOMICAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA Y ESTADISTCA

MATEMATICA |

I. Definicion y tipos de matrices

1)

2)

Escriba una matriz con las caracteristicas siguientes:

2, parai=j

a) De orden 3x4, tal que: a;; = {_3 para i # J

b) De orden 3x2, tal que: b;; = 3i — 7

-1, parai=j
5 parai>j

3, parai <j
c) De orden 4x3, tal que: ¢;; = {

20— j, parai <j
d) De orden 4x4, tal que: d;; =4 3i+j, parai=j
3i%2 —j?, parai>j

i?, parai<j
e) De orden 4x4, tal que: e;; =4 3ij, parai=j
—j%, parai>j

f) De orden 3x2, tal que: f;; = 2ij — 1

g) De orden 3x4, tal que: g;; = 2ij + i

Una de las empresas de Juan importa pantalones, short y faldas de China y
Italia, los costos unitarios de importacion de cada producto desde China son
$10.00, $8.50 y $8.25, respectivamente. Los de ltalia son $15.00, $12.75 y
$12.00, respectivamente. Representar dicha informacion como una matriz de
orden 2x3. ¢ Qué representa el elemento de la posicion a;,?, ¢ qué representa

el elemento a,;?, el elemento a,,? y el elemento a3, 7.
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-2 a 3 -2 1 3
3) Sean las matrices A=| x y 1 |yB=|4 7 1|, determinar los
0 —z -1 v 3 w

valores de las variables tal que A = B.

4) Determinar los valores de las variables, tales que las matrices dadas

3 2 0 1 —
A:<x+}’ ) B=(14 0 3w-—z

4 5x -3y —1 5 _o 1 )sean iguales.

5) Escribir las matrices siguientes:
a) Una matriz fila de orden 1x4, cuyos elementos sean pares.
b) Una matriz columna de orden 5x1, cuyos elementos sean impares.
¢) Una matriz nula de orden 3x4.

d) Una matriz diagonal de orden 5x5, cuyos elementos de la diagonal

principal sean primos.
e) La matriz identidad de orden 4x4.

f) Una matriz escalonada de orden 4x5.
g) Una matriz simétrica, cuyos elementos de la diagonal principal sean pares.

h) Una matriz de orden 3x3 la cual su traspuesta sea ella misma y todos sus

elementos sean diferentes de cero.

i) Una matriz triangular superior de orden 4x4, y los elementos de la
diagonal principal sean multiplos de 3.
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Il. Operaciones con matrices

1 -1 0 1 2 =5
1. Seanlas matricesA=(-2 7|, B=|-1 3|,yC=|-1 3 |, efectuarlas

3 5 5 =2 -7 1
operaciones siguientes:

a) A+ B

b) A-B

c) A+ B +C

d A-B-C

e) A+C—-B)—(A+B -0
f) 24 — 3B + 4C

g) 5B + 2C — 64

2. Determinar los valores de las variables, tales que las ecuaciones matriciales

siguientes sean verdaderas:
y 1 <4x 3): 11 4
A (5 50+ (s 3y (5 1)
3x 3 z 2y 4 z\_ (-7 -5 =2
b) <0 —y 2) 2(1 x o)_(—z 1 2)
2x 1 3y 2 —-10 8
c) 2(3y O>+3<x 3>=(—6 9
2 3z 0 1 4 -3

1 4 u 2 1 0 -1 10 9
d) 3(1 X 3)—2(1 2y 1)]=| 1 15 7
z 2y x 1 2x -8 4 -13
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-1 0 2 1 -2
3. Sean las matrices A= 1 3 2), B=13 3, C=(
-1 5 1

-2 3 -1
2 -1 ),

1 2 -2

2 0 -1
D =< 0 1 0), E = (; _(1)) efectuar las operaciones siguientes, si es

-1 0 2
posible.
a)AXxXB b) Bx A c)AXxC
d)CxB e)A2—-BxC f) 2(C x B)
g) 24%? — 3D? h) D x B i) E2
j)Bx(A-D) k) (CxB—-E)xXC ) (ExB)xC
m)D XA+ 2(A2%xD?)—54 |n)AxXxB—DXB 0) B x C — E?
pP) BXE q)E X C rNExA
s) (AXB) XE t) (AXC)XE UBXE—E
V) AXB + 3E w) (ET)2 —E3 x) (A+ D) xC
y) (E2+E)—CXxB z) E®

4. Determinar el valor de la Matriz, en cada una de las ecuaciones matriciales

siguientes:

1 -2 3 5 3 2
a) 3[2 0o 7|-54=(3 -1 2
4 3 -1 0 3 7

1 0
b) A O 1 = (3 1) con all = alz = a23
20 1 2
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-2 3 -1 2 -3 1
d 3 3 -1 2]-44=2(-3 1 -2
1 -3 -2 -1 3 2
4 3 -2 5 3 0
e) 2(1 -2 3|-34=-3(2 2 7
7 -1 2 3 1 3
1 2y, (4 3 2
N (5 94=( 5 )

1 3 2 3 2 1
g) 5(-2 4 5|+34=2(3 4 5
3 -1 4 2 -1 -2

5. Una matriz de probabilidades es una matriz cuadrada que cumple 2 propiedades,
la primera todos sus elementos son mayores o iguales a cero (= 0) y la segunda
la suma de todos los elementos de cada fila es 1. Dadas A y B matrices de

probabilidad probar que AxB o BxA son matrices de probabilidad

21 ) (3

A=]3 : B=|1
111 6
4 2 0

W =

OoON| K-
N~

BlR,P W, O
_ W kW -
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. Un bufete de abogados cuenta, con 1 asesor de publicidad ($700), 5 abogados
($1500 c/u) y 2 secretarias ($500 c/u), para diciembre han decidido aparte del
salario mensual agregar un bono 15% para asesor de publicidad y abogados y

del 20% para las secretarias:

a) Exprese el pago y bono de dichas personas como una matriz de 2x3

b) Exprese el numero de trabajadores de dicho bufet como una matriz vector

columna

c) Utilice el producto de matrices para identificar el monto total de salarios y

el monto total del bono.

d) Cual es el monto total que invierte el bufet en el mes de diciembre.

. Una pupuseria de los planes de Renderos, tiene 5 tipos de especialidades de
pupusas, (FQ) frijol con queso ($0.5 c/u), (Q) queso ($0.75 c/u), (R) revueltas
($0.5 c/u), (P) pollo ($0.85 c/u) y (C) camaron ($0.95 c/u), cierto dia recibieron un
pedido de la siguiente forma: 8 de frijol con queso, 5 de queso, 10 revueltas y 3

de camaron.

a) Exprese los precios de las especialidades en una matriz vector fila
b) Exprese el pedido una matriz vector columna

c) Utilice el producto de matrices para conocer la cantidad de dinero que se

obtuvo en dicho pedido
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lll. Matrices equivalentes

1. SealamatrizA = (i _;

utilizando operaciones entre filas.

), obtener una matriz equivalente en su forma diagonal,

2 2
1 5

utilizando operaciones entre filas.

2. Seala matriz A = ( ) obtener una matriz equivalente en su forma diagonal,

2 1 2
3. Sea la matriz B = (1 5 —2), obtener una matriz equivalente en su forma
3 -1 -2

escalonada, utilizando operaciones entre filas y el método del pivote.

3 1 -5
4. Sea la matriz B = (—3 2 3), obtener una matriz equivalente en su forma
2 1 4
identidad.
-1 3 -3 2
5. Sea la matriz C = _% ? _?i _?1) , obtener una matriz equivalente en su
4 2 =2 5

forma escalonada, utilizando operaciones entre filas y el método del pivote.

2 1 3 4
6. Sea la matriz C = :fll _% ?1) _% , obtener una matriz equivalente en su
3 -2 4 =2

forma identidad.

IV. Para las matrices siguientes, calcular su matriz inversa, si es posible:

0 -1
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2 -1 3 2 1 3
5, E=(5 1 0 6. F=[(-1 -2 3
1 -3 2 3 —2 4

2 1 3 4 2 2 3 4

(-1 21 2 (-1 2 1 1

. G6={_1 5 3 _] 8. H=|_ 7 3 _3

3 2 4 -2 3 -1 3 -2

V. Utilizando el método de la matriz aumentada, resolver los sistemas de ecuaciones
lineales siguientes:

1 {2x—3y=3 2 {3x—y=15
3x+5y =4 ] xX+2y=-2
x—3y+2z= -5 x+2y— z= 5

3 {2x—2y+4z= 18 4. {2x+ y—3z=-12
5+ y—3z=-30 3x— y+2z= 15
3x+ 5y =3 3x+4y+2z= 3

5 x+2y=28 6. {2x—3 — ,—14
2x + 4y = =2 y— 2=
4x—-3y+z+2w =28 x+ y—2z= 4

7 xX—2y+2z—w=2 8 —3y+6z+2w=7

] x+2y—3z+w=-4 | 6x+2z— w=14
2x—y+2z—3w=-1 2x —3y+ 2w =-5
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VL. Calcular el determinante de las matrices siguientes:

a2 2 0=(2 )
s (Y L
s 5= 9 o re(h )
r o2 Y o n=(5 )

VII. Aplicando el método de Sarrus, calcular el determinante de las matrices

siguientes:
1 20 -2 4 3
1 A=|-1 4 2 2. B=| 7 4 2
-1 -2 3 -1 -2 0
1 -1 0 1 2 1
3 c=10 1 -1 4. D=1 5 3
1 2 1 2 1 0
-2 -1 3 2 1 3
5 E = 5 1 0 6. F=1-1 -2 3
-1 -3 2 3 -2 4
2 1 3 -3 1 3
7 G=|-1 2 1 8. H=|-1 3 -1
-1 -2 3 -2 4 =2
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VIIIL. Calcular el determinante de las matrices siguientes, aplicando el método de

cofactores:

1 -1 0 2 3 4
1 A={0 1 -1 2 B=|1 -2 3
1 2 1 2 6 7

35 7 9 2 5
3. c=( o0 2 -1 4. D=1 -3 3
13 2 0 4 -2
5 1 2 0 2 2 6 4
(2 o0 3 3 [ o001 3
S E‘(o 0 4 -2 6 F‘<—1302
0 -3 1 1 01 0 1
3 0 4 4 2 1 3 4
(o1 11 (-1 21 2
7 G‘<4o 2 4 8 H‘<—1 2 3 -1
0 2 -1 3 3 2 4 -2

IX. Determinar los valores de “x” tal que las ecuaciones siguientes sean verdaderas:

x+4 0 0
1. |’2“ i|=1o 2, 2 1 0|=-4
1 6 x
N O
x+4 0 0 x+3 0 0
5. [z 1 0=[; ] 6. |z 1o=[f
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X. Aplicando el método del pivote, calcular los determinantes de las matrices

-3 4
2 4
1 1

siguientes:

vy
I
~
_ =N Wk N

oW N

SNRm A

-1

= =0 N

5
3
-2

Xl. Fundamentandose en las propiedades, determinar el valor de los determinantes

1 -1 0
1 A=10 1 -1
1 2 1
-3 5 -3
3 C = 0 2 -2
4 2 1
7 0 2
/1 -3 1
2 2 1
6 4 2
12 1 -1
7. G= (1 1 2
1 3 -1
siguientes:
2 4 2
a)|lAl=13 7 3|es?
5 13 5
3 =2 3
b)Si|B|=|8 5 -2
9 11 4

= 335, entonces

3
-2
4

es?
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2 4 3
c)|Cl=1]1 2 1]|es?
3 6 4
3 =3 5 3 -3 5
d)Si|D|=|2 -2 1|=056,entonces3|2 -2 1|es?
8 0 2 8 0 2
3 4 8 -7
2 7 9 -2 .
e) |[E| = 00 0 oles
1 2 3 5
4 -3 1 1 -3 1
f) Si|F|[=[5 6 —2[=143,entonces2|11 6 -2|es?
2 8 1 10 8 1

Xll. Aplicar el método de Cramer, si es posible, para resolver los sistemas de

ecuaciones lineales siguientes:

1 {2x—3y=11 2 {x—2y=—2
) x—2y=12 ) 2x+3y =16
e x—y+3z=10
3. {gi;;fig 4. { 2x—3y+z=—7
Y= —4x+2y—z=14
3x+y+7z=14 2x+2y— z= —4
5 {2x—y+52=1 6. {3x—y+22= 1
x+3y—5z=-12 5x +4y — 6z = —17
2x—=3y+z—w=-4 x+ y—2z= 4
7 x+y—2z+w=-6 8 —3y+6z+2w=7
] x—2y+2z—-3w=3 ] 6x+2z— w=14
2x—=3y+z—w=-3 2x —3y+ 2w =-5
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Resumen de formulas basicas

Operaciones con fracciones.

a 1_1 a+c_aic a+c_adibc

b % b° bbb bTd  bd

a ¢ ac a ¢ ad

—_— % — = — — e —

b d bd b d_ bc

Potencia y raices.

a® =1 al=a (ab)™ = a™b"
an_an atq™ = g"tm a_n_ em 1
(E) _b_n am_a am—n

qa" = i a’v_ = " gqn+1

an

g = ql/n ’va_m:am/n W:%%

nla % "m __nm

= JVa="4a
Logaritmos.

log,a=x=a=>b" logpa =loga log,a =1na log, 1 =0
logy,b =1 log,(x™) = nlog, x log,(xy) =log, x + log, y
logy, x log, x (x)
x = = log, (=) =log, x —lo
log, Vx - log,, x log, b &b y 8b grY
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Productos notables.

a(b+c) =ab+ac (a+b)? =a?+2ab + b?
a’?—b?>=(a—b)(a+b) (a+b)® =a®+3a%b +3ab? + b3
a® — b3 = (a—b)(a?+ ab + b?) a® + b3 = (a+ b)(a? —ab + b?)

(a+b+c)2=a?+b?+c?+2ab+ 2bc + 2ac

Formula general.

ax’+bx+c=0

_ —btVb?—4ac _ —b+ Vb2 —4ac
x= 2a 1= 2a
—b —Vb? — 4ac
xZ =
2a
ax?+bx+c = (x—x)(x —x,)
Economia.
U=1-¢ I =px
Ce = Cy + Cr C, = qx
U: utilidad x: unidades producidas y vendidas
I: ingresos C,: costos totales
p: precio Cy: costos fijos
q: costo por unidad C,: costos variables
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Foérmulas de la recta.

Forma general:

Dos puntos:

Punto pendiente:

Pendiente-intercepto:

Ecuacion simétrica o candnica:

Dadas las rectas.

L1:m1x+b1 y L2:m2x+b2

Son paralelas si:

Son perpendiculares si:

Foérmulas de la parabola vertical.

Forma general:

Ecuacion ordinaria o candnica:

Forma alternativa de la candnica:

Ax+By+C=0 con4,B,C €ER

Y2~y
y—y1 = 2 1(x—x1)

Xy —Xq

y—y =m(x —x,)

1
m1Xm2=—1Om2=—m—1

Ax*+Bx+Cy+D =0

(x—h)?=—4p(y — k)

f(x)=a(x—h)?>+k con vértice en

(h,k) y se abre hacia abajosia<0o0

hacia arribasia > 0
A B B?

A7 IR Y T
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Soluciones a los ejercicios y problemas planteados

Parte I, capitulos |

a) A={x€eR/2<x<7} b) B={x€R/-2<x<3}
1 2 3 4 s 6 ? 8 -3 ?2 E ] 1 2 g 4 5
c) C={xeR/3<x<T7} d D={x€eR/-5<x<-1}
1 2 % 4 5 [ ? 8 9 7 -6 % -4 -3 -2 91 0 1
e) E={x€eR/x <3} f) F={xeR/-3<x}

@
-5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3

@

Parte I, capitulos |

a) A=(17] b) B =[-32]
2 4 @ 4
0 1 2 3 4 5 6 7 8 4 3 2 1 0 1 2 3
c) C=1[25) d) D= (-,7]
0 1 3 3 4 % 6 7 1 2 3 4 5 6 ? 8 el
e) E=(1,4) f) F=(-14)
—1 0 ? 2 3 4 5 3 7 -2 § 0 1 2 3 ? 5

Parte lll, capitulos |

a) AUB=(-w,7] b) AUC =[27] c) BUC=(—,7)

d) ANnB=[23) e) ANC=[37) fy BnC=¢

g) A-B=[37] h) B—A4=(—,2) i) B—C=(-x,3)

i) C-B=I[37) k) A—C=1[23) ) C-A=¢

m) AUBUC = (—o,7] n) AnNBNnC=0 o) Au(BnC)=1[27]

p) An(BUC) =[27) q) A-(BUC) ={7} ) BU(NC)=(—0,7)
s) B—(ANC)=(-2,3) 1) B-(AUC) =(-0,2) |u) A-B)U@A-C)=[27]
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Parte IV, capitulos |

a) x€(-x,2] b) x € (-3,+w)
d) xE[—6,—§) e) xe(_ )
O efed M el
) R [_ ; ’ +oo) k) x € (-, +)
m) x € (24] n) Sin solucion.

R

Parte V, capitulos |

a) x € (—o,—2) U (2,+)

c) x € (—o0,—0.2573] U [2.5907, +0)

e) x €(—0.65,4.65)
g) x € (—,—4) U (1,+40o0)
i) xe[-164]

Parte VI, capitulos |
1
a) x € (—00, E) U (4, +o0)

c) x € (—o0,—1.3523] U [10.3523, +)

) refu]

g) x € (—1,-0.5616) U (1,3.5616)

b)

d)

f)

h)

)

b)

d)

f)

h)

<) X € [5,5)

f) xe[-168)

) ez
€=, +
X €5+
I) Sinsolucion.

e

e[-3.-1]
x >

x € (—o0,—5.5678) U (5.5678, +0)

e( 13)
x >

x € (—4,5)

x € (—o0,—4) U (—3,3) U (4, +x)

x € [-19,-1)

e(12]
x ' —3

11
X € (—o0,-2) U (;, +oo)
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i) x € (—00, %) U (1,5)

Parte VII, capitulos |

1. 150 productos o mas.

4. 114 kg o menos.

7. 120001 productos o mas.

10. a) 701 articulos o més.

Parte VIIl, capitulos |
a) x=3, y=0
d) xE€R, y=3

Parte IX, capitulos |

) xe(-11)

2. 151 articulos o més.
5. 41 articulos o mas.

8. 11 productos o mas.

b) 800 articulos o mas.

a) p_ {(2,2), (2,4),(3,4),(2,6), (3,6)}
(5,6),(2,8),(3,8),(5,8),(7,8)

b) R={(32),54),(07,6)}

c) R=0

Parte X, capitulos |

q) DR=RyRR=R

3. 200 articulos o mas.
6. 1601 empaques o mas.

9. 334 camas o mas.

c) No tiene solucién

fy x=3 y=1

b) DR=RyRR=R
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€) Dgp = (-,3)y Rg = [5,+)

-8 -6 —4 -2 0 2

-2

e) Dp = (-1,25)y Ry = [-3,9.5)

d) Dgr =(-2,+o)yRz =R

f)

&

DR = R y RR = (36, +OO)

RR = (5' +OO)

= (-00,-2) U (2,+»)y
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i) Dr=1[-252)y Ry = (2.7,6]

Parte I, capitulos Il

a) f(-2)=-8;f(0)=-2; f(2)=4

c)

&) f(—3) =3 f(VI0) = 4 f(VI3) =5

1
f(=2)= —2; f(0) = —

E;

f(2) no estd definida.

Parte Il, capitulos Il

a)
c)

e)

g)

k)

Df =R —{-54}

Dy =R —{2}

Dy = (—00, g) U [3,40o0)

3

Dy = (-3,3)

b)

d)

b)
d)

f)

h)

)

j) Dgr=(-1,1.5)y Rz = [0,4.33)

f(-1) =7 f(;) =2; f3) =11

f(—3% no estd fefinido.
r(-3)=2 1) =3

Dy =R —{-2}

= (-]
=|—o00,—
f ’4

D =R—{-2,2}

Dy =R—{1}
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Parte Ill, capitulos Il

a) m=-5 b) m=0
d m=0 e) m=-1
g) Nofiene pendiente. h) _ _ 21
Parte IV, capitulos Il

a) y=2

6

4

2 @ @

-2 0 2 4 6

-2

c) y=0

m=0

-2

c)

f)

b) y=-2x+7

m=—1

No tiene pendiente.

m=-2

-2 0]

d x=0

-4 -2

-2
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e) y=2x

g) x=3

Y 0

-6

h) y=2x

-6
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Parte V, capitulos Il
a) y=3x-1

€]
5
4
3
2

1

c) y=-3

5 4 -3 -2 -10

-2

e) y=4x+14

b) y=-2x-1

f)
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Parte VI, capitulos Il

a) Paralelas. b) Perpendiculares. c) Secantes.

d) Perpendiculares. e) Secantes. f)

Parte VII, capitulos Il

Para los literales del a) al f) el dominio es los reales.

Paralelas.

q) y = —xz; Rf = (—o0,0] b) y = x? + 2; Rf = [2,+x)

La 2 2 3

—

-6 -3 -2

d)

1 3 3
y=—5@=1%+3; Ry = (-]

=14

2

A\

=2
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e) y=(x+1)?—4 R = [4,+»)

g)

5 10 15
-5
-10

Parte VI, capitulos I

f) 3 3\2 47 47
y=-5(r-3) +30: &= (-7

2

-4 -2 0

Para los literales del a) al f) el dominio es los reales.

a) x> —2y+4=0; R = [2,+)

8
6
4

-4 -2 0 2 4

b) x*-2x+y+1=0; Rf = (—,0]

2

4 2 )
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c) x> —4x+2y+10=0; Ry = (—0,-3] d) x*+2x—2y—5=0; Ry =[-3,+)

-6 -4 -2 0 2 4 6 8

-2

& % a4\ —2 o [z & 6
-2

f) x*—6x+9y+54=0; Ry = (—c0,—5]

] -5
—-10
-8 -6 -4 2 0 2 4 6 =15
=24

g) y>’+4y+8x+52=0 h) y2—4y—-5x+19=0
DR = (_OO,_6], RR = R DR = [3, +OO), RR = R
10
5
5
15 —-10 -5 0 5
-5 a 10 15
5 \
-5
=10 _10
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Parte IX, capitulos Il

a)

f(x) +g(x) =5x -2
fG)—gl) =x+4
f(x)*g(x)=6x2—7x_3
Divg = Df—g = Drg =R

3x+1
f()/g(x) = Zitg
3
s =R =13
fO)+g(x) =x>+4

f(x)_g(X):—x2_4x+2
fG) xg(x) = —2x° —x? +4x +3
Df+g=Df—g=Df*g=R

-2
f)/g(x) = Wxil

Dfsg =R —{-1}

fX)+gkx) =6

fG) —gx) =2vx -6
fG) * g(x) = 6vx — x

Df+g = Df—g = Df.g = [0, +00)

Vx
f)/glx) = -
Dyr/q = [0, +0) — {36}

Parte X, capitulos I

a)

c)

f(g() =6x—8
g(f) =6x—1

flg0)) =1 -2x2

g(f(x)) =-2x+4

flg) =6 —x?
g(f0))=6—-x

b) f(x)+g(x)=x2+4x_1

d)

b)

d)

f)—gl) =—x*-1

fx) xg(x) = 2x3 +3x2 — 2«

Df+g = Df—g = Df*g — R

fx)/gx)
Dfjg =R

2x —1
x2+2

F) + g(x) = 2x?

f) —gx) =18

f(x) * glx) =x*—81
Dryg = Df—g = Drg =R

fx)/gx)

Df/g=R—

f(g(x)) =2x* +8x3 +8x2 -1

g(fe0) =

flg) =
g(fe) =

x*+9
x%2—9
{—3,3}

4x* —1

2

x? -8
72 — 8x?

x2+2x+1
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Parte Xl, capitulos Il

N frae =]

c) fflx)=-2x+3

e) flx)=x®—-6x2+12x—8

g) 1) =x*+4x3+6x2+4x+3

i) 3x2 + 4
7@ =—3

Parte XlI, capitulos Il
a) Dg =RY Rg = [0,+)

154

€) Dr =RYRg=1[2,+0)

15

10

b) _
i =t [
d x3+2
7 =—;
f) f-l(x)=3‘4x2
h) x> +9
[ =—3
j)
) = 4 3x-;21

b) Dr =RYyRg =[0,+o)

\\/
5 10 15

-5 0

-5

d) Dp=R—-{1} yRg =(—1,+»)
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e) Dp=R—-[-12]yRg =R —[-35]

g9) Dr=R—-{-2}yRg=R—[-3,0)

Parte XllI, capitulos I

a)

/

-2

f) Dr=RYyRg=1[1,+00)

b)

-4
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—
T

-2

-2

f)

c)

e e = e e e e e e - ——————

e)

-2

-4

-6

h)

g)
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i) | )
4_
1
|
1
21 I
1
|
I //_
0 3 4 6 8
|
2
44
Parte XIV
a) log,(8) =3 b) log1(32) = -5
2
d) (ﬂ) _ e) _5
10g% )= 2 log,(32) = 5
1 h 3 1
9) logy6(2) = -7 ) 1og% (E) =-3
Parte XV
a) 10?2 =100 b) e3=¢3
-2 5
d) (E) _16 ®) 161 =32
4 25
Parte XI
a)

1l 2+21 +51 b 1l 3 3l
3108 zloga +zlog 5108 5 loge

b) 1 3
m2+§mx+§my—m5—5mz
c) 1
log12 +log1x —=logi(x —y) —3logi(x +y)
2 2 2 72 2
d)

3
2logs(x — 1) + glog3(y +2z)

c) 49
log~ (—) =2
gg 25

3
) logg, (27) = 2

7 ) s
") e
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e) 1 1 3
m7+EMx+EMy—E—

f)

Parte XVII, capitulos Il

a) x?
log <y3>
" )
%85\ 253

Parte XVIII, capitulos Il

a) x=9
d x=2
g) x=13V16807
) _ 568
* =161

Parte XIX, capitulos Il

a) x=-2
d) __1

=73
g x=2

Parte XX, capitulos Il

a) p=-—q+100
Si el precio es $40 se
libros.

5
©) p=—5q+225

Si el precio es $125 se
pares de zapatos.

5
5logs(x + 2z) + §log5(x —

5

d)

venderian 40

Elnz
)
b) (x°y c) ( 5 )
In <e_3> 10g% o3
e) In < 2eY ) f) | [(x—1)
x 083 - F———
ate G+
b) x=2 c) x=8
e) x=2 f) x=2+2V2
h) x=12 i) x=128
b) x=-1, x =2 c) x=0
e) x=7 f) x=+v7
h) x=2, x =log, 6
b) 1
venderian 60 P="5,1 +11

Si el precio es $11 el cine estaria

vacio.

p =0.02q + 1.86

Si el precio es de $2.1 el propietario

ofertaria 12 botellas.



e)

T
P =t
Si el precio es de $15 el propietario

ofertaria 350 pollos, si el precio fuese $8
no ofertaria.

g) i) C(x) = 34x + 1200

I(x) = 94x

ii) Punto muerto (20,1880).

iii) se pierden $600.

iv) se ganan $1800.

Parte XXI, capitulos Il
i) I, = (

k) I, =(-6,0),(1,0)

m) , _ (25
L= ( 2 ’0>

0) I, =(—8,0)

Parte |, capitulos I

1)

a)

g)

(o

I, = (0,-3)

12
—4
—4

5

I, = (0,-8)

7

5

~ (03

2

9

6 10 14 18
9 15 21 27

QYN

o ©

Ecuacion de oferta.

=——q+1
P=%70007"
Ecuacion de demanda.
1
= —— 19.5
P="5007"

El punto de equilibrio es (120,110).

Si el precio fuese $90, fuese mayor la
demanda.

L, =(-10),(40) I, = (0’ i)

L,=@3,0) I,=(012)

26 23 12
47 44 39

1 3
F={3 7
5 11

= |
SN wWo
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2)

M= (15 12.75

10 8.5 8.25)
12

a,, precio unitario del short traido de China.
a,; precio unitario del pantalén traido de China.
a,, precio unitario del short traido de lItalia.

a;1 ho existe este elemento ya que la matriz es de 2x3.

Parte Il, capitulos llI

1.

a) 1 0
(—3 10)
8 3
c) 3 -5
(—4 13
1 4
e) 4 —12
—24 6
g) -2 1
( : _21>
-7 -—38
2.
a) x=2,
b) x=-1,
c) x=2,
d) u=3,
3.

a) 3 0
14 5
16 16

w= -1, x =4,
y =4, z=2
b) 1
-1
-2
d) -1 3
0 1
5 6
f) 10
-5
—-37
y=3
y =1, z=2
y=-2, z=-1
x=1, y =-3,

—25
17
20

b) No se puede realizar.
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c) No se puede realizar.

3

10

11 -3
4 19

16

0 35 20

22 40

1
0
9 (6

s
q) ( 17 20 12)
(

)

17 T1s)

m)
—-84 26 92

-6 15 1)

—18 25 45

o) No se puede realizar.

s) 3
24
48

: o)

0
-5
-15

u) No se puede realizar.

w) (_(2)

y) (:i

2)
o)

a) 1/-2 -9 7
A=z 3 1 19

A=

A=

12 6 —10

1
(20 —10)

23 15 —4
8 2 27
23 1 13

Wl =

)

d)

h)

j)

p)

b)

d)

5
G %)
(s 1)
0 -3
i
3 0
No se puede realizar.

No se puede realizar.
3 3
11 2
13 16
-3 2
9 -3
0 1

No se puede realizar.

No se puede realizar.

No se puede realizar.

No se puede realizar.

-10 15 -5
15 -5 10
5 —-15 -10

A;:%(—14 —12 —40)
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9) 1/ 1 -11 -8
A== 16 -12 -15
11 3 -24

1

A
7|
18 |

5

3 24
Matriz de probabilidad.

2
o]
|
—
N Wl Rk Wl R
~

oolr—k;|mw|r—x

a) A=(700 1500 500)

225 105 100

c) 4p- (9925000)

a) A=(05 0.75 05 0.85 0.95)

c) AB =(15.6)

Parte Ill, capitulos IlI

0 1)

3. 2 1 2 18 0
fllo 9 -6 p:[ 0 9
0 0 —120 0 0

h) 1 (—10 —-13

A=770 29 19

23 7
36 36
37 17
|72 72
2 1

3 3
Matriz de probabilidad.

BA

Bl RO R

|
)

" o[y
B=|{5
2

d) $10150

b)
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5. -1 3 -3 2 6. 1 0 0 0
sl 0 -2 -6 3 0 1 0 0
‘o o0 -56 35 00 1 0
0 0 0 112 0 0 0 1
-112 0 0 —112
, 0 112 0 42
p: 0 0 -56 35
0 0 0 112
Parte IV, capitulos Il
7. ,—1_(1 2 8. 1,7 4
Al = -1_
(0 —1) g 26( 3 2)
9. 1/3 1 1 10. D~ no existe.
C‘1=Z -1 1 1
-1 -3 1
1. 1/-2 7 3 12. 1/-2 -10 9
E‘1=% 10 1 -15 F-1=§ 13 -1 -9
14 5 -3 8 7 -3
13. 10 —-16 -30 19\ |14. -7 9 —27 31
a_1[-29 71 -36 31 g1oL[-26 75 -31 32
123\ -4 31 12 17 97\ 17 8 24 -6
36 —33 15 —30 28 -36 11 =27
Parte V, capitulos IlI
1 x—27 _ 1 2. x=4, y=-3
190 Y7719
3. x=-2, y=7, z=9 4. x =2, y =25, z=17
5 Sin solucioén. 6 r —2z+ 65 _ 17z + 36
- 17 YT 17
7. w=3 x=1 8 290 117
y=2  z=4 W= %9 49
353 137
Y= %9 =49
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Parte VI, capitulos Il

|A] = -1
|IC| =—6
|E| =0
|G| = 14

Parte VII, capitulos I

-—
.

it

N

|A] =18
IC| =4
|E| = —36
|G| =30

Parte VIII, capitulos Il

-—
.

o

|Al = 4

|C] = —40
|E| =234
|G| = —22

Parte IX, capitulos IlI

|B| = —26
|D| =78
|F| = —69
|H| = 56
|B| = —46
ID| =0

|F| =33
|H| =12
|B| = —27
|D| = -30
|F| = —18
|H| = —123
x=-2
x=1-+7,

x =147



Parte X, capitulos IlI

1. |Al=4

3. [C]=-34
5. |E|=-78
7. |G| =117

Parte Xl, capitulos Il

a) |Al=0
c) Icl=0
e) |El=0

Parte XII, capitulos IlI

5. 129 100
B 17

7. Sin solucioén.

75

17

b)

d)

|B| = ~57
D] = —9
|F| =2

|H| = —96

|B| = —335
|ID| = 168

|F| =286

290
T 49"

353
T 49"

x=20
20
Y=
9
y=z
y =0,
117
49
137
49
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Anexo 3: encuesta de aceptacién del material de texto

QENCIAS

. : . \\\& Q’%
Encuesta sobre la aceptacion del material escrito de la @4’§ )
I k2

asignatura matematica |, Facultad de Ciencia Econdmicas
de la Universidad de El Salvador
% $
iy S
Toap pe e SN

Poblacion: Estudiantes de los grupos tedricos GT-09, GT-13 y GT-15 que cursan la
asignatura de Matematica | en ciclo 1-2023.

Objetivo: Conocer la aceptaciéon del material de texto de la asignatura matematica | por
parte de los estudiantes de los grupos tedricos GT-09, GT-13 y GT-15 de la Facultad de
Ciencias Econdmicas de la Universidad de El Salvador.

Indicaciones: En los items del 1 al 9, califique con una nota del 1 al 10, siendo 10 la
calificacion maxima, es decir que el material es excelente, y la de 1, significa que se
requieren mejorias. Y los items del numeral 10 al 13 responda segun considere pertinente.

La estructura del material escrito es adecuada.

La redaccion del material escrito es adecuada.

El material escrito te motiva al estudio de la asignatura matematica .

La cantidad de ejercicios resueltos en el material escrito es adecuada.

Los pasos de la resolucién de los ejercicios desarrollados son claros.

La construccion de los esquemas facilita comprender la resolucion de los ejercicios.

Las notas colocadas al costado izquierdo del material facilitan la compresion de los

contenidos.

8. Los procesos colocados al costado izquierdo del material facilitan el desarrollo de la
solucion de los ejemplos.

9. Las operaciones colocadas al costado izquierdo del material facilitan el desarrollo de la
solucion de los ejemplos.

10. Escriba un comentario sobre el material escrito de Matematica .

11. ¢En promedio cuantas horas semanales dedica al estudio del material escrito de la
asignatura Matematica 1?

12. Mencione dos aspectos que considera que estan bien en el material.

13. ¢Qué aspectos considera Ud. que deben mejorarse del material escrito? ¢ Por qué?

NOoOORON =

Adaptada de “Mediacion pedagoégica en la elaboracion de materiales didacticos escritos en
Geometria Euclidea |, en la modalidad de educacion a distancia de la Universidad de El
Salvador” Ramos J. (2023). [tesis maestral, Universidad de el Salvador]
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Anexo 4: Fernandez Bravo (2010)

Cuando se presenta en el aula la redaccion de una situacion problematica, el
alumno toma como modelo linglistico lo que se expresa, lo retiene y lo asocia
posteriormente con el contenido resolutorio de la situacion. El rigor, la precision y la
claridad del lenguaje que se presenta al alumno son de exagerada importancia. Los
problemas que se leen a lo largo de la actividad escolar son muchos. Y son muchos
los que contienen incorrecciones semanticas, sintacticas y matematicas en sus
enunciados. Se lee, tanto lo que esta bien como lo que esta mal redactado, y las
interpretaciones no se sujetan tanto al sentido de su expresion, sino a la intuicion
de ese sentido. La fijacion de ideas claras no puede tener un caracter fragmentario,
sino un caracter sistémico, integral. Hay que elevar a una magnitud prioritaria la
correcta formulacion verbal del problema, poniendo excesivo cuidado en la

presentacion de su informacion (p. 42).

En ocasiones, se han llevado a cabo revisiones de libros de texto de matematicas.
El premio Nobel de fisica Feynman (1987), al describir su experiencia en este
sentido, relata lo encontrado en un libro en el que se decia que la matematica estaba
relacionada con la ciencia, y, a modo de ejemplo, se proporcionaba la temperatura
aproximada de diversas estrellas, y se pedia a los nifios hallar la temperatura global
de un conjunto de estrellas.

Y yo reviento horrorizado (...). jEl absurdo perpetuo! Hallar la temperatura total de
dos estrellas es algo falto por completo de sentido. jNadie suma la temperatura de
las estrellas, salvo tal vez para calcular la temperatura media de un grupo de
estrellas, pero jamas para hallar la temperatura total! jEra horrible! Todo era una
historieta para hacer sumar al nifio; los autores no tenian ni idea de lo que hablaban.
Era como ir leyendo frases con unos cuantos errores tipograficos, y entonces, de
pronto, aparece una frase entera escrita al revés, de fin a principio. Asi eran las

matematicas. jNo habia remedio! (p. 340--341).
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En relacion con los libros, Muntean (2011) se plantea esta pregunta: “; Por qué los
errores de los libros de texto se parecen tanto?”, y continua: “Los autores de los
libros de texto acuden a otros libros de texto, que a su vez se inspiran en otros y asi
sucesivamente, una practica favorecedora de la reproduccion de errores” (p. 51),
sin embargo, el autor no aporta ningun dato que avale dicha hipotesis.
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Anexo 5: resultados de pregunta 1

1. La estructura del material escrito es adecuada.

70

64
60
10 64 0.55 640
50
41 0.35 369 a1
8 0.07 64 40
2 0.02 % 3 |
1 0.01 6
20
1 0.01 5
10 8
117 1.00 1098 I 2 1 1
0 [ | — —
10 9 8

U] O N oo ©

Promedio 9.4

Anexo 6: resultados de pregunta 2

2. Laredaccion del material escrito es adecuada.

80 76
70
10 76 0.65 760
60
9 27 0.23 243
50
8 6 0.05 48
7 4 0.03 2
6 1 0.01 6 30 27
5 1 0.01 5 20
SR 2 0.02 0 . \
1 1 2
117 1.00 1090 . l m L 1 4
Promedio 9.3 10 9 8 7 6 5 SR
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Anexo 7: resultados de pregunta 3

3. El material escrito te motiva al estudio de la asignatura matematica I.

70

63
60
10 63 0.54 630
50
38 0.32 342
40 38
0.07 64
0.03 28 30
0.03 18 20
1 0.01 3 10 8 : ;
1
117 1.00 1085 . I u - *
10 9 8

Promedio 9.3 7 6 3

wWw| O N oo ©
w| | 0

Anexo 8: resultados de pregunta 4

4. La cantidad de ejercicios resueltos en el material escrito es adecuada.

60

50
10 52 0.44 520

40
34 0.29 306

52
34
22 0.19 176 30
22
5 0.04 35 20
2 0.02 12
10 g
117 1.00 1055 2 2
0 . | |
10 9 8 7 6

| N| 00| ©

Promedio 9.0
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Anexo 9: resultados de pregunta 5

5. Los pasos de la resolucién de los ejercicios desarrollados son claros.

90

80 78

10 78 067 780 4
9 19 016 171
8 12 0.10 96

50
7 5 0.04 35

40
5 1 0.01 5

30
4 1 0.01 4

20
SR 1 0.01

19
12
10 5
117 1.00 1091 I T 1 1
0 n _ _ _
10 9 8 7

Promedio 9.3

Anexo 10: resultados de pregunta 6

6. La construccion de los esquemas facilita comprender la resolucion de los

ejercicios.
80 75
70
10 75 0.64 750
60
9 23 0.20 207
50
8 11 0.09 88
40
7 4 0.03 28
6 2 0.02 12 23
4 1 0.01 4 20
11
SR 1 0.01 10 4
I 2 1 1
117 1.00 1089 H = -
10 9 8 7 6 4 SR

Promedio 9.3
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Anexo 11: resultados de pregunta 7

7. Las notas colocadas al costado izquierdo del material facilitan la compresion de
los contenidos.

80

70

68
10 68 0.58 680 ¢,
9 28 0.24 252
8 14 0.12 112
40
7 3 0.03 21
30 28
6 3 0.03 18
20
SR 1 0.01 1
10
117 1.00 1083 3 3 1
0 [ [ —_
10 9 8 7 6

Promedio 9.3

Anexo 12: resultados de pregunta 8

8. Los procesos colocados al costado izquierdo del material facilitan el desarrollo
de la solucion de los ejemplos.

70
60

60

10 60 0.51 600
50
9 31 0.26 279
8 16 0.14 128 40
31
7 4 0.03 28 30
6 4 0.03 24
20 16
SR 2 0.02
10
117 1.00 1059 I 1 4 5
Promedio 9.1 0 N N -
10 9 8 7 6 SR
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Anexo 13: resultados de pregunta 9

9. Las operaciones colocadas al costado izquierdo del material facilitan el
desarrollo de la solucion de los ejemplos.

Cantidad 70 66
Nota %
de alumnos -
10 66 0.56 660
50
9 28 0.24 252
40
8 14 0.12 112
28
7 5 0.04 35 30
3 1 0.01 3 20 1a
SR 3 0.03 10 I ; 3
1
117 1.00 1062 o . _ -
Promedio 9.1 10 9 8 7 3 SR

Anexo 14: resultados de pregunta 10

10. Escriba un comentario sobre el material escrito de Matematica |.

me gusta que haya una guia sobre los temas y esta bien ordenado pero se me dificulta
mucho entender la explicacion

ademas de ser util a la hora de desarrollar ejercicios, e de gran utilidad para poder
estudiar en horas que no son de clases

esta muy bien

es un material, muy preciso y claro y sobre todo muy dinamico, lo cual facilita el
aprendizaje y comprension

El material escrito esta bien elaborado en el cual se puede comprender de manera muy
clara y precisa los temas y ejercicios de cada unidad

Esta bien argumentado y sus ejemplos estan bien explicados

Es una buena guia de ejercicios explica los ejercicios y es ordenada
Es muy bueno, facilita mucho la comprension del contenido.

Esta bien porque explica muy bien cada tema

Muy bueno
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Me ha ayudado mucho y motivado a resolver ejercicios y a entenderlo mejor.
Me parece muy bueno y ayuda para mejorar

Centrado y especificado, Ayuda a comprender los contenidos

Esta muy bien elaborado y bien explicado

El material pues esta bien explicado y se entiende

Muy interesante al respecto de la explicacion a los ejercicios

materiales se comprende

Es una materia donde dia podemos aprender de nuestro maestro y tener una mejor
compresion de temas que aun no conociamos

Esta bien entendible para comprender y resolver problemas sencillos, pero es muy dificil
aplicar lo aprendido cuando el mismo tema se torna muy complejo.

se comprende en su totalidad, ademas el material al costado es una excelente técnica
que merece crédito para el autor

Me parece muy buena la manera que esta ordena y explica cada uno de los
procedimientos se entiende claramente

La verdad es bastante interesante, llama la atencion el hecho de como se desempefian
cada ejercicios

El material esta muy organizado y entendible

el material es bueno, no tengo ninguna queja con el

Facilita el analisis el contenido

El material me parece, muy practico y esencial para comprender matematica

Esta muy bien la resolucién de los ejercicios y ejemplos, lo unico que pienso que en
algunos hay demasiados ejercicios.

esta muy bien pero es dificil entendes las explicaciones de algunos temas

El documento es coherente y facilita el aprendizaje con todo lo que que lleva.

Es un material el cual esta bien explicado y entendible que facilita al resolver los
problemas.

esta muy bien hecho y todo pero se ve que son muy pocos ejemplos de ejercicios o si lo
hay pero son iguales y en evaluaciones aparecen muy distintos

el material me parece bastante completo desde la explicacion tedrica de los problemas
hasta el desarrollo de los ejemplos

El material me parece muy interesante ya que explica y se compre de la mejor manera
para poder practicar después de la clase.

El material esta muy bien estructurado y eso hace mas interesante las clases.

Es muy ordenado y bonito el material se nota el empefio que le a puesto para
desarrollarlo y todo es muy claro lo que facilita la comprension

Muy ordenado y entendible

Es un material muy bien elaborado para el aprendizaje de nosotros como estudiantes, ya
es bastante completo.
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el orden en como se presentan los procedimientos es muy claro y me gusta como se
refleja las tablas, las graficas bien realizadas.

Excelente
Se entienden bien los temas

Buen material

Me gusta como el licenciado prepara el material, me cuesta algo mate, pero me motiva a
estudiarlo.

Esta demasiado explicado y lo mejor de todo es que esta hecho por el licenciado eso nos
hace ver un poco mejor las cosas.

Muy bueno esta excelente muy elaborado y bien organizado.

Muy explicado y facil de comprender

Me parece un material muy completo, de facil comprension.

Esta excelente para la comprension

Esta muy llamativo por parte de las ilustraciones y facilita a la comprensién del
estudiante, preferiblemente se podrian desarrollar un poco mas de ejercicio seria mejor.

Los temas estan interesante.

Esta muy bien explicado y muy informativo muy importante todo el material para la
realizacion de algun ejercicio

Me parece que esta bien redactado y asi facilita la comprensién de los contenidos y los
esquemas que han sido agregados me arece una excelente idea.
Me parece muy bien desarrollado y bien detallado lo que me facilita la comprension

Me parece bastante bien , nos ayuda a entender mejor EXCELENTE .

Después de revisar el material de Matematica |, debo decir que me impresiond la forma
en que se abordaron los conceptos matematicos complejos. El autor logré desglosar los
temas en secciones faciles de entender y presenté muchos ejemplos practicos para
ilustrar los conceptos. Sin embargo, me parecié que el tamafio de la fuente era un poco
pequefio y tuve que hacer zoom para leer el texto. En general, creo que el material es un
recurso valioso para aquellos que buscan mejorar su comprension de los conceptos
matematicos, siempre y cuando se tomen en cuenta algunas mejoras en el formato y la
revision del contenido.

Esta muy bien elaborado, ya que esto me ha ayudado bastante a entender muchas
cosas que no comprendia

Un material muy explicativo con mayor facibilidad comprension
es claro y se comprende bastante bien

el material es claro y ayuda para poder comprenderse de una manera mas facil

.Me parece algo regulares las explicaciones que tiene el material , solo que ojala tuviera
mas explicacion como videos

Es un material muy ordenado y claro para trabajar la asignatura
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tiene u excelente desarrollo y organizacion en cuanto a los temas, y contiene pequefios
detalles que ayudan un poco mas a la comprension de los ejercicios

Esta muy bien detallado
El material es bueno y ordenado , se comprende algo

Creo que es una buena base para podernos apoyar para los trabajos y el aprendizaje

Pues hasta el momento me parece super didactico y bien explicado ademas que la
explicacién del licenciado ayuda mucho mas a comprender los temas

Que este matarial es de mucha importancia porque ayuda a comprender los procesos
matematicos que conlleva cada ejercicio de cada tema

Es bastante ordenada y no cuesta coprenderlo, pero si hay que poner atencion a las
explicaciones para entender de mejor manera, igual las notas del costado izquierda son
una gran ayuda a la hora de repasar.

es comprensible

Me parece muy buena explicacién en el material , ya que al costado izquierdo podemos
encontrar formulas para poder desarrollar los ejercicios y tener una mayor comprension a
la hora de aplicarlas

Para mi es un buen material, aparte de ser muy ordenado, facilita la comprensién de los
estudiantes, ya que en la explicaciones del material son detalladas y esquematizadas.
Este material es de mucha ayuda ya que nos facilita comprender los temas con facilidad

El material es necesario ya que nos ayuda a comprender de forma mas compleja la
solucion de los ejercicios y nos especifica cada proceso.

me parece muy bueno esta bien explicado y claro y sera de mucha ayuda para nosotros
como estudiantes

Me parece estupendo el que tenga ejercicios de practica con ejemplos resueltos

Pues sinceramente esta muy detallado todo lo que se quiere dar a entendery a
ejemplificar de acuerdo al tema y demasiado entendinble cada paso que se da en el
ejemplo

Me gusta mucho el material y cada tema que plantea sobre los ejercicios

Me parece muy facil de comprender y de estudiar en solitario sin necesidad de una guia
del docente

Es super entendible y facilita a lo hora de repasar a la hora de estudiar

Desarrollado claramente

Es un material muy ordenado, completamente entendible, si se tiene una duda, al
consultar el material uno puede resolver la duda de manera facil

El material de Matematica | es muy practico y comprensible ya que tiene ejercicos
adicionales y de practica para el mejoramiento y entendimiento de ellos, facilitando la
comprension en cada uno de los temas expuestos.

Esta redactado adecuadamente facilitado la compresion de los temas

Me parece un buen libro de estudio y da ayuda a resolver algunas dudas del tema

Considero que es de gran ayuda ya que se resume la explicacion de los ejercicios de
una manera adecuada y comprensiva, tiene varios ejercicios para practicar
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El documento se muestra completo en base a los temas por estudiar

Me parece una buena herramienta de trabajo y estudio ya que un libro facilita mas la
comprension tanto de ejercicios como de la lectura y esta muy bien estructurado
Excelente para los estudiantes, para el aprendizaje y resolucion de ejercicios

Presenta todos los temas por estudiar

El material de Matematica 1 es bastante claro, ayuda a entender los temas por si solos,
con la ayuda de las notas del lado izquierdo la comprension de los ejercicios y temas se
vuelve mas clara, considero que es de gran ayuda las notas del lado izquierdo, y los
esquemas ayudan mucho a visualizar y tener una mayor comprension de los temas en
que orden van etc... Considero que el material esta muy bueno y claro.

Sirve de ayuda para estudiar, solamente hay algunos temas que deberian de poner mas
ejemplos ya que se dificulta un poco la comprension

es muy claro y motiva a desarrollar los contenidos

Que el Contenido esta bien explicado y ordenado

Me gusta mucho

Las tematicas expuestas son claras al momento de leerlas y las anotaciones ayudan a la
comprension de como resolver los ejercicios que se nos presentan a los estudiantes.

Me parece que las explicaciones son claras y eso facilita la comprensiéon de cada tema,
podemos entender rapidamente cada paso de los procedimientos gracias al material
claro.

Bueno yo siento que es una ayudad y es lo mejor
Que es de gran ayuda para sacar de dudas
Muy bien resumido a manera de entenderse

Esta todo excelente y es comprensible

considero que el material se ve ordenado y es entendible para su uso, tambien me
parece la idea de las formulas porque son utiles.

Es un buen material para un mejor aprendizaje, ya que ayuda a que estudiemos con una
mejor comprension

Esta muy bueno, muy ordenado.

los procedimientos de explicacion fueron muy importantes, se entiende a la perfecciéon

El material esta bien explicado, con su teoria, los ejemplos asi como la resolucion de los
ejercicios, nomas que me cuesta muchas veces comprender perfectamente los
ejercicios.

Muy bien Muy ordenado todo

Me parece muy bien explicado y ayuda bastante a entender mejor los temas

Lo hemos visto medio, ya que usted nos ensefid rapido, pero me imagino que es como el
primer material, la verdad era muy comprendible

el material es muy ordenado, por ende facilita la comprension
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Esta bien lo Unico es que creo que falta mas ejercicio de diferentes opciones,es decir hay
ejercicios en la guia que uno no sabe como hacerlos y no hay un ejercicio que uno se
pueda ir guiando

Es excelente ordenado y facil de comprender

Me parece que es un material que ayuda de mucho, ya que este esta redactado de una
manera que hace facil su comprension, asi como también posee ejercicio de todo tipo
para poder practicar.

Me parece un material muy completo y facil de entender

Es una ayuda material que aporta mucho y sirve de mucha ayuda, si por cada tema que
veamos, se pongan las formulas y un ejemplo de ejercicio donde este detallado como se
resuelve, por si se nos olvida un detalle de como se resuelve, y conceptos basicos
importantes de manera principal.

Es un material que puede servir de ayuda para que nos guiemos a la hora de entender
los temas que estamos viendo.

Me parece muy bien, bastante explicado

Senti g muy pocos ejercicios venian en el parcial XD

El material es bueno pero en lo personal yo trabajo y no pude guiarme en la solucién de
ejercicio ya que falte a esa clase por lo demas todo bien

Anexo 15: resultados de pregunta 12

12. Mencione dos aspectos que considera que estan bien en el material.

el orden de los temas y el echo de tener el material como una guia

los esquemas y las operaciones que estan colocadas a los lados del material
facilita el aprendizaje, mejor comprensién

sus detalles y sus esquemas

El orden e informacion bien detallada

Los ejemplos y las operaciones de los costados

Material bien redactado,buena explicacion en los ejemplos

Su estructura y su contenido.

La explicacion de cada tema
Es objetivo en cada ejercicio

El desarrollo y los esquemas
1.su explicacion 2. Sus guias para practicar
Los pasos y definiciones que brinda tambien.

Las graficas ayudan a comprender el tema
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La creatividad del materias es llamativa y tiene variedad de ejercicios para seguir
aprendiendo

Esta muy bien explicado, y se entiende muy bien
Las formulas y la explicaciones.
la presentacion y el tiempo

Esta bien explicado y ordenado.

Primero las respuestas y aclaraciones de la izquierda y segundo la resolucién de
ejercicios en las graficas.

los ejercicios resultan faciles por la teoria, esta muy ordenado

los pasos para la resolucion de los ejercicios es muy buena y ordenada
y que motiva a aprender mas, ya que algunos materiales son largos y aburridos en
cambio este material te motiva mas

los ejercicios bien explicados, y los materiales de cada dia

Los ejercicios estan muy explicados
Las explicaciones estan muy organizadas

la explicacion de los ejercicios, y que es muy entendible a la hora de leer

Es muy claro y ordenado, ayuda a comprender de mejor forma

1- La facilidad que explica los temas he implementa los ejercicios.
2- Los aporte que ponen en la parte de la izquierda, ya que nos ayuda recordar temas,
que quizas hayamos olvidado.

Resolucion de ejercicios y explicacion.
buena redaccion y orden de temas

Los ejemplos y la explicacion de ellos

la explicacion y Disefio

la presentacion y el orden de los contenidos

la explicacion de los problemas, desarrollo de ejemplos y aclaracion de futuras
dificultades que se pueden encontrar al realizar proximos ejercicios

1. La forma en que estan explicados los ejercicios.
2. La esquematizacion y procesos de analisis que se hacen al costado izquierdo para
mayor comprension.

El orden y los ejercicios al final, ya que nos sirven de ayuda para practicar y repasar.
los graficos, los ejercicios o ejemplos todo en realidad por que se comprende
Las operaciones y las indicaciones

La parte de los ejercicios para practicar y los graficos

1- Considero que esta bien agregar ilustraciones graficas. 2- me gusta que el
procedimiento sea bien especifico y detallado a la hora de realizar las operaciones.

Esquemas y desarrollo de ejercicios
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1. Da ejemplos para comprender bien los temas
2. Define bien los temas

Ejercicios con su respuesta, buena explicacion

Como esta planteado y como fue realizado

Yo siento que en general esta bien todo pero e specificamente los

Todo esta bien para mi

El orden y la estrucura

Las notas que estan de lado y los procedimientos son facil de comprender

Los pasos,ejemplos
Los esquemas estan muy bien estructurados.

La informacién al lado izquierdo ayuda en la comprension del contenido.
Los temas que se abordan y la resolucién de estos mismos temas.
los diagramas y los ejemplos en el costado izquierdo

Los esquemas, puntos importantes que tenemos que tener en cuenta.

Ejemplos por qué me ayuda a comprender y poner en practica, tedrico por qué de ahi
nos facilita los pasos

1- Orden 2-Claridad

1) Organizacion: El material esta bien organizado en secciones y subsecciones claras y
I6gicas. Los temas se presentan en un orden Idgico, lo que hace que sea facil de seguiry
entender la progresion de los conceptos matematicos.

2) Ejemplos practicos: El autor ha incluido muchos ejemplos practicos en el material, lo
que ayuda a los lectores a comprender mejor los conceptos matematicos. Estos
ejemplos también ayudan a los lectores a ver como se pueden aplicar los conceptos en
situaciones de la vida real, lo que hace que el material sea mas relevante y util.

La explicacion y la elaboracion del material

La grafica de los ejercicios y detallando los pasos

la solucion de los ejercicios esta bien detallada

los datos de las formulas son de mucha ayuda ya que aparecen en orden
claridad y facil de entender

los esquemas y las explicaciones del lado izquierdo.

Ejemplos claros y diversidad de dificultad
Informacion precisa y concreta

la estructura del documento y el disefio que le da una mejor compresion en los ejercicios
y la teoria.
Los esquemas y que esta todo en orden

-Es muy complejo
-creativo
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Los apunte que tiene a su costado ya que ayudan a poder entender mejor el desarrollo

El desarrollo de los ejercicios y las notas que facilitan la comprension del tema

1- Que tiene diversidad de ejercicios
2- Que se detalla con claridad cada ejercicio que da por cada tema

El orden y las notas colocadas al lado izquierdo.

facil de entender
las formulas detalladas ayudan a desarrollar mas facil los ejercicios

Las férmulas al costado izquierdo
Los ejercicios muy detallados , paso a paso

1. los esquemas de los contenidos muy coloridos 2. Las explicaciones detalladas

Que estan bien detallados los temas a comprender y tienen varios ejemplos de solucion
Los ejercicios ordenados y contenidos de apoyo.

la explicaciones de los ejercicios y procedimientos que estan en los costados

Los ejercicios y ejemplos

Los ejercicios bien desarrollados y entendibles y el concepto del tema bien definido a lo
que va hacer

La portada y la estructura del material

Los graficos son muy comprensibles y el apoyo de incorporar las férmulas a utilizar
ayuda bastante

orden y es comprensible
Ejercicios desarrollados claramente

Explicaciéon de cada ejercicios faciles de entender

Su estructura, la forma de separar los contenidos

-Los ejemplos en cada tema
-La informacion corta y directa

El planteamiento de los ejercicios y la explicacion de los temas

Paciencia para realizar cada tema y nos permite que nos equivoquemos para corregirnos

La explicacion de los temas y la graficacion de los puntos en el plano cartesiano ya que a
mi me cuesta un poco ubicar los puntos

El uso de graficas cuando se necesitan para la comprension
El desarrollado de los ejercicios y las ilustraciones de las graficas
Los ejercicios, conceptos y definiciones

el uso de ejemplos graficos

los esquemas
los ejercicios con sus respuestas, para que podamos practicar de forma personal

Los ejemplos estan bien elaborados, y se comprenden mejor
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los ejemplos de cada ejercicio
el desarrollo de cada uno de los ejercicios

1.Ejercicios bien explicados con su proceso. 2. Material ordenado
La portada y la estructura del material

El apoyo con notas sobre formulas y procesos para cada tema.

1. La estructura del texto, ya que facilita su comprensién y asegura un aprendizaje
mayor.
2. Los ejemplos explicados paso por paso.

Esta bien redactado y se le entiende

El orden y lo facil de entender

La facil comprencion y los ejercicios desarrollados

La explicacion de los ejercicios y la Teoria por cada ejercicio

el orden y las formulas

Cada ejercicio y la explicacion que nos ayuda a que hay que hacer
Ninguno

la explicacion y el orden

La redaccion del material
La resolucion de los ejercicios

En lo personal la separacion de temas a comparacion de otros libros y archivos que he
visto.

las explicaciones al costado izquierdo y los esquemas
Los esquemas, los procesos, la explicacién de cada uno de los temas

la resolucién de ejercicios y el orden de los contenidos

La manera en que explica los ejercicios de manera ordenada
Y en lo que coloca las tabla y las graficas de manera bonitas y entendibles

Es comprensible y muy participativa

Las notas al lado izquierdo del material, ya que hay procedimientos o términos que
ayudan a comprender mejor el tema. También los ejemplos de cada tema.

Los procedimientos y graficas

1- Aporta mucho a estudiar desde el inicio los temas para los parciales y practicas de
ejercicios, destacando las ideas principales y secundarias.

2- Los ejercicios que nos deja en la guia ayudan para estudiar, y se aclaran mejor las
dudas con las formulas puestas en el material.

El orden que tiene cada tema y los ejemplos de cada uno.

Las explicaciones a un costado me parecen muy bien y los esquemas

La manera en la que explica y la paciencia que tiene

Las notas al lado izquierdo y la explicacién
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Anexo 16: resultados de pregunta 13

13. ¢ Qué aspectos considera Ud. que deben mejorarse del material escrito? ¢ Por
qué?

como dije se me dificulta mucho y me gustaria que hubiera una forma mas clara de
explicar porque siempre busco videos en youtube para estudiar

en mi opinidn todo esta mu bien

para mi no tengo ningun problema, el material es claro, comprensible y bien dinamico

Colocar unos dos ejemplos mas al material para asi poder comprender mucho mejor cada
tema

La explicacion

Un poco mas de ejemplos de ejercicios

Podria ser que sean un poco mas visible la separacion de los contenidos, para encontrar
un contenido en especifico de manera mas facil.

Ninguno esta bien cada ejercicio muy bien explicado
Mas ejemplos

Para mi, nada todo esta bien

Considero que esta bien

Nada que comentar

Considero que el material esta bien elaborado y por mi parte no hay nada que mejorar
Ninguno porque esta bien explicado

Mejorar un poco la explicacion.

asta hora todo bien

Ninguno todo se comprende a la perfeccion

E

los esquemas principales de la unidad

quizas poner ejemplos complicados, porque a veces sucede que ponen ejemplos faciles
en clases y en parciales ponen los mas dificiles y no sabemos como realizarlos ya que no
tuvimos algo parecido en clases

pues no siento que tenga que mojorar algo, la verdad esta bien detalladamente y todo en
regla.

No el material esta muy bien organizado y con ejercicios muy bien explicados
por el momento he quedado satisfecha con el material

En mi opinidn asi esta bien, somos nosotros quienes debemos dedicar mas tiempo

Si es posible, me gustaria que hubiera un poco mas de ejercicios de ahi, me parece
perfecto
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como lo he visto sinceramente esta muy bien, por el momento no tendria nada que
agregarle

mejor explicacion del temay los temas
quisas un poco mas de ejemplos, para poder comprender mas variedades de problemas.

para mi todo esta bien

los ejercicios que nos presenta ya que a veces son muy idénticos tal vez que podrian ser
del mismo contenido pero diferentes

considero que el materia es bastante completo pero si hay oportunidad de mejorar algun
aspecto seria ideal abarcar una mayor diversidad de ejemplos distintos y con mayor
dificultad de cada tema abordado en el material

Por el momento no considero que se deba mejorar el material, ya que se comprende de la
mejor manera.

Colocar mas ejercicios de explicacion en cada tema, ya que asi entenderiamos de una
mejor manera.

quizas nada, porque para mi todo esta bien del material.
Todo muy bien, no creo que haya de mejorar nada

Ampliar mas lo tedrico y reforzarlo en fundamentos.

Un aspecto que considero es en aumentar un poco el tamafio de letra de las notas del
lado izquierdo.

Da muy poca informacion de cada tema, para comprender lo mejor
Mas ejemplos

Realmente no mucho, me gusta como esta hecho el material

Para mi punto de vista ningun aspecto hay que mejorar

Que en vez de poner los resultados al final estén en la siguiente pagina del tema

Los ejercicios tienden a ser algo diferentes a los ejemplos

Mas ejemplos con dificultad como en parciales y mas opciones de preguntas en el parcial
para poder tener mas posibilidades de pasar el parcial.

Mas ejercicios desarrollados.

Dar mayor detalles a los procedimientos.

No de mi punto de vista lo veo muy interesante

Pues personalmente todo esta muy claro en el material no veo necesidad de mejorarlo.
Para mi punto de vista esta bien, me parece de mucha utilidad

Que cada tema que vemos este ahi un ejemplo para podernos guiar y aprender mejor .

1) Uso de graficos y visualizaciones: Aunque el autor presenta muchos ejemplos
practicos, en algunos casos, el uso de graficos y visualizaciones podria haber mejorado la
claridad de los conceptos matematicos presentados. Las visualizaciones pueden ser una
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herramienta poderosa para ayudar a los estudiantes a comprender mejor los conceptos
matematicos y hacer que el material sea mas accesible para aquellos que tienen
habilidades de aprendizaje visual.

2) Revision de errores de gramatica y ortografia: Aunque el contenido en si es sdlido,
encontré algunos errores de gramatica y ortografia en el texto que podrian confundir a los
lectores. La revision cuidadosa de la gramatica y la ortografia ayudaria a asegurar que el
material sea mas facil de leer y comprender para los estudiantes, evitando confusiones
innecesarias.

para mi el material esta muy bien elaborador, ya que se entiende todo.

A mi punto de vista esta muy bien detallado y no estan necesario mejorar
mas ejemplos de ejercicios

la teoria en los casos que se necesite

Pienso que podria tener un bonus mas de explicacion como videos donde se pueden dar
ciertos ejemplos para ayudarnos en la compresion, ya que seria una buena manera tener
muchos ejemplos de ejercicios

No encuentro algun aspecto que tenga que mejorarse

la estructura de la explicacion de los ultimos temas, debido a que es un poco confuso en
la manera en que se explica, ya que se pasa de una parte a otra y eso complica un poco
para entenderlo mejor el desarrollo del tema

Mas ejemplos de los ejercicios para comprender mejor los procesos

Yo pienso que no es el material el g debe cambiar si no que yo como estudiante empezar
a dedicarle mas tiempo y estudiar mas el material para poder mejorar

Sinceramente ninguno ya que esta bien explicado y super claro

Debe de contener un poco mas de ejercios para tener un amplio de como se elabora los
ejerciocios

El aspecto del material es bastante agradable, hasta la paleta de colores usada, asi que
hasta el momento tal vez solo revisar si todo esta donde deberia de estar y no existan
errores ortograficos o gramaticales.

mas ejercicios resueltos

En lo personal , me parece bien , podria ser agregar mas ejercicios en los temas mas
complicados

Talvez, poner diferentes variedades ejemplos de cada tema.

Si. colocar un poco mas de ejercicios.

Por el momento no considero que el material necesita mayor mejora.

no siento que se le deba mejorar algo ,esta bastante bien el material es claro y bien
explicado.

Mayor detalle al explicar formulas porqué ayudaria mucho a los estudiantes cuando esas
formulas se utilizan en ejercicios diferentes no solo en uno
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Pues yo en mi punto de vista nada asi con ese material puede entender los ejercicios y
ejemplos quizas que vengan mas ejemplos dificiles para que podamos resolverlos juntos
en clases

Todo bien

No veo nada malo, es muy buen material
para mi ninguno todo esta bien

Todo esta ordenado y bien desarrollado.

Dejar algun espacio para poder resolver los ejercicios

El color del material considero que el fondo del material influye mucho ya que es como
visualizamos el material

Ningun aspecto

Ninguno me parece bien

Creo que todo en el material esta bien, es de gran ayuda, y tal vez podria afiadir otros dos
o tres ejemplos de ejercicios de aplicacion, en lo personal ese tipo de ejercicios me
cuesta un poco

Clasificacion por colores del tipo de informacién presentada

considero que el material esta muy completo, ya que el desarrollo y desempeio
dependen del estudiante y el libro es una eramienta muy escencial

Quizas mas ejercicios

coordinacion de colores

el material escrito es muy claro y entendible, el disefio también es muy agradable. Pero
me gustaria agregar quizas 1 ejercicio cuando se explican los temas

Dar un poco mas de ejemplos

en dar mas explicaciones con ejemplos porque se podria guiar de mejor manera para
realizar los ejercicios

No tengo comentarios todo esta bien en el material.

Todo bien

Ningun aspecto. Considero que los aspectos que contiene el material estan acordes con
las tematicas presentadas y no son confusas al momento de leerlas o intentar resolverlas.

El material esta bien estructurado, sin embargo desearia una mayor cantidad de ejemplos
explicados para poder practicar de la mano con el libro de manera mas sencilla y asi
identificar las areas de mejora viendo los pasos de cada ejercicio.

ninguno todo esta bien
Por mi esta bastante bien

Nada, el material esta bien explicado, ordenado y entendible

Colocar mas ejercicios comprensibles que sean mas comprensibles para el estudiante
con respecto al tema que se ensefa

podria mejorarse colocando las soluciones despues de los ejercicios para que al final no
sean tantas soluciones juntas.
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En realidad nada. Todo esta muy claro y se entiende muy bien

No ninguno, esta todo muy bien.

para mi persona el material esta bien redactado. Ya que se muestra todo de una manera
clara.

Para mi todo esta bien, nada mas yo tengo que poner de mi parte para comprender bien
el material.

Por el momento ninguno todo esta bien en el material

a mi criterio todo esta bien

Yo siento que esta bien asi

ninguno, todo me parece claro y facil de comprender

Colocar mas ejercicio que considere que le costara a los estudiantes a realizar con
respecto al tema que se ha dado o se dara

Ningun aspecto es material es comprensible y muy facil de entender

Realmente no encontré algun aspecto a mejorar, el material esta bien redactado y
organizado.

Considero que el material esta bastante completo y no

Considero que se debe tomar en cuenta un pequefo ejercicio abajo de las formulas por
cada tema ¢ por que? por que asi se detalla como se resuelve cada uno, por si nos
genera alguna duda o confusion u olvido y para que sea mas dinamico el material, un link
de video sobre el tema visto, el video es una sugerencia, nada mas.

no sabria responder ya que no mire el material a detalle
Todo bien

Ehh considero g ninguno :/

A mi me costé un poco mas saber las soluciones a cada ejercicio ya que me confundi un
pOCoO Mmas en eso
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Anexo 17: nube de palabras de pregunta 10
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Anexo 18: nube de palabras de pregunta 12
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Anexo 19: nube de palabras de pregunta 13
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