UNIVERSIDAD DE EL SALVADOR
FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMATICA

ESCUELA DE MATEMATICA

Aspectos combinatorios de las curvas elipticas

Presentado por:
Carmen Lissette Lovato Panameno

Para optar al grado de:
Licenciada en Matematica

Bajo la direccién de:
Dr. Gabriel Alexander Chicas Reyes

Ciudad Universitaria, Enero 2025



UNIVERSIDAD DE EL SALVADOR

M.Sc. Juan Rosa Quintanilla
Rector

Dra. Evelyn Beatriz Farfdn
Virrectora Académica

M.Sc. Roger Arias
Virrector Administrativo

Lic. Pedro Rosalio Escobar Castaneda
Secretario General

Lic. Carlos Amilcar Serrano Rivera
Fiscal General

Licda. Ana Ruth Avelar
Defensora de los Derechos Universitarios



FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMATICA

Dr. Luis Gilberto Parada Gémez
Decano

Dr. José Nerys Funes Torres
Vicedecano

Licda. Angela Gudelia Portillo de Pérez
Secretaria de Facultad

ESCUELA DE MATEMATICA

Dr. Dimas Noé Tejada Tejada
Director

Licda. Claudia Patricia Corcio de Beltran
Secretaria de Escuela



TRIBUNAL CALIFICADOR

Dr. Gabriel Alexander Chicas Reyes
Asesor de tesis

M.Sc. Maria Cecilia Martinez Reyes
Jurado

Dr. Simé6n Alfredo Pefia Aguilar
Jurado

Dra. Graciela Reyes Ahumada
Revisora externa



Agradecimientos

A mi mam4 Elena Panamefo, por apoyarme en mis proyectos personales y motivarme
a seguir aprendiendo cosas nuevas.

A mis abuelos Elias Panamefio y Maria Diaz, por estar pendientes de mi y compartir
conmigo palabras de &nimo en el momento adecuado.

A mi asesor de tesis Dr. Gabriel Alexander Chicas Reyes, por su dedicacién y com-
promiso mostrado durante el desarrollo del proyecto de tesis por medio de sus consejos,
sugerencias de mejora y por transmitirme parte de su conocimiento.

A mis jurados y revisora externa: M.Sc. Maria Cecilia Martinez Reyes, Dr. Simén Al-
fredo Pefia Aguilar y a la Dra. Graciela Reyes Ahumada, por su ayuda y disponibilidad para
leer el documento escrito de la tesis y brindar comentarios o correcciones para enriquecer
la estructura del proyecto de tesis.

A Beatriz Bran, por estar siempre disponible para conversar y mostrar interés sobre mi
progreso durante el desarrollo de la tesis.

A mis amigos/as y compaifieros/as de la carrera: por invitarme a estudiar y compartir
experiencias.



Indice general

Agradecimientos
Indice general
Resumen
Introduccién

1. Curvas elipticas
1.1. Espacio proyectivo . . . . . . . . . . . . e
1.2. Ecuaciones de Weierstrass y definicién de curvaeliptica. . . . . . ... ..
1.2.1. Leydegrupo . . . . . . . . . .
1.2.2. Curvas elipticas sobre campos finitos . . . . . . .. ... ... ..
1.3. Funcién zeta de curvas elipticas . . . . . . ... ... ...

2. Funciones simétricas
2.1. Funciones simétricas homogéneas . . . . . ... ... ... ... .....
22, Pletismo . . . . . . L e e e e

3. Propiedades de los coeficientes N}, de la funcién Z(E /F; T)
3.1. Npcomounasumaalternante . . . .. .. .. ... ............
3.2. Los coeficientes Ny y (¢,t)— analogias . . . . . ... ... ........
3.2.1. Los nimeros de Lucas y (¢,t)— analogfas . . . . . .. .......
3.2.2. Los nimeros de Fibonacciy (q,t)— analogias . . . . . . ... ...
3.2.3. (q,t)— polinomiosderuedas . . . . ... ... ... ... .....
3.3. Dualidad combinatoria . . . . . ... ... o o oL
3.3.1. Dualidad entre la funcién completa hj y elemental ey, . . . . . . . .
3.3.2. Dualidad entre los nimeros de Lucas y Fibonacci . . . . . ... ..

4. Identidades combinatorias
4.1. Propiedades de la familia de polinomios {P; x(¢)} . . . . . . . . .. .. ..
4.2. Identidadesde Newton . . . . . . . . . . . . . .. . ...
4.3. Polinomiosde Macmahon . . . ... ... ... ... ...........

II

_.
O N 9 A==

—



Conclusiones 103
Proyectos a futuro 104

Referencias 105

111



Resumen

Lovato Panamefio, Carmen Lissette. 2025. Aspectos combinatorios de las curvas elip-

ticas. Trabajo de graduacién de Licenciatura en Matemadtica. San Salvador, Universidad de
El Salvador.
El presente trabajo consiste en el estudio de las curvas elipticas sobre un campo finito [ y
sus propiedades combinatorias. Una estrategia para la enumeracion de los puntos /Ny de una
curva C' sobre las distintas extensiones [F, C Fqk consiste en estudiar una funcién genera-
dora (funcién zeta asociada a la curva C'). Esto permite establecer propiedades que conectan
distintas 4reas de la matemadtica con la teorfa combinatoria. Un problema interesante es la
relacién de Ny, con los (g, t)— andlogos de los nimeros de Lucas, Fibonacci y los grafos de
rueda Wy, abordada a partir de la teorfa de funciones simétricas y la operacion del pletismo
dando lugar a nuevas identidades.

Palabras clave: curva, curva eliptica, funcidn generatriz, pletismo, grafo, drbol generador,
funcién simétrica, funcién elemental, funcién completa, funcién de potencias, dualidad,
campo finito.
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Introduccion

La enumeracion de puntos [V de una curva C' sobre un campo finito F,, es un proble-
ma que tiene sus raices en geometria algebraica, teoria de nimeros y combinatoria, el cual
tomo relevancia a partir del siglo XX con los aportes de matematicos de la época como
Hasse y André Weil. En particular, el desarrollo de este trabajo se centra en la enumeracion
de puntos en curvas elipticas £ sobre un campo finito F,, por medio de funciones genera-
trices. El proyecto estd dividido en cuatro capitulos con el objetivo de conocer los aspectos
combinatorios de las curvas elipticas:

El Capitulo 1 tiene como finalidad brindar una introduccién a los elementos bésicos
sobre curvas elipticas tales como su definicidn, su estructura de grupo, la funcién generatriz
asociada a una curva C'/IF,, (funcién zeta de una curva) y las conjeturas de Weil.

En el Capitulo 2, se abordarén los aspectos elementales sobre funciones simétricas ho-
mogéneas, algunas de estas funciones son: elemental, completa y de potencias. Ademas, se
define la operacién de pletismo de las funciones simétricas que puede ser entendida como
un producto de funciones simétricas.

En el Capitulo 3, estd enfocado en estudiar y analizar los coeficientes Vi de la funcién
zeta de una curva, por medio de las propiedades de los nimeros de Fibonacci, Lucas y la
enumeracion de los drboles generadores de un grafo de rueda Wy, tomando de base los
aportes brindados por Musiker en el articulo [12].

Finalmente, el Capitulo 4 estd conformado por la deduccién de identidades y propie-
dades que derivan de los coeficientes Ni. Se presentan las identidades de Newton para las
funciones simétricas elemental, completa y de potencias. Ademas, se estudian las expre-
siones de las funciones simétricas completa y de potencias por medio de determinantes.
Por dltimo, se definen los polinomios simétricos de Macmahon y propiedades con el fin de
establecer expresiones con los coeficientes Ny.



Objetivos del proyecto

= Objetivo general

» Conocer los aspectos combinatorios de las curvas elipticas, a través de nociones
bésicas sobre Algebra, Geometria, Teoria de Nimeros y Combinatoria de modo
que permita establecer conexiones entre curvas elipticas y grafos.

= Objetivos especificos

* Estudiar resultados bdsicos sobre curvas elipticas y grafos.
» Utilizar la teoria de funciones simétricas para el estudio de la funcién zeta.

* Realizar célculos con la funcién zeta de curvas elipticas.

VI



Capitulo 1

Curvas elipticas

En este capitulo estudiamos resultados bésicos relacionados con curvas elipticas que
van ser de especial importancia para el desarrollo del presente trabajo.

1.1. Espacio proyectivo

En este apartado se aborda la definicién de espacio proyectivo y su relacién con el
espacio afin.

Definicion 1.1.1. Sea K un campo. Definimos el plano afin como el conjunto de 2-uplas
sobre K x K

Ak = {(z,y) € K x K}.

Definicion 1.1.2. Sea K un campo. El espacio proyectivo 2-dimensional sobre K, deno-
tado por P%, es definido por las clases de equivalencia de ternas (X,Y,Z) con X,Y, Z €
K con al menos una de las X,Y, 7 distinto del elemento neutro 0 de K. Dos ternas
(X1,Y1,21) y (Xo,Ya, Zs) se dice equivalentes si existe A € K/ {0}, tal que

(X1,Y1,Z1) = (A X2, \Y2, A Z3).

De la definicién (1.1.2), diremos que [X : Y : Z] es una clase dada por la relacién de
equivalencia ~ y son llamados puntos en ]P’%{.

[X:Y: 2] = {(\X,\Y,)\2) : A € K* = K/ {0}}.

Cada elemento (X,Y, Z) de la clase de equivalencia [X : Y : Z] son llamadas coordena-
das homogéneas para el punto [X : Y : Z] € P%.

Una vez ya definido el espacio proyectivo podemos mencionar otros aspectos que in-
teresa estudiar en el presente trabajo .



1.1. ESPACIO PROYECTIVO

Sabemos que en el conjunto ]P)%{, la coordenada (0, 0, 0) no pertenece a ningtin punto de
IP’%{; entonces analizamos el punto [X : Y : Z] € P% donde al menos uno de los X, Y, Z es
distinto a 0 € K. Por lo que nos preguntamos qué sucederia si dividimos entre Z. De aqui
resultan dos casos: cuando Z = 0y Z # 0. Como se muestra en el siguiente definicion.

Definicién 1.1.3. Sea K un campoy [X ;Y : Z] € P2%..

1. Si Z # 0, entonces [X :'Y : Z] = [X/Z : Y/Z : 1] son llamados “puntos finitos”
enP2..

2. Si Z = 0 consideramos oo en X oY y los puntos [X :'Y : 0] son llamados “puntos
al infinito” en IP’%C
Notemos que (1.1.3) es una de las posibles formas de trabajar el plano proyectivo ya

que el andlisis anterior sigue siendo vélido para una de las coordenadas restantes X o Y.

Por otra parte, los puntos [1 : 0: 0],[0:1:0]y[0:Y : 0] conY # 0 son ejemplos de
eleccién de representantes de la clase [X : Y : 0] y por lo tanto son “ puntos al infinito”.
Ademds, los “puntos finitos” del plano afin A%( se pueden describir por medio de puntos en
el espacio proyectivo.

Proposicion 1.1.1. Sea K un campo. Se tiene la siguiente inclusion entre el espacio pro-
yectivo y el plano afin:

A2 — P%
(x,y) — [z:y:1].

Definicion 1.1.4. Sea K un campo . Un polinomio F € K[X,Y, Z] de grado n, donde

F = Zaijkxiw'z’f, con a;j € K,

ig.k

es homogéneo si cada término a;;, X Y1 ZF satisface que i + j + k = n.
Ejemplo 1.1.1. Un ejemplo de polinomio homogéneo sobre el campo K es

Fi(X,Y,Z) =2XY? + 4X?Y 4 3X3.
Por otra parte, el polinomio

Fy(X,Y,Z) =2XY +4X?Y + 3X°,

no es homogéneo ya que la suma de las potencias del monomio 2XY es1+1 = 2yel
grado de Fy es 3.

Proposicion 1.1.2. Sea K un campo. Si un polinomio F € K[X,Y, Z] es homogéneo de
grado n, entonces

F(Ax,\y,\z) = \"F(x,y,z) con A € K.



1.1. ESPACIO PROYECTIVO

Mas atn, el conjunto de ceros de un polinomio homogéneo F' sobre un campo K esta
bien definido. Por ejemplo

(1,91, 21) ~ (22,12, 22) & (T1,Y1,21) = (Aw2, A2, A22)
= F(ml,yl,zl) =0 F(CL’Q,yQ,Zz) =0.

Un polinomio F' con coordenadas en el plano afin se puede pasar a coordenadas homo-
géneas del espacio proyectivo agregando una variable Z adecuada y viceversa, como se
muestra en el siguiente resultado.

Proposiciéon 1.1.3. Sea F' € K[X,Y, Z] un polinomio homogéneo de grado n entonces
F(x,y,2) = 2"f(x,y) donde f(x,y)= F(z,y,1), V[z:y: 2] € Pk conz #0.
Ejemplo 1.1.2 (Rectas que se intersecan en el infinito). Sea K un campo.

Caso 1: Consideremos Y = mX 4+ c1y Y = mX + c2 con ¢; # ¢y constantes en
K. Notemos que ambas ecuaciones no son polinomios homogéneos. Entonces pasamos a
su forma homogénea como se establece (1.1.3),

Y=mX+cZ Y=mX+cZ

Luego de homogenizar, se sustituye un punto [z : y : 2] € IP%{. Encontramos la interseccién
de ambas ecuaciones

ze1 = zey
z(c1 —c2) =0, donde O es el elemento neutro de K.

=2z=0, y=mz.

Recordemos que z, y no pueden ser ambos 0 por la definicién 1.1.2, por lo tanto, las rectas
se intersecan en el punto [z : mx : 0] = [1 : m : 0] que por definicion es punto al infinito
en P%. Ver figura 1.1.

Caso 2: Y en el caso que tengamos dos rectas x = ¢1 y & = ¢co con ¢1 # ¢ € K.

=T =zc], T = ZzCs.
Ahora calculamos la interseccioén
201 = 2C.

Luego obtenemos que z = 0. Asf, la interseccion de las rectas es el punto al infinito [0 : 1 :
0] € P%. Ver figura 1.2.



1.2. ECUACIONES DE WEIERSTRASS Y DEFINICION DE CURVA ELIPTICA

Figura 1.1: Rectas en A% caso 1. Figura 1.2: Rectas en A% caso 2.

1.2. Ecuaciones de Weierstrass y definicion de curva eliptica

Los resultados brindados en el apartado anterior servirdn como herramienta para estu-
diar con mayor naturalidad las generalidades de curvas elipticas que se menciona a conti-
nuacion.

Definicion 1.2.1. Una curva eliptica E es la grdfica de una ecuacion de la forma
y? =2+ Az + B, (1.1)
donde A, B son constantes en un campo Ly A := —(4A3 + 27B?) # 0.

A la ecuacién (1.1) se le llama ecuacion de Weierstrass corta o reducida. Y la canti-
dad definida por A es llamado discriminante de una ecuacion en su forma de Weierstrass
corta que brinda informacién sobre las raices repetidas de una ecuacién cubica.

La siguiente definicion es para una curva eliptica definida sobre un campo en la forma
(1.1):
Definicion 1.2.2. Sea K O L un campo. Una curva eliptica sobre el campo K estd dada
por
E(K) = {oco} U {(z,y) EKXK:y2:9§3—i—Aa§+B}.
Con A, B constantes en Ly A # 0.

La definicién de curva eliptica (1.2.1) es de utilidad cuando se trabaja con curvas en el
plano afin. En cambio la definicién anterior (1.2.2) serd necesaria mds adelante para trabajar
con la ley de grupo.



1.2. ECUACIONES DE WEIERSTRASS Y DEFINICION DE CURVA ELIPTICA

Ejemplo 1.2.1. Consideremos las siguientes curvas definidas sobre K = R.

w2 =23 — 2.

Para encontrar las raices de esta ecuacion factorizamos el polinomio cibico
2 —x=gx(x+1)(z—1)=0.

Obtenemos tres raices reales y distintas las cuales son: 0, =1 (ver figura 1.3). Si cal-
culamos el discriminante resulta que

—(4A% 4 27B%) = —(4(—1)> +27(0)*) =4 £ 0.
Para este caso, se satisface la definicién de curva eliptica (1.2.1).

A

[N ,
_/

Figura 1.3: Grificade y? = 2% — z con A # 0.

= Consideremos la ecuacion

2 = 2P,

Notemos que esta ecuacién (ver figura 1.4) tiene una raiz de multiplicidad tres y su
discriminante es

—(4A3 +27B%) = 0.

Por lo tanto, no satisface la definicién de curva eliptica (1.2.1).



1.2. ECUACIONES DE WEIERSTRASS Y DEFINICION DE CURVA ELIPTICA

Figura 1.4: Grafica de y? = 2% con A = 0.

Otra forma que se puede describir una curva eliptica E sobre un campo K, es por medio
de la grafica de la ecuacion

y2 + a2y + a3y = 2 + agx? + asx + ag, donde aq, ..., ag son constantes, (1.2)

llamada la ecuacién de Weierstrass generalizada.
Es posible llevar esta ecuacion a la forma (1.1) realizando cambios de variables. Primero
notemos que podemos agrupar términos

y+ (a1 + a3)y = 2 + agxr? + asx + ag.

Ahora dividimos entre 2 el término (a;x + ag) y completamos cuadrados

2 2
a1r +a ar+a
y? + (a1 + a3)y + <123> = 2° + agx® + agr + ag + <l23>
a1x + as 2 a1x + as 2
<y—|—2 > :x3+a2x2+a4x—|—a6+<2 >
(v+% +a3)2 3y (ag+ D) 22 4 (ag+ D90 1 (ag + %
—r+—) ==z as+— | z°+ (s + —)z+ lag + 2 ) .
YT 2Ty T 5T



1.2. ECUACIONES DE WEIERSTRASS Y DEFINICION DE CURVA ELIPTICA

Realizando el cambio de variables %(y — a1z — ag) la ecuacion queda de la forma

2

1 ai as 2_ 3 a?\ o aiasg as
<2(y—a1x—a3)—|— 5T 2) ="+ az+ ) + (a4 + 5 )T+ ag + -

2

2 2 -
(%) =$3+<a2+62)332+(a4+a1;5)$+<a6+?>

y? = 42° + (daz + af) 2° + (das + 2a1a3)z + (4ag + a3)
y2 = 423 + box® + byx + b

donde
by = 4ag + a%, by = 4a4 + 2a1a3, bg = 4ag + ag.

Finalmente, realizamos otro cambio de variable de modo que y es y/108 y reemplazamos
x por (x — 3bg)/36

Yy \2 x — 3by 3 x — 3by 2 x — 3by
_ = 4 .
(108) ( 36 ) o2 75 Tha\Tg ) Tl

Desarrollando las expresiones se obtiene:

y? = a3 + 27(—b3 + 12by)x + 54(b3 — 18byby + 216bg)
y? =2+ Az + B.

donde

A = 27(—b3 + 12b4)
B = 54(b3 — 18byby + 216bg).

Los cambios de variables realizados para obtener la ecuaciones de Weierstrass en su
forma corta son validos cuando el campo K en el que estd definida la curva eliptica es de
caracteristica distinta de 2 y 3. Para el lector interesado véase la seccién 2.8 de [18].

1.2.1. Ley de grupo

Uno de los resultados interesantes sobre curvas elipticas es que si tomamos dos puntos
podemos producir un nuevo punto que siempre va pertenecer a dicha curva por medio de
una operacién que se llama suma de puntos sobre una curva eliptica. Como veremos mds
adelante, esta operacién da al conjunto de puntos de la curva eliptica una estructura de gru-
po abeliano.



1.2. ECUACIONES DE WEIERSTRASS Y DEFINICION DE CURVA ELIPTICA

Definicion 1.2.3. Sea E una curva eliptica sobre K descrita por la grdfica de una ecuacion
de Weierstrass de la forma

> =23+ Az + B, con A, BeK.

Y sean Py = (z1,11), P» = (22,y2) € E, definimos la suma de los puntos de E(K), que
denotaremos por +, como la que se obtiene de trazar la recta | que pasa por Py y P que
interseca a E en un tercer punto Pj. Y la reflexion de P} respecto al eje x es un punto Ps
resultado de sumar Py y P, es decir

P+ P, =P;.

Analicemos los pasos para calcular la suma de dos puntos sobre una curva eliptica &/
sobre K y en su forma de ecuacién de Weierstrass (1.1). Sean P, = (z1,41), P> = (22, Yy2)
en I.

Caso 1: Si P, # P, # oo, trazamos una recta [ (ver figura 1.5) que pasa por P; y P> con
pendiente

_ Y2 — 1

m .
L2 — X1

= Si z; # x9 entonces la ecuacién de la recta [ es
y=m(zx— 1)+ y1.
Sustituimos y en la ecuacién de /' dada de la forma (1.1)
(m(z—z1)+y1)? =2+ Az + B
m?(z — x1)? + 2m(z — z1)y1 + v5 = 2> + Az + B.
Reordenando términos se obtiene

(¢ + Az + B) — (m*(z — 21)* + 2m(z — 21)y1 + y7) = 0
2* —m?(x — 21)? + (Az + B) — 2m(z — z1)y1 + 93) = 0

22 —mP2? +br+c=0,
donde
b= (A4 2z —2my;)
c=B -z} 4+ 2mziy; + v

Nuestro objetivo hasta este punto es encontrar una tercera raiz del polinomio
cubico

23 —m22® +bx+ ¢ =0.



1.2. ECUACIONES DE WEIERSTRASS Y DEFINICION DE CURVA ELIPTICA

Notemos que x1 y 2 son raices de este polinomio y al factorizar obtendre-
mos

(2 —x1)(x — 22)(z — x3) = 23 + (=21 — 3 — x3)2? + bz 4 ¢, donde
V' = z129 + x371 + T273
C, = —I1T2X3.
Y z3 es la tercera raiz que buscamos.
Observemos que
23— mPe? b4+ c=2+ (21 — 19 —x3)2t + W+

= —m2 = —T1 — T9 — I3.

De este modo x3 es

= 23 =m? — (1 + T2). (1.3)

Luego, la expresion para la coordenada y3 es
ys = m(x3 — 21) + Y1

Entonces,

Py = (w3,y3) = (m* — (1 + m2), m(x3 — 21) + 1)

Finalmente, encontramos la reflexién del punto Ps respecto al eje de las x
(ver figura 1.5). Por lo tanto

Py + Py = (23, —Y3).

» Sixz; = x2yy1 # yo. Eneste caso la recta que pasa por P y P> es vertical
y por lo tanto la interseccién con E es co. Asi

P+ P, = .



1.2. ECUACIONES DE WEIERSTRASS Y DEFINICION DE CURVA ELIPTICA

Py

P+ P

Figura 1.5: Suma de puntos en una curva eliptica £/ con P; # Px.

Caso2: Si P, = P, = (x1,y1) # oo. Para este caso basta con encontrar la recta tangente
l alacurvaen el punto P;.
Entonces la pendiente de la recta [ la calculamos por medio de la derivada impli-

citadey? = 23+ Az + B

d
Zy—y =322+ A

dz
dy 322+ A

10



1.2. ECUACIONES DE WEIERSTRASS Y DEFINICION DE CURVA ELIPTICA

Py

P+

Figura 1.6: Suma de puntos sobre una curva eliptica I/ con P} = P».

Si y1 = 0 entonces [ es una recta vertical y P, + P> = o0.

Si y1 # 0 entonces la ecuacion de [ es

y=m(z —x1) +y1. (1.4)
Nuevamente obtenemos

(m(z — 21) +y1)* = 2° + Az + B.
En este caso x; es raiz doble del polinomio ctbico
3+ Az 4+ B — (m(z —21) +y1)* = 0.

Igual que en el proceso para encontrar la expresion (1.3), la raiz buscada es

x5 =m? — (1 + 1)

=m?— 2x1.

Y por (1.4) tenemos que

ys = m(z3 — 1) + 1.
Entonces P3 = (z3,y3) es

Py = (x3,y3) = (m? — 2z1, m(z3 — 21) + 11).

11



1.2. ECUACIONES DE WEIERSTRASS Y DEFINICION DE CURVA ELIPTICA

Por tltimo, realizamos la reflexion de Ps respecto al eje x y de este modo obte-
nemos la sumade P y P»

P+ Py = (3, —y3).

En este caso en particular, la expresion de la coordenada x5 se puede seguir de-
sarrollando de modo que quede expresada en términos de x1

327 + A\°
T3 = m? — 21 = <$1+> — 211
211
_ 927 + 6Az? — 8xyy? + A?
4yt
_ 921 + 6Az? — 8x1(z3 + Az + B) + A2
4(4z3 + Axy + B)

, sustituyendo y; en (1.1).

Luego, se obtiene que

r] — 2A2? — 8Bz + A?
4x:1)’ +4Ax, +4B

T3 = (1.5)

La formula anterior para calcular 2P; es llamada férmula de duplicacién para
una curva eliptica definida por su ecuacién de Weierstrass reducida. Para una
curva eliptica definida por su ecuacion de Weierstrass generalizada puede ver la
deduccion en [14].

Si P, = P, = oo entonces
P+ P, = .
Nota 1. Por convencion oo + oo = oo.

Caso3: Si P, # P,y P, = oco. Larectal que pasa por P y P, es vertical e interseca a
FE en P3 = 0o, lareflexion de P3 es P + Po, = oo.

Andlogamente, si P, = co obtenemos que P; + P = oo.

Ejemplo 1.2.2. Sea E una curva eliptica sobre K = R y definida por su ecuacién de
Weierstrass

y? = 2® 4+ 73.

Deseamos calcular la suma de los puntos P = (2,9), @ = (3,10) en E. El proceso es el
siguiente:

12



1.2. ECUACIONES DE WEIERSTRASS Y DEFINICION DE CURVA ELIPTICA

Paso 1. Trazamos la recta [ secante a la curva que pasa por Py @ (ver figura 1.7).

Paso 2. Encontramos la férmula de [ teniendo en cuenta que P # @)

y=m(x—2)+9.

Paso 3. Identificamos que la pendiente m se puede calcular por

Y2 —
m =

Tro — 1
10-9
= =1.
3—-2
Paso 4. Sustituyendo m, la ecuacion de la recta [ es
y=x+17.
Paso 5. Ahora calculamos la coordenada x3, que es
$3:m2—$1—$2:12—2—3:—4.

Paso 6. Sustituimos la coordenada z3 en la ecuacidn de la recta [ para encontrar ys

ys=ax3+7=—-4+7=3.

Entonces el tercer punto P3 = (x3,ys3) que interseca a [ y la curva E es

Py =(-4,3).

Paso 7. Por lo tanto, el punto P + @ es la reflexion con respecto al eje x de Ps el cual es

P+Q=(-4,-3).

13



1.2. ECUACIONES DE WEIERSTRASS Y DEFINICION DE CURVA ELIPTICA

_//{2 = (3,10)

P =(2,9)

>

Py =(—4,3)

P+Q=(-4-3)

—~

Figura 1.7: Suma de puntos sobre la curva eliptica E : y? = 23 + 73.

En el siguiente ejemplo se ilustra el procedimiento para utilizar la férmula de duplica-
cioén en una curva eliptica:

Ejemplo 1.2.3. Con la curva dada en el ejemplo 1.2.2, se quiere calcular 2P = 2(2,9).
Identificamos que #1 = 2y A = 0, B = 73 en la ecuaci6n de la curva eliptica y? = 23 +73
y se procede a sustituir en (1.5):

_ (2" -2(0)(2)% — 8(73)(2) + (0)°
T 422 +4(0)(2) + 4(73)
16 — 1168
32 + 292
32
-2

T3 =
Luego se calcula la coordenada y3 por medio de la ecuacién

ys = m(xs — 1) + Y1 (1.6)
donde m es la pendiente de la recta que pasa por P y esta es

322+ A 3(2)240 2
m = = =

21 209 3

14



1.2. ECUACIONES DE WEIERSTRASS Y DEFINICION DE CURVA ELIPTICA

Abhora sustituimos z3 y m en (1.6)

—100
=" 49
27 *
143
27
Seguidamente obtenemos la reflexion del punto (z3,y3) = (—22, 42) que es (23, —ys3).

Por lo tanto, la suma del punto P es

9 27
La operacién de suma de puntos de una curva eliptica E(K) se resume en el siguiente
algoritmo (presentado como pseudoc6digo):

Algoritmo 1 Suma de puntos en una curva eliptica £ descrita por una ecuacién de Weiers-
trass.
Entrada: P; = (x1,y1), P> = (x2,y2) puntos en E(K).
Salida: P, + P> = (x3, —y3) en E(K).
1: Si P; # P,y distintos de co entonces

2: Si x1 # z2 entonces
3; r3=m? — 1 — 3, y3=m(x1 —x2) + Y1, con m = LU
’ ’ ’ T2—x1
4: Sixy =xz9y Yy # yo entonces
5: P+ P,=0
6: Si P = P> = (x1,y1) entonces
7 Siy; # 0 entonces
2 3z3+A
8: x3 =m* — 2z, y3 =m(xr; —x2)+ Y1, con m = o
9: Si y; = 0 entonces
10: P+ P,=
11: Si P # co entonces
12: P1 + o0 = P1

En el siguiente resultado se demostrard que la suma de puntos sobre una curva eliptica
define una estructura de grupo abeliano. Cabe destacar que se utilizard la definicién (1.2.2)
de curva eliptica.

Teorema 1.2.1 (Ley de grupo). La adicion de puntos en una curva eliptica E sobre un
campo K satisface las siguientes propiedades:

1. Existencia del elemento neutro: P + oo = P para todo P en E.

15



1.2. ECUACIONES DE WEIERSTRASS Y DEFINICION DE CURVA ELIPTICA

2. Existencia de elementos inversos: Para todo P en E, existe —P en E que cumple:
P+ (=P) =oc.

3. Conmutatividad: P, + P, = P, + Py para cualesquiera Py, P, en F.
4. Asociatividad: Para cualesquiera Py, Py, P3 en E

(PL+ P) + P3 = Py + (P2 + P3).
Demostracion. Sea E una curva eliptica sobre un campo K . Se debe demostrar que E(K)
es un grupo abeliano con la operacién suma definida en (1.2.3).

1. Existencia del elemento neutro: El punto oo es el elemento neutro de F'(K) ya que
para todo P € E(K), la recta [ que pasa por oo y P es vertical donde P’ el tercer
punto de interseccion de [ con E 'y es el reflejo de P, entonces por definicién de suma
de puntos en F(K) se tiene que

P+oco=P

2. Existencia de inversos: Para todo P € E(K). El punto — P reflexion de P, es el ele-
mento inverso de P ya que por definicidn, la recta [ que pasa por Py —P es vertical;
entonces el tercer punto de interseccion de la recta [ con F es co y su reflexion es oc.
Por lo tanto

P+ (—P) = oc.
3. Conmutatividad: Sean P}, P, € E(K). La recta | que pasa por P; y P; tiene co-

mo interseccion un tercer punto Py € F(K) y el reflejo de P} es P3 entonces por
definicién de suma de puntos en E(K) tenemos que

P+ P, = P;.

La recta que pasa por P, y P es [ por lo que la interseccién con la curva E es P;y
por definicién de suma de puntos

Py + P, = Ps.
De modo que
P+ P,=P+P.
Por lo tanto, se cumple la conmutatividad de suma de puntos de E(K).

4. Asociatividad.
La asociatividad no se comprobard en el presente trabajo. Una prueba que hace uso
de herramientas de Geometria Algebraica puede consultarse en [3].

16



1.2. ECUACIONES DE WEIERSTRASS Y DEFINICION DE CURVA ELIPTICA

1.2.2. Curvas elipticas sobre campos finitos

En esta seccion se estudiardn resultados y propiedades de curvas elipticas definidas
sobre un campo finito F, donde ¢ es una potencia de primo, es decir ¢ = p°® con p un
nimero primo y s > 0. Ademds, denotaremos por [F; a una clausura algebraica de IF,,.

Niimero de puntos sobre curvas elipticas

En este apartado estudiaremos las formas de estimar el nimero de puntos de una cur-
va eliptica F sobre Iy, el cual es uno de los resultados mas importante asociados a curvas
elipticas, y sirve como punto de partida para muchas aplicaciones tales como la criptografia.

Iniciamos mostrando el siguiente ejemplo, en el cual se ilustran resultados sobre célcu-
los de puntos sobre una curva eliptica sobre un campo finito.

Ejemplo 1.2.4. E : y? = 23 +2 es una curva eliptica sobre F; = 7Z/7Z. Este campo tiene 7
elementos y podemos hacer una lista de los puntos sobre E(F7). El problema es equivalente
a encontrar las soluciones de la ecuacién y? = x> + 2. Como se muestra a continuacién:

x| 22 Y Puntos

0 2 34 (0,3), (0,4)

1 3 No tiene solucién | No tiene solucién
2 3 No tiene solucion | No tiene solucion
3 1 1,6 (3,1),(3,6)

4 3 No tiene solucién | No tiene solucién
5 1 1,6 (5,1), (5,6)

6 1 1,6 (6,1), (6,6)

De la tabla anterior podemos notar que los puntos sobre la curva son
1), (5,6),(6,1),(6,06)},

que fueron obtenidos por medio de la resolucién de congruencias de la forma 32> = a
(méd 7) y en el caso oo se agrega a la lista como elemento neutro del grupo aditivo de
E(F7). Una forma de comprobar este resultado es considerando la ecuacién de la curva
eliptica homogeneizada, es decir

E(F7) = {00, (0,3),(0,4),(3,1),(3.6), (5

7Y% = X3 4273,

Y se comprueba que al sustituir el punto oo = [0 : 1 : 0] en ambos de la ecuacion, la
igualdad se cumple. Por lo tanto, el nimero de puntos de E(F7) es 9.

Como podemos observar para este ejemplo en particular, resulta facil contar el nimero
de puntos en una curva eliptica sobre el campo finito 7 ya que tiene un nimero de elemen-
tos pequeiio. Sin embargo, esto se vuelve una tarea dificil a medida que ¢ aumenta.
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1.2. ECUACIONES DE WEIERSTRASS Y DEFINICION DE CURVA ELIPTICA

Para una curva eliptica £ sobre F, definida en su forma generalizada de Weierstrass
(1.2), una cota superior para el nimero de puntos es

#E(F,) <2¢+1.

La cantidad 2q es porque y puede tomar a lo sumo dos valores en [F, y el 1 es el punto oo,
es decir el elemento identidad del grupo E(IF,).

Por otra parte, es posible que la ecuacién cuadrética no tenga solucién en [F;, (como en
el ejemplo 1.2.4 para ciertos = la ecuacidn no tiene solucién). Entonces es razonable pensar
en una cota mds pequefia para el nimero de puntos en E(F,), es decir que lugar de 2¢ sea
q. Esto se debe a que por un lado, el grupo de unidades de F,; (que denotamos por F) es
ciclico; en otras palabras F = Z /(q — 1)Z, por lo que eligiendo un generador x podemos

escribir Ff = {1, z, 22, ..., 2971} es finito ya que F,, es un campo Fy =T,/ {0} es decir
#F =q— 1.
En particular, para I, con p primo su grupo de unidades F; = {1,2,2%, ... 2P~}

cumple que 2" € IF ¢ es cuadrado si y sélo si k es par y por lo tanto (p — 1)/2 son cuadra-
dos en IF; (ver [1]).

El siguiente teorema brinda una cota superior para el orden de E(F,). Este resultado
fue conjeturado por Artin y demostrado por Hasse en 1930.

Teorema 1.2.2 (Hasse). Sea E una curva eliptica definida sobre un campo finito F,. En-
tonces

|#E(Fq) —q—1] < 2\/6'

La demostracién de este teorema utiliza nociones de Geometria Algebraica y conoci-
miento acerca del grupo de Galois de la extensién I, /F,. Véase [14], capitulo V, seccién
1.

Ejemplo 1.2.5. Sea E una curva eliptica sobre F; = Z/7Z. La cota superior que da el
teorema de Hasse 1.2.2 es

[#E([F;) —7—1 <27
|#E(F;) — 8| < 2V7~ 5.

Entonces el ndmero de puntos de E(F7) se encuentra dentro del intervalo
3 < #E(F7) <13.

Y comparando con el ejemplo 1.2.4, notamos que es un resultado valido ya que F : y?> =
23 4 2 tiene 9 puntos definidos sobre Fy.
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1.3. FUNCION ZETA DE CURVAS ELIPTICAS

Ejemplo 1.2.6. Consideremos una curva eliptica E sobre el campo Fzs = F5[X]/(X% +
X5 4+ X4+ X3+ X2 + X + 1), por el teorema de Hasse tenemos que

|#E(Fs6) — 55 — 1] < 2V/56
|#E(Fs0) — 15626] < 2(125) = 250.

Por lo tanto , la cantidad de elementos del grupo E(F56) se encuentra en el intervalo
15376 < #E(Fs6) < 15876.

Es importante sefialar que el teorema 1.2.2 de Hasse, no indica un algoritmo para en-
contrar la cantidad de puntos en una curva eliptica £(F,), sino mds bien nos proporciona
una estimacion del nimero de puntos sobre £(F,) el cual nos dice que es aproximadamente
q + 1 con un error de 2,/q.

Ejemplo 1.2.7. Un ejemplo de aplicacion de curvas elipticas definidas sobre un campo
finito IF;, que refleja la importancia de la numeracion de puntos, es el problema del lo-
garitmo discreto para curvas elipticas ECDLP, el cual consiste en que dados dos puntos
P,Q € E(F,) tales que P pertenece al subgrupo generado por () y se debe encontrar un
entero n que satisface P = [n]Q. Sin embargo, para valores grandes de ¢ encontrar di-
cho n resulta dificil. Como consecuencia, surgen criptosistemas basados en la dificultad de
resolver el problema de ECDLP (el lector interesado puede consultar [14] seccién X1.4).

1.3. Funcion zeta de curvas elipticas

En este apartado estudiaremos la funcién zeta para curvas elipticas definidas sobre un
campo finito [F, como una reiterpretacion del teorema de Hasse 1.2.2.

Definicion 1.3.1. Paran > 1. Decimos que I, es la extension de I, de grado n y #F, =
q=7p".

Definicién 1.3.2. Para n > 1. Una variedad proyectiva sobre T, es el conjunto de solu-
ciones de

fl(xg,...,$N):-“:fm(l‘o,...,l']\[):0,

donde f1, ..., fm son polinomios homogéneos con coeficientes en F. Se denota por V (Fgn )
al conjunto de puntos de V' con coordenadas en IFgn.

Definicion 1.3.3. La funcion zeta de V/F es la serie de potencias

Z(V/Fy; T) = exp (i <#V (Fyn) 1:)) .

n=1
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Ademds,

oo T”
) =3 (#V E ) e Q.
n=1
y puede definirse la exponencial como la serie de potencia de la forma

o0

k
2 = Y N

k=0

Si se conoce la funcién zeta de V/F, entonces es posible calcular las cantidades de
V(Fgn) paran > 1.

Proposicion 1.3.1. Sea Z(V/F; T) la funcion zeta de V/IF, entonces
1 dr
#HV (Fgn) = O] (dT" log Z(V/Fy; )> ‘T:O, para todon > 1.

Demostracion. Sea V/F, una variedad con Z(V/F,; T') la funcién zeta asociada a V/IF,.
Se quiere demostrar que las cantidades de puntos del conjunto V(Fy») para n > 1 son
obtenidos por medio de la igualdad

#V(Ep) = oty (g o 2078, T))|

Al realizar derivadas sucesivas de log Z(V/F,) con respecto a T' se obtiene que la n-
ésima derivada es de la forma

T=0

[e.9]

log Z(V/Fq: T) = (n— D)I#V(Ep) + Y (k= 1)I#V(F) T,
k=n+1

mn

drm

F(T)

Aqui f(T) es una funcién generatriz .

Ahora se demostrara por induccién sobre n que la derivada n-ésima de log Z (V/F,, T')

€S
mn

D log Z(V/Fq: T) = (n— 1)1#V(Fgn) + f(T).

Caso base: Paran = 1.
Calculamos la primera derivada de log Z(V/IF,) con respecto a T":

d n—1
g Z(V/Fy;T) Z #V (F)T

= #V(F +Z#V )T

diT log Z(V/Fy; T) = 014V (F,) + £(T).
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Por lo tanto, se cumple el caso base.

Hipétesis inductiva: Supongamos que es cierto para la n-ésima derivada.

08 Z(V/E;T) = (n — D)V (Fgr) + f(T),

donde

o0

FT)y = > (k= D)I#V(Fe)T" "

k=n+1

Paso inductivo: Se demostrard que para (n + 1)-ésima derivada también es verdadero.
Por la hipétesis inductiva tenemos que

dTnlogZ(V/Fq, T) = (n— 1)V (Fen) + f(T).

Derivando con respecto a 7' nuevamente se obtenemos

m+1
FEEEY log Z(V/Fg;T) = 0+ f/(T), donde f/, también es una funcién generatriz.
= f'(T)
= IV (Fpni1) + Z k— D)\#V(F )T "
k=n+2
m+1
T log Z(V/Fy; T) = nl#V (Fynir) + g(T).

Se concluye que el resultado también es cierto para n + 1.
Ahora, tenemos que para n > 1 se cumple que la n-ésima derivada es

dTnlogZ(V/Fq, T) = (n— 1)V (Fen) + £(T).

Seguidamente evaluamos en T' = 0:

mn

drm

log Z(V/FyiT)|_ = (n— DIV (Fyn) + f(T).

Y notemos que f(7') = 0; de este modo obtenemos el resultado deseado:

1 ar
n)=-—"— log Z(V/F ‘ > 1.
#V (Fgn) =1 <dT” og Z(V/Fy; )) 7y P2 todo n >
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Ejemplo 1.3.1. Si V = P, Entonces los puntos del conjunto V(Fg4n) estan dados por las
coordenadas homogéneas [zg : x1 : --- : zn] para todo z; € Fyn con al menos un z;
distinta de cero.
Para contabilizar el nimero de elementos de V' (F,» ) notamos que para cada componente de
una coordenada homogénea arbitraria [z : z1 : -+ : xx] tenemos ¢" formas de eleccion
entonces por las NV + 1 componente se tiene en total

qn . qn _ qn(N—l—l)‘

——
N+1 veces

Como es posible tener dos coordenadas homogéneas que difieran por un elemento A € F;n
entonces tenemos ¢ — 1 coordenadas repetidas y finalmente se debe restar la coordenada
que estd compuesta por componentes x; = 0 paras = 0,..., N. Por lo tanto, la cantidad
puntos sobre V' (Fn ) es:

n(N+1) _ N
q
#V(Fq"> = Z
i=0
Luego, por definicién 1.3.3 se tiene
o
log Z(V/Fy;T) = Z
N
n=1 \:=0 "
- n 2n Nn T
=Y (1+q"+¢"+-+¢q ) —
n=1
o n o ( T\n N
_ qT) (¢™T)
D R
n=1 n=1 n=1
Del cdlculo se sabe que la serie de potencias de — log(1 — x) es
—log(1 —x) Z* (1.7)

22



1.3. FUNCION ZETA DE CURVAS ELIPTICAS

Entonces, utilizando la igualdad anterior resulta que

log Z(V/Fg; T) = (=log(1 = T)) + (= log(1 — ¢T)) + - -- + (= log(1 — ¢"'T))

N .
= - (log(1-¢'T))
=0

N

= —log (H(l — qiT)) , por propiedad de suma de logaritmo

i=0
1

[Tl —o'T)

Por lo tanto, la funcién zeta asociada a V/F es

Z(V[EgT) =

1

Z(V/FgT) = (1—-T)(1—qT)(1—¢*T)---(1—¢NT)

€ Q[T].

Teorema 1.3.1 (Conjeturas de Weil). Sea V/F, una variedad proyectiva lisa de dimension
N.

1. Racionalidad:

Z(V[Fg;T) € Q[T].

2. Ecuacion funcional: Existe un entero €, llamada la caracteristica de Euler de V', tal
que

Z(V/Fy;1/gVT) = £ TZ(V/F 5 T).

3. Hipdtesis de Riemann: La funcion zeta se factoriza como

_ Pl(T)-”PgN_l(T)
Po(T)Po(T) - Pon(T)’

Z(V[EgT)
donde cada P;(T') € Z[T] con
B(T)=1-T y Pon(T) =1—-¢"T,
y tales que para cada 0 < i < 2N, el polinomio P;(T) factoriza sobre C como
b
P(T) = H(l — oy T) con |au] = q2.
j=1

Nota 2. En el caso de una curva eliptica E/F, la caracteristica de Euler ¢ = 0y su
dimension es N = 1.
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Las conjeturas de Weil para el caso de curvas y variedades abelianas fueron demostra-
das por André Weil en 1949. Para el caso general, la racionalidad fue probada por Dword en
1960. Afios mds tarde, con la teoria desarrollada por matematicos como M. Artin y Grothen-
dieck dieron otra prueba de la racionalidad y la ecuacién funcional. Asimismo, en el afio
1973 fue demostrado el andlogo de la hipdtesis de Riemann por Deligne como se menciona
en el capitulo V, seccién 2 de [14].

Teorema 1.3.2. Sea E una curva eliptica sobre F,. Sea
¢ FE—F
(z,y) = (27,y9),
la q-ésima potencia del endomorfismo de Frobenius, y definimos
a=q+1—-#E(F,).

a) Sea o, 3 € C son raices del polinomio T? — aT + q. Entonces oy 3 son conjugados
complejos que satisface || = || = \/q, y para cada n > 1,

#EFp)=q¢"+1—-a" - p".
b) El endomorfismo de Frobenius satisface que

¢* — ap + q = 0 en End(E).

Una demostracion para este teorema utiliza resultados relacionados con mddulos de Ta-
te. Para mayores detalles sobre la misma puede consultar [14], capitulo V, seccién 2.

La importancia del Teorema 1.3.2 es que facilita la comprobacién de las conjeturas de
Weil para el caso de las curvas elipticas, como se verifica en el siguiente teorema.

Teorema 1.3.3. Sea E/F, una curva eliptica. Entonces existe a € Z tal que

Z(BJF,;T) = (f_;ii_qz;)
Ademds,

Z(E[Fg;1/qT) = Z(E[Fq; T),
y

1—aT +qT% = (1 —aT)(1 - BT) con |a| = || = /q.
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Demostracion. Sea E /F, una curva eliptica. Por definicion 1.3.3, la funcién zeta asociada
aE/F,es

Z(E/F,;T) = exp (Z #E (F 7:) .

n=1
Luego,

log (Z(E/FyiT)) = 3 #F (Fyn) —

n

mn

- T
= Z(qn +1—-a" - 6”)7, por el Teorema 1.3.2 a).

n=1

X (¢qT)" T & ) I— )"
IR eI RO SO

n=1 n= n=1 n=1

1
= —log(l — qT) —log(1 — T) + log(1 — aT') + log(1 — BT'), por (1.7)

log (Z(E/F;T)) = —log((1 = T)(1 — qT)) + log((1 — aT)(1 — BT))
exp (log (Z(E/F,;T))) = exp (~ log((1 — T)(1 — qT)) + log((1 — aT)(1 — BT)))
(1 - aT)(1 - BT)
=D)L —qT)

Z(E[Fq;T) =

Luego se obtiene que

1—(a+B)T + aBT?
(1=T)(1—qT)

Z(E[F;T) =
Tomando a = a + 3, donde |a| = |3| = /g = aff = g, por propiedad de nimeros
complejos”
a = a+ = 2Re(a) = 2Re(B).
Ademas,
a=q+1—#E(F,)
= a = 2Re(a) = 2Re(p) € Z.
Por lo tanto,

o 1—aT +qT?
2B T) = a=ma - an)

€ Q[T].

“Paratodo z € C, 2z = |z|*.
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Ejemplo 1.3.2. Sea E : y> = 23 + 2 + 1 una curva eliptica sobre el campo F5 = Z/5Z.
Su lista de puntos sobre F5 es:

E(F5) = {00, (0,1),(0,4),(2,1),(2,4),(3,1),(3,4), (4,2), (4,3)}.
Entonces la cantidad de puntos es
#E(F5)=9=a=1+5-9=-3.

En el espacio proyectivo esta es la curva descrita por la ecuacién ZY? = X3 + 72X + 73,
Por el Teorema 1.3.3, la funcion zeta de E'/F5 es

1437+ 572

Z(E[Fs5;T) = (1-T)(1-5T)

Ejemplo 1.3.3. Para la curva eliptica E : ZY? = X3 4 273 sobre F; = Z/77Z, por el
ejemplo 1.2.4, sabemos que

#E(F;)=9=a=14+q—#E[F;)=14+7-9=-1
=a=—-1

Entonces la funcion zeta asociada a E(IF;7) por el Teorema 1.3.3 es

14+ T+ 772
(1-T)(1-17T)"

Z(E[Fr;T) =

Luego,
1+ T+7T*=0= (1—aT)(1—-BT) =0.

donde las raices del polinomio son conjugados complejos:

-1 3

o = —+ ﬁi,
14 14
-1 3V3

B="_ 3V3,
14 14

Por propiedades de nimeros complejos, los coeficientes o y S son

A - AVE T
TlRpT 2 2
B -1 3VBi
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1.3. FUNCION ZETA DE CURVAS ELIPTICAS

Ademads, se cumple que
o] = 18] = V7.

Por el Teorema 1.3.2, la cantidad de puntos en E'(F7») estd dada por

HEFm)=1T"+1- (1 — 3\/§Z> — <1 + 3\/§Z> , con n > 1.

2 2 2 2
Nota 3. Para una curva eliptica E[F, de funcion zeta 1.3.3 con un cambio de variable
T=q7,
1— aqfs + q172s
1—g )1 -q¢"*)

» (p/r,(8) = Ceyr, (1 — s) satisface la ecuacion funcional, puesto que

Crm,(s) = Z(E/Fyq77°) =

1—aq= +¢+=2
B = i )
g2 (@ —agt 4 1)
T D)
1—ag= L + ¢!
(=Dt -1
= (g/r, (1 —s).

= Se comprueba la hipdtesis de Riemann.: si (g, (s) = 0 entonces |¢°| = \/q.
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Capitulo 2

Funciones simétricas

2.1. Funciones simétricas homogéneas

En este apartado nos enfocamos en estudiar la definicién de funcién simétrica homo-
génea, ejemplos y algunos tipos de funciones simétricas tales como: funciones simétricas
homogéneas elementales, completas y de potencias. Para un estudio mds detallado sobre
funciones simétricas, se recomienda ver [17].

Definicién 2.1.1. Sea © = (x1,x2, . .., Tk) un conjunto de variables y n € N. Una funcion
simétrica homogénea de grado n sobre un anillo conmutativo R (con identidad) es una
serie formal de potencias

f((L‘) = anxa,

(%

donde

(a) a = (a1,qa,...,ax) recorre k— uplas de enteros no negativos que suman n.

(b) Cada c,, € R.

(c) x* representa el monomio x7*x5? - - - T,

(d) f(To(1), To(2)s -+ Tan)) = f(21,2,...,2) para cada permutacion o de los ente-
ros positivos 1,2,...,n.

El conjunto de las funciones simétricas de grado n sobre un anillo R es denotado por
A% y recibe la estructura de R—mddulo con las operaciones de suma y producto por escalar.
Esto se plantea en la siguiente proposicidn, cuya demostracion es inmediata.

Proposicion 2.1.1. Sea A el conjunto de funciones simétricas de grado n > 0 sobre un
anillo conmutativo R. Este es un R-modulo respecto a las operaciones de suma y producto
por escalar definidas como:

28



2.1. FUNCIONES SIMETRICAS HOMOGENEAS

» Paratodo f,g € Ny yx = (x1,...,xy) un conjunto de k variables, o = (a1, o2, . . ., )
una k-upla de enteros positivos que suman n

n n n

(f,9) = f+9:=> (an+ba)z".

» Paratodor € Ry f € A}
R x ANy — A

(r,fymr-f:= Z(r caq)x”.

«

El conjunto de funciones simétricas sobre un anillo conmutativo R es denotado por
A . Es posible definir el conjunto de funciones simétricas como suma directa de funciones
simétricas homogéneas de grado n > 0.

Proposicion 2.1.2. Sea A el conjunto de funciones simétricas sobre R se tiene la siguiente
descomposicion en suma directa:

Arp=A%oALo--.
En otras palabras,
Ar={f=fo+ fi+ - :Vfn €A%, fn=0,salvo un nimero finito de casos}.

Por otra parte, el conjunto de funciones simétricas A también cumple con ser una R -
dlgebra, usualmente conocida como algebra de funciones simétricas.

Proposicion 2.1.3. El conjunto A g de funciones simétricas sobre R recibe la estructura de
R- dlgebra:

1. AR esun anillo con las operaciones definidas como:

s Suma de funciones: Vh, f € Ag,

h+f:= Z(aa + b))z

«

» Producto de funciones simétricas: Sih € N,y f € A,

h-f:= Z(aabg):no‘Jrﬂ.

a+

2. AR posee un homomorfismo definido por:
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2.1. FUNCIONES SIMETRICAS HOMOGENEAS

Este homomorfismo otorga a A g una multiplicacién escalar que coincide con la propo-
sicién 2.1.1.

Ejemplo 2.1.1. Si R = Q, el conjunto de funciones simétricas sobre Q es un QQ espacio
vectorial.

Nota 4. Para efectos del presente trabajo, serd suficiente considerar funciones simétricas
sobre R=Qy R =7Z.

Ya definimos el conjunto de funciones simétricas y su estructura. Ahora nos enfoca-
remos en estudiar tipos de funciones simétricas homogéneas, por lo que iniciamos con la
definicién de funcién simétrica elemental.

Definicion 2.1.2. Para cada entero positivo k, definimos la funcion simétrica homogénea
elemental

€L = E a:il-u:vik,kZl, coneozl.
11 <<l

En otras palabras, ey, es la suma de todos los productos de k variables distintas.

Ejemplo 2.1.2. En este ejemplo se muestran funciones simétricas elementales, donde n
representa el niimero de variables

n=2 n=3 n=4
e =1 e =1 ep=1
e1=x1+x2| €1 =21+ T2+ T3 e1 =1+ T2+ T3+ x4
€9 = 1T €2 = T1T2 + T1T3 + T2x3 | €9 = T1T2 + T1T3 + T1T4 + T2T3 + T2T4 + T3T4
ez =0 €3 = T1T2T3 €3 = T1X2T3 + T1T2X4 + T2X3T4 + T1T3T4
eq =0 €4 = T1X2T3T4
€5 — 0

Definicion 2.1.3. Para cada entero positivo k, definimos la funcion simétrica homogénea
completa

h = Z Ty Ty, k> 1conhy = 1.

i1 <<,
hi, es la suma de todos los productos de k variables no necesariamente distintas.

Ejemplo 2.1.3. En este ejemplo se muestran funciones simétricas completas donde n re-
presenta el nimero de variables y & el grado:
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2.1. FUNCIONES SIMETRICAS HOMOGENEAS

n=2 n=23

ho =1 ho =1

hi =z + a9 hi =x1+x2+ 3

hy = x179 + 23 + 23 he = x129 + X123 + T2T3 + T3 + 25 + 23

hs = 239 + 1173 + 23 + 3 hs = 112273 + 232 + 373 + T373 + 1125 + 1123
hy = xi’wg + ;Ulzv% + x%x% + :Ui‘ + x% +x2x§ + :L“f + ;U% + x%

n=4

ho =1

hi =x1 +x2 + 23+ 24
ho = 129 + 2123 + 2124 + X223 + ToTs + T3T4 + l‘% + x% + x% + x?l
hs = x1T9T3 + ToT3T4 + x%xg + {L‘%CCg + 1}%564 + l‘%l‘g + x%x4 + xlx% + x%ajl + x%azg + 2?%334
—i—:r?lxl + J)ixg + xixg + ac:{‘ + x% + x% + xi
hy = v1292324 + I%xgxg + $%$2$4 + 33%:1@,564 + J:%:clxg + x%azlm + 3351‘3564 + x%xlazg
+:1:§:U1x4 + l‘ixll‘g + xixlx;; + x%x% + :B%ZC% + x%xi + x%x% + x%xi + x%x% + x%xi
+23x] + 2] + 25 + z§ + z.

Proposicion 2.1.4. Las funciones simétricas elementales ej. y completas hy, en n variables
cumplen las siguientes propiedades al evaluar t1 = x9 =--- =2, =1:

(a)

he(l,.... )= Y 1= <”+Z_1>.

1SSy

Demostracion. Consideremos una funcién simétrica elemental ey y la completa hy con n
variables x1, xo, ..., Zy.

(a) Por hipétesis se tiene que

el )= > 1= (Z)

i1 < <ip

Por definicién de funcién simétrica elemental, sabemos que ey, es la suma de monomios
de k variables distintas; entonces el resultado de evaluar 1 = 29 = --- = x,, = 1 se
entiende como la cantidad de monomios de e;..

31



2.1. FUNCIONES SIMETRICAS HOMOGENEAS

Luego el problema es equivalente a encontrar la cantidad de configuraciones distintas
con k variables.

En total tenemos n variables entonces el nimero de formas de escoger k variables
distintas es por definicién el nimero combinatorio:

(:)

Por lo tanto,

Por definicidn de funcion simétrica homogénea completa tenemos que hy, es de la forma

11 <<l
Evaluando z1 = 9 = - -- = z,, = 1 se obtiene que
he(l,..., )= > 1.
\—V—J 3 .
n veces 11 <<t

Ahora notemos que el resultado del sumatorio se puede interpretar como el nimero
de monomios de hy. Por lo que procedemos a demostrar el resultado por medio de un
conteo, en el cual se permite la repeticion de variables por definicién de hy.

Tenemos n variables distintas entre si, con la restriccién que para cada término de Ay,
la suma de los exponentes sea k. Luego, por el método de separadores consideramos
las n variables como objetos del mismo tipo y elegimos n — 1 separadores es decir:

® .‘......‘... m. o0

En total tendremos, n — 1+ k espacios disponibles y finalmente se eligen los & objetos.
Entonces el total de configuraciones es igual al nimero combinatorio.

(1)

Por lo tanto,
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2.1. FUNCIONES SIMETRICAS HOMOGENEAS

Finalmente, definimos otro tipo de funciones simétricas homogéneas.

Definicion 2.1.4. Para cada entero positivo k, definimos la funcion simétrica homogénea
de potencias

pk:Z:cf, k>1conpy=1.
7

Ejemplo 2.1.4. A continuacién se muestran ejemplos de funciones simétricas de potencias
paran = 2, 3,4y k distintos:

n =2

n=23

n=4

po=1

P1 =21+ X2
p2 = 2% + 23
pgzx?—kmg’
py =2} + 135
p5:x?+x§

po=1

pL =21+ 22+ 23
p2:$%+$%+l‘§
p3:x§’+x§+x§
p4:$%+$%+w§
p5:wi’+wg+x§

po=1

p1L=2x1+2x2+ 23+ 24
p2 =23 + 23 + 23 + 23
p3 =23 + 23+ 25 + a3
p4:x‘11+x§+x§+xﬁ
ps =2} + x5 + 25 + 2

De los ejemplos anteriores sobre funciones simétricas elementales, completas y de po-
tencias, notamos que para ciertos grados y nimero de variables, algunas de las funciones
simétricas resultan ser la misma. Verificamos esta relacion en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.1.5. En este ejemplo, mostramos casos especificos de como las funciones simé-
tricas elementales, completas y de potencias estdn relacionadas:

= La funcién simétrica de potencias de grado k = 2, n = 2 variablesy R = Z:
Py = x% + x% = (z1 + x2)2 —2r1T9 = e% — 2e9.
= La funcién simétrica de completa de grado k = 3, n = 2 variablesy R = Z :

hs = x3xy + 2125 + =5 + =5
= (z1 + 22)® — 2z 29 (71 + 72)

h3 = 6? — 26261.

= La funcion simétrica elemental de grado k = 2, n = 2 variablesy R = Q:

(1 +22)? — (23 +23) 1, <1p>
i —pa ).

€2 = T1T2 = =5pP1+
2 27 2
Por otra parte, a pesar de que existen muchas bases para las funciones simétricas pode-
mos destacar tres tipos de bases que son de importancia; dichas bases son claramente las
que involucran los tres tipos especiales de funciones simétricas estudiadas en este apartado,
como se establece en la siguiente proposicién.
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2.1. FUNCIONES SIMETRICAS HOMOGENEAS

Proposicion 2.1.5. Una particion X de un entero positivo n, es una k-upla (A, ..., \g)
donde Zle Xi = n. Sea Par := |J,;~, Par(n), es el conjunto de todas las particiones de
enteros positivos. Entonces

{h)\ = h,\l . --h)\k},{e)\ =e€y '6)\k}, {p)\ =DPx -p,\k}, con \ = ()\1, C ,)\k) € Par
son bases para ARp.

Una demostracién de este resultado utilizando matrices de cambio de base y funciones
simétricas monomiales (las cuales no serdn definidas en este trabajo), puede revisarse en
[17].

Ejemplo 2.1.6. En concreto, si tomamos a n = 3 de modo que

3
Par := U Par(n).
n=0

La base formada por funciones simétricas elementales para
Ar =A% @ AL ® A% ® A%,
estd conformada por
B = {ep, e1, 2, €11, €3, €21, €111},
con particiones hasta n = 3 los elementos de B son de la forma:

€y — 1
e1 =1+ X2+ T3
€y = T1T2 + X1X3 + T2T3
2 2 2
e11 = e1-e1 = x] + 21172 + 21371 + 21273 + X5 + T3
€3 = T1X223
€r] = €9-€e1 = (xlxg + i3 + argxg)(xl + 22 + xg)
3
eir =e1-e1-e = (r1+ a2 + x3)°.
Por ejemplo la funcién simétrica
f(ac1,x2,x3) = x1x2 + xox3 + T1T3 + 3T1T2T3.

En la base B es

f(z1, 22, x3) = ea + 3es.
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2.1. FUNCIONES SIMETRICAS HOMOGENEAS

Ejemplo 2.1.7. Otro ejemplo tomando a R = Q y la funcién simétrica f(z1,x2) = 1 +
x2 + 3x122 + 2. Siempre consideremos que Par = Ui:o Par(n) y las bases son de la forma

Be = {eo, e1,€2,e11, €3, €21, €111},
By, = {ho, h1, h, hi1, ha, hat, hi11 },

By, = {po,p1,p2, P11, P3, P21, P111 }-

Podemos escribir de manera explicita los elementos de las bases recurriendo a la definicién
de funcién simétrica homogénea correspondiente.

Para el caso de B, los elementos son de la forma

e =1,

e1 =21 + Ty,

€2 = T172,

er1 =ep-er = (r1+x2) - (w1 +x2) = (21 + 1‘2)27
e3 =0,

ea1 = ez - e1 = (z112) (21 + 22) = 1‘%562 + 9015637

3
e111 =e1-er-ep = (r1 +x2)°.
Los elementos de By, por definicion de funcidn simétrica homogénea completa son

ho =1,
hy = x1 + z2,

hy = 129 + 2% + 23,

hir = (z1 +22) - (21 + 22) = (21 + 32)%,
hs = x3xy + z125 4 =5 + 23,

hor = (x129 + 25 4+ 23) (21 + 22),

hitt = (z1 + 22) (21 + 20) (21 + 22) = (21 + 22)°.

Por tltimo, los elementos de B, son de la forma

po =1,
P1 = T1 + T2,
p2 = x% + m%,
P11 =p1-p1 = (21 + 22) - (21 + 22) = (71 + 582)2,
p3 = i + a3,
po1 = p2 - p1 = (27 + 23) (21 + 2),
pi1 = (x1 + 552)(1‘1 + £B2)($1 + x9) = ($1 + .’132)3.
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2.2. PLETISMO

Luego, con ayuda de la informacién anterior obtenemos que f escrito en términos de las
bases es

f(x1,22) = 2e0 + 3ez + €1, enlabase Be,
f(fEl, .’Eg) = 2hg + h1 — 3hg + 3h11, enla base By,

3 3
f(z1,22) = 2po + p1 — P2 + P11 en la base B,

2.2. Pletismo

En este apartado, estudiamos un resultado sobre funciones simétricas llamado pletismo,
que se puede entender como una sustituciéon de funciones, pues en algunos contextos es
parecido a la composiciéon de funciones. Para desarrollar este tema se ha tomado como
referencia a [17] y [8].

Definicién 2.2.1. Sea f € Apg expresado como una suma de monomios, es decir f =
> i>0 2. Dado g € AR, definimos el pletismo g[f] (a veces denotado como f o g) por

glf] = g, 2%, ... ).

Conviene tener en cuenta que, para cualesquiera f, g € Ap el pletismo g[f] es definido
cuando el nimero de monomios en f es igual al nimero de variables en g.

Ejemplo 2.2.1. Consideremos la funcién simétrica elemental
ey = T1x2 + X123 + T2T3
y la funcién simétrica de potencias
P2 :x%—i—x%—i-xg.
El pletismo de ez y p2 es
ea[ps] = ea(at, 23, a3)
= x%m% + x%x% + x%x%
Un ejemplo més general es el que se muestra a continuacion.
Ejemplo 2.2.2. Sea f € A una funcién simétrica expresada como
f=2
i>0
y sea py una funcién simétrica de potencias de grado k. El pletismo f[py] es
f[pk] = f(l’lf,:Eg, : axﬁ)
= Z:}:O"ik = prlf].

i>0
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2.2. PLETISMO

Por lo tanto,

flpkl = pelf]-

Del ejemplo anterior, notamos que la operacién definida por el pletismo estd relacionada
con las funciones simétricas homogéneas de potencias. Mds adelante veremos una defini-
cién de pletismo que verifica dicha afirmacion.

Abhora, estudiemos algunas propiedades sobre el pletismo de funciones simétricas:

Proposicion 2.2.1. Sean f,g,h € AR y para todo a,b € R. Se cumplen las siguientes
propiedades

(@) (af +bg)[h] = af[h] + bg[h].
(b) (fg)lh] = f[h] - glh].

Demostracion. Sean f,g,h € Arya,b € Ry ademas consideremos que h es de la forma

h = Z:cai.

i>0

= (af +bg)[h] = aflh] + bg[h].

Partiendo del lado izquierdo de la igualdad:

(af +bg)[h] = (af + bg)(x], 252,...,2p™), por definicién de pletismo,

= (af) (2", 252, ..., zpm) + (bg) (z7, 252, ..., zp™), por definicién de suma
yaque af,bg € Ag,
=af(z{", x3%, ..., x0m) + bg(xf*, x5?, ..., x0™), porque a,b € R.

= af[h] + bg[h], por definicién de pletismo.
Abhora partimos del lado derecho de la igualdad,

aflh] + bglh] = af (27", z5%, ..., z)") + bg(ac‘l"1 5%, ..., xy™), por definicién de pletismo,
= (af +bg)(z{", 252, ..., x0m), por definicién de suma de f,g € Ag,
= (af + bg)[h|, por definicion de pletismo.

= (fg)ln] = f[h] - g[hl.

Partimos del lado izquierdo de la igualdad :

(fo)[h] = (fg)(z*, 282, ..., 2%), por definicién de pletismo,
:f(xl ,.’E2 a-..,{E%")g(.’I)l ,3?2 yee ey Ty ) yaquef’geAI%
= f[h]g[h], por definicién de pletismo.
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Por lo tanto, el enunciado es verdadero. |

Es posible definir el pletismo para cualquier funcién simétrica, tomando la base de las
funciones simétricas de potencias.

Definicion 2.2.2. Sean f,g € Ay, tal que

g= ZCAPM con \ € Par, y cy escalar.
A

Entonces,

o)

afl =Y ewmlfl =Y e [ fat, o, ... ),
A =1

A
donde (()\) es la longitud de la particion M.

Para comprender de manera mds precisa la definicion, revisemos ejemplos de coémo
utilizarla.

Ejemplo 2.2.3. Vamos a calcular el pletismo, dadas dos funciones simétricas
f(z1,22) = :1:% — 2x129 + :):%
y con las particiones de n = 2, construimos una funcién simétrica de la forma
g(x1,72) = c1p11 + capo,

conpi] =p1-p1Yycl,ce € Z. Porladefinicién 2.2.2, calculamos el pletismo de g

glfl = erf(ay,23) f (a1, 23) + cof (a1, 23)
4

= c1(2? — 2x120 4 22)% + o] — 22323 + 23)
= (c1 + )2 + (c1 + )y + (6¢1 — 2¢0) a3 — deraiay — deyay .
Por lo tanto,

glf] = (c1 + c2)xt + (c1 + c2)as + (6¢1 — 2c9)xtas — deyaday — ey as.

Ejemplo 2.2.4. Ahora consideremos un ejemplo de pletismo con funciones simétricas sobre
R = Q. Por el ejemplo 2.1.7, sabemos que

3 3
f(z1,22) =2po +p1 — 5P + P
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en la base formada por las funciones simétricas de potencias. Para este caso, vamos a cal-
cular el pletismo de f y hs, por la definicién 2.2.2:

flh3] = 2po[h3] + p1]h3] — §pz [h3] + §pn[h:a],

2 2
3 3 - .
= 2h3(zY, 23) + h3(z,23) — ihg(x%, x3) + §h3($%, x3) - ha(x1, x3), por definicién de pletismo,
3
=2(4) + (v + 2123 + 25 + 23) — 5 (x5 + 23zy + 2§ + 28)
3 2
+ 5 (l’%ﬂjQ + xlx% + aczf + $%) .

Por lo tanto, el pletismo de f y hj es

: 3 2
(a:‘fa:% + x%m% + a:fl’ + acg) + - (x%xg + xlx% + xi’ + x%) .

flhs] = 8 + (21z2 + 2123 + 25 + 23) — 5

N W
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Capitulo 3

Propiedades de los coeficientes NV;. de
la funcion Z(E/F;T)

En este capitulo, se abordarédn diversos resultados que relacionan los coeficientes Ny de
la funcion Z(E/F4; T') de una curva eliptica £ sobre un campo finito F, con los nimeros
de Fibonacci, Lucas y teoria de Grafos correspondientes al articulo [12] secciones 2 y 3.

Notacion:" \ = (1912% ... gdr) es una particién de k € N.

3.1. N, como una suma alternante

Las conjeturas de Weil son resultados ttiles para estudiar las curvas elipticas. En este
apartado, se presentan propiedades que se derivan de la racionalidad de la funcién zeta de
una curva C' de género g > 1.

(1 - OélT)(l - CYQT) cee (1 - OzggT) ‘

Z(CJFg;T) = (1—-T)(1—qT)

(3.1

para todo «; € C.
En particular, la funcién zeta para curvas elipticas queda expresada de la forma

1— (Oél + OZQ)T + 041042T2
-7 —-q1)

Z(E[Fg;T) =
puesto que el género de la curvaes g = 1.
Un resultado interesante que surge a raiz de la racionalidad de una funcién zeta asociada

a una curva C, es el que permite calcular los coeficientes Ny en término de ¢ y las raices
del polinomio del numerador en la expresion (3.1).

Salvo que se indique lo contrario utilizaremos esta notacion para particiones de k € N.
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3.1. N COMO UNA SUMA ALTERNANTE

Proposicion 3.1.1 ([12]). Sea C una curva sobre un campo finito I, de género g > 1. Los
coeficientes Ny, satisfacen la siguiente relacion:

Nk:1+qk—o/f—oz]§—~--—a’§g.

Demostracion. Consideremos la funcién zeta de una curva C' sobre un campo finito [,
definida por

Tk
Z(C[FsT) =exp | Y Ni—-

k>1

Por la racionalidad de la funcién Z(C/F,; T') tenemos

TF) (1= oaT)(1—aeT) - (1 — aggT)
op | D Neg- | = : (1 —T)(1—qT)

k>1

aplicando logaritmo a ambos lados de la ecuacion

ZN],CI;: _ log <(1 - OélT)(l - OéQT) cee (1 - OéggT)> :

= (1=T)(1 —4qT)

Z Nk— log((1 —anT)(1 — aoT) -+ (1 — agyT)) —log((1 — T)(1 — ¢T))
k>1

Z Nk =log(l — anT) +log(l — aT) + - - - +log(l — ay,T)

k>1

—log(1 —T) —log(1l —¢T)

Z Nk— Zlog (1 —-a;T)—1og(1—T)—log(l—qT).
k>1
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Derivando con respecto a T

29
1 —Qy 1 q

> NI :Zl—aiT+1—T+ 1—qT
E>1 i=1

29

b1 1 1 1

;N’“T - ;(_a") <1 —aiT> ot (1 —qT>

29
S ONTF = (—ai) (Z(aiT)kl +Y T g [ D (e
k>1 i=1 k>1 k>1 k>1

29
ZNka_lZ (Zak Lpk—1 +ZTk lig qu 1pk—1
k>1 zzl k>1 k>1 k>1

29
ZNka—lzz Z( o )Tk: 1 +ZTk 1+quTk: 1
E>1 i=1 \k>1 E>1 E>1

29
SONTF =S (<ak) TR T (14 gF) T
k>1 k>1 i=1 k>1
g

ZNka_l :Z (Z( ) _|_1_|_qk> Th—1
k>1 k>1 \i=1
ZNka ! Z ( ¢ — al — ag — 0/2{9) T+t
k>1 k>1

Por igualdad componente a componente

Nk:1—|—qk—a'f—a§—---—a§g.

Para el caso de una curva eliptica F, los coeficientes Ny quedan determinados por
k k k
Np=1+¢" —aj —ay.

Los coeficientes IVy, satisfacen una relacion de recurrencia tal como lo indica Silverman en
[14], ejercicio propuesto 5.13, Capitulo V.

Proposicioén 3.1.2. Sea E una curva eliptica en ¥, para cada k > 1 se satisface que
L+ = Ny = (14 ¢ = N +¢" = Ni) —q(1+¢"" = Npy).

Demostracion. Sea E una curva eliptica en I, y N, los coeficientes de su funcion Z(E /F,; T')
asociada, se quiere demostrar que

a’f+a§:1+qk—Nk,
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de forma equivalente se mostrard que se satisface la recurrencia

o/f“ + 0/5“ = (a1 + a2) (a’f + a’§> —q (a’f‘l + 0412“_1)

para k > 2y condiciones iniciales a1 +az =1+ ¢— Ny yaf +af = 2.
Casos base:
= Si k = 2 tenemos que
(a1 + a2) (o& + a%) —q (04(1) + Oé(g)) = ooy + aja + asag + azan — 2g,
= ai +2q+ a3 — 2,
(o1 + ag) (a% + oz%) —q (a(l) + ag) =a? +ai
. Sik=3.

(a1 +az) (af +03) — ¢ (o1 + a2) = a10f + 103 + aaf + azas — qag — qas
= of + qaz + gy + 03 — g1 — qay
= ozif + ag.
Por lo tanto, se cumplen los casos bases.
Hipétesis inductiva: Supongamos que la proposicion es cierta para 1 < i < k.

of +af = (a1 +a2) (ol +af ) —g (af 2 +af %)
Paso inductivo: Ahora se mostrara que es verdadero para k + 1.

(a1 + a9) (o/f + 0/5) —q (o/f_l + 0/2“_1>

o1 (o/f + a’§> + o (o/f + a]§> - qo/f_1 - qo/;_l,

k k k k k—1 k—1
= o107 + a1y + agay + oty — qoy —qogy T,
_ k+1 k—1 k—1 k+1 k—1 k—1
=07 tqoy T Hqoy T tay T —qoy T —qay T,
1 1
=af™ 4 ab
|

Mas atn, los coeficientes IV; se pueden calcular a partir del coeficiente /N, de acuerdo
con el siguiente teorema.
Teorema 3.1.1. ™

k

N = (=1)"'Pix(q) N}
=1

donde los P; j, son polinomios con coeficientes enteros positivos 'y Py, j, = 1.

**Se agrega al Teorema 3.1.1 el hecho de que Py, x(q) = 1, la versién original de este resultado es debido a
Garsia (ver [12], seccién 2)
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Demostracion. Por induccion fuerte sobre k:
Sea F una curva eliptica sobre un campo F,.
Caso base.

» Si k = 2. Por definicién sabemos que

Ny =1+ ¢* —a? — a3,

donde oy y ag son conjugados complejos y ajas = ¢. Teniendo en cuenta estos
resultados podemos reescribir a Ny de modo que

N2:1+q2—(oz%+a§)
=1+¢* = ((a1 + a2)* — 2010)
=1+¢ = ((1+q—MN)*>—29)
=1+¢*— [L+2¢+¢* — (2N1 + 2¢N1) + N{] + 2¢
=14+¢*—1-2¢—q¢*>+ (2N +2¢N;) — N +2¢
Ny = (2 +2¢)N; — N3

s Sik=23.
En este caso también conocemos una expresion para N3 la cual estd dada por

Ny =1+¢*—a} —as.

De forma similar al razonamiento realizado para /N2 obtenemos una expresion para
N3, es decir

Ny=1+¢"— (a} +a3)
=1+¢*— (01 + a2) (04%4‘04%) + q(o1 + a2)
=1+¢—(1+q—MN)(L+¢*—Na2) +q(l+q—Ny)
=1+¢—1—q+ N —(1+q—N)@F+ 1 +qg—N)No+q+q*—qNy
=14+ —1-q+ N - -+ PN+ (1+q—N)Na+q+ ¢ — ¢Ny
=N+ N1+ (14— Ni)Na — gV
= Ni+¢@Ni+ (14+q—N1) ((2+29)N1 — N}) — gV
=N+ ¢ N+ (14 q—N1)(2+2¢)N1 — (14 q— N1)N? — gV
= N1+ ¢ N1+ (24 29) N1 +¢(2 4 29) N1 — (2 + 2¢) N} — N} — gN{ + Ny — gV,
=(1+¢*+2+2¢+29+2¢* —q) Ny — (2+2¢+ 1+ q)N + N}

N3 = (34 3q+3¢°) N1 — (3+ 3q)N{ + N}

Por lo tanto, los casos bases se satisfacen ya que tanto N2 como N3 se pueden escribir
en términos de ¢ y N.
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Hipétesis inductiva: Supongamos que el resultado es cierto para 1 < i < k

k

N = 3 (-1 Pia(g)Ni.

i=1
Paso inductivo: Se demostrara que el enunciado es cierto para k + 1.

Nk+1 =14+ qk+1 ( k+1 k+1)
(

=1+¢"" — (a1 + a2)(af + a2) +q(oz1 +0‘2 b

=1+¢"" (1
= (1+¢")N1 + (1 4+ q— N1)N;, — ¢Ni_1,

k k-1
=([1+¢)N1+(1+q—Ny) (Z(—l)ilpi,k(Q)Nf) —q <Z(—1)ilpi,k1(Q)N1i

i=1 i=1
k

-1
= (14+¢")Ni + PLaNi 4+ Y (=1 (Pioa (@) + Pir(@)NT + > (-
=2 ]

— Pii1(q))Ni + (=) qP p NF + (—1)F P N,
= ((1 +¢") + 1+ q)Pi () — qPri— 1) Ny + (=) (Pe_14(q) + (14 ¢)) Nf

k-1
+ (—DFPei(@ N+ (=171 (1 + @) Pig(q) + Pic1x(q) — ¢Pig—1) N}
=2
Bl ‘
Nip1 =D (=D (1 + @) Pik(q) + Pim1.x(q) — P k1) N}
i=1

donde

Por(q) =1+4", Pir(q)=1y P =0cuandoi > k.

Por lo tanto, los coeficientes N1 quedan determinados por /N7 y los polinomios P €
Z[q. [ |

Nota 5. Es importante seiialar que en la demostracion anterior solamente se ha comproba-
do la existencia de los polinomios P; i(q), queda pendiente la positividad de los polinomios
P; 1;(q). Este aspecto serd retomado en secciones posteriores, por el momento utilizaremos
el hecho de que P; ;,(q) € Z>o|q] sin demostracion.

El siguiente listado muestra los primeros coeficientes Ny, en términos de N; y ¢ obteni-
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dos de [12].

Ny = (2 +2¢)N; — N}
N3 = (34 3¢+ 3¢*)N, — (3+3¢)NZ + N}
Ny = (44 4q +4¢* + 4¢°) N1 — (6 + 8¢ + 6¢°) N + (4 + 4q) N} — N}
Ns = (5+5q + 5¢% + 5¢° + 5¢*)N1 — (10 + 15¢ + 15¢* + 10¢°) N2
+ (10 + 15¢ + 10¢*)N? — (5 4 5q) N + N?.

A partir de la demostracién del Teorema 3.1.1, se observé que los coeficientes P; ;(q) sa-
tisfacen una relacién de recurrencia.

Proposicion 3.1.3 (2024). El polinomio P;1,(q) € Z>olq) con 1 < i < k, satisface la
siguiente relacion de recurrencia

Pir1(q) = L+ @) P k(q) + Pio1k(q) — ¢Pik-1(q)

con condiciones iniciales Py ;(q) = 1+¢"*, P,o(q) = 0y Poo(q) = ldondei = 0,1, yk =
0, 1.

Demostracion. Se procede por induccion fuerte sobre [ = k +¢,con 1 <14 < k.
Caso base:

» Sil=2=i¢=1,k=1porquel <i < k.
(1+q)Pro(a) + Poolq) — ¢P1,-1(q) =1 = Pra(q).
s Sil=3=1i=1 k=2
(1+q)Pri(q) + Poa(a) — qPro(g) = 2(1 +q) = Pi2(q).
Hipétesis inductiva: Supongamos que el enunciado es cierto para 1 < j < [.

Pir(q) = 14+ q)Pix—1(q) + Pi—1x-1(q) — qPix—2(q).

Paso inductivo: Ahora se demostrard que también se cumple para [ + 1.

(k+1) +3

l+1=k+it+1=
{k+@+n.

w [+ 1=(k+1)+.
Por el Teorema 3.1.1, se tiene que

k+1

Nt =Y (1) Pipsa(g) VY.
=1
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Realizando un cambio de variables de tal forma que r = k + 1, se tiene que

_Z ler Nl

Comparando los coeficientes a ambos lados de la igualdad se obtiene que

Pik(@) + 1+ ) Pim1k(q) — ¢Pik—1(q) = Pig+1-
Por lo tanto, para este caso la recurrencia de los polinomios es cierta.

I+1=Fk+(i+1).
Por el Teorema 3.1.1, los coeficientes NV, se pueden expresar de la forma

k

Ni = (=1)' Py plg) N (3.2)
=0

Ahora realizamos un cambio de variables de tal forma que j =7+ 1

k k

Z(—l)iPiJrl,k(Q)NHl = Z(—l)j_lpj,k(Q)Nj'

i=0 j=1

Por la hipétesis inductiva, se cumple que

k k
Z(—l)jflpj,k(Q)Nj = Z(—l)j [Pjx(q) + (1+ q)Pjk(q) — qPjx(q)) N

k
= (=1 [Pir-1(q) + (1 + @) Pi—1x-1(q) — qPjr—2(q)] N7

Recordamos que j = 7 + 1 y realizamos nuevamente el cambio de variable

k
Z P;-1(q) + (1 + ) Pj—1k-1(q) — qPjk—2(q)] N7
J=1

k
= Z P -1(9) + (L4 @) P g—1(q) — q¢Pis14—2(q)]NT. (3.3)
i=0

Finalmente, comparamos los coeficientes de N**! de la expresion 3.2 y 3.3.

Pii14(q) = Pi1k—1(q) + (1 + @) Py i—1(q) — qPis11—2(q).

Con la igualdad anterior, se concluye que la proposicion es cierta para este caso.
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Por lo tanto, para ambos casos se cumple la recurrencia de la familia de polinomios P; 1 (q)
por lo que la proposicién es verdadera para [ + 1. |

Con esta relacién de recurrencia, es posible encontrar férmulas explicitas para ciertos
polinomios P; (q).

Ejemplo 3.1.1. A continuacién se presentan férmulas para polinomios P; j,(¢) particulares.
= Piilg) =kX N0 q
» Priri(a) = (k+1)(1+q).

» Pur(q) =1

Con el listado de coeficientes Ny, también podemos identificar otras propiedades por
medio de la observacion de patrones de los polinomios P; ;(¢). Por ejemplo, consideremos
el cdlculo del grado de un polinomio para elementos especificos de la familia de polinomios
Pir(q) € Zxo[ql-

Ejemplo 3.1.2. Para 1l <+ < ky k se tienen los siguientes ejemplos del calculo del grado:
(a) deg Py(q) = deg(2+2q) = 1.

(b) deg P25(q) = deg(10 + 15g + 15¢® + 10¢%) = 3.

(¢) deg Pyj(q) = deg (3233 ¢7) =k — 1.

A partir de estos resultados, podemos conjeturar que el grado de los polinomios P; 1 (q)
depende directamente de la resta de los subindices &k — .
En la siguiente proposicion, enunciamos de forma general la afirmacion realizada con res-
pecto al grado de la familia de polinomios P; (¢). Para el desarrollo de la demostracién,
utilizaremos principalmente la recurrencia dada en la Proposicién 3.1.3.

Proposicién 3.1.4 (2024). El grado del polinomio P, con coeficientes enteros positivos
satisface la siguiente propiedad para 0 < i < k :

deg(P;x(q)) = k — i.

Demostracion. (Induccion fuerte sobre S = k + 1)
Caso base:

k=1, i=0
k=0, ¢ =1, este caso no sucede porque 0 <7 < k.

* Sik =1, i=0entonces

deg(Po1(q)) =deg(l+¢q) =1=k—i.
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k=1, i=1
s S=2=<k=2, 1=0

k=0, i =2, este caso no sucede porque 0 < i < k.
* Sik =1, i=1entonces
deg(P1,1(q)) = deg(1) =0 =k —i.
* Si k=2, i=0entonces
deg(Poa(q)) = deg(1 +¢*) =2 =k —i.

En todos los casos posibles se satisface la propiedad.
Hipétesis inductiva: Supongamos que la propiedad es ciertapara1l < j < S.

deg(Pir(q)) = k —i.
Paso inductivo: Ahora se demostrard que la identidad es cierta para S' + 1.

(k+1)+i

=S+1=(k+i)+1= .
E+(i+1).
» Utilizando S+ 1= (k+1) +.

deg(P; x+1(q)) = deg((1 + q) P x(q) + Pi—1x(q) — qPix—1)
< max{deg(1 + q)P; x(q),deg P;_1x(q),deg qP; r_1}.

o deg(1+ q) P x(q)-

deg(1 + ) Pir(q) = 1+ deg P (q)
= 1+ (k — 1), por la hipdtesis inductiva

= (k+1)—i.
Por o tanto,
deg(1 +q)Pix(q) = (k+1) — . (3.4)
* deg Pi—1k(q)-
deg Py p(q) =k —(i—1)= (k+1) —i. (3.5)

* degqP;k—1(q).

degqPir-1(q) =1+ deg Pi—1(q)
=14 (k—1) —i =k — i, por la hipdtesis inductiva.

Por lo tanto,

deg(1+ q) P x(q) = k —i. (3.6)
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Utilizando los resultados 3.4, 3.5 y 3.6 se obtiene
deg(Pyr1(q) < mix{(k + 1) — i, (k + 1) i,k — i}
deg(Pirr1(q)) < (k+1) —i.

Ahora analizamos los grados de cada término que conforman el polinomio P; ;,11(q).

De los resultados 3.4 y 3.5 tenemos que

deg(1+ q)P; x(q) = deg Pi_1 x(q).

Como los polinomios tienen coeficientes positivos, consideremos la resta de P;_1 1,(q)—
qP; 1.—1, comparando los grados se observa que

deg qP; j—1(q) < deg P;i_1 1(q).
De forma similar se tiene que
deg qPik-1(q) < deg Pk (q)-

Asi, en ambos casos al realizar la resta de los polinomios no afectaria en el grado por
lo que

deg(P;k+1(q)) = (k+1) —i.
S+1=k+ (i+ 1), para este caso se cumple para i < k — 1 entonces
deg(Pit1,k(q)) = deg(Piy1k-1(q) + Pik-1(q9) — Piy1k-2(q)).
Abhora consideremos los siguientes casos para i:
e Sit=Fk—1.
deg(Pi+1,k(q)) = deg((1 + @) Piy1,k-1() + Pik-1(q) — Pit1,k-2(q))

= deg(Pr-1.x-1(q))
—deg(l)=0=k—(i+1) =k (k—1+1).

Por lo tanto, la propiedad se cumple.
e Sit<k—1.
deg(Pi+1,,(q)) = deg((1 + @) Piv1,,-1(q) + Pip-1(a) — Pit1,5-2(q))
Sii+ 1> k — 1 entonces
deg(Piy1,k(q)) = deg((1 + @) Py 1,k-1(9) + Pir—1(q) — Piy1r—2(9))

= deg(F; k-1(q))
= (k — 1) — 4, por la hipdtesis inductiva,

deg(Pi11,1(q)) =k — (i +1).
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Para este caso, también se cumple la propiedad del grado del polinomio P, 1 (q).

Si7+ 1 < k — 1 entonces

deg(Pit1,1(q)) = deg((1 + ¢)Piv1 x-1(q) + Pik—1(q) — Pit1,k-2(q))
< méax{deg(1 + q)Piy1,k-1(q),deg P; x—1(q),deg Piy11-2(q)}-

Seguidamente, se obtienen los grados de cada polinomio

(@
deg(l + q)Pit1k-1(q) = 1 +deg P -1(q) =k — (i +1).
(b)
deg P ;—1(q) = (k — 1) —i =k — (i + 1), por la hipétesis inductiva.
(©)

deg P11 ;p—2(q) = (k —2) — (i + 1), por la hipétesis inductiva
—k—(i+3).

De (a) y (b) obtenemos:
deg(1+ q)Piy1k-1(q) = deg P; —1(q).
Luego, por los casos (a), (b) y (c) se tiene que
deg(Pir1k(q) <k — (i +1).
Realizando el mismo andlisis que en el caso de S+ 1 = (k+ 1) + 1 se tiene que
deg(Pi11,1(q) =k — (i +1).
Por lo tanto, la propiedad es cierta para S + 1. |

La proposicién anterior, nos da una nueva propiedad para la familia de polinomios
P; 1:(¢), que indica la importancia del estudio de este tipo de polinomios. En conformi-
dad con [12], las recurrencias encontradas dan pistas de que se puede llegar a establecer
conexiones con identidades combinatorias interesantes gracias a las caracteristicas de esta
familia de polinomios como se estudiard mas adelante.
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3.2. Los coeficientes N y (¢, t)— analogias

En esta seccion, estudiamos més a fondo la familia de polinomios P; ;. (¢) desde un pun-
to de vista combinatorio que dan lugar a identidades con curvas elipticas.

Para comenzar, se abordardn ciertos polinomios bivariados del articulo de [12] con el
fin de explorar identidades combinatorias con los coeficientes [Ni. Cabe destacar que estos
polinomios son (g, t)— analogias de los nimeros de Fibonacci y Lucas, por lo cual existen
diversos modelos de polinomios. Por ejemplo, el modelo combinatorio que se utiliza en
[7], Capitulo 32 y 33, son (q,t)— analogias. Es valido aclarar que para el desarrollo esta
seccion, no se profundizara en la teoria de g— andlogos. Para los lectores interesados en
este tema se recomienda leer [16], Capitulo 1, Seccién 1.10.

3.2.1. Los nimeros de Lucas y (¢, ¢)— analogias

En este apartado iniciamos definiendo (g, t)— analogias de los nimeros de Lucas para
estudiar posibles conexiones con la enumeracién de puntos sobre curvas elipticas.

Definicion 3.2.1. Sea SY) una variacion circular del conjunto S C {1,2,...,n} médulo
n, es decir cada elemento x € SW) siy sélo si x — 1( méd n) € S. Definimos los (q,t)—
polinomios de Lucas como la sucesion de polinomios en las variables q y t

Ln(q, t) _ Z q# elementos pares en St L%J - #S
SC{1,2,...n}:8n8M= g

Utilizando la Definicién 3.2.1, vamos a calcular casos particulares de los (g,¢)— poli-
nomios de Lucas.

Ejemplo 3.2.1. Consideremos los siguientes casos:

1. Sin=2y{1,2}.
Los subconjuntos de {1, 2} son:

S =0

Sy = {1}
Sz ={2}
Sy = {1,2}.

Los subconjuntos de {1, 2} sin elementos circularmente consecutivos son:

Sla 527 53'
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Luego, el polinomio de Lucas en las variables q y ¢ es:

Lo(g, ) = g clementos paresen sl 5] —#51 g clementos pares en Sap| 5] — #52
+ q# elementos pares en Sgt L%J — #3535
= "' + %% 4 ¢°
La(gt) =t+1+g=1+t+q

2. Sin = 3 entonces se tendrd el conjunto {1, 2, 3}.

Los subconjuntos de {1,2, 3} son:

So =0 S;=1{3}  Se¢={1,3}
Sy ={1}  S;={1,2} S;={1,23}.
Sy = {2} Ss ={2,3}

A continuacion, se identificardn los subconjuntos que no tiene elementos circular-
mente consecutivos:

So, S1, S2, S3.
Asi, el polinomio de Lucas estd dado por

L3(q,t) ="t + "' + ¢ t° + " =t + 14+ qg+1=2+1t+4¢

La siguiente tabla muestra el célculo de los primeros (g, t)— polinomios de Lucas ob-
tenidos mediante la Definicién 3.2.1.

’ k ‘ Lk(‘]at) ‘
2 1+t+¢
3 24+t+¢q
411+ +(2+2qt+1°

Cuadro 3.1: Primeros (g, t)— polinomios de Lucas.

El polinomio de Lucas L,(q,t) tiene una interpretacién combinatoria que consiste en
elegir subconjuntos S C {1,2,...,n} sin elementos consecutivos y que no contengan a los
elementos 1 y n.

Otra interpretacion combinatoria, es considerar a L, (g, t) como una funcién generadora
de collares con cuentas color negras y blancas de modo que no hayan dos cuentas negras

53



3.2. LOS COEFICIENTES N, Y (¢,t)— ANALOGIAS

consecutivas.

Existe otro tipo de polinomios en las variables (g, t), los cuales surgen a partir de los
L, (q,t) como se mostrard mds adelante. Ademas, son una (g, t)— analogia de los nimero
de Lucas y se definen a continuacion.

Definicion 3.2.2. Para k > 1 definimos el conjunto de polinomios {I:zk(q, t)}

sz (C], t) _ Z q#element()s pares en St#S‘
SC{1.,2,...,2k}:SNS7k =0

La interpretacién combinatoria para los polinomios definidos anteriormente es igual a
la de los (g, t)— polinomios definidos en 3.2.1, es decir que consideramos a un elemento de
la familia {Eg % }k>1 como una funcion generadora de collares con cuentas de color negro y
blanco sin dos color negro consecutivas. La diferencia con los polinomios Lg(q,t) es que
el exponente de ¢ es el nimero de elementos de cada subconjunto S C {1,2,...,2k}. Otra
observacion, es que los términos de estos polinomios se generan a partir de subconjuntos .S
de conjuntos de longitud par.

Para comprender mejor estas afirmaciones se presentamos ejemplos concretos.

Ejemplo 3.2.2. Consideremos el siguiente caso particular.
Si k = 1 entonces el conjunto es {1, 2}. Los subconjuntos son:

So =0,

Sy = {1},
Sy = {2},
Ss = {1,2}.

Luego, identificamos cudles son los subconjuntos de {1, 2} que no tienen elementos conse-
cutivos ni a 1 y 2 que seran los términos del polinomio Lo. Asi, nuestro polinomio es:

Lo(gq,t) = ¢°t" + ¢"¢* + ¢'t',

Lo(q,t) =1+t +qt.

3.2.2. Los nimeros de Fibonacci y (¢,¢)— analogias

Definicién 3.2.3. Los (q,t)— polinomios de Fibonacci, denotados como Fy,(q,t), son de-
finidos como

Fk; (q, t) — Z q#element()s pares en St#S‘
SC{1,2,...k—1}:Sn(sF Y _{11)=0
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Cada uno de los términos que conforman el polinomio Fk(q, t) son subconjuntos de
{1,2,...,k — 1} tales que no hay dos elementos linealmente consecutivos. También se
pueden interpretar como cadenas con cuentas de longitud £ — 1 blancas o negras de modo
que no ocurra el caso de dos cuentas negras consecutivas.

Ejemplo 3.2.3. A continuacion se presentan ejemplos del cdlculo con los primeros (g, t)—
polinomios de Fibonacci.

» Si k = 2 entonces tenemos el conjunto {1} que consta de los subconjuntos @ y {1}.

Fy(q,t) =1+t

= Si k = 3 entonces tenemos el conjunto {1,2} y los subconjuntos son:

So =0,

Sy = {1},
Sy = {2},
Sy = {1,2}.

Los subconjuntos que cumplen con la definicién son: Sy, S7, S2 y son términos del
polinomio.

Fy(q,t) =1+t +qt.

» Si k = 4 entonces tenemos el conjunto {1,2,3,4} y los subconjuntos que no tienen
elementos linealmente consecutivos son:

So = 0
Sp={1}
So = {2}
S3 = {3}
Sy = {1,3}.

Estos subconjuntos conforman los términos del polinomio F4(q, t). Asi obtenemos
que

Fy(g,t) =1+t +qt+t+t2=1+2t+qt + 12

Lema 3.2.1. El niimero de pares de collares que no pueden ser combinados para formar
un collar mds largo es

2qt* Foy,_2(q, 1).

55



3.2. LOS COEFICIENTES N, Y (¢,t)— ANALOGIAS

Demostracion. Para la demostracion se pueden considerar dos casos tomando en cuenta la
interpretacion de (2k 4 2)— collares con cuentas coloreadas de blanco o negro.

= Caso 1: Si 1y 2k + 2 son negras (ver Figura 3.1).
Este caso implica que las cuentas etiquetadas como 2, 2k + 1 y 2k deben ser blancas.
Asf, la cantidad de posibilidades es gt? por las combinaciones de (2k — 3)~— cadenas

que no contienen dos cuentas negras consecutivas que por definicion es Foy_o(q, ).
Para este caso tendremos

qt* For_o(q,t).

» Caso 2: Si 2k y 2k + 1 son negras (ver Figura 3.2).
Para este caso, las cuentas etiquetas por 1,2k + 2,2k — 1 deben de ser blancas. De
forma similar, la cantidad de combinaciones posibles es

gt Foy,_o (q,t).

Por lo tanto, el nimero de pares que no pueden ser combinados para formar un collar
mads largo es

2qt* For,_2(q, t).

|
1 2 1
2k + 2 2k 42
2%k + 1 2k + 1
2% o, 2k
Figura 3.1: Caso 1 Figura 3.2: Caso 2

Lema 3.2.2. El niimero de (2k +2)— collares que no se pueden transformar a un 2—collar
y un 2k—collar es qt> Fyy,_3(q,t).
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2k 42
2k +2

2k+1
2k +1

2k -1 —
2k 2k 2k —1

Figura 3.3: (2k + 2)— collar que no se puede cortar en dos.

Demostracion. Consideremos (2k + 2)— collares con cuentas de color blanco o negro. Po-
demos notar que el tnico caso que no puede ser transformado en uno de longitud 2 y de 2k
es cuando 1y 2k son negros implica que 2 y 2k — 1 son blancas.

Analizando las cadenas de longitud 2k —4 enumeradas a partir de 3 hasta 2k — 2, tendre-
mos que la cantidad de collares que no tienen 2 cuentas negras consecutivas es FQk_3(q, t).
Por lo tanto, la cantidad de collares que no se pueden descomponer en uno de longitud 2 y
uno de 2k es

qt* For—3(q, t).
|

Lema 3.2.3. La diferencia entre las cantidades del Lema 3.2.2'y el Lema 3.2.1 es exacta-
mente qt*Loy_o(q,t).

Demostracion. Se debe mostrar que
2qt° Fop—2(q,t) — qt* For—3(q,t) = qt* Lox—2(q. 1)
Por la identidad
Fop—2(q, t) = qtFop—a(q, t) + Far—3(q.1). (3.7

Esta recurrencia quiere decir que la cuenta 2k — 2 puede ser de color blanco o negro. Con-
sideremos cadenas de longitud 2k — 2 etiquetadas del 1 al 2k — 2 y se analizan los casos:

= Silacuenta 2k — 2 es blanca entonces la cuenta 2k — 3 puede ser blanca o negra. As{
la cantidad de formas de que 2k — 2 sea blanca es:

F2k73(q7 t)a
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son las cadenas de longitud 2k — 4 que no tienen dos cuentas negras consecutivas. A
continuacidn se presenta graficamente este caso.

2k —4
A
s N
000 - 00O
1 2 3 % —9
. y
v
2k — 2

= Sila cuenta 2k — 2 es negra entonces la cuenta 2k — 3 es blanca y la cuenta 2k — 4
puede ser blanca o negra por lo que la cantidad de formas que sucede este caso es gt.
Finalmente analizamos las cadenas de longitud 2k — 5 . Por lo tanto, el nimero total
de combinaciones es

th2k—4(Q7 t)?

2k —5
F_A_ﬁ
Cl)Cz)O‘ 000

3 2k — 2

Con esta identidad basta con demostrar que
qt* Log—2(q, t) = qt*Fop_2(q,t) + ¢*t* Far_a(q, t).
Ahora dividimos por gt? y obtenemos que
Lok—2(g,t) = For—2(q,t) + gt For_4(g, 1).
Luego, se analizan los casos en los que la cuenta 1 es blanca o negra.

= Sila cuenta 1 es blanca entonces la cuenta 2k — 2 puede ser blanca o negra y ana-
lizamos las cadenas de longitud 2k — 3. Por lo tanto, el nimero de formas de que la
cuenta 2k — 2 sea blanca es

For—3(q,t).
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1
Q00 - 000
% — 2 2 34 % — 2
. —
2% — 3 ) Q0 - 00O
34 % — 2
g TP 2%k — 4

Figura 3.4: Cuenta 1 color blanco.

= Silacuenta 1 es negra entonces 2 y 2k — 2 deben ser blancas entonces hay ¢t formas
que ocurra este caso. Luego se analizan las cadenas de longitud 2k — 5 que no van a
tener dos cuentas negras consecutivas que por definicion es el polinomio de Fibonacci

For_4(q,t).

s 00 " 000

2k -3

2k — 3 : 2k—5

2k —4 2k -5

Figura 3.5: Cuenta 1 color negro.

Por lo tanto, la cantidad de formas que se pueden construir collares de longitud 2k — 2 es

Lok—2(q,t) = For—a(q,t) + qtFor_a(q, t).
Ahora multiplicamos por g2

qt*Log_2(q,t) = qt* Fop_o(q, t) + ¢*t> For_4(q, t).
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Por lo tanto,
qt* Lok _2(q,t) = 2qt2F2k72<q7 t) — thFQka(Qa t).
|

Proposicion 3.2.1. Los (q,t)—polinomios de Lucas Ly(q,t) definidos en 3.2.1 cumplen la
identidad

Logt2(q,t) = (14 q +t)Lop(q,t) — qLor—2(q,t), con k > 1.

Demostracion. Para demostrar el resultado consideramos un conjunto de polinomios auxi-
liares { Loy, } ,>1 definidos en la Proposicion 3.2.2 de modo que

Lok(g,t) = t" Loy (q,t™1). (3.8)

Transformando la identidad en términos de los polinomios auxiliares obtenemos que la
identidad es equivalente a mostrar que se satisface

Loky2(q:t) = (1 4+t + qt) Log(q,t) — qt*Lo—2(q, 1).

Para la demostracién, consideremos que tenemos una funcién generadora de collares de
longitud 2k + 2 etiquetados de 1 hasta 2k + 2. De modo que son construidos con collares
de longitud 2k con cuentas de 1 hasta 2k y de longitud 2 con cuentas etiquetadas por 2k + 1
y 2k + 2.

Por lo tanto, el niimero de formas que se pueden construir dichos collares de longitud 2k + 2
es

Lo(q,t)Lop—_2(q,t) = (1 +t + qt)Lap_s(q, ), por definicién de los polinomios de Lucas.

Ahora consideremos que no todos los collares de longitud 2k + 2 pueden ser separados
en dos nuevos collares de longitud 2k y 2. También se cumple que no siempre se pueden
formar collares a partir de uno de longitud 2k y otro de longitud 2. Por el Lema 3.2.1, el
nimero de combinaciones de dos collares que no se pueden transformar a uno nuevo de
longitud 2k + 2 es

2qt? Fop_(q, t).

Por el Lema 3.2.2, obtenemos la cantidad de casos de collares que no se pueden separar a
uno de longitud 2 y 2k es

qt* Foy,_3.
Por el Lema 3.2.3 tenemos que

2t Fop_o(q, 1) — qt*Fo_3(q,t) = qt?Lop_o(q, 1),
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es el tercer término de la recurrencia, por lo que

Lowto(q,t) = (1 +t 4 qt) Lox—2(q,t) — qt*Lox—2(q,1).
Ahora, evaluamos en (g, ~!) los polinomios con el fin de obtener la expresién equivalente.
Logeny(a,t™) = L+t +qt ) lopa(q,t ) — qt ) Lop_2(q. t ")
t_(k+1)L2(k+1)(Q7t) = (1 +t + gt F D Ly o(q,t) — q(t7) 2 F Y Loy _o(q, 1)
Loty (g,t) = (t + 1+ q)Lox—2(q,t) — qLar—2(q, ).

Por lo tanto,

Lok+2(q,t) = (t + 14 q)Lar—2(q,t) — qLok—2(q, t).

Teorema 3.2.1.
1+ ¢* — Ny = Lo(q, —N1)
para todo k > 1.

Demostracion. Para demostrar este resultado vamos a comprobar que ambos lados son
iguales y que satisfacen la misma relacion de recurrencia, es decir

Grt1= (14 g — N1)Gr — qGr—1
donde G, = 1 4 ¢* — N}, para k > 2 con condiciones iniciales
G0:2yG1 =1+4qg— Ny.

Primero comprobamos las condiciones iniciales en ambos lados de la igualdad, es decir para
k € {1,2}. Para comprobar el lado izquierdo de la igualdad tenemos que por la Proposicion
3.1.2 se cumple que

1+Q*N1:G17
1+q2—N2:(a1+a2)(a1+a2)—2q:(1+q—N1)G1—qG0.

Ahora verificamos las condiciones iniciales para el lado derecho de la igualdad recordando
la definicién de los (¢, t)— polinomios de Lucas (3.2.1). Por el ejemplo 3.2.1 y evaluando
en (q,—Np) para k € {1,2} se tiene que:

» Sik =1 el polinomio de Lucas es

LQ(Q7t) = 1+q+t7
La(q,—N1) =1+ q— N1 = G1.
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= Si k = 2 el polinomio de Lucas es

Ly(q,t) = 1+ ¢ + (2 + 2q)t + 12,
La(g, —=N1) = 14 ¢% + (24 2¢)(—=N1) + (=N1)?
=1+4+¢*>—(2+42¢)N; + N2,
=1+¢"—[(2+29)N; — NiJ,

La(g,—N1) =14 ¢* — Na = (14 ¢ — N1)G1 — qGo.
Ahora comprobamos la recurrencia para k > 2.

Partimos del lado izquierdo, observando que se cumple inmediatamente la recurrencia por
la Proposicién 3.1.2, es decir

1+¢" =N, =1 4q¢q-N)A+¢" 1= N_1) —q(1 +¢" 2 = Nj_p)
=(14q¢—N1)Gr-1— qGk—2.

Para el lado derecho de la igualdad por la proposicién 3.2.1 se cumple que

Logy2(q,t) = (1 +q+1t)Lar(q,t) — qLar—2(q,t).

Seguidamente, evaluamos en (g, —Np):

Logy2(q, —N1) = (1 4+ q — N1)Lax(q, —N1) — qLog—2(q, —N1).

Por lo tanto, ambos lados de la igualdad satisfacen la misma recurrencia de tres términos.
|

3.2.3. (q,t)— polinomios de ruedas

Los ndmeros de Fibonacci y Lucas por su naturaleza lineal y circular respectivamente,

permiten establecer férmulas con las que se pueden calcular los coeficientes /N; como las
estudiadas en la seccién anterior. Ahora bien, centrdndonos en ciertas interpretaciones de
los ndmeros de Lucas y Fibonacci, exploraremos la posibilidad de encontrar identidades
para calcular de forma explicita los coeficientes Vi desde la teoria de grafos.
Un problema ampliamente estudiado en teoria de grafos, es el conteo de los arboles genera-
dores de un grafo GG. Bajo este enfoque, el conteo de los drboles generadores de los grafos
de rueda estdn determinados por la sucesién de ntimeros de Lucas { Lo, —2} de acuerdo con
[7] y [15]. Por lo cual, serd necesario definir qué es un grafo de rueda y luego pasaremos a
resultados sobre el conteo de drboles generadores.

Definicion 3.2.4. Paran > 1 el grafo de rueda W, tiene n + 1 vértices, que consta de un
ciclo de n vértices exteriores denominados w1, wa, . . ., w, y un vértice central denominado
wo que es adyacente a todos los vértices exteriores.
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Ejemplo 3.2.4. De acuerdo a la definicién, tenemos algunos ejemplos de grafos de rueda.

W3 W, W W

En [12] profundiza en una interpretacién combinatoria de los drboles generadores de un
grafo de rueda W,,, como se describird a continuacion.
Sea T un arbol generador de W, el cual consta de radios y arcos disconexos en el borde
del grafo, donde cada radio conecta a un Unico arco. Ademds diremos que un arco tiene
longitud k si pasa por k vértices (ver Figura 3.6).

Definicion 3.2.5. (Cola de un arco) definimos la cola de un arco de un drbol generador T
del grafo de rueda Wy, como el vértice que es sumidero de un arco eligiendo una direccion
horaria de los arcos de T

Definicion 3.2.6. (q— peso del arco) El g— peso de un arco es el niimero de aristas entre
un radio y la cola de un arco.

Notemos que por definicion para el caso de un vértice que solamente tenga como arista
al radio, es decir una arista de de wg a w; con 1 < ¢ < n, el g— peso del arco es igual a
cero.

Definicion 3.2.7. (q— peso del drbol) Definimos el g— peso del drbol generador T como
el producto de los pesos de q para todos los arcos del drbol generador.

distancia radio-cola = 1

distancia radio-cola = 1

distancia radio-cola= 0

qqt® = ¢%3

Figura 3.6: Arbol generador T de W.
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Con la interpretacion combinatoria realizada, es posible definir un (g, t)— polinomio
relacionado con la enumeracién de los drboles generadores de un grafo W,.

Definicion 3.2.8. Sea W, un grafo de rueda con n + 1 vértices, definimos el (q,t)— poli-
nomio de rueda como:

suma de las distancias cola-radio en T y#radios en T'
Wi(g,t) = > q t .

T es un drbol generador de W,
A continuacién se muestra el célculo de un caso particular de los polinomios W, (¢, t).

Ejemplo 3.2.5. En este ejemplo vamos a considerar el grafo W3 y construiremos el polino-

mio Ws(q, t).
P8 2t 2t qt?
t ¢t ¢t a
qt qt gt q°t?
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et

qO

Luego, el polinomio resultante es

qt

Ws(q,t) = 3 + (34 3¢ + 3¢°)t + (3 + 3¢)t°.

Observemos que el resultado de evaluar (g, —N1) en el polinomio Ws(q, t) es el coeficiente
—Ns.

~Wi(g,—N1) = N} + (34 3¢ + 3¢>) N1 — (3 + 3¢) VT,
= Nj.
Nuevamente, los coeficientes Ny, depende de N;.

Este resultado, indica que existe una relacién entre el conteo de arboles generadores de
un grafo de rueda W, y los coeficientes Vi que se fundamenta en una interpretacion de los
nimeros de Lucas con la sucesion { Lo, — 2}.

Teorema 3.2.2. Sea W}, un grafo de rueda con k > 1, entonces
Ny = *Wk(Qa *Nl)
donde

Pi,k (Q) — Z qsuma radio - cola en T'

T es un drbol generador de Wy,

Es posible realizar la demostracién del Teorema 3.2.2 con herramientas de teoria de
grafos directamente (ver [12] para mds detalles). Otra demostracién del Teorema 3.2.2,
utiliza funciones generatrices de los divisores de una curva de género g = 1.

Sea C una curva sobre I, la funcién zeta puede ser escrita en términos de los divisores
positivos de C' como

Z(C/Fy;T) =1+ > HyT". (3.9)
k>1

Trabajando con curvas de género g = 1, los valores H}, se pueden reescribir en términos de
N7 y g como se muestra a continuacion.
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Proposicion 3.2.2. Sea C una curva de género g = 1 sobre un campo finito ¥, el niimero
de divisores positivos Hy, de grado k, satisfacen la propiedad:

Demostracion. Sea C una curva de género g = 1. Sabemos que para el casos de una curva
C de género g = 1, la funcidn zeta asociada a dicha curva se puede expresar de la forma

1—(1+q—Ni)T + qT?

Z(C/Fg;T) =

(1-T)(1—qT)
. N\T
(1=T)(1—qT)
Z(C/Fy;T) =1 MT 3.11)

TU-T)a—qT)

Igualamos las expresiones (3.9) y (3.11) de la funcién zeta Z(C/F,; T).

1+ =14+> HT
(1-T)(1—qT) =
H.T
(1-T)(1—qT) =) _H;
k>1
St ) (e | = S
k>1 k>1 k>1

Comparando los coeficientes de 7% con k > de ambos lados de la igualdad

ZT’“ quTk = [TH] ZHka . (3.12)

k>1 k>1 k>1

Sabemos que el coeficientes de 7% del producto de las funciones generatrices es”™"

k—1
STH D FTH | =MD 1 =N+ g+d+ -+ 4.
k>1 k>1 =0

Sustituyendo en la expresion (3.12), se tiene

ZTk Z qka — [Tk] Z Hka

k>1 k>1 k>1

Ni(l+q+¢ +--+¢"") = Hy.

***Propiedad 5.54 de [5] para funciones generatrices.
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Por lo tanto,
Hy=N0+q¢+¢+ - +¢""), conk > 1.
|
Observacion 1. La deduccion de Hy, no se realizard puesto que los objetos que enumera
son los divisores positivos de grado k de una curva C, tema que no serd profundizado

porque utiliza herramientas técnicas de geometria algebraica (para mds detalles leer [14],
capitulo I1).

A continuacién, se presentan dos proposiciones que sirven como herramientas para la
demostracion del Teorema 3.2.2.

Proposicion 3.2.3. Sea k > 1

k) Y
Ne =Y (-1)!™ 1M (dl, '(' ),dk> jl;[lHAj.

Ak '

Demostracion. Sea E una curva eliptica sobre ;. Sabemos que la funcion zeta es

Tk
Z(E/Fy;T) = exp ZNk? : (3.13)
E>1
Aplicamos logaritmo a la expresion (3.13).
Tk
log(Z(E/F,;T)) = log | exp ZNk? . (3.14)
E>1

Ahora, aplicamos logaritmo a la funcién zeta de E' expresada de la forma (3.9) y se compa-

ran los coeficientes de T:

[T log(Z(E/Fyg; T)) = log(1 + Y HnT™)
m2>1

Nk k m
- = [T"]log(1 + > H,T™), por (3.14).

m>1

Aplicamos identidades de la serie geométrica log(1 + x)

N k !
T =T -y (Z Hme>
m=1

n>1
N, y !
k n—1 m
e (S )
N n
S (T T T (3.15)
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Luego, seleccionamos una particién de A = &k de modo que la longitud ¢(A) = n. Por
definicién del multicombinatorio, se tiene que 3.15 es

N, n
R (H1T+ HoT? 4+ - + Hka>
k
e ()
oy ( () ) it
Nk E(A) d17d27”‘ 7dk i1

(_1)5()\)—1 E()\) € i
N E()\) <d17d27"' 7dk‘> H A

Por lo tanto, se cumple que

k 7% w
N, = _1)fn-1_ H, .
k Z( ) g()\) d17d27"' 7dk E A

A=k

La siguiente proposicion, es una consecuencia de la Proposicion 3.2.3.

Proposicion 3.2.4. Las formulas para los polinomios N}, en términos de q y N1 se definen
como

e\
1k 4oy — ()
_ EERV/CVES S 1 2, . =1y | e
N )\Ei—k( ) 109 \di, .y j|:|1( +a+@+ )N

Demostracion. Sea C' una curva de género g = 1y Ni con k > 1, son los coeficientes de
la funcién Z(C,T'). Para la demostracion, recordemos que existe una identidad entre N7 y
las cantidades H}, entonces basta con sustituir la igualdad (3.10) en

LA
1k ()
Np =) (1)1 H,
k Z( ) 0(X) \di1,dz,--- ,dg H A
AFE i=1
obtenida en la Proposicién 3.2.3. Asf,
)
> 1k ((X) —1y A e
N, — EAVIOVES S 1 2 M NE
g )\l—k‘( ) E(A) d17d27"'7dk zrll( +q+q + +q ) !

Proposicion 3.2.5. Sea k > 1

1
A=k

k i : _
Wila t) = ) '<d1,...,dk> [[a+a+a+--- b | ™.
=1
=i



3.2. LOS COEFICIENTES N, Y (¢,t)— ANALOGIAS

Demostracion. Sea W, un grafo de rueda, para la demostraciéon consideremos un arbol
generador 7'y se contard el total de formas que puede ser construido. Elegimos una particién
de k > 1, digamos A\ = (19129 ... k%) representa la cantidad de arcos de cada longitud
que conforman el arbol generador 7', es decir d; arcos de longitud 1, ds arcos de longitud
2 hasta d, arcos de longitud k. Por lo que, el total de arcos de T" serdn /(\) = i que es la
longitud de la particién A - k. Ademads, por la definicion de arbol generador 7', el total de
radios es igual al nimero de arcos

() =i,

Seguidamente, se eligen como estaran distribuidos los arcos £(\) y el vértice exterior con
el que se van a iniciar a colocar en este caso son k opciones. De tal forma que el total de

arreglos es
k i
(N \di,...,dy )"

Finalmente, elegimos donde se unen los arcos con los radios que son £(\).

o)

k 7 _
ﬁ(A)(d d) [Ta+qg++--+g¥1) | ™.
Lo di) \ S
Por lo tanto,
3 k ( i ) ﬁ ™)
ko (It+qt+q®+ -t )| e,
fy ﬂ(/\) di,...,dg e
(=i

* Demostracion del Teorema 3.2.2

Demostracion. Sea Wy, un grafo de rueda con k + 1 vértices, se debe demostrar que
Nk = —Wk(Q7 _Nl).

Por la Proposicién 3.2.4 se tiene que

)

1k (N —1y A7V
Ne= Y (~1)f™-1 2 [Ja T TN
k M( ) 10 \du,do,- - . dy i:l( +q+@+--+ g HN

Seguidamente, utilizamos la identidad demostrada en la Proposicién 3.2.5 y evaluamos en
(q7 —N 1 ) :

)
k(0O R
Wil =N = 3 (=D s <d1 ( )dk:) [Ta+g+a+-+a Y | MW
Ark AR =1
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3.3. DUALIDAD COMBINATORIA

Por lo tanto,
Nk; = _Wk(Q7 _Nl)‘

3.3. Dualidad combinatoria

3.3.1. Dualidad entre la funciéon completa /., y elemental ¢,

Definicion 3.3.1. Definimos los (q,t)— polinomios de Fibonacci como una sucesion de
polinomios en las variables q y t dado por

Fk: (q7 t) — Z q#elemenm pares en St [g} - #S"
Sg{1,2,3,...,k71}:5r1<S§k_1)f{l})=(Z)

Ejemplo 3.3.1. Primeros polinomios de Fibonacci

’k‘ Fk(‘]at)

1 t

2 1+t

3 t2+ (1 +q)t

4 2+ 2+qt+1

5| (A+g+dd)t+2(1+ )2+ 83

Cuadro 3.2: Primeros (g, t)— polinomios de Fibonacci.

Proposicion 3.3.1. Fy,11(q,t) = (1 +q+t)Fon—1(q,t) — ¢Fon—3(q,t) paran > 2.

Demostracion. Por definicién de los (g,t)— polinomios de Fibonacci, el lado izquierdo de
la igualdad, es la cantidad de cadenas de longitud 27 sin dos cuentas negras consecutivas.
Ahora analizamos el lado derecho, considerando que ahora vamos a unir dos cadenas:

» El término (1 + ¢ +t) Fo,—1(g, t) indica la unién de una collar de longitud 2 con una
cadena de longitud 2n — 2, puesto que

(1 +4q + t)Fanl(q’ t) = L2(Q7 t)Fanl(Qv t)-

= Ahora descontamos los casos en los que la cuenta 2n — 2 y 2n — 1 son ambas color
negro.Por lo que en total son

qFo,—3(q,t).

Entonces la cuenta 2n — 3 y la cuenta 2n debe ser blanca.
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3.3. DUALIDAD COMBINATORIA

En consecuencia, el total de formas de construir cadenas de longitud 2n a partir de una de
longitud 2 y otra de longitud 2n — 2 es

(1+q+t)Fon_1(q,t) — qFon—3(q,1).

Por lo tanto, la proposicion es verdadera puesto que se ha encontrado dos formas de contar
cadenas de longitud 2n. |

Teorema 3.3.1. Sea C una curva de género g = 1y E,, = e,[1 + ¢ — a1 — ] entonces
paran>1, E_,=0,FEy=1y

E, = (=1)"F,-1(q, —Ny).

La demostracién del Teorema 3.3.1, se realizard comprobando ambos lados de la igual-
dad cumplen con la misma recurrencia.

Observacion 2. Los objetos que contabiliza Ey, son los divisores con signo de una curva C
de género g = 1. La teoria de divisores es un tema muy profundo en geometria algebraica y
se extiende sobre los objetivos del capitulo, por tal razon solamente se abordard el enfoque
combinatorio. Para el lector interesado en profundizar sobre teoria de divisores puede leer
en [14], Capitulo 11, seccion 3y [11] capitulo 2.

Proposicion 3.3.2. (—1)""E, ;1 = (14+q—N1)(=1)"E, —q(-1)""'E,_ paran > 2.

Demostracion. La demostracion se desarrollard utilizando propiedades de la operacién del
pletismo de las funciones simétricas (ver [17], capitulo 7 para més detalles).
Consideremos que

f=a1+ a
g:1+q—a1—a2

En consecuencia, de las identidades del pletismo de funciones simétricas y la definicién de
los F,, se tiene que

n|A+ B] :ZeZ en—il
=0
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3.3. DUALIDAD COMBINATORIA

Seguidamente, se realizan los célculos

n+1
ent1lf +g] = Z eilar + azgleni1-i[l + ¢ — a1 — s
i=0
= eglon + azleni1[l + ¢ — a1 — ao] + erfar + anlen[1 + ¢ — o1 — as]+
ealar + aolen—1[1+q — o1 — as] + e3[an + aslen [l + ¢ — a1 — ay]
+ o+ enlar +agler[l + ¢ — a1 — ag] +enpifar + az)e[l + ¢ — a1 — ag]
=ent1[l+q¢— a1 —a] + (a1 + a)ep[l + ¢ — a1 — ]
+ ajaen—1[1 +q— a; — a9
entill+ql=ent1[l+q¢—a1 —agl+ (14+qg— Niey[l + g — a1 — ag]
+qen—1[1+q— a1 — a9
0=ept1[l+qg—a1—ag]+(1+q—Niey[l +q— a1 — ay]
+gen—1[1 +q— a1 — ay]
—ept1[l+q— a1 —az] = (14+q— N)ey[l +¢q— a1 —az] +gep1[l + ¢ — a1 — az]
ent1[l+q—ar —as)=—(1+qg— Niey[l +q¢— a1 —ag] —gen—1[1 + g — a1 — ).
E,ivi=—(14q¢q— N)E, —qE,_1.
Sin > 2 implica que
ent1[l +¢] =0.
Asi, obtenemos que
entill+qg—a1 —agl = —(14+qg—Nyep[l +q¢— a1 — as] — gen—1[1 + ¢ — a1 — as).
Luego, multiplicando por (—1)"*! a ambos lados de la igualdad resulta la identidad
(1) Me, 114+ q—ar —as] = (14 q¢— Ny)(=1)"en[l + q — a1 — o]
—q(—1)" e, 4[1+q—a; — a9
Por lo tanto, por definicién de los F),

(_1)n+1En+l = (1 +q— Nl)(_l)nEn - Q(_1>n71En—1-

Con el resultado anterior, retomaremos la demostracién del Teorema 3.3.1.

+ Demostracion del Teorema 3.3.1.

Demostracion. Sea C' una curva sobre I, de género g = 1, se debe demostrar que para
n>1

E,=(-1)"Fy,—1(q,—N1), E_, =0,y Ep = 1.

Demostrando que ambos lados de la igualdad satisfacen la misma relacion de recurrencia.
Primero comprobamos que las condiciones iniciales son iguales:
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3.3. DUALIDAD COMBINATORIA

m Sik=1
Ei=ell+qg—a1—ag) =1+qg—a; —az= Ny = —Fi(q,—Ny).
m Sik=2
Ey =es[l+q—ar — o]

- 62(17 q, a1, 0[2)

1 1
:5(1+Q*041*a2)2*§(1+q2*0€*0¢%)
1., 1
= -N2__N
21 22
1
=§(N12—N2)
1
= 5(N? = (2+2)N1 + NY)

1
= 5(2]\712 —2(1+q)Ny)

2
=3 (Nf — (1 +¢q)Ny)
Ey = Ni — (14 q)Ny = Fs(q, —Ny).

Con los dos casos anteriores muestran que las condiciones iniciales son iguales.

Por la Proposicién 3.3.2 y la Proposicién 3.3.1 ambos lados de la igualdad cumplen la
misma relacién de recurrencia.

Por lo tanto,

Lema 3.3.1.
hifon + ag) = (=1)Ejpia /N1
donde a1 y ag son raices del polinomios T?> — (1 4+ q — N1)T + q.

Demostracion. Induccion sobre k.

Caso base.
k=1
hilor +ag) =1+ e =1+qg— Ny
By =e[l+q—ar—ag)=—(1+q)Ny + N}
By el +q—a1—ag

M N 1+g¢ 1) hiloq + o)

73



3.3. DUALIDAD COMBINATORIA

holay + as] Za%—i-maz—i-a%
= (af +a3) +q
=(1+q¢—N)*—2¢+¢
= (149 —-2(1+¢)N1+Nf —¢
=14+2¢+¢*—2(14¢)N,+ N —¢q
haolon + ag) = 1+ g+ ¢* = 2(1 + ¢) N1 + N7

E3 = (—1)?F5(g, —Ny), por el Teorema 3.3.1
= (1+q¢+¢*) N — (2+2¢)N? + N}
E
Fg = (14+q+¢°) —2(1+q)N1 + N = hofay + ag).
1

Hipétesis inductiva. Supongamos que para 2 < k se satisface que
hilon + ag] = (—l)kEkH/Nl.
Paso inductivo. Se demostrara que la propiedad es cierto para k + 1, es decir
higilon + ag] = (—1)" ! Epya /N1

Partimos del lado derecho de la igualdad y utilizamos la identidad de los E}, de la Proposi-
cién 3.3.4

(D) 2 Ejpo = (14 q = N) (= 1) Byr — q(~1)" By
Dividimos entre Nj:

(=1)"2Eg19/N1 = (14 ¢ = N (=1 Epa /N1 — g(—=1)" By /Ny
—(=D)"' Eppa/Ny = —(L+ ¢ = N1)(=1)*Egy1 /N1 + q(=1)" ' Ep /Ny
(=1 Brya/Ni = (14 ¢)(=1)* Epy1 /N1 + Ni(=1)* B0 /Ny

+q(=1) " By /Ny

(1) By = (-1 By /N1 + (1 + @) (1) T By /N1 + q(-1)" 1By /Ny
Epy1 = Epyo/N1 + (1 + q)Ery1/N1 + qE) /Ny. (3.16)
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3.3. DUALIDAD COMBINATORIA

Aplicando una identidad del pletismo se obtiene,

Ept1 =ep1[l+q¢— a1 — o]
k1
= Z DM+ glhggilar + as)

= (—1)k+1 o[l + qlhira[on + ao] + (—=1)Fer[1 + glhg[ar + as]
+ (=1 teo[l + glhg—1[an + a2] + -+ + exy1[1 + qlholan + az]
(=D (W hgralon + az] + (=1)F(1 + g)hglar + ag]
+ (=DM gy [ + ag]
(=D hy g [or + ag] + (1)1 + @)hrfor + ag)
+ (1) ghi_1[on + as]
= (=D)** Ty [ar + ag] + (14 ¢)Ejq1 /N1 + qEj /N1, por la hipétesis inductiva.

De esta forma, se obtiene una expresion para Ey 1 en términos de los anteriores.
By = (—1)k+1hk+1[a1 + ag] +(1+ q)Ek+1/N1 + qu/N1. (3.17)
Igualando las expresiones (3.16) y (3.17) para Ey1

Brra/Nt+ (14 @) Epa /N1 + gER /Ny = (=1 hga[on + o] + (1+ @) Eg 1 /N1 + ¢Ey /Ny
Ept2/N1 = (—1)k+1hk+1[041 + as]
(_1)k+1Ek+2/N1 = hpy1[on + agl.

Por lo tanto,
hiiilar + ao] = (1) T Egyo/Ny.
|

Lema 3.3.2. Sea E una curva eliptica y definimos la funcion generatriz del niimero de
drboles de un grafo de rueda como la funcion exponencial

Tk
W{(q,N1,T) = exp ZWk(CLNI)? =14 Fo1(g, N)T*
k=1 k=1

Demostracion. Por el Teorema 3.2.2.
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3.3. DUALIDAD COMBINATORIA

Evaluando en N7 =

Por lo tanto,

—N; en la funcién generatriz se obtiene que

Tk
W (g, Ni,T) =exp [ > Wi(q, N1) -
k>1

Tk
= exp | > Wil(g, —Ni)—

= exp Z(_Nk)?

=exp | — ZN"?IZ

exp (Ekzl NkrTTk)
B 1
- Z(E[FgT)
1

1—(14+q—N1)T+¢T?
(1-T)(1—4T)

_ (-7 -4T)
C1—(1+q—Np)T +qT?

= Z(—l)kEka

k>0

W(g, N1, T) =1+ Y (=1)FFo_1(q, —N1)T*
k>1

k>1

3.3.2. Dualidad entre los nimeros de Lucas y Fibonacci

Lema 333. Paral < ¢ < k y0 < j < k — 1, el niimero de subconjuntos Sy de
{1,2,...,2k} denotado por c; j con k —i— j elementos impares, j elementos pares, y con
elementos no circularmente consecutivos es igual a

k
Cij = sz‘,'
J i J
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donde

b;j = #(subconjuntos S de {1,2,...,2k — 2} ,con k — i — j elementos impares

Jj elementos pares sin dos elementos consecutivos ).

Una demostracion sobre este resultado, hace uso de la biyeccidon que existe entre los
subconjuntos enumerados por los nimeros de Lucas y los enumerados por los nimeros de
Fibonacci en ([12], Seccidn 3, pag. 16).

Ejemplo3.3.2. Sik=2—->51<:<2y0<j<k—1.
Los subconjuntos del conjunto {1, 2, 3,4} sin elementos circularmente consecutivos:

0,{13, {2} {3}, {4}, {1, 3}, {2, 4},
Los subconjuntos del conjunto {1, 2} sin elementos consecutivos: §), {1}, {2}.
Mi=1—-j=0,1

] j = 0
- Elementos impares:

k—i—j=2—-1-0=1.
- Elementos pares: j = (0 entonces el total de subconjuntos es
bl,O =1.

Representa la cantidad de subconjuntos de {1,2} sin elementos consecutivos
con 0 elementos pares y 1 elemento impar es decir {1}.

El ndmero de subconjuntos de {1, 2, 3,4} sin elementos circularmente consecu-
tivos con 1 elementos impar y cero pares es

2
=2="biyo.
€1,0 1010

Este valor hace referencia a los subconjuntos {1} y {3}.
[ ] j = 1
- Elementos impares:

k—i—j3=2—-1-1=0.
- Elementos pares: j = 1.
5171:1.

Indica la cantidad de subconjuntos de {1, 2} sin 2 elementos consecutivos con
1 elemento par y 0 elementos impares, corresponde al subconjunto {2}.
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El nimero de subconjuntos de {1, 2, 3,4} sin elementos circularmente consecu-
tivos con un 1 par es

2
6171 =2= Ibl’l.

Los subconjuntos son: {2}, {4}.

ami=2—35=0.
- Elementos impares:

k—i—j=2-2-0=0.

- Elementos pares: j = 0. El nimero de subconjuntos de {1, 2} sin elementos con-
secutivos con cero elementos pares e impares es

bog =1

)

corresponde al subconjunto (). Luego, el nimero de subconjuntos sin elementos cir-
cularmente consecutivos con cero elementos pares e impares es

2
C2,0 = 552,0 =1

corresponde al subconjunto () de {1,2,3,4}.

La siguiente proposicidon nos muestra una identidad que permite calcular los polinomios
P; 1:(q) de forma explicita utilizando coeficientes binomiales. Esta identidad, surge como
consecuencia del Lema 3.3.3.

Proposicion 3.3.3. Para k > 1y 1 < i < k, tenemos que

k—i
k(k—1—3\ (i+j-1\
ru =5 () (e

=0

<

Demostracion. Seak > 1y 1 <1 <k, se debe demostrar que se cumple la identidad

k—i

P =Y (e

=0

.

Partimos del lado izquierdo de la igualdad y recordamos la interpretaciéon combinatoria de
los (g,t)— polinomios de Fibonacci.

k .
= ;]Di,k(Q) = [N{]For—1(g, N1)

k=15 (i1
T\ il i )T
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Por lo tanto,
Sk (k=14 (i+-1)
re =5 (T (e

Nota 6. Con el resultado anterior comprobamos que los polinomios comprobamos la posi-
tividad de los coeficientes que establece el Teorema 3.1.1, es decir P; }, € Z[q]>o-

Proposicion 3.3.4. Sea k > 1

(~1)k ;
Ey = Z Tpi,k(Q)Nl-
=1

Demostracion. Sea E una curva eliptica. Por definicidn de E}, se tiene que
Ep =ep[l+q— a1 — agl.

Ademéds la funcién generatriz es

S (VB TF =14 (-1)FE.T"

k>0 k>1
S (VBT =) (-1)FE TR -1
k>1 k>0
1
=1
Z(E,T)
- N T
L+ ==
k
:Z(—l)k( - TNllT T) —1
= (1=T)(1—qT)

R N T K
=2 (= er)

B d (—1)k1 N T k
- _Nlle kZZI k ((1 —T)(1— qT)>

- _Nldle <10g (1 Tz Tl;fz’f_ qT)>>

_ _Nldle(log(Z(ﬂT))
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ANy \ =
S zli PN
le k>1k1=1

D (~1)FETY = ZZ q)NiT".

k>1 k>11=1

Comparando el coeficiente de T* se obtiene que

k .
(~DFET =3 (<) Palq) NiT".

; k
=1
[ |
Corolario 3.3.1.
O S N RN
= iJ
i=1 j7=0
y
k k—i
k—1—3\(i+75—1
S5 () (e
i—1 j—=0 i1 J
Demostracion. Por el Teorema 3.1.1
k
Ni(g, N1) =) (=1)"'Pir(g)N{
i=1
k k—i
. k(k—1—34 i+7—1\ ;..
=Y (-1 12( . ]> < g )qﬂN{
i=1 0" L J
k k—i :
:Z # k. J Z+J. 1 ¢’ N, por la Proposicién 3.3.3.
1 1—1 j 1
i=1 j=0
k k—i -
B (1) Nk (k=1—3\ (i+7—1\ ;i
Nk(%Nl)—z;' . ; i1 i ¢’ Ny.
1=1 )=
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Ahora se demostrara la identidad

e

Ek: —1i

=17

I
o

ki <k‘ 2_111> (“f]‘ 1) Nig.

J
Por la Proposicién 3.3.4
k -
1)kt .
Ep=)_ ()kPZ-,k(q)N{
i=1
k . k—i
1)k+i. 4 k 1 _ 4 ; ;o o
= Z ()k: - <k _1 ) j) (2 +‘7, 1> ¢’ Ny, por la Proposicién 3.3.3
i=1 =0 " ! J
ko k—i
(k—1—34\ (i+7-1\ ;.
=S (AT (R e
i=1 j=0
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Capitulo 4

Identidades combinatorias

Este capitulo es motivado por las propiedades de los coeficientes Nj estudiadas an-
teriormente; los cuales reflejan una importante conexion entre el dlgebra y combinatoria.
Mediante la exploracion de los temas del Capitulo 3, presentamos una serie de resultados
referentes a los coeficientes /V, de la funcién zeta asociada a una curva eliptica. Por lo cual
se aclara que salvo se indique lo contrario al citar a otros autores, todo el trabajo del pre-
sente capitulo es debido a la autora.

4.1. Propiedades de la familia de polinomios { P, ;(¢q)}

Iniciamos esta seccidn con el cdlculo explicito de polinomios correspondientes a la
familia { P; 1,(¢)}, a partir de identidades que surgen a rafz de interpretaciones combinatorias
de los nimeros de Fibonacci y Lucas.

De acuerdo con la Proposicién 3.3.3, los polinomios { P ;,(¢) } estdn dados por la expresion:

k—i
k(k—1—34\ (i+j—1\ ;
pati =55 (47100 (1)

=0

<.

parak > 1y 1 < ¢ < k. Aplicando este resultado, consideremos los siguientes casos
particulares.

Ejemplo 4.1.1. En este ejemplo, nos enfocamos en el cilculo explicito de polinomios
{P,; 1(q)} utilizando la identidad 4.1.
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= Parai =2y k > 1.

[\

Pyk(q) =

k(k=1-7\(2+i-1\ ,
9 1 j q

Pi11(q) = k(1+q).

» Parai = k.

k—k
k(k—1—3 k+j—1 ;
rs =35 (") () e
=0
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i=1lyk> 1.

k .
Py 1(q) = §(k —1-7)0+1¢ 4.2)
j=0
k—1 '
Pii(q) =) k¢’ (4.3)
j=0
P 1x(q) = k(1+q) 4.4)
Prr(q) = 1. 4.5)

Con estos resultados, notemos que el polinomio 4.5 es constante cuando ¢ = k, asi compro-
bamos la observacién hecha en el Teorema 3.1.1, ya que Py (¢) = 1 para k > 1.

Ademais, observemos que el polinomio 4.4 cuando los subindices son enteros consecu-
tivos el polinomio es el producto del méax{i, k} con el polinomio 1+ ¢. Para este polinomio
y el caso del polinomio (4.3), ya fueron trabajados en el Ejemplo 3.1.2, con la recurrencia
de la familia de polinomios { P; ;,} de la Proposicién 3.1.3.

A continuacién se presentan ejemplos de polinomios pertenecientes a la familia {P;  }.

Ejemplo 4.1.2.

m i =2yk=5
5—2 5 ‘
Pys(q) =) 5 =1=5)(+1)¢, por(42)
§=0
3

=Y Y-+
5=0

= 2@+ 2 - D@+ (- 2E) + 2 (4 - B’

Py 5(q) = 10 + 15¢ + 15¢* + 104>
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-2, ‘
Poala) = 3 54— 1= j)(j + 1)a’, por (4.2)
§=0
2 .
= 2B3-7)(+1)¢
§=0
=2(3) +2(2)(2)q + 2(1)(3)¢?
Py 4(q) = 6+ 8¢ + 6¢°.
m =2yk=3
Py 3(q) = 3(1 +q), por (4.4)
P24(q) = 3 + 3q.
s i=1yk=2

Pi2(q) = 2(1 4 q) = 2+ 2q, por (4.5).

En todos los casos, se verifica que coinciden con la tabla proporcionada en la Seccién 3.1.

Otra identidad para calcular los polinomios de la familia {P; ;,} proviene del conteo
de arboles generadores de un grafo de rueda Wy, con k£ + 1 vértices, tal como establece la
Proposicioén 3.2.5 y la Proposicién 3.2.4. Es decir, por medio de la expresion

k i : ~
Pi,k(Q)Z; Z <d1,--- ,dk> H(1+q+~--+qAJ h. (4.6)
5L

Nuevamente, veremos algunas féormulas explicitas utilizando los resultados que relacionan
la teorfa de grafos con dichos polinomios y luego realizaremos una comparacion con las
férmulas encontradas por medio de la identidad 4.1.

Ejemplo 4.1.3. Consideremos los siguientes casos:

s Sii=kyk>1.

k
Pri(q) = <IZ> 11 (1+q+---+qAJ’_1) 4.7
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4.1. PROPIEDADES DE LA FAMILIA DE POLINOMIOS {P; ;(q)}

. Sii=1yk> 1.

Pri(@) :§ > (o,..l. ,1) (1rasora) (4-5)

Ak
)=1

Pl,k(Q):k<1—|—q+...+qk:—1>.

» Sii=2yk>1.

2
k 2 B
P2,k(‘1):§ <1 1>H<1+q—|—q2+...+q)\] 1)
Ak ’ j=1
(=2
2
=k ) H(1+Q+q2+---+q’\1_1)
Ak =1
(=2
5] |
Pplg)=kY (I4+qg+¢@+-+¢" (1 gttt q(kfz)fl> 4.9
=1

A partir de los ejemplos anteriores, podemos comprobar que al aplicar la identidad 4.6,
para el caso de 4.7 y 4.8 se producen la mismas férmulas como en el caso de utilizar la
identidad 4.1.

Ahora bien, no sucede lo mismo con la deduccién de la férmula para el polinomio
P ;:(q) y de hecho tenemos contraejemplos que verifican que no se cumple para cualquier
valor de k.

Ejemplo 4.1.4. Consideremos los siguientes ejemplos aplicando (4.9).

= Sik=3.
Py3(q) = 3(1)(1 +¢q) = 3+ 3q.

» Sik=4
Py a(q) # 84 12q + 8¢,
El cual no coincide con el polinomio mencionado, puesto que P» 4(q) = 6+8¢+ 6¢>.

Sin embargo, cuando & es par vemos que la férmula anterior no es valida, porque si k
es par tenemos una particién A F k de la forma % + g entonces el multicombinatorio de la
identidad es de la forma

2 k
<d1,... L2, ’dk>700n dr—Ocuandor;é§.
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Quiere decir que para calcular el polinomio debemos saber la paridad de k. Asi, los polino-
mios P j(¢q) quedan determinados por la siguiente expresion

Z%Eg k(l+g+®++¢d ) (Q+q+¢++q* DY) | sikesimpar.
Py i(q) = fz_llkr(1+q+q2+---+qj—1) (14q+¢*+-+q* D) | sikespar.
+k (1+q+-~-+q§*1>2
Ejemplo 4.1.5. Sik =4
Poa(q) =4(1) (1+q+¢*) +2(1+¢)* =4+4q+4¢* +2 (1 + 2 + ¢°)
=6+ 8¢ + 6¢°.

De este modo, comprobamos que la identidad con particiones brinda expresiones com-
plicadas de los polinomios P; ;.. En particular para los polinomios P ;(q) con k > 1, se
obtuvo una expresién que depende si k es par 6 impar.

Otro aspecto de interés en combinatoria, es evaluar las funciones para responder un
problema de conteo en concreto. En particular, vamos a comparar los términos constantes
de las identidades 4.1 y 4.6, evaluando en ¢ = 0.

Observacioén 3. La evaluacion en 0, es un caso particular de “ especializacion ” segiin lo
explica Stanley en [17], Seccion 7.8.

Primero encontramos el término constante del polinomio F; ;(q) expresado por medio
de la identidad 4.1.

ro= S () (7)o
) (50
(7)) 10

Nota 7. En las operaciones realizadas con anterioridad, tomamos a 0° = 1.

e

.
/\O

E =l

P x(0) =

Luego, evaluamos en ¢ = 0 el polinomio P; ;(¢) dado por la Identidad 4.6

k i
Pii(0) = > S <d1’___ ,dk>' 4.11)
ARk
()=

Igualando ambos términos constantes (expresiones 4.10 y 4.11) se obtiene la siguiente iden-
tidad combinatoria

k i k (k-1 i k-1
> (dl,--~,dk>_¢(i—1)‘:’ 2 <d1,---,dk>_<i—1>'
Ak Ak

o(N)=i )=
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Proposicion 4.1.1 (2024). Paratodo k > 1y 1 < i < k, se satisface la identidad

é (dl,..i.,dk):@:ll)'

()=

La identidad puede ser demostrada por medio de argumentos combinatorios o alge-
braicos. En nuestro caso optamos por una prueba usando una técnica de conteo clésica en
combinatoria.

Demostracion. Consideremos que tenemos tableros conformados por ladrillos tales que dy
sondelx1,dyde2x1,---,d;dek x1,conalosumo k celdas de tamafio 1 x 1y el total
de celdas sea i. Se debe contar el total de configuraciones posibles de tableros de altura 4,
compuestos por ladrillos de diversos tamafios.

= Conteo 1: Consideremos las tablas de Young de la forma \ = (19129239 ... dr) de

modo que
dide 1 x1
dode2 x 1
d3de 3 x 1
di de k x 1.
Ademas

d1+d2+"'+dk=£()\)=i

donde A\ k. En total, son ¢ ladrillos que se pueden distribuir en el tablero segtin
su tamafio (ver Figura 4.1). El nimero de formas es i!, como tenemos k tipos de
ladrillos. Se obtiene que

1! _ 7
dlldgldk'_ d1,d2,...,dk ’

Como ) F k entonces el total de configuraciones posibles es

i
> <d1,d2,...,dk>'

A bk
(=i
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. - HT

\I

Figura 4.1: Tlustracién del conteo 1

= Conteo 2: Ahora contemos el nimero de configuraciones posibles de ladrillos en un
tablero de altura s.
Como el total de celdas de cada ladrillo del tablero es k, nos aseguramos que cada
ladrillo tenga al menos una celda, entonces en total son ¢ celdas (ver Figura 4.2). Sa-
bemos que, el nimero de celdas de cada ladrillo es a lo sumo k, entonces para calcular
el nimero de configuraciones posibles de los ladrillos se contaran la distribucion de
las celdas restantes como un tablero que tenga a lo sumo k& — 1 celdas.

.
b

k — 1 celdas disponibles

7

Figura 4.2: Ilustracién del conteo 2

En total, son k& — ¢ celdas posibles del tablero y por la restriccion de que todos los ladrillos
deben ser por 1o menos de tamaiio 1 x 1, tenemos ¢ — 1 espacios disponibles. Asi, el nimero
de configuraciones posibles del tablero de ¢ ladrillos es

((k: —ii)_+1i - 1> _ (l;:: 11> '
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4.2. IDENTIDADES DE NEWTON

4.2. Identidades de Newton

En esta seccion, se presentan ejemplos utilizando identidades de Newton y las propie-
dades de los coeficientes Ny, de la funcién zeta Z(E /F,; T') asociada a una curva eliptica
E/F,. Estas identidades de Newton ofrecen una relacién entre las funciones simétricas
completas, elemental y de potencias, para los lectores interesados en conocer méas detalles
se recomienda leer [9] y [13].

Proposicion 4.2.1. Para k > 1

k
khi = pili—i, (4.12)
i=1
k .
kep = > (—1)" 'pies—i. (4.13)

i=1
Ejemplo 4.2.1. Apliquemos la identidad (4.13) y la sustitucién pletistica de las funciones
simétricas.

[ ] kj:2

2e0[l +q— a1 —az] =e[l +q¢— a1 —aalp1[l + ¢ — a1 — a3
—eo[l +¢— o1 — a)pa[l + ¢ — a1 — o]
=(l+g-—a1—a)(l+g—a1—az) — (1+¢° —af —aj)
=N{ — N,
= N{ — ((2+2¢)N1 — N7)
2e5[1 4+ ¢ — ay — ap] = 2N — 2(1 + ¢)Ny.

[ ] kj:3

Bes[l+qg—ar —ag] =ea[l +q— a1 — ag]p1[l + ¢ — a1 — ]
—ei[l4+q— o1 —aglpa[l + ¢ — a1 — ag]
+eoll +q— o —aalps[l + ¢ — a1 — o

1 1
= <2(p1)2 - 2172) Pl +q—ar — as

—(1+qg—o1—a)p2(l +q— a1 — ] + p3[l + ¢ — a1 — ao]

1 1
(33 - 50+ —at—ad) ) Wi~ (1 + ¢ - af - ad

1 1
= <2N12 — 2N2> Ni — N1 Ny + N3

1 1
= §Nf’ = 5 NaNi = N1Ns + N
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4.2. IDENTIDADES DE NEWTON

1 1
= §N§ - 5((2 +2q)Ny — NE)Ny — Ni((2 4 2¢) N1 — N3)
+ (34 3¢+ 3¢*)N1 — (3+ 3¢)NZ + N?

1. .. 1 .
=3 f—(1+q)N12+§Nf—(2+2q)N12+N13
+ (34 3¢+ 34N, — (3+3¢)N? + N}

3e3 = 3N3 — 6(1 4+ ¢)N2 + (3 + 3¢ + 3¢>) V1.

Comparando con la funcién zeta de una curva eliptica

k
kB, =Y (-1)7'NiBy s,
i=1

apartirde pp[l + ¢ —a; —ag] = 1 +¢* — af — o = N,

Proposicion 4.2.2 (2024). Para k > 1

k
kB =Y (1) 'NiBy_;.
=1

Demostracion. Sabemos que Ej, = er[14q— a1 — 2] entonces es equivalente a demostrar
la identidad

k
kek[l +q— o1 — 052] = Z(—l)i_lNiek,i[l +q— o1 — 042], para k > 1.
i=1
Consideremos la funcién generatriz”

n

B(t) =0 +xt) = zn: exth.
k=1

i=1
Derivando con respecto a ¢

%E(t) = a [+ a5t

i=1 i

“Para mds detalles sobre estas identidades, ver [9], Capitulo I, Seccién 2.
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4.2. IDENTIDADES DE NEWTON

Luego, dividimos entre la funcién generatriz E(t)

%EEES) - gxl <1 —i—lxit>

=Y (Z(—l)k(xit)k>
i=1 k=0
=Z%< (—1)kxftk>
i=1 k=0
— - (i(—l)kl'erltk)
i=1 \k=0
GE1) ¢
dt _ (—l)kpk T
E(1) ,;0 *
Por otra parte,
d n
—EB(t) =) kept" . 4.14
dt (t) ; €k ( )

Ademas, podemos expresar la derivada con respecto a ¢ de la forma

%E(t)_i<_1)k e Lpe = zn:(_nk t* ) B(t) (4.15)
E) —kzo DPr+1 di = 2 Pr+1 . .

Utilizando 4.14 y 4.15

> ket = ( (_1)kpk:+1tk) E(t)
k=1 k

Zektk_l = ( (—1)kpk+1tk> (Z €ktk>
k=1 k

=0 k=1
n n k+1
Z keptt ! = <Z(_1)11piek+1—i> tk.
k=1 k=0 \i=1
Igualando los coeficientes t*~1, se tiene que
k
ke, = Y (=1) " "pier—s.
i=1

Aplicando el pletismo, se obtiene la identidad deseada

k
keg[l+q— a1 —as] = Z(—l)l_lei[l +q— o1 — aglpp—i[l + ¢ — a1 — aq].

=1
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Por lo tanto, aplicando que Ej = e[l + ¢ — a1 — ag]

k

kEp =Y (=1)"'N;Ey_;.
=1

De forma similar, podemos analizar el caso de la identidad de Newton con la funcién
simétrica completa

k
khy = Z pihg_;.
=1

A continuacidn se presentan una serie de ejemplos relacionados con esta identidad.

Ejemplo 4.2.2.
" k=2
2hg = p1h1 + p2ho.
" k=3

3h3 = p1ha + p2h1 + p3ho.

En los siguientes ejemplos se incluyen resultados acerca de curvas elipticas y su funcién
zeta asociada.

Ejemplo 4.2.3. Consideremos a A = a1 + a9 y recordemos la identidad
hi_1]on + as] = (~1)* 'Ey /Ny & Nihp_ilag + ag) = (1)1 Ey. (4.16)

Luego, reescribimos a E}, con ayuda del resultado 4.2.2

k
Ep=) (-1)7'NiEy

i=1

Sustituimos la expresién anterior en (4.16)

k
Nlhk,l[al + 042] = (—1)1671 <Z(—1)11N1Ek1>
i=1
k .
Nlhkfl[al + 042] = Z(—l)kJrZ*zNiEk,i
i=1
= Z:(—l)k“*2 Z(—l)rle’k(q)NfEk_i, por el Teorema 3.1.1.
i=1 j=1
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Seguidamente, despejamos hy_1[ag + ao).

k
NJ
hk—l[al"{'aﬂ:z k-‘rl QZ J IP )N Ek i
i—1
k N
hp—tfon + ag] = Y (—1)FF~ QZ 11 Pk(q )NEk i
i—1
=3 D (V)RR ()N T By
i—1 j—1
b ok (k=1 I\ (G L—1\ s
i—1 j=1 1=0 AN !
=1 )= =
Por lo tanto,
L gk (k=1 —1\ (j+1—1 -
i=1 j=1 1=0 AN :

Ejemplo 4.2.4.
Utilizando el pletismoya A =14+ ¢ — a; — as.
[ ] ]{ = 2
2h[A] = p1hi + p2ho
=(14+qg—a1 —w)h[l+q—ar—a]+(1+¢ —a?—a3)
=Ni(l1+qg—a;—az)+N
= N? + (24 2¢)N; — N
2h2[A] = (2 + 2q)N1.

m k=3

3h3[A] = p1ha + p2h1 + p3ho
=(14+qg—a1—a)ho[l +q— a1 — a3
+p2[l +q— a1 —aglhi[1 +q— a1 — az]
+p3[l +q— a1 — ]

1 1
=N <2N12 + 2N2> + NyN; + Ns

1 1
= iNf + 5Nl((z +2¢)Ny — N) + (24 2¢)N? — N}
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+ (34 3¢+ 3¢*)N1 — (3 +3q)N{ + N}

= éNf’ + (1+q)Nf — %Nf’ +(2+2¢)N? — N}

+(3+3¢ +3¢°)N1 — (3+3¢) NP + NY
=(1+q)NF + (2+2¢)N? + (34 3¢+ 3¢*) N1 — (3 + 3¢) N7

3ha[A] = (3 + 3¢ + 3¢°) N1
Por lo tanto,
3ha[l +q — a1 — ag] = (3 + 3¢ + 3¢°) V1.
De los dos casos, se tiene que
khi[l +q—a1 —agl =k(L+ g+ +--+4" N1,
Proposicion 4.2.3 (2024). Para k > 1
hll+g—onr—a) =(1+g+¢+- +¢" N
Demostracion. Sik = 1 se verifica que la identidad es cierta, dado que
hil+g—a;—as)=pi[ll+g—a; —ag] =14+q¢— a3 —ag = Ny.

Entonces consideremos que k > 2, A =1+ qy B = a1 + a2, aplicamos la identidad del
pletismo de funciones simétricas **

hi[A = Bl =Y (=1)*"h;[Ales—i[B],
es decir,
k
hill +q — a1 — ag :thl+qek ilar + ag]

= (= 1)kh0[1 + qleg[on + ag] + -+ + hg—2[1 + glea]ar + s
— hip_1[1+ qler[ar + az] + hi[1 + gleg|ar + az).
Como k > 2 entonces ex[a1 + as] = 0, por propiedades de la funcién simétrica elemental.
hi[l+q— a1 — as] = hg_a[1 + qlez[a1 + as] — hgp_1[1 + gler[ar + az] + hi[l + gleg[ar + 2]
=(l+q+g++d g 1+q+-+¢"H1+q-MN)
+(1+qg+-+q")
=@+ @+ +d" - tg+- N+ A+t +dHN
—(tg+ g g+ (gt + "),
=@+ @+ + - +g++ D+ A +g+-+HN
@+t )+ A+ gt b,

*Ver [17], Capitulo 7 para mas detalles.
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Al realizar las operaciones indicadas, se tiene
hi[l+¢—a1—ag) = (1+q+--+¢" )N
Por lo tanto, se cumple que para k > 1
e[l +q—o1—as] =1+ g+ +¢"7)N1.
|

De acuerdo con [13], las funciones simétricas hj para k > 1 tienen una versién con
determinantes que se pueden deducir a partir de las identidades de Newton.

Proposicion 4.2.4. Para k > 1 se tiene

o -1 0 0 - 0 e 1 0 - 0

o 20 0 %y e 1 .0

he= 31 : Y : ypp=|: : : IR
Pk—1 Dk—2 Dk—3 —(k—1)

Pk DPk—1 DPk—2 ' D2 D1 kerp er—1 ex—2--- €2 e1

Este resultado es una consecuencia de las identidades de Newton, para mds detalles de
la demostracion ver [4].

Relacionado con curvas elipticas, esta identidad se puede utilizar con el pletismo de hy,
yA=14qg— a1 — as.

Ejemplo 4.2.5. Parak > 1y A=1+4+¢g— a1 — as.

N -1 0 o --- 0

) Ny Ny -2 o --- 0

hilA] = o : : . :
Nip—1 Np_o —(k—-1)

N Ng-r Ngo -+ No M

A partir de la operacién de pletismo entre funciones simétricas encontramos otra forma
de expresar a la suma de potencias o/f + 0/2“, este valor tiene un significado combinatorio y
proporciona una descripcion para los coeficientes Ny tal como se estudié en el Capitulo 3.
Al realizar operaciones de forma adecuada con la funcién completa hj, podemos expresar
la suma a’f + a’z? en términos de un determinante. Una primera pista de que esta identidad
es posible viene del hecho de que podemos escribir a la suma como el pletismo de pg con
a1 + «o, es decir

prlon + ag] = o/f + aé”.

Con esta idea en mente, consideremos el siguiente resultado.
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Proposicion 4.2.5. Para k > 1 se cumple que

1+qg—N; 1 0 0
2q 1+q—N; 1 0
& 0 q 1+qg—N; 1
1+¢" — N = .
0 0 0
0 0 0 q

o

1
14+q— N

Demostracion. Sea k > 1y aplicamos el pletismo de py con a; + o donde ai;avg = g son

conjugados complejos. Por definicién, sabemos que

prlan +ag) =af +af =1+¢— Ny (4.17)
Luego, por la Proposicion 4.2.4 se tiene
e1[an + az] 1 0 0
2e9[an + a]  erar + az] 1 0
prlar + ag] = : : 0 )
kerlan + aa] ep—1][ar + ao] ex—ofar +an] -+ ealan + ag] erfag + ag]
a1 + oo 1 0 0
210 @1 + o 1 0
= 0 , porque e; = 0 parat > 2,
0 0 0+ apag a1 +as
14+qg—MN; 1 0 0
2q 1+g—-—N; 1 0
prlar + ag] = : : : 0 (4.18)
0 0 0--- q 1+qg—MN

Igualando las expresiones (4.1) y (4.18) encontramos el resultado deseado.

1—|—q—N1 1
2q 1+q—N1
1+q"— N = ) .
0 0
0 0

0 0
1 0

1—|—q—N1 1
0
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4.3. POLINOMIOS DE MACMAHON

Asfi, hemos encontrado otra forma de expresar a la suma of + o4 con determinantes.

Nota 8. Existe otra version de este resultado y es demostrado utilizando propiedades de
los polinomios ortogonales (ver [12], Seccion 4y [2] para mds detalles sobre polinomios
ortogonales).

Ejemplo 4.2.6. Algunos casos particulares son los siguientes:

1. Sik=2
14+qg—N; 1
1+¢*— Ny = :
T 2% 14+q- N

2. Sik=3

1+Q*N1 1 0

1+¢>—N3= 2¢ 14+¢—N; 1 .
0 q 1+q—N1

Los coeficientes Ny, también se pueden expresar directamente en forma de determinan-
te, el cual es abordado en el articulo [12], Seccién 4.1. Las funciones simétricas estudia-
das hasta el momento permiten establecer identidades con curvas elipticas, adicionalmente
existen mds tipos de funciones simétricas que por medio del pletismo también es posible
relacionar con las curvas elipticas.

4.3. Polinomios de Macmahon

A continuacién presentamos otro tipo de polinomios simétricos con la finalidad de es-
tablecer algunas identidades que conecten datos ya conocidos sobre los coeficientes IV de
la funcién zeta asociada a una curva eliptica £/IF,,.

Definicién 4.3.1. (Polinomios de Macmahon™™) Sea 1 < r < k, definimos el polinomio
simétrico

—— a1 00 Oy
Skr(x1,22,.. ., 2,) 1= E SRR
ajtoanttar=k
1<j1<g2<<jr

Analizando la definicion de esta familia de polinomios, se comprueba que estin com-
puestos por algunos términos de la funcién completa hy.

Ejemplo 4.3.1. Algunos ejemplos de polinomios de la familia {.Sj, ..} con 4 variables son
los siguientes.

““Este tipo de polinomios son ampliamente estudiados por Percy MacMahon en [10].
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k
. 1 2 3
1
2
1 5171 = 52’1 =7 S3’1 = ac“;’
S0 =10 S32 =0
S33=0
2 Si1=z1+ 22 So1 =23+ 13 S31 =23 + 23wy + 23
2 2
Soo = T122 S39 = x{x2 + T175
5373 =0
3 Si1=x1+z2+23 So1=2F+ 23+ 23 S31 =23 + 23 + 23
Soo = T1x2 + 123 + x273  S32 = x%a:g + x%xg + xlx%
+a3xs + 2123 + 2073

Tomando de base los resultados obtenidos en [13], estos polinomios simétricos se pue-
den escribir en términos de las funciones simétricas elementales, completas y de potencias.

Proposicion 4.3.1. Para 1 < r < k se tiene que

k

Sp =S (—1) (i) eshy—j.

J=r

La demostracion de la proposicion realizada en [6], utiliza como herramienta principal
las funciones generatrices de la funcién simétrica completa y elemental.

De acuerdo con la Proposicion 4.3.1, resulta natural la conexién entre la funcién zeta
de una curva eliptica con esta nueva definicion para la familia de polinomios {.Sj , }.

Ahora veremos ejemplos utilizando resultados ya conocidos acerca de los coeficientes
de una funcién zeta asociada a una curva eliptica E.

Ejemplo 4.3.2. Aplicamos el pletismo de Si, 2 con A = 1 + ¢ — ay — o tenemos que por
la Proposicién 4.3.1 se cumple

k

Sald] = (1172 (3) eslAltuc ]

Jj=2

Sabemos que el pletismo de e;[A] = Ej por definicién y por la Proposicién 4.2.3, tenemos
que hp_j[Al = 1+ g+ ¢+ + g+ DNy
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4.3. POLINOMIOS DE MACMAHON

Consideremos los siguientes casos particulares cuando variamos k.

| ] k == 2.
S2.2[A] = ea[Alho[A] = e2[A] = ¢
m k=3
S32[A] = ea[A]h1[A] — 3es[A]ho[A]
= Ex(1+q)N1 — 3E3
S&Q[A] = (1 -+ q)N1E2 — 3E3
m k=4

54,2[14] = CQ[A]hQ [A] — 363 [A}hl[A] + 664 [A]ho [A}
= Eg(l + q)N1 —3FE3N1 +6E,
54’2[14] = (1 + q)NlEQ — 3N E5 + 6E4.

Luego, para k > 2 tenemos la siguiente expresion para el polinomio Sy 2

k .
Siald] = (172 (3) (1 a4 @44 g ML

Ademds, podemos reescribir este polinomio de tal forma que quede expresado en términos
de ¢ y N; utilizando la Proposicién 3.3.4. Asi, obtenemos la identidad

k—j

k e . (—1)k+i .
Seald] =D (-1)772 (2> (I+q+g>+-+g" N (Z kPi,kj(Q)Ni>

i=1

k . .
Z . - —9 L
= St (;> (I+qg+q+ -+ ¢ )P (@ N

k k+itji—2 7
1/ . 71 ] o Z.
Sk2lA] = Z : ()k: @) (I4+q+¢+--+¢"Piy_j(qNitL.

Ejemplo 4.3.3. En este ejemplo se muestra el pletismo de polinomios de la familia {Sj 2}
y a1 + Q9.

= Si k = 2 entonces

5272[041 + 062] =10 = 4.
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4.3. POLINOMIOS DE MACMAHON

= Si k = 3 entonces

Szolar + ag] = ez[ar + aglhi[ar + a] — 3eg[ar + aalho[ar + ]
= eslar + azlhiog + ag]
= ajae(ag + ag)
=q(14+q—Ny)

Szl + ag] = g+ ¢* — gNy.

= Si k = 4 entonces

4
Syalan + ag) :Z 1)7- 2( >€j[a1+a2]h4—j[a1+a2]

€2

q(of + aj + araz)

q(1+¢*> — Ny +q)

q(1+¢*— (24 2¢)N1 + N? +¢)
=q+¢" — (2¢+2¢°)N1 + gN7 + ¢

Si2=q+¢ +¢° = (2¢+2¢*) N1 + ¢ N}

2

En general, si observamos los ejemplos anteriores del pletismo aplicado obtenemos una
expresion general para estos polinomios cuando k > 2y r =2

Sk2la1 + ao] = qhy_2[a1 + asl.

Notemos que esta expresion se puede reescribir en término de los valores E, recurriendo
al Lema 3.3.1.

= S}ag[al + 042] = q(—l)k_2Ek,1/N1.
Proposicion 4.3.2 (2024). Sea k > 2y r = 2 entonces el pletismo de Sy 2y o1 + o es
Sm[al + 042} = q(—l)kiQEk_l/Nl.

Demostracion. Sea Sy, 2 un polinomio simétrico de Macmahon con k& > 2, se quiere mos-
trar que el pletismo de Sy, 2 con a1 + s es

Sk,Q[al + Oég} = q(—l)kiZEkfl/Nl.

Para la demostracién, partimos del lado izquierdo de la igualdad y verificamos cuando k =
2.

Soolar + ag] = ez]an + azlho[ag + az] = e2an + az] = ¢ = qE1/Ny.
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4.3. POLINOMIOS DE MACMAHON

Ahora se debe demostrar cuando k£ > 2. Partimos del lado izquierdo de la igualdad y
aplicamos la Proposicion 4.3.1

k A .
Spalar +as] = 37 (~1)2 (;) e;lens + oalli_sln + o).
j=2

Observemos que e; = 0 cuando j > 2, por definicion de las funciones simétricas elemen-
tales. En consecuencia, la expresion anterior es de la forma

Sk2lon + az] = exla + aslhy_o]a + o]
= ajaghi_sfag + a9
= qhy_2[01 + 2]
= q(—l)k_QEk_l.

Por lo tanto,

Sm[al + 062] = q(—l)k_zEk_l.
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Conclusiones

Con el trabajo realizado se han estudiado propiedades e identidades combinatorias de
curvas elipticas sobre campos finitos utilizando la funcién zeta para curvas.

La funcién zeta de una curva eliptica Z(E/IF4; T') brinda informacion sobre el conteo
de puntos en una curva eliptica por medio de sus coeficientes N con k > 1, estos dependen
de N; y ¢ que a su vez estdn conformados por una familia de polinomios con coeficientes
positivos {P; . }, gracias a las interpretaciones combinatorias de los nimeros de Fibonacci
y Lucas ((q,t)— analogias de Fibonacci y Lucas abordadas en el Capitulo 3) se obtienen
férmulas e identidades del tipo combinatorio para Ny. Una interpretacién importante viene
de la sucesion de nimeros de Lucas pares { Loy, — 2} que enumera los drboles generadores
de un grafo de rueda W}, con k + 1 vértices, esto permite deducir una férmula explicita para
N, Cabe destacar que la familia de polinomios {F; .} son objetos interesantes, con ellos
se obtiene una descripcion para N y se deduce una identidad clasica de combinatoria (ver
Proposicion 4.1.1).

Por otra parte, siguiendo el enfoque de las funciones generatrices con las herramientas
de la teoria de funciones simétricas permiten conocer otra forma de definir ciertos aspectos
de curvas elipticas nuevamente relacionados con el problema de enumeracion. Por ejemplo,
con la operacién del pletismo de funciones simétricas y la dualidad entre las funciones
simétricas completa hy, elemental e; y de potencias py, encontramos identidades y férmulas
de la enumeracion de puntos Vi, estos resultados también muestran la dependencia con ¢
y N7 (son datos finitos) que a su vez tienen una interpretacién combinatoria porque se
originan de propiedades de las funciones simétricas como es el caso de las identidades de
Newton. Asimismo, al trabajar con otra clase de polinomios simétricos llamados Polinomios
de Macmahon también se pueden establecer expresiones que dependen de Vi en parte es
consecuencia de la definicién de estos polinomios puesto que estos quedan determinados
por elementos de las funciones simétricas usuales. Para mds detalles ver el Capitulo 4,
Seccidén 4.3.
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Proyectos a futuro

A pesar que se abordaron diversas propiedades de las curvas elipticas con un enfoque
combinatorio, ain quedan pendientes otras temadticas interesantes que surgieron durante la
construccién del proyecto.

El desarrollo de este proyecto de tesis se centrd principalmente en las buenas propie-
dades de las funciones generatrices y estudiamos que existe una conexién con teoria
de grafos por lo que se propone estudiar y analizar las posibles aplicaciones o identi-
dades con las curvas elipticas desde un punto de vista de la teoria de grafos.

Explorar otras interpretaciones de los nimeros de Fibonacci y Lucas para intentar
relacionarla con los resultados ya conocidos sobre la enumeracién de puntos N de
curvas elipticas. Un libro que habla acerca de estos temas y que cuenta con muchos
ejemplos es: Fibonacci and Lucas Numbers with Applications [7].

Estudiar los polinomios de Chebyshev y su relacién con curvas elipticas. Para estu-
diar con més detalle estos polinomios se recomienda ver el libro [2], Capitulo 2 y el
articulo [12], Seccién 4.

Analizar y estudiar aplicaciones de la enumeracién de puntos de una curva eliptica
a la criptografia. Para profundizar en estos temas se recomienda leer el libro Elliptic
curves: Number Theory and cryptography [18], Capitulo 4.
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