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Resumen

En los modelos matemáticos relacionados al cáncer, se busca estudiar las interacciones
de dos o más poblaciones de células en un tejido cualquiera del cuerpo humano y de su
evolución a lo largo del tiempo. Dicha interacción celular está estrechamente relacionada a
otros modelos que involucran poblaciones de dos especies en las cuales hay depredadores
y presas, donde los depredadores dependen fundamentalmente de las presas. En este caso,
las células malignas actuarían como depredadores y las células normales como las presas.

En este trabajo, se estudia el modelo matemático propuesto por el Dr. Artur César Fas-
soni para la aparición y desarrollo del cáncer, el cual considera tres poblaciones de células:
normales, premalignas y cancerosas. El modelo tiene en cuenta tres características distin-
tivas del cáncer (autosuficiencia en las señales de crecimiento, insensibilidad a las señales
de anti-crecimiento y evasión de la apoptosis) e incluye la inestabilidad genética como una
característica habilitante.

Se hace un análisis cualitativo extensivo sobre este modelo con el propósito de describir
los parámetros involucrados y se aplica la teoría de sistemas dinámicos para garantizar la
existencia de los puntos de equilibrio interpretando a su vez la estabilidad de dichos puntos.

Palabras claves: tumorogénesis, angiogénesis, tumor avascular, puntos de equilibrio,
estabilidad, bifurcaciones.
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Introducción

Desde tiempos muy remotos a la humanidad le ha interesado medir y explicar mate-
máticamente diversos fenómenos físicos que ocurren a su alrededor. En particular, en los
últimos años se ha aumentado el interés por aplicar técnicas matemáticas en el análisis de
problemas biológicos. Así, la Biología Matemática es una rama de las Matemáticas que trata
de describir los procesos biológicos por medio de herramientas matemáticas y computacio-
nales para poder entender su fenomenología. Se pueden encontrar fenómenos biológicos
de interés en diversas ramas de las ciencias naturales tales como Fisiología, Ecología, Epi-
demiología, Genética, Anatomía, Neurología, Inmunología, Cancerología, por mencionar
algunas. Estos fenómenos pueden ser modelados por medio de ecuaciones diferenciales or-
dinarias o parciales, procesos estocásticos, autómatas celulares, algoritmos genéticos, entre
otros.

La importancia de las enfermedades oncológicas ha permitido crear la denominada On-
cología Matemática. El modelado matemático se ha estado usando por varios años como
herramienta para auxiliar en la lucha contra el cáncer. La tumorogénesis se describe como
un proceso asociado a una alteración genética, en donde una célula normal y sus descen-
dientes es transformada progresivamente en un tumor maligno.

En la literatura existen numerosos modelos matemáticos que intentan describir proce-
sos que ocurren durante el desarrollo del cáncer, algunos de estos describen: el crecimiento
de tumores cancerosos avasculares, la respuesta del sistema inmune a la presencia de célu-
las cancerosas en el cuerpo, movimiento de las células cancerosas y su propagación en el
organismo, control de crecimiento de tumores, modelos de vascularización o angiogénesis
de los mismos, entre otros. En este trabajo de investigación se estudia un modelo matemá-
tico constituido por un sistema de EDO con tres incógnitas que describen los elementos
involucrados en el desarrollo de tal enfermedad, considerando tres poblaciones de células:
normal, premalignas y cancerosas.

Las ecuaciones abordadas en este trabajo fueron planteadas por el Dr. Artur César Fas-
soni (actualmente profesor del Instituto de Matemática y Computación de la Universidad
Federal de Itajubá en Brasil) en su tesis para obtener el grado de doctor en matemática
titulado “Modelos matemáticos em câncer abordando fase inicial e tratamento de tumor
avascular” en el año 2016 [1].
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Capítulo 1

Introducción a los sistemas dinámicos

1.1. Preliminares

Sea Ω un subconjunto abierto del espacio R× E donde R es la recta real y E = Rn

un espacio euclideano n-dimensional. Un punto de R× E será denotado (t, x) con t ∈ R

y x = (x1, x2, ..., xn) en E; salvo mención en caso contrario, se adoptará en R × E una
norma: |(t, x)| = max {|t| , |x|}, donde |x| denota una norma en E. Sea X : Ω → E una
aplicación continua (o campo vectorial de clase Ck, 1 ≤ k ≤ ∞) y sea además I un intervalo
no degenerado en una recta (esto es un subconjunto conexo de R no reducido a un punto).
El intervalo I cerrado, abierto, semi abierto, limitado o no. [31]

Definición 1.1.1 Una función diferenciable φ : I → E se llama solución (o variable de estado) de
la ecuación diferencial:

dx
dt

= X(t, x) (1.1)

en el intervalo I si:

(i) El gráfico de φ (o curva integral, esto es (t, φ(t)); t ∈ I) está contenido en Ω y,

(ii) dφ
dt = X(t, φ(t)) para todo t ∈ I si t es un punto extremo del intervalo, la derivada es la

derivada lateral respectiva.

La ecuación (1.1) se llama ecuación diferencial ordinaria de primer orden, se denota abrevia-
damente por x

′
= X(t, x) y admite la siguiente interpretación geométrica: φ es una curva

integral de X solo si su vector de velocidad φ′(t) en t coincide con el valor del campo X en
φ(t). (Ver Figura 5).

Observación 1.1.2 Una curva integral φ : I −→ Ω de X se llama máxima si para toda curva
integral ψ: J −→ Ω tal que I ⊆ J y φ = ψ|I entonces I = J y, en consecuencia, φ = ψ . En este
caso, I se llama el intervalo máximo.
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1.1. PRELIMINARES

Figura 1.1: Campo vectorial y curva integral.

Nota. Adaptado de Campo de Vetores e Curva Integral (p. 91) por J. Sotomayor, 2009, Equações Diferen-
ciais Ordinárias. Todos los derechos reservados (2024) por licenciatario.

Sea Xi : Ω → R, i = 1, 2, ...n la componente de X : φ = (φ1, φ2, ...φn) con φi : I → R es
una solución de (1.1) si y solamente si cada φi es diferenciable en I, (t, φ1(t), φ2(t), ...φn(t)) ∈
Ω para todo t ∈ I y



dφ1

dt
= X1(t, φ1(t), ..., φn(t))

.
dφ2

dt
= X2(t, φ1(t), ..., φn(t))

.

.

.
dφn

dt
= Xn(t, φ1(t), ..., φn(t))

(1.2)

para todo t ∈ I.

Por esta razon, se dice que una ecuación diferencial vectorial (1.1) es equivalente al sistema
de ecuaciones diferenciales escalares de primer orden:

dxi

dt
= Xi(t, x1, x2, ..., xn) (1.3)

con i = 1, 2, ..., n

Observación 1.1.3 Un campo vectorial:

X(t, x) = (X1(t, x1, . . . , xn), . . . , Xn(t, x1, . . . , xn))

será continua si cada Xi es una función continua de x1, . . . , xn. [36]
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1.1. PRELIMINARES

Un sistema definido en (1.3) puede ser tanto lineal como no lineal, pero para intereses
futuros se estudiarán aquellos que sean no lineales; a su vez pueden darse condiciones
iniciales a cada una de las variables de estado, de esta manera se tiene se tiene la siguiente
definición (también conocido como problema inicial o problema de Cauchy):

Definición 1.1.4 (Sistema No Lineal.) Dado un intervalo abierto I y una función X : Ω → E

considérese el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden con condiciones iniciales
x0 ∈ Rn en t0 ∈ I, 

dx
dt

= X(t, x); t ∈ I

x(t0) = x0

(1.4)

Si la función X no es lineal con respecto a la variable x, se dirá que es un sistema no lineal (SNL).

Para un vector x = (x1, . . . , xn) se define ∥x∥ =
√

x2
1 + · · ·+ x2

n y el producto interno se
define como x · y = x1y1 + · · ·+ xnyn donde y = (y1, . . . , yn) y la desigualdad triangular:

∥x + y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥,

y la desigualdad de Schwarz:
|x · y| ≤ ∥x · y∥

Para una función con valor vectorial x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)), se tiene:

x′(t) = (x′1(t), . . . , x′n(t))

y ∫ b

a
x(t)dt =

(∫ b

a
x1(t)dt, . . . ,

∫ b

a
xn(t)dt

)
Y también se tiene la siguiente desigualdad:∥∥∥∥∫ b

a
xdt
∥∥∥∥ ≤ ∫ b

a
∥x(t)∥dt

La siguiente definición es de suma importancia para las demostraciones de los teoremas
de existencia y unicidad:

Definición 1.1.5 (Condición de Lipschitz.) Se dice que una función de valor vectorial X(t, x)
satisface una condición de Lipschitz en una región R en el espacio (t, x) si, para alguna constante
L > 0 (llamada constante de Lipschitz) tenemos:

∥X(t, x)− X(t, y)∥ ≤ L∥x− y∥ (1.5)

siempre que (t, x) ∈ R y (t, y) ∈ R.

3



1.2. TEOREMAS DE EXISTENCIA Y UNICIDAD

1.2. Teoremas de Existencia y Unicidad

Cuando un problema de valor inicial modela matemáticamente una situación física, la
existencia y unicidad de la solución es de suma importancia, pues, con seguridad se espera
tener una solución, debido a que físicamente algo debe suceder. Por otra parte, se supone
que la solución sea única, pues si se repite el experimento en condiciones idénticas, cabe
esperar los mismos resultados, siempre y cuando el modelo sea determinístico. Por lo tanto,
al considerar un problema de valor inicial es natural preguntarse por:

1. Existencia: ¿Existirá una solución al problema?

2. Unicidad: ¿En caso de que exista solución, será única?

Los Teoremas de Existencia y Unicidad que se presentan aquí garantizan, bajo determi-
nadas condiciones de regularidad, la existencia y la unicidad de la solución sin necesidad
de calcularla previamente.

En general, lo que indica los Teoremas de Existencia y Unicidad es que siempre habrá
una solución y que esta solución será única para el problema de valores iniciales de un SNL
de Primer Orden, si la función X(x, t) satisface la condición de Lipschitz y es continua en el
intervalo |t− a| ≤ T.

Teorema 1.2.1 (Teorema de Unicidad.) Si el campo vectorial X(t, x) satisface una condición de
Lipschitz en un dominio R, entonces hay como máximo una solución x(t) del sistema diferencial

dx
dt

= X(t, x) (1.6)

que satisface una condición inicial dada x(a) = c ∈ R.

Demostración. Supóngase que X(t, x) satisface la condición de Lipschitz.

∥X(t, x)− X(t, y)∥ ≤ L∥x− y∥

para cualquier (t, x), (t, y) ∈ R. Sea x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) y y(t) = (y1(t), . . . , yn(t)) dos
condiciones que satisfacen la misma condición inicial x(a) = c = y(a).

Denotar σ(t) = ∥x(t)− y(t)∥2 =
n

∑
k=1

[xk(t)− yk(t)]2 ≥ 0 entonces:

σ′(t) =
n

∑
k=1

2[x′k(t)− y′k(t)] ∗ [x′k(t)− y′k(t)]

=
n

∑
k=1

2[Xk(t, x(t))− Xk(t, y(t))] ∗ [xk(t)− yk(t)]

= 2[X(t, x(t))− X(t, y(t))] · [x(t)− y(t)]

4



1.2. TEOREMAS DE EXISTENCIA Y UNICIDAD

Por la desigualdad de Schwarz, se tiene:

σ′(t) ≤ |σ′(t)| = 2 |(X(t, x)− X(t, y)) · (x− y) |
≤ 2∥X(t, x)− X(t, y)∥ · ∥(x− y)∥
≤ 2L∥x− y∥2 = 2Lσ(t)

la última desigualdad implica:

d
dt

(
σ(t) exp−2Lt

)
= (σ′(t)− 2Lσ(t)) exp−2Lt ≤ 0

Por lo tanto, σ(t) exp−2Lt es una función decreciente.

Para t > a se tiene que, σ(t) exp−2Lt ≤ σ(a) exp−2La = 0 dado que σ(t) ≥ 0 tenemos
que: σ(t) = 0 para t ≥ a, es decir, x(t) = y(t) t ≥ 0.

Para t ≤ a, como arriba, se tiene nuevamente:

−σ′(t) ≤ |σ′(t)| ≤ 2Lσ(t),

lo que implica:
d
dt
(σ(t) exp+2Lt) = (σ′(t) + 2Lσ(t)) exp+2Lt ≥ 0

así que σ(t) exp+2Lt es una función creciente. Por lo tanto, para t < a, se tiene:

σ(t) exp+2Lt ≤ σ(a) exp+2Lt = 0

Nuevamente se obtiene σ(t) = 0 para t ≤ a, es decir, x(t) = y(t) para t ≤ a. [36]

□

Antes de enunciar el Teorema de Existencia, se darán algunos teoremas y definiciones
previas que serán importantes para la demostración del mismo.

Teorema 1.2.2 Sea X(t, x) una función continua. Entonces una función x(t) es una solución de el
problema de valor inicial: { dx

dt = X(t, x)
x(a) = c

(1.7)

si y sólo si es una solución de la ecuación integral

x(t) = c +
∫ t

a
X(s, x(s))ds (1.8)

5



1.2. TEOREMAS DE EXISTENCIA Y UNICIDAD

Demostración.
Asúmase que x(t) es una solución de el problema de valor inicial (1.7). El Teorema

Fundamental del Cálculo implica que:

xk(t) = xk(a) +
∫ t

a
x′k(s)ds

Usando el sistema en (1.7), se tiene la ecuación integral (1.8).

Por otro lado, si x(t) es una solución de la ecuación integral (1.8), entonces x(a) = c y,
por el Teorema Fundamental del Cálculo, se tiene:

x′k(t) = Xk (t, x(t)) ; k = 1, ..., n

Esto implica que x satisface dx
dt = X(t, x).

□

Para funciones X(t, x), que se definen para todo x en |t− a| ≤ T y además son continuas,
se define un operador U por:

U(x) = c +
∫ t

a
X(s, x(s))ds (1.9)

Para este operador, su dominio es: x(t) tal que x es continua en el intervalo |t− a| ≤ T
y su rango es: y(t) tal que y es continuamente diferenciable en el intervalo |t− a| ≤ T y
y(a) = c.

De esta manera, una solución de la ecuación integral en (1.8) es un punto fijo del opera-
dor U:

x = U(x)

Lo anterior dicho, se puede establecer en el siguiente teorema:

Teorema 1.2.3 Sea X(t, x) una función continua. Entonces una función x(t) es una solución del
problema de valor inicial (1.7) si y sólo si el operador U definido en (1.9) tiene un punto fijo en
C[a− T, a + T].

Definición 1.2.4 (Iteración de Picard) Se usará el operador U para generar una secuencia de fun-
ciones {xn} a partir de los datos iniciales dados por la interacción sucesiva:

x0(t) ≡ c; xn = U(xn−1) = Un(x0) n = 1, 2, . . . (1.10)

esto es llamado la iteración de Picard.

6



1.2. TEOREMAS DE EXISTENCIA Y UNICIDAD

Teorema 1.2.5 Supóngase que X(t, x) es continua y satisface la condición de Lipschitz (1.5) en el
intervalo |t− a| ≤ T para todo x, y. Entonces la iteración de Picard (1.10) converge uniformemente
para |t− a| ≤ T.

Una demostración de este teorema se puede encontrar en [36].

Ahora se pasará a demostrar el Teorema de Existencia el cual se enuncia de la siguiente
manera:

Teorema 1.2.6 (Teorema de Existencia.) Supongamos que X(t, x) es continua y satisface la con-
dición de Lipschitz (1.5) en el intervalo |t− a| ≤ T para todo x, y. Entonces el problema de valor
inicial (1.7) tiene una solución única en el intervalo |t− a| ≤ T.

Demostración. La unicidad es una consecuencia directa del teorema 1.2.1. Solo se necesita
probar la existencia.

Por el teorema 1.2.5 la secuencia {xn(t)} definida por la iteración de Picard con x0(t) ≡ c
es uniformemente convergente. Se denotará a x∞(t) como la función límite. Mostrando que
x∞(t) es una solución de la ecuación integral (1.8). Por definición:

xn+1(t) = c +
∫ t

0
X(s, xn(s))ds

el lado izquierdo es convergente de manera uniforme a x∞(t). Por la condición de Lipschitz:

∥X(s, xn+1(s))− X(s, xn(s))∥ ≤ L∥xn+1(s)− xn(s)∥

y así la integral en el lado derecho también es uniformemente convergente. Como X(s, x) es
continua, se sabe que:

X(s, xn(s)) −→ X(s, x∞(s))

Por lo tanto, se obtiene:

x∞(t) = c +
∫ t

0
X(s, x∞(s))ds

Finalmente, por el teorema (1.2.2) se concluye que la función x∞(t) es una solución del
problema de valor inicial (1.7). [36]

□

Los teoremas de existencia y unicidad antes mencionados, en conjunto, forman el de-
nominado Teorema de Picard - Lindelöf (también conocido como teorema de Cauchy-
Lipschitz) el cual asegura que, bajo la condición de continuidad y la condición de Lipschitz,
no solo existe una solución al problema de valor inicial, sino que esta solución es única.

7



1.3. ÓRBITAS Y TRAYECTORIAS

Teorema 1.2.7 (Teorema de Picard - Lindelöf) Sea X : D ⊆ R×Rn → Rn una función conti-
nua, donde D es un dominio abierto. Si X(t, x) satisface una condición de Lipschitz con respecto a x
en D, es decir, existe una constante L > 0 tal que para todos x1 y x2 ∈ Rn y t ∈ R,

∥X(t, x1)− X(t, x2)∥ ≤ L ∥x1 − x2∥ ,

entonces para cualquier punto (c, a) ∈ D, existe un intervalo I = [a − δ, a + δ] ⊆ R y una
función ϕ : I → Rn que es solución del sistema diferencial dx

dt = X(t, x) con la condición inicial
x(a) = c.

1.3. Órbitas y trayectorias

Anteriormente se había definido que la solución de un sistema de ecuaciones diferen-
ciales viene dada por una función φ : I → Rn tal que φ′ = X(t, φ(t)) para todo t ∈ I y
cuya gráfica se conoce como curva integral. Ahora bien, se pasa a conocer los conceptos de
órbitas y trayectorias que son otra manera muy similar de interpretar geométricamente las
soluciones de un sistema definido en (1.1).

Definición 1.3.1 Sea φ(t; t0, x0) la solución del problema (1.4), definida en un intervalo maximal I.

la gráfica de la función φ(t; t0, x0), es decir, el conjunto de puntos:

{(t, x) ∈ R×Rn : x = φ(t; t0, x0), t ∈ I}

se llamará, trayectoria (o curva integral) de la solución, y se denotará por γ.

Aparecen también los conceptos de semiórbita positiva y semiórbita negativa asociadas al
punto x0 ∈ Rn definidas como los conjuntos:

γ+
t0
= {x ∈ Rn : x = φ(t; t0, x0), t ∈ I, t ≥ t0}

γ−t0
= {x ∈ Rn : x = φ(t; t0, x0), t ∈ I, t ≤ t0}

El concepto de órbita resulta pues inmediato:

γt0 = γ−t0
∪ γ+

t0
= {x ∈ Rn : x = φ(t; t0, x0), t ∈ I}

Dicho de otro modo, la órbita viene dada por todos los puntos que la solución acaba
por recorrer.

Observación 1.3.2 Hay mucha similitud y correspondencia entre las ideas de trayectoria y órbi-
ta, pero, de acuerdo con la definición, la órbita de un punto dado coincide con la proyección de la
trayectoria sobre el espacio determinado por las variables dependientes.

Otro concepto muy importante de la teoría cualitativa de ecuaciones diferenciales, es
el de diagrama de fases, ya que a través del mismo se puede tener una idea geométrica del
comportamiento asintótico de las soluciones.

Definición 1.3.3 Se denomina diagrama de fases del sistema de ecuaciones dada en (1.4), al con-
junto de todas las trayectorias de las soluciones del sistema.
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Como un sencillo ejemplo se puede considerar el sistema plano:{
x′ = x

y′ = −y

Sus soluciones son de la forma (x(t), y(t)) = (c1et, c2e−t) para constantes arbitrarias c1,
c2. Como se verifica sin dificultad el único punto crítico es el origen y los cuatro semiejes
coordenados son órbitas del sistema, orientadas hacia el origen en el caso de las órbitas en
el eje Y y orientadas contra el origen en el caso de las órbitas en el eje de las X. El resto de
las órbitas son hipérbolas que se aproximan asintóticamente al eje Y cuando t −→ −∞. El
diagrama de fases de este sistema aparece descrito en la siguiente figura.

Figura 1.2: El diagrama de fases del sistema x′ = x, y′ = −y.

Dos soluciones distintas no pueden cortarse nunca, debido a los teoremas de existencia
y unicidad de las soluciones. Pero, ¿y las órbitas? Las órbitas de dos soluciones distintas:
x1(t) e x2(t) o bien no tienen ningún punto en común o bien coinciden. Tampoco puede
ocurrir que una órbita se corte a sí misma. Esta interrelación entre dos órbitas de (1.4) queda
establecido en el siguiente teorema:

Teorema 1.3.4 Sean x1 : I1 −→ ψ ⊆ Rn e x2 : I2 −→ ψ ⊆ Rn dos soluciones de (1.4) siendo
respectivamente Γ1 y Γ2 sus órbitas asociadas. Entonces Γ1 y Γ2 son o bien disjuntas (Γ1 ∩ Γ2 = ) o
bien coincidentes Γ1 = Γ2. El segundo caso ocurre si y sólo si existe algún t0 ∈ R tal que I2 = I1 + t0

e x1(t) = x2(t + t0) para todo t ∈ I1.

El siguiente lema, es clave para la demostración del teorema anterior.

Lema 1.3.5 Sean x : I −→ ψ ⊆ Rn una solución de (1.4), t0 ∈ I, I0 = I + t0 = {t + t0, t ∈ I}
y z : I0 −→ ψ ⊆ Rn la función dada por z(t) = x(t− t0). Entonces z(t) es también solución de
(1.4).
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1.3. ÓRBITAS Y TRAYECTORIAS

Demostración. Si t ∈ I0 → t = t1 + t0, t1 ∈ I entonces t− t0 = t1; t1 ∈ I.
Por regla de la cadena z(t) = x(t− t0), u = t− t0 ⇒ z(t) = x(u), luego:

dz
dt

=
dx(u)

du
du
dt
⇒ dz

dt
=

dx(u)
du

= X(x(u)) = X(x(t− t0)) = X(z(t))

La z satisface la ecuación y esto muestra que es solución maximal. Ahora se verá que
z(t) es maximal.

Esto se probará por reducción al absurdo. Suponer que z(t) no es maximal, ∃ z̃(t)
solución de x′ = X(x), donde

z̃(t) :−→ ψ ⊆ Rn

tal que extiende a z, I0 ⊂ Ĩ0 y z̃|I0 . Sea Ĩ = Ĩ0 − t0, luego Ĩ0 ⊃ I0 = I + t0, de aquí que
Ĩ0 − t0 ⊃ I.

Si t ∈ I → t = t0 − t0 + t = t + t0 − t0 ⇒ t ∈ Ĩ0 − t0, luego: Ĩ = Ĩ0 − t0 ⊃ I.

Defínase x̃ : Ĩ → ψ ⊆ Rn tal que x̃ = z̃(t + t0) y esta es solución de x′ = X(x). Además
se tiene que I ⊂ Ĩ y x̃|I=x, sea:

t ∈ I, x̃(t) = x̃

t + to︸ ︷︷ ︸
∈I+t0

 = z(t + t0) = x(t + t0 − t0) = x(t)

Por lo tanto, x̃ es una extensión de x. (→←) la maximalidad de x.

□

Demostración del teorema 1.3.4. Suponer que Γ1 ∩ Γ2 ̸= ⇒ ∃p ∈ Γ1, p ∈ Γ2, donde
t1 ∈ I1/x1(t1) = p y t2 ∈ I2/x2(t2) = p. Defínase las funciones x : I1 − t1 → ψ ⊆ Rn/x(t) =
x1(t + t1) y x̃ : I2 − t2 → ψ ⊆ Rn/x̃(t) = x2(t + t2). Son soluciones de la ecuación x′ = X(x)
(por lema 6.1), y además x(0) = x1(t1) y x̃(0) = x2(t2) pero x1(t) = p = x2(t2) lo cual
implica x(0) = x1(t1) = x2(t2) = x̃(0).

La unicidad de soluciones garantiza que I1 − t1 = I2 − t2 := I e x(t) = x̃, ∀t ∈ I. Ahora
bien, si t = t + t1 − t1 ∈ I1 − t1, ∀t ∈ I y t = t + t2 − t2 ∈ I2 − t2, ∀t ∈ I, se tiene que
t + t1 ∈ I1 y t + t2 ∈ I2 y entonces x1(t + t1) = x2(t + t2); t ∈ I1 − t1 = I2 − t2 := I lo cual
garantiza que Γ1 = Γ2.

Ahora para la segunda parte se tiene que (⇒) si I1 − t1 = I2 − t2 ⇒ I1 + t2 − t1 = I2

tomando t0 = t2 − t1. (⇐) x2(t + t0) = x2(t− t1 + t2)(t ∈ I1) = x1(t− t1 + t1) = x1(t).

□

De acuerdo con el teorema 1.3.4, si dos soluciones periódicas tienen asociadas una mis-
ma órbita periódica entonces su periodo debe de ser el mismo. Por tanto, el periodo de una
órbita periódica puede definirse sin ambiguedad como el periodo de cualquier solución
periódica que la tiene como órbita asociada.
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1.4. Sistemas autónomos

Definición 1.4.1 (Sistema autónomo) Es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que
no depende de la variable independiente (usualmente denotada con la letra “t”), esto es de la forma:

dx
dt

= X(x)

donde X toma valores en el espacio euclidiano n−dimensional y “t” es el tiempo.

Por ejemplo, el sistema: 
x′ = x− 3y + t2

y′ = xsin(yt)
z′ = yet

no es autónomo, debido a la presencia de t en el lado derecho.

En cambio, el sistema: 
x′ = −x + 3y
y′ = x2 + 5zxsin(yt)
z′ = y3 − 6x + 7

si es aútónomo.

Una peculiaridad de los sistemas autónomos es la naturaleza de sus soluciones. A este
respecto se dirá que x ∈ ψ ⊆ Rn es un punto crítico o estacionario (resp. regular) de x′ =
X(x) si X(x) = 0 (resp. X(x) ̸= 0). Pues bien, se tiene el siguiente teorema:

Teorema 1.4.2 Sean x : I −→ ψ ⊆ Rn una solución de (1.4) y Γ su órbita asociada. Entonces I
es abierto y/o bien Γ consiste en un único punto crítico (y entonces I = R ) o bien Γ sólo contiene
puntos regulares. En este caso debe de verificarse que una y sólo una de las siguientes alternativas:

1. x(t) es inyectiva.

2. I = R e x = x(t) es periódica de período T para algún T > 0, es decir, x(t + T) = x(t),
∀t ∈ R e x(t) ̸= x(t′) si |t− t′| < T.

Para la demostración de este teorema se necesitan algunos lemas previos.

Lema 1.4.3 Sean x : I −→ ψ ⊆ Rn una solución de (1.4). Supóngase que existen números t1 < t2,
tales que x(t1) = x(t2). Entonces, I = R e x(t + T0) = x(t), ∀t ∈ R, donde T0 = t2 − t1.

Demostración. Sea z : I − T0 −→ ψ ⊆ Rn tal que z(t) = x(t + T0), x está bien definida
y de acuerdo al lema 7.1, z es solución de x′ = X(x). Como las funciones x(t) y z(t) toman
el mismo valor en t1 [z(t1) = x(t1 + T0) = x(t1 + t2 − t1) = x(t1) = x(t2)], ambas son
soluciones del problema de Cauchy:
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{
x′ = X(x)
x(t1) = x1

y la solución es única. Por unicidad I = I − T0 → I = R y por otro lado x(t + T0) =

z(t) = x(t), ∀t ∈ R.

□

Lema 1.4.4 Sea x(t) una función en las condiciones del lema 1.4.3. Entonces:

C = {T ∈ R : x(t + T) = x(t), ∀t}

C es cerrado y un subgrupo aditivio no trivial de R.

Demostración. Se verificará que C es un subgrupo no trivial. C ̸= , pues 0 ∈ C, C es no
trivial pues T0 = t2 − t1 ∈ C, por el lema 1.4.3. Además si S, T ∈ C entonces:

x(t + T + S) = x((t + T) + S) = x(t + T) = x(t)⇒ S + T ∈ C

x(t− T) = x((t− T) + T) = x(t)⇒ −T ∈ C

Ahora, para verificar que C es cerrado basta con garantizar que si Tn ∈ C es una sucesión
de puntos tal que Tn → T, entonces T ∈ C. Si se fija t ∈ R se verifica que x(t + Tn) = x(t).
Luego, por la continuidad de x, se tiene:

lı́m
n→∞

x(t + Tn) = x
(

lı́m
n→∞

(t + Tn)
)

= x(t + T)

= x(t)

Por tanto, T ∈ C.

□

Lema 1.4.5 Sea C ⊆ R cerrado y subgrupo aditivo no trivial. Entonces o bien C = T0Z para algún
T0 > 0 o bien C = R.

Demostración. Sea T0 =ínf{T ∈ C : T > 0} ̸= (esto por el hecho de que C es no trivial
y por el hecho de que si T ∈ C entonces también −T ∈ C así, tiene sentido calcular T0).
Por ser C cerrado se tiene además que T0 ∈ C o también, para cada n defínase {T0 +

1
n}∞

n=0.
∃Tn ∈ C tal que T0 ⩽ Tn < T0 +

1
n , así lı́mn→∞ Tn = T0 ⇒ T0 ∈ C. Ahora, el siguiente

objetivo es demostrar que C = T0Z y esto se puede lograr demostrando que T0Z ⊂ C y que
C ⊂ T0Z.
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Si nT0 ∈ C ⇒ T0Z ⊂ C y ahora se verá que T0Z ⊃ C, se supondrá que esto no es así.
Si Z está ordenado, ∃T1/nT0 < T1 < (n + 1)T0 ⇒ 0 < T1 − nT0︸ ︷︷ ︸

∈C

< T0 (→←) por ser T0 el

ínfimo. Por tanto, C ⊂ T0Z⇒ C = T0Z.

Supóngase ahora que T0 = 0 y se probará que C = R. Toda vez de que C es cerrado,
bastará demostrar que C es denso. Para ello, se fijará arbitrariamente t ∈ R y ϵ > 0 y se
encontrará un punto en C cuya distancia a t sea menor que ϵ , ahora:

T0 = 0; ϵ > 0; ∃T1 ∈ C/0 < T1 < ϵ. Elíjase n ∈ Z de manera que:

nT1 ⩽ t ⩽ (n + 1)T1 ⇒ 0 ⩽ t− nT1 ⩽ T1 < ϵ⇒ |t− nT1| < ϵ

□

Demostración del Teorema 1.4.2. Se empezará probando que si Γ contiene algún punto
crítico p entonces I = R y Γ = p.

Sea t1 ∈ I tal que x(t1) = p. Por ser X(p) = 0, la función constante x̃ ≡ p es solución de
x′ = X(x)/ x̃′(t) = 0 = X(p) = X(x̃(t)), ∀t. Como además verifica x̃(t1) = p, se concluye de
la unicidad que I = R e x(t) = x̃(t) = p, ∀t.

Supóngase ahora pues que Γ consta exclusivamente de puntos regulares y que x(t) no es
inyectiva. De acuerdo con el lema 1.4.3, I = R y existe T0 > 0 tal que x(t + T0) = x(t) para
cada t. Más aún, los lemas 1.4.4 y 1.4.5 implican que si C = {T ∈ R : x(t + T) = x(t), ∀t}
entonces o bien C = R o bien C = T1Z para algún T1 > 0. En realidad, el caso C = R

no puede darse, pues entonces se tendría que x(t′) = x(t) para cada t, t0 ∈ R e x(t) sería
una funciónn constante igual a un cierto p; entonces 0 = x′(t) = X(x(t)) = X(p) y p sería
un punto crítico, contradiciendo el hecho de que Γ consta sólo de puntos regulares. Así
pues, C = T1Z. Entonces x(t) es función periódica de periodo T1, ya que si t1 < t2 fuesen
tales que t2− t1 < T1 e x(t1) = x(t2), el lema 1.4.3 implicaría t2− t1 ∈ C, lo cual es imposible.

□

Si Γ consiste en un único punto (crítico) se llamará a veces una órbita degenerada, y
en caso contrario una órbita no degenerada o regular. Si además está en el caso (ii) del
teorema 1.4.2 se dirá que es una órbita periódica.
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Definición 1.4.6 (Sistema dinámico.) Se llamará sistema dinámico a una terna (X, T, φ) que
consiste en un espacio de fases o espacio de estados X, un conjunto de tiempos T y un flujo u operador
de evolución φ : T × X→ X verificando las siguientes propiedades:

1. X es un espacio métrico, T es un subgrupo aditivo de R (es decir, 0 ∈ T y si t, s ∈ T entonces
t + s ∈ T) y φ es una aplicación continua.

2. φ(0, x) = x para todo x ∈ X.

3. φ(t, φ(s, x)) = φ(t + s, x) para todo t, s ∈ T y x ∈ X.

Observación 1.4.7 Los sistemas autónomos están estrechamente relacionados con los sistemas di-
námicos. Cualquier sistema autónomo puede transformarse en un sistema dinámico y, utilizando
supuestos muy débiles, un sistema dinámico puede transformarse en un sistema autónomo.

La noción de sistema dinámico en el contexto en el que se está tratando es esencialmente
equivalente a la de flujo. Y ésto último lo establece el siguiente teorema:

Teorema 1.4.8 Sea φ : R × Ω → Ω, φ = φ(t, x), un sistema dinámico global de clase C2 y
considérese la función X : Ω→ Rn definida por:

X(x) =
∂φ(0, x)

dt

Entonces, φ es el flujo del sistema x′ = X(x).

Demostración. El objetivo es demostrar que la función x(t) = φ(t, x̃) es solución de
x0 = X(x) con condición inicial x(0) = x̃, luego:

x′(t) = lı́m
h→∞

x(t + h)− x(t)
h

= lı́m
h→∞

φ(t + h, x̃)− φ(t, x̃)
h

= lı́m
h→∞

φ(h, φ(t, x̃))− φ(0, φ(t, x̃))
h

=
∂φ(0, φ(t, x̃))

∂t
= X(φ(t, x̃))

= X(x(t))

□
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Ejemplo 1.4.9 Considérese la función X2(x, y) = (x,−y + x3) se verificará que el sistema tiene
como flujo:

φ2(t; x, y) =
(

xet,
(

y− x3

4

)
e−t +

x3

4
e3t
)

Esto es: {
x′(t) = x → x(t) = x0et

y′(t) = −y + x3

Ahora y′(t) = −y + (x0et)3, entonces:

y′(t) + y = x3 =⇒ y′ + y = x

=⇒ (ety)′ = x3et

=⇒ ety =
∫

x3etdt + C

Luego:

ety =
∫

x3etdt + C

=
∫

x3
0e4tdt + C

=
x3

0
4

e4t + C

Así:

y =
x3

0e3t

4
+ Ce−t

Ahora se encontrará el valor de C con la condición inicial y(0) = y0, entonces:

y(0) = y0 =⇒ x3
0

4
+ C = y0 =⇒ C = y0 −

x3
0

4

Por lo tanto, se ha verificado que el flujo o solución del sistema X2(x, y) = (x,−y + x3) en
(x0, y0) es:

φ(t; x0, y0) =

(
x0et,

(
y0 −

x3
0

4

)
e−t +

x3
0

4
e3t
)

∴ φ(t; x, y) =
(

xet,
(

y− x3

4

)
e−t +

x3

4
e3t
)

, ∀x, y.
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Capítulo 2

Elementos de estabilidad

En este apartado se revisan los conceptos y teoremas relacionados a la estabilidad de sis-
temas no lineales autónomos de primer orden expresados en forma normal. Concretamente,
sistemas de la forma:

dx
dt

= X(x)

donde el término no lineal X : D → Rn es una función de clase Ck, k ≥ 1 en un abierto
Ω de Rn.

Muchas ecuaciones diferenciales no se pueden resolver e incluso, aunque se pudieran
calcular sus soluciones, a veces no es necesario determinarlas explícitamente pues sólo se
pretende conocer el comportamiento de las mismas.

Se verá el siguiente ejemplo en el que se manifiestan estas ideas:

Considérese que x1(t) y x2(t) representan a dos poblaciones celulares que, a lo largo del
tiempo, compiten entre sí por el alimento y el espacio vital limitados en su microcosmos.
Supóngase que las tasas de crecimiento de las poblaciones x1(t) y x2(t), están gobernadas
por un sistema de ecuaciones diferenciales:

x′(t) = X(x(t)) donde x(t) =
(

x1(t)
x2(t)

)
En la mayoría de los casos este sistema será de tal forma que no se sabrá calcular sus

soluciones, esto es, no se podrá obtener x1(t) y x2(t), el cual establece el número de indi-
viduos de cada población en un tiempo t. Sin embargo, hay algunas propiedades de tipo
cualitativo, que son interesantes y a las que con frecuencia pueden darse respuestas satisfac-
torias sin necesidad de determinar explícitamente las soluciones. Por ejemplo, considérese
las siguientes cuestiones:

1. ¿Hay valores para los cuales ambas poblaciones coexisten en un régimen permanente?
Es decir, ¿existen números α, β tales que x1(t) = α y x2(t) = β son soluciones del sistema
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x′(t) = X(x(t))? Si tales valores existen se les llama valores (soluciones) de equilibrio o
puntos críticos.

2. Supóngase que las dos poblaciones coexisten en equilibrio en un momento t, algunos
miembros de una de las especies presentes en el microcosmos donde conviven ¿Permane-
cerán las poblaciones cerca de los valores de equilibrio para todo tiempo futuro? , es decir,
si ϕ(t) es una solución de equilibrio del sistema x′(t) = X(x(t)) y ψ(t) es otra solución tal
que ϕ(t0) está próximo a ψ(t0) ¿se verificará que ψ(t)→ ϕ(t) cuando t→ +∞?

3. Si se conoce el número de individuos de cada población en un tiempo t0 ¿Cuál será
la evolución de las poblaciones cuando transcurre el tiempo? Si no tienden a valores de
equilibrio, ¿triunfará una de las poblaciones?

Se verá que para responder a estas cuestiones no se necesitará resolver el sistema x′(t) =
X(x(t)). Para ello, se comenzará definiendo los principales conceptos ([33], [41]).

2.1. Nulclinas y puntos de equilibrio

Definición 2.1.1 Considérese el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer
orden: 

dx1

dt
= X1(x1, . . . , xn)

...
...

dxn

dt
= Xn(x1, . . . , xn)

denotado como:
dx
dt

= X(x)

Se llama nulclina de Xj al conjunto de puntos que definen una curva y que satisfacen que
Xj(x1, x2, . . . , xn) = 0. El punto de intersección de todos las nulclinas es llamado un punto de
equilibrio (o bien punto crítico, estacionario, de reposo, o nodo) del sistema y se denota por:

p = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn|X1 = X2 = ...Xn = 0}

Ejemplo 2.1.2 Considere el sistema:{
x′ = x(1− x− y)
y′ = 2y(1− y

2 −
3
2 x)

Las nulclinas en “x” están dadas por:

x′(t) = x(1− x− y) = 0

el cual es equivalente a:
x = 0 ó y = −x + 1
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Las nulclinas en “y” están dadas por:

y′(t) = 2y
(

1− y
2
− 3

2
x
)
= 0

el cual es equivalente a:
y = 0 ó y = −3x + 2

Los puntos de equilibrio son las intersecciones de las nulclinas en “x” y en “y” , esto ocurre en los
puntos:

(0, 0), (0, 2) (1, 0)
(

1
2

,
1
2

)

Figura 2.1: Nulclinas, puntos fijos y vectores velocidad del ejemplo 2.1.2
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2.2. Estabilidad en las soluciones

Definición 2.2.1 Si φ(t; t0, x0) representa la solución del sistema definido en (1.4) que está definida
para todo t ≥ t0 entonces se dirá que φ(t; t0, x0) es:

Estable si ∀ε > 0, ∃δ = δ(ε) > 0 tal que, si ∥x∗0 − x0∥ < δ, φ(t; t0, x∗0) existe, está definida
para t ≥ t0 y verifica que:

∥φ(t; t0, x∗0)− φ(t; t0, x0)∥ < ε

Figura 2.2: Solución estable.

Nota. Adaptado de Órbita stável (p. 156) por J. Sotomayor, 2009, Equações Diferenciais Ordinárias. Todos
los derechos reservados (2024) por licenciatario.

Asintóticamente estable si es estable y, además, existe un η > 0 tal que:

lı́mt→∞ ∥φ(t; t0, x∗0)− φ(t; t0, x0)∥ = 0 cuando ∥x∗0 − x0∥ < η.

Figura 2.3: Solución asintóticamente estable.

Nota. Adaptado de Órbita assintoticamente estável (p. 156) por J. Sotomayor, 2009, Equações Diferenciais
Ordinárias. Todos los derechos reservados (2024) por licenciatario.
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Inestable si no es estable, es decir, si existe un ε > 0 tal que para cada δ > 0 es posible
encontrar un x∗0 tal que ∥x∗0 − x0∥ < δ, pero ∥φ(t1; t0, x∗0)− φ(t1; t0, x0)∥ ≥ ε para algún
t1 > t0.

La estabilidad de Lyapounov mide la distancia entre las soluciones. Una solución es
estable según Lyapounov, si para valores iniciales suficientemente próximos entonces la
distancia entre las soluciones es tan pequeña como se quiera.

Un concepto de estabilidad de puntos fijos o estabilidad en el sentido de Lyapounov es
la siguiente:

Definición 2.2.2 Considérese un punto de equilibrio x0 del sistema (1.4), entonces se llamará:

Estable o foco si, para cualquier entorno N de x0, existe N′, N ⊂ N′, tal que cualquier órbita
que pase por N′ permanece en N a medida que t aumenta.

Asintóticamente estable o atractor si es estable y existe un entorno N de x0 tal que cual-
quier órbita que pase por N se acerca a x0 cuando t −→ ∞.

Inestable o repulsor si no es estable.

2.3. Bifurcaciones de los sistemas dinámicos

En muchas ocaciones se tienen sistemas de ecuaciones diferenciales que dependen de
un parámetro:

x′ = X(µ, x); µ ∈ R, x ∈ Rn (2.1)

Los parámetros no dependen de la variable independiente, pero se modifica el com-
portamiento de las soluciones según los valores que tome el parámetro. En general, una
modificación pequeña del valor del parámetro supone una variación también pequeña en
las soluciones. Pero en ocasiones para un determinado valor del parámetro se modifica
drásticamente la dinámica del sistema, como por ejemplo si un atractor pasa a ser un re-
pulsor. En esas ocasiones se dice que la ecuación diferencial tiene una bifurcación.

Se tiene la siguiente definición más general y formal:

Definición 2.3.1 Considérese el sistema (2.1) donde X : Ω ⊂ R×Rn −→ Rn continua y Lipschitz
en el abierto Ω. Sea (µ0, x∗) ∈ Ω tal que X(µ0, x∗) = 0, se dirá que (µ0, x∗) es un punto de
bifurcación de (2.1) si para todo entorno U ⊂ Ω de (µ0, x∗) contiene algún punto (µ, x), x ̸= x∗

que es solución de X(µ, x) = 0.

Para entender bien esta definición se verá un ejemplo clásico de dimensión n = 1:

x′ = x2 + µ
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donde µ es un parámetro. Obsérvese primeramente que x′ = 0 ⇔ x = ±√−µ. Cuando
µ < 0 se tienen dos puntos fijos, cuando µ = 0 se tiene un punto fijo doble (medio estable,
medio inestable) y luego cuando µ > 0 no se tiene ningún punto fijo (ver figura 2.4).

En este ejemplo, se dice que la bifurcación ocurre en µ = 0 porque los campos de
vectores para µ < 0 y µ > 0 son diferentes.

Figura 2.4: Líneas de fase para x′ = x2 + µ. Cuando µ < 0 se tienen dos puntos fijos: uno
estable y otro inestable; cuando µ = 0 se tiene un punto fijo doble (medio estable, medio
inestable) y cuando µ > 0 no hay puntos fijos.

La manera más común de describir una bifurcación es de invertir los ejes, o sea dibujar
x en función de µ y sin las flechas. Este diagrama (x en función de µ) se llama un diagrama
de bifurcación.

Figura 2.5: Diagrama de bifurcación de x′ = x2 + µ. El punto de bifurcación está en (µ, x) =
(0, 0).
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A continuación se presentan otras definiciones importantes [42] de la teoría de bifurca-
ciones y que serán claves para en este trabajo:

Definición 2.3.2 (Bifurcación hacia adelante) Es un tipo particular de bifurcación local donde
el sistema pasa de un punto fijo, que típicamente es estable, a dos puntos fijos no negativos, uno
estable y otro inestable.

En epidemiología matemática un parámetro de bifurcación se suele tomar como el nú-
mero de reproducción básico γ0 y cuando este cruza un valor crítico (por ejemplo γ0 = 1)
se puede dar una bifurcación hacia adelante (ver Figura 2.6).

Figura 2.6: Bifurcación hacia adelante con respecto al número de reproducción γ0.

Nota. Adaptado de Forward bifurcation with respect to the reproduction number γ0 (p. 539), por M.
Martcheva, 2017 Methods for deriving necessary and sufficient conditions forbackward bifurcation.
Todos los derechos reservados (2024) por licenciatario.

Definición 2.3.3 (Bifurcación hacia atrás) Es un tipo particular de bifurcación local donde el sis-
tema pasa de dos puntos fijos no negativos, uno estable y el otro inestable, a un punto fijo (típicamente
inestable).

Cuando se cruza un parámetro de bifurcación (generalmente tomado en epidemiología
como el número básico de reproducción γ0) cruza un valor crítico (por ejemplo γ0 = 1) se
puede dar una bifurcación hacia atrás (ver Figura 2.7).
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Figura 2.7: Bifurcación hacia atrás con respecto al número de reproducción γ0.

Nota. Adaptado de backward bifurcation with respect to the reproduction number γ0 (p. 539), por M.
Martcheva, 2017 Methods for deriving necessary and sufficient conditions forbackward bifurcation.
Todos los derechos reservados (2024) por licenciatario.

Una advertencia importante que acompaña ambas definiciones es que γ0 es un pará-
metro compuesto y no es necesario utilizar γ0 como parámetro de bifurcación. Se puede
utilizar cualquiera de los parámetros del modelo que componen γ0 como parámetro de bi-
furcación. Sin embargo, hay que tener cuidado en este caso. Los parámetros p que aumentan
γ0, es decir, γ0(p) es una función creciente, producen bifurcaciones hacia adelante y hacia
atrás como se ilustra en la Figura 2.6. Los parámetros p que disminuyen γ0, es decir, γ0(p)
es una función decreciente, producen bifurcaciones invertidas hacia adelante y hacia atrás
como se ilustra en la Figura 2.8. El valor crítico de bifurcación del parámetro p, denotado
por p∗ es el valor tal que γ0(p∗) = 1. Para simplificar las cosas y evitar confusiones, en este
trabajo se asumirá que p es un parámetro de modo que γ0 aumenta a medida que aumenta
p.

Figura 2.8: Bifurcación hacia adelante (izquierda) y bifurcación hacia atrás (derecha) con respecto al pará-
metro p que disminuye el número de reproducción γ0. En este caso para p > p∗ (p∗ = 1 en esta figura)
γ0(p) < 1.

Nota. Adaptado de Forward bifurcation and backward bifurcation with respect to the parameter p (p. 539),
por M. Martcheva, 2017 Methods for deriving necessary and sufficient conditions forbackward
bifurcation. Todos los derechos reservados (2024) por licenciatario.
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2.4. Estabilidad local de sistemas autónomos

Método de linealización

El método de linealización de Lyapunov, también conocido como el método indirecto de
Lyapunov, está relacionado con la estabilidad local de un sistema no-lineal. La idea, detrás
de este método, consiste en construir un sistema lineal homogéneo a coeficientes constantes
que se “parezca” al sistema no lineal original en las proximidades del punto de equilibrio,
con la esperanza (no siempre fundada) de que el comportamiento dinámico de ambos sis-
temas sea “el mismo”. [33]

Primeramente, se recordará la definición de matriz Jacobiana:

Definición 2.4.1 (Matriz Jacobiana) Considérese la función F : Rn −→ Rm donde:

F(X1, X2, . . . , Xn) =


F1(x1, x2, . . . , xn)

F2(x1, x2, . . . , xn)
...

Fn(x1, x2, . . . , xn)


las derivadas parciales de f1(x1, x2, . . . , xn), . . . , fm(x1, x2, . . . , xn) (si existe) pueden organizarse en
una matriz de m× n. La matriz Jacobiana de F(X1, X2, . . . , Xn) denotada por J f se define como sigue:

J f (x1, . . . , xn) =


∂ f1
∂x1

, . . . , ∂ f1
∂xn

...
...

∂ fm
∂x1

, . . . , ∂ fm
∂xn


Definición 2.4.2 (Sistema linealizado) Considere el sistema autónomo no lineal definido por:

x′ = X(x) (2.2)

Asumiendo que X es continuamente diferenciable y definido sobre el abierto Ω ⊆ Rn y sea x0 ∈ Rn

un punto crítico del sistema (1.4). Entonces el sistema definido por:

x′ = JX(x0) · x (2.3)

donde JX(x0) es la matriz Jacobiana de X en el punto x0, se dirá que es el sistema linealizado de (1.1).
[31]

Ejemplo 2.4.3 Considérese el sistema:{
x′1 = x2

1 + 2x1 + x2
2

x′2 = −2x3
1 + 2x2

(2.4)

Es evidente que (0, 0) es un punto crítico del sistema. La matriz Jacobiana en (0, 0) es:

JX(0, 0) =
(

2 0
0 2

)
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y el sistema linealizado será: {
x′1 = 2x1,
x′2 = 2x2

(2.5)

Es de esperar que localmente (cerca del punto crítico x0), el comportamiento asintóti-
co de los sistemas (2.4) y (2.5) sea parecido. Este parecido se precisará con el Teorema de
Hartman-Grobman, para cuya comprensión se necesitará algunas definiciones previas.[31]

Definición 2.4.4 (Conjugación topológica) Sean φ1 : D1 −→ Rn y φ2 : D2 −→ Rn dos flujos
generados por los campos X1 : ∆1 −→ Rn y X2 : ∆2 −→ Rn respectivamente. Se dice que X1 es
topológicamente conjugado a X2 si existe un homeomorfismo h : ∆1 −→ ∆2 tal que

h(φ1(t, x)) = φ2(t, h(x)); ∀(t, x) ∈ D1.

Si existen abiertos U y V de manera que son topológicamente conjugados los sistemas restringidos a
estos abiertos, entonces los campos X1 y X2 se dirán localmente topológicamente conjugados.

Para entenderse mejor, una conjugación topológica lleva órbitas de un sistema en órbitas
del otro sistema, preservando la orientación temporal.

Ejemplo 2.4.5 En el ejemplo 1.4.9 se consideró la función X2(x, y) = (x,−y+ x3) cuyo flujo viene
dado por:

φ2(t; x, y) =
(

xet,
(

y− x3

4

)
e−t +

x3

4
e3t
)

Ahora bien, se puede verificar que si h(x, y) =
(

x, y + x3

4

)
y X1(x, y) = (x,−y) entonces estas

funciones hacen una conjugación topológica (de hecho de clase C∞) entre X1 y X2. A continuación,
se encontrará el flujo de X1(x, y) = (x,−y), esto es:{

x′(t) = x → x(t) = x0et

y′(t) = −y→ y(t) = y0et =⇒ φ1(t, x, y) = (xet, ye−t)

luego, según la definición 2.4.4, se tendría que verificar que:

h(φ1(t, x)) = φ2(t, h(x))

con:

h : R2 −→ R2

h
(

x
y

)
7−→

(
x

y + x3

4

)

Ahora:
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φ2(t, h(y)) = φ2(t, h(x, y)) = h(φ1(t, x, y)) = h(φ1(t, y))

Luego:

φ2(t, h(y)) = φ2(t, h(x, y))

= φ2

(
t, x, y +

x3

4

)

Pero φ2(t, x, y) =
(

xet,
(

y− x3

4

)
e−t + x3

4 e3t
)

,así:

φ2(t, h(y)) = φ2(t, h(x, y))

= φ2

(
t, x, y +

x3

4

)
=

(
xet,

(
y +

x3

4
− x3

4

)
e−t +

x3

4
e3t
)

=

(
xet, ye−t +

x3

4
e3t
)

∴ φ2(t, h(y)) =
(

xet, ye−t +
x3

4
e3t
)

Y por otro lado, φ1(t; x, y) = (xet, ye−t), luego:

h(φ1(t, y)) = h(φ1(t; x, y))

= h(xet, xe−t)

=

(
xet, ye−t +

x3

4
e3t
)

h(φ1(t, y)) =
(

xet, ye−t +
x3

4
e3t
)

Con el hecho de que:
h(φ1(t, x)) = φ2(t, h(x))

se demuestra de que h es una conjugación topológica entre X1 y X2.

Definición 2.4.6 (Punto crítico hiperbólico) Un punto crítico p de un campo vectorial X de clase
Ck, k ≥ 1, se llama hiperbólico si todos los autovalores de JX(p) tienen parte real diferente de cero,
en caso contrario, p se dirá no hiperbólico.
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En el ejemplo 2.4.3, el valor propio de la matriz Jacobiana es 2 con multiplicidad 2, por
lo que (0, 0) es un punto crítico hiperbólico.

A continuación se enuncia el teorema de Hartman - Grobman el cual establece que, a
través de una conjugación topológica, un sistema no lineal puede ser estudiado a través de
un sistema linealizado.

Teorema 2.4.7 (Teorema de Hartman-Grobman) Sean X : ∆ −→ Rn un campo vectorial de
clase C1 y p un punto crítico hiperbólico. Entonces existen entornos W de p en ∆ y V de 0 en Rn

tales que X|W es topológicamente conjugado a JX(p)|V

Una demostración de este teorema puede ser encontrada en [31] .

Figura 2.9: Interpretación geométrica del teorema de Hartman - Grobman.

Nota. Adaptado de Teorema de Hartman-Grobman (p. 107) por J. Sotomayor, 2009, Equações Diferenciais
Ordinárias. Todos los derechos reservados (2024) por licenciatario.

Es decir, que existe una conjugación topológica que transforma las trayectorias del siste-
ma no lineal en las del sistema linealizado, preservando la parametrización, o sea el sentido
en el que se recorren (ver figura 2.9).

En virtud del teorema anterior y a lo mostrado en el ejemplo 2.4.3, se sabe que los
sistemas: {

x′1 = x2
1 + 2x1 + x2

2
x′2 = −2x3

1 + 2x2

y {
x′1 = 2x1,
x′2 = 2x2

son localmente topológicamente conjugados en un entorno del punto (0, 0).
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Como consecuencia del teorema de Hartman-Grobman, se verifica el siguiente teorema:

Teorema 2.4.8 Sea X ∈ C1. Si x0 es un punto de equilibrio del sistema definido en (1.4) y, además,
JX(x0) es una matriz n× n hiperbólica, entonces:

1. Si todos sus autovalores tienen parte real negativa, entonces x0 es asintóticamente estable.

2. Si alguno de sus autovalores tiene parte real positiva, entonces x0 es inestable.

La prueba de este teorema se puede encontrar [40].

Ejemplo 2.4.9 Considérese el siguiente sistema:{
x′ = −x
y′ = 1− x2 − y2

El sistema tiene dos puntos críticos, (0, 1) y (0,−1). Además, como:

JX(x, y) =
(
−1 0
−2x −2y

)
se encuentra en particular que:

JX(0, 1) =
(
−1 0
0 −2

)
y

JX(0,−1) =
(
−1 0
0 −2

)
y como estas últimas matrices tienen autovalores respectivamente -1, -2 y -1, 2 se concluye que

(0, 1) es un punto asintóticamente estable y que (0,−1) es un punto inestable.

El teorema anterior está enunciado para una dimension arbitraria n, pero resulta más
sencillo comprender si se limita al caso plano, donde, los autovalores de la matriz de co-
eficientes quedan determinados a partir de su traza y su determinante. Además, ¿cómo se
comportan las trayectorias del sistema no lineal que parten de puntos cercanos al punto de
equilibrio? Esto lo establece el siguiente teorema de caracterización [41]:

Teorema 2.4.10 (Teorema de Poincaré - Lyapunov) Si los autovalores de la matriz Jacobiana
evaluada en el punto fijo son distintos de cero o no son número imaginarios puros, entonces las
trayectorias del sistema alrededor del punto de equilibrio se comporta de la misma manera que las
trayectorias del sistema lineal asociado.

1. Si los autovalores son negativos o complejos con parte real negativa, entonces el punto fijo es
un atractor (es decir, todas las soluciones se acercan al punto de equilibrio). Note que si los
autovalores son complejos, entonces las soluciones tendrán forma de espiral alrededor del punto
de equilibrio.
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2. Si los autovalores son positivos o complejos con parte real positiva, entonces el punto fijo es una
fuente (esto significa que las soluciones en las trayectorias se alejan de el punto de equilibrio).
Note que si los autovalores son complejos, entonces las soluciones tendrán forma de espiral al
rededor del punto fijo.

3. Si los autovalores son números reales con signos diferentes (uno positivo y el otro negativo),
entonces el punto de equilibrio es un punto de silla, en efecto, habrán dos soluciones que se
aproximen al punto de equilibrio cuando t −→ ∞ y dos soluciones má que se aproximan al
punto de equilibrio cuando t −→ −∞ para el sistema lineal estas soluciones son lineales, para
sistemas no lineales, no lo son el general. Estas cuatro soluciones son llamadas separatriz.

Si p = traza[J(x∗, y∗)] y q = det(J(x∗, y∗)), entonces las trayectorias cerca de los puntos
fijos hiperbólicos son clasificadas como siguen:

Repulsores (fuente) Inestable p > 0 q > 0, Re(λ1) > 0, Re(λ2) > 0
Atractores Estable p < 0 q > 0, Re(λ1) < 0, Re(λ2) < 0

Punto de silla Inestable q < 0, Re(λ1) < 0, Re(λ2) > 0

La matriz Jacobiana evaluada en los puntos de equilibrio es simplemente la matriz de
coeficientes. Sea entonces:

J =
(

a b
c d

)
Aquí se usará J = D f (x∗).

La ecuación de autovalores está dada por:

λ2 − (a + d)λ + (ad− bc) = 0

donde a + d = tr(J) es la traza de la matriz Jacobiana y el el determinante de la misma
definida por det(J) = ad− bc .

Por tanto, se puede escribir la ecuación de autovalores como:

λ2 − tr(J)λ + det(J) = 0

la solución de esta ecuación es encontrada usando la fórmula cuadrática:

λ =
1
2
[tr(J)±

√
tr2(J)− 4det(J)]

ya que la naturaleza de los autovalores dependen de la traza y el determinante de la matriz
Jacobiana en el punto de equilibrio, se pueden relacionar los tipos de equilibrio a los puntos
en el plano det− tr.

La parábola tr2(J) = 4det(J) divide al plano det− tr y se pueden analizar los siguientes
casos:
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En el caso que el det(J) < 0 se tiene que el discriminante:

∆ ≡ tr2(J)− 4det(J)

es positivo. Así, se obtienen dos autovalores reales, distintos y con signos opuestos.
Estos son llamados puntos de silla.

En el caso que el det(J) > 0 se tiene o bien ∆ > 0 o ∆ < 0. El discriminante es negativo
para puntos dentro de la curva parabólica. En esta región se encontrarán centros y
espirales, correspondientes a eigenvalores complejos. Cuando tr(J) > 0 habrán espirales
inestables y habrán espirales estables cuando tr(J) < 0. Finalmente para el caso que
tr(J) = 0, los autovalores son imaginarios puros, entonces los puntos son centros.

Figura 2.10: Diagrama que indica el comportamiento de los puntos de equilibrio en el plano det - tr.
La curva parabólica tr2(J) = 4det(J) indica dónde desaparece el discriminante.

Nota. Adaptado de Diagram indicating the behavior of equilibrium points in the det - tr plane (p. 274) por
M. Massoud, 2015, Differential Equations. Todos los derechos reservados (2024) por licenciatario.
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2.5. Comportamiento asintótico de las soluciones

En el estudio cualitativo de los sistemas dinámicos autónomos que están definidas para
todo t ∈ R+ (o para todo t ∈ R−), es de gran interés observar el comportamiento asintótico
que presentan las soluciones para valores de t cercanos a +∞ (a −∞, respectivamente)
puesto que el sistema podría ofrecer la posibilidad de predecir qué ocurrirá cuando pase
un tiempo determinado. Para ello se deberá tomar en cuenta las siguientes definiciones y
teoremas:

Definición 2.5.1 Sea ∆ un subconjunto abierto de un espacio euclidiano Rn y X : ∆ → Rn un
campo vectorial de clase Ck, k ≥ 1. Además, sea ϕ(t) = ϕ(t; t0, x0) un flujo en X pasando por el
punto x0.

Se llama conjunto ω-límite (omega-límite) de x0 al conjunto de puntos dado por:

ω(x0) = {z ∈ ∆; ∃ {tn} con tn → +∞ que cumple ϕ(tn; t0, x0)→ z, cuando n→ ∞}

Análogamente, se llama conjunto α-límite (alfa-límite) de x0 al conjunto de puntos dado por:

α(x0) = {z ∈ ∆; ∃ {tn} con tn → −∞ que cumple ϕ(tn; t0, x0)→ z, cuando n→ ∞}

Algunas de las propiedades de los conjuntos α-límite y ω-límite se pueden ver en el
siguiente teorema:

Teorema 2.5.2 Sea X : ∆ → Rn un campo vectorial de clase Ck, k ≥ 1 definido en un abierto
∆ ⊂ Rn y γ+(x0) = {ϕ(t; t0, x0); t ≥ 0} (respectivamente γ−(x0) = {ϕ(t; t0, x0); t ≤ 0}) una
semiórbita positiva (respectivamente una semiórbita negativa), de un campo vectorial X por el pun-
to x0. Si γ+(x0) (respectivamente γ−(x0)) está contenida en un subconjunto compacto K ⊂ ∆,
entonces:

a) ω(x0) ̸= ∅, (respectivamente α(x0));

b) ω(x0) es compacto, (respectivamente α(x0));

c) ω(x0) es invariante (respectivamente α(x0)), es decir, es unión de órbitas (la órbita de cualquier
solución que comience a ser descrita a partir de un punto del conjunto ω-límite, permanece
siempre dentro de dicho conjunto);

d) ω(x0) es conexo, (respectivamente α(x0)).
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El resultado principal sobre conjuntos ω-límites en R2 es el siguiente:

Teorema 2.5.3 (Poincaré-Bendixson) Sea X : ∆ → Rn un campo vectorial de clase Ck, k ≥ 1
definido en un abierto ∆ ⊂ R2 y ω(x0) un conjunto ω-límite no vacío en R2. Si ω(x0) es un sub-
conjunto acotado de R2 y no contiene puntos de equilibrio, entonces ω(x0) es una órbita periódica.

Ver demostración en [31].

En las aplicaciones es conveniente usar el corolario del teorema de Poincaré-Bendixson:

Corolario 2.5.4 Sea K un subconjunto positivamente invariante de (1.4) en R2, donde X es un
campo vectorial de clase C1. Si K es un conjunto cerrado y acotado, entonces K contiene o una órbita
periódica o un punto de equilibrio.

A veces, es útil conocer si el sistema considerado tiene o no órbitas periódicas. Un
criterio para excluir órbitas periódicas (para sistemas bidimensionales) es el clásico criterio
de Dulac, el cual se basa en el teorema de Green, y se reduce en hallar las funciones de
Dulac:

Teorema 2.5.5 (Criterio de Dulac) Dado el sistema (1.4) en R2. Si existe una función B : R2 →
R (función de Dulac) tal que ▽ · (BX) > 0 (ó < 0) en un conjunto abierto simplemente conexo
S ⊂ R2, entonces no existen órbitas periódicas en S.

2.6. Estabilidad a través de los polinomios de Hurwitz

La estabilidad en un punto crítico de un sistema lineal de ecuaciones diferenciales como
el definido en (2.3), donde JX(x0) es la matriz Jacobiana de X en el punto x0, se determi-
na estudiando los valores propios de la matriz JX(x0), lo que es equivalente a estudiar las
raíces del polinomio característico de JX(x0). Si dicha matriz tiene la propiedad de que sus
valores propios tienen parte real negativa se dice que es una matriz Hurwitz. De esta ma-
nera, y según el teorema 2.4.11, se tiene que si las raíces del polinomio característico tienen
parte real negativa, entonces el sistema x′ = JX(x0) · x resulta estable.

Ahora bien, el problema de determinar la estabilidad en un sistema a partir del estudio
de las raíces del polinomio característico de JX(x0):

p(λ) = a0λn + a1λn−1 + ... + an−1λ + an

con a0 ̸= 0.

asociado al sistema lineal, se traduce en la tarea de encontrar condiciones necesarias
y suficientes para las cuales todas las raíces de una ecuación algebraica se localicen en la
mitad izquierda del plano.
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Este problema fue formulado por primera vez en 1868 por Maxwell, quién obtuvo una
solución para n = 3. En 1877, Routh dio una solución más general a este problema. Su
solución fue un algoritmo, en el cual fueron formuladas condiciones explícitas para n = 4
y n = 5. La solución propiamente analítica fue obtenida por Hurwitz en 1895. El algoritmo
de Routh y el criterio de Hurwitz son equivalentes, aunque son diferentes en la forma.
Las condiciones establecidas por Routh y por Hurwitz son conocidas como el Criterio de
Routh-Hurwitz. [37]

Se comenzará definiendo los polinomios de Hurwitz:

Definición 2.6.1 Un polinomio con coeficientes reales es Hurwitz si todas sus raíces tienen parte
real negativa, es decir, están en el semiplano izquierdo del plano complejo:

C = {a + ib : a < 0}

Ejemplo 2.6.2 Considérese los siguientes polinomios:

1. El polinomio p(t) = t2 + 3t + 2 es Hurwitz pues p(t) = (t + 2)(t + 1), t = −2 y t = −1
son sus raíces.

2. El polinomio s(t) = t3 + t2 + t + 1 no es Hurwitz ya que s(t) = t2(t + 1) + t + 1 =

(t2 + 1)(t + 1), sus raíces son t = i, t = −i y t = 1.

El siguiente resultado permite tener condiciones necesarias y suficientes para que un
polinomio de grado 3 sea Hurwitz.

Teorema 2.6.3 El polinomio p(t) = t3 + a1t2 + a2t + a3 es Hurwitz, si y sólo si, a1, a2 y a3 > 0 y
(a1a2 − a3) > 0

La demostración de este teorema se puede encontrar en [37].

Ejemplo 2.6.4 Sea p(t) = t3 + 3t2 + 3t + 1 entonces a1a2 − a3 = 8 > 0. Por lo tanto, p(t) es
Hurwitz.

Por tanto, si se combinan los resultados del teorema 2.4.11 y el teorema 2.6.3 se establece
la siguiente propiedad de estabilidad:

Teorema 2.6.5 Si se tiene que el polinomio característico de la matriz jacobiana JX(x0) definida en
(2.3) es de la forma:

p(λ) = λ3 + a1λ2 + a2λ + a3

entonces el sistema lineal x′ = JX(x0) · x será asintóticamente estable en el punto de equilibrio x0 si
y solámente si el polinomio p(λ) es Hurwitz.

Observación 2.6.5.1 Aunque este último teorema se puede generalizar con ayuda del criterio de
Routh-Hurwitz, para fines prácticos de este trabajo se hará énfasis que el polinomio característico de
la matriz jacobiana definida en (2.3) sea de grado 3.
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Capítulo 3

Análisis cualitativo del modelo de
César Fassoni

Sea N(t), G(t) y A(t) el tamaño, densidad de población o concentración de tres tipos
de células existentes en un tejido que interactuá entre sí.

En general, el sistema que describe la dinámica de crecimiento de estas células corres-
ponderá a uno del tipo: 

dN
dt

= f (N, G, A)

dG
dt

= g(N, G, A)

dA
dt

= h(N, G, A)

donde f , g y h describen el crecimiento de cada tipo de célula en el tejido y no depende de
forma explícita del tiempo sino del tamaño de la población celular en un instante determi-
nado.

Considérese un tejido cualquiera de un ser vivo en el cual hay presencia de dos pobla-
ciones celulares que interactúan entre sí, unas normales y otras premalignas. De esta forma
N(t) representa el número de células normales en el instante t, mientras que G(t) represen-
tará el número de células premalignas en ese mismo instante.

A medida que el tiempo transcurre, las células premalignas se desarrollan cada vez más
hasta que surge una nueva población denominadas cancerígenas. De esta forma se denotará
como A(t) el número de células cancerígenas en un instante t.
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3.1. Hipótesis del modelo

Considérese un ciclo de crecimiento y mortalidad de células normales (en este caso
se asumirá que el crecimiento de dichas células ocurre de manera constante y no
una dependiente de la densidad) se puede suponer que γN > 0 representa la tasa
de reproducción constante total de dichas células y µN > 0 representará su tasa de
mortalidad natural. Entonces, las células normales tienen una tasa de crecimiento
definido por la siguiente ecuación:

N′(t) = γN − µN N

Cuando las células normales interactúan con las células cancerígenas, esta interacción
(NA) afecta proporcionalmente a la tasa de crecimiento de las células normales (con
β1 > 0 la constante de dicha proporcionalidad) provocando una disminución de las
mismas.

N′(t) = γN − µN N − β1NA

Las células premalignas evolucionan de manera directamente proporcional con una
tasa de crecimiento per cápita γG > 0.

G′ = γGG

Cuando las células normales interactúan con las células premalignas, esta interacción
(NG) afecta proporcionalmente la tasa de crecimiento de las premalignas ( con β2 > 0
la constante de dicha proporcionalidad) provocando una disminución de las mismas.

G′ = γGG− β2NG

Si la tasa de muerte natural de las células premalignas (µG ≥ 0) se le agrega la tasa de
muerte por apoptosis (ϵG > 0) de las mismas, esta suma afectará proporcionalmente
a la cantidad de células premalignas existentes.

G′ = γGG− β2NG− (µG + ϵG)G

La transición de algunas células premalignas a cancerígenas viene dada por δG2

ξ+G con
una tasa de mutación per cápita no lineal dada δG

ξ+G , esta proporcionalidad per cápita
es pequeña cuando hay pocas células, aumenta a medida que aumenta el número
de células y se satura al nivel δ cuando el número de éstas células supera el umbral
descrito por ξ.

G′ = γGG− β2NG− (µG + ϵG)G−
δG2

ξ + G

El crecimiento de las células cancerígenas en ausencia de las células normales parte de
una tasa de reproducción proporcional (γA > 0) y se reduce cada vez más conforme
el tamaño poblacional se acerca a un máximo impuesto por los recursos limitados del
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3.1. HIPÓTESIS DEL MODELO

entorno, conocido como capacidad de carga (KA > 0), es decir, las células cancerígenas
en cierto instante presenta un crecimiento logístico.

A′ = γA A
(

1− A
KA

)
Cuando las células normales interactúan con las células cancerígenas (NA), esta inter-
acción afecta proporcionalmente la tasa de crecimiento de las cancerígenas (con β3 > 0
la constante de dicha proporcionalidad) provoca una disminución de las mismas.

A′ = γA A
(

1− A
KA

)
− β3NA

Si a la tasa de muerte natural de las células cancerígenas (µA > 0) se le agrega la tasa
de muerte por apoptosis de las mismas (ϵA > 0), esta suma afectará proporcional-
mente a la cantidad de células cancerígenas existentes.

A′ = γA A
(

1− A
KA

)
− β3NA− (µA + ϵA)A

Finalmente, la transición de células premalignas a cancerígenas dado por δG2

ξ+G , au-
mentará la población de las cancerígenas en un instante t.

A′ = γA A
(

1− A
KA

)
− β3NA− (µA + ϵA)A +

δG2

ξ + G

Con base a las hipótesis anteriores, el modelo matemático resulta como el siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales:

dN
dt

= γN − µN N − β1NA
dG
dt

= γGG− β2NG− (µG + ϵG)G− δG2

ξ+G
dA
dt

= γA A
(

1− A
KA

)
− β3NA− (µA + ϵA)A + δG2

ξ+G

(3.1)

Con condiciones iniciales:

(N(0), G(0), A(0)) = (N0 − G0, G0, 0)

Observación 3.1.1 Las condiciones iniciales indican que en el instante t = 0 las cantidades de
células normales en ausencia de las premalignas es N0 − G0, y no existen células cancerígenas.

Por tanto, se buscan funciones (N(t), G(t), A(t)) que sean solución del sistema de ecua-
ciones diferenciales definidas en (3.2) (obviamente esta solución dependerá de la cantidad
inicial presente de células normales y premalignas). En consecuencia, interesa observar el
ritmo de crecimiento de las células N (o células normales) y de las células G (o células pre-
malignas) a lo largo del tiempo y de cómo las interacciones entre estas poblaciones celulares
pueden dar origen a células A (o células cancerígenas) las cuales interesaría observar a su
vez cómo evolucionarían a medida que transcurre el tiempo.
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3.2. Existencia y unicidad de las soluciones

Para aplicar el Teorema de Picard-Lindelöf (o Teorema de Cauchy-Lipschitz) y así de-
mostrar la existencia y unicidad de las soluciones del sistema anteriormente descrito, se
necesita verificar que las funciones que definen al mismo son continuas y cumplen la con-
dición de Lipschitz. Además, al demostrar que estas funciones son de clase C1, se garantiza
automáticamente que son localmente Lipschitz en cualquier región de R3 (esto gracias al
teorema de diferenciabilidad).

El sistema de ecuaciones diferenciales es:
dN
dt

= γN − µN N − β1NA
dG
dt

= γGG− β2NG− (µG + ϵG)G− δG2

ξ+G
dA
dt

= γA A
(

1− A
KA

)
− β3NA− (µA + ϵA)A + δG2

ξ+G

Denótese estas funciones como F1(N, G, A), F2(N, G, A) y F3(N, G, A).

El Teorema de Picard-Lindelöf establece que si F(N, G, A) = (F1, F2, F3) es continua y
satisface una condición de Lipschitz local en una región del espacio R3, entonces existe
una única solución para el sistema de ecuaciones diferenciales con las condiciones iniciales
dadas.

Primero se verificará que cada función Fi es continua y de clase C1.

Para
dN
dt

:

F1(N, G, A) = γN − µN N − β1NA

Las derivadas parciales de F1 son:

∂F1

∂N
= −µN − β1A,

∂F1

∂G
= 0,

∂F1

∂A
= −β1N

Estas derivadas son continuas, por lo que F1 es de clase C1.

Para
dG
dt

:

F2(N, G, A) = γGG− β2NG− (µG + ϵG)G−
δG2

ξ + G

Las derivadas parciales de F2 son:

∂F2

∂N
= −β2G,

∂F2

∂G
= γG − β2N − (µG + ϵG)−

δ(2Gξ + G2)

(ξ + G)2 ,
∂F2

∂A
= 0

Estas derivadas son continuas siempre que ξ + G > 0, por lo que F2 es de clase C1 en
cualquier región donde G ≥ 0.
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Para
dA
dt

:

F3(N, G, A) = γA A
(

1− A
KA

)
− β3NA− (µA + ϵA)A +

δG2

ξ + G

Las derivadas parciales de F3 son:

∂F3

∂N
= −β3A,

∂F3

∂G
=

δG(2ξ + G)

(ξ + G)2 ,
∂F3

∂A
= γA −

2γA A
KA

− β3N − (µA + ϵA)

Estas derivadas son continuas siempre que ξ + G > 0, por lo que F3 es de clase C1 en
cualquier región donde G ≥ 0.

Como cada función Fi es de clase C1 en sus respectivas regiones, por el Teorema de
Diferenciabilidad se sabe que F es localmente Lipschitz en cualquier región compacta de
R3. Esto se debe a que las funciones C1 tienen derivadas parciales continuas, lo que implica
que son locamente Lipschitz.

Dado que F(N, G, A) = (F1, F2, F3) es continuo y localmente Lipschitz en cualquier re-
gión compacta de R3, el Teorema de Picard-Lindelöf garantiza la existencia y unicidad de
soluciones para el sistema de ecuaciones diferenciales con las condiciones iniciales dadas.
Además, al ser F de clase C1, se ha demostrado que F es localmente Lipschitz, cumpliendo
así todas las condiciones necesarias para la aplicación del teorema.
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3.3. Análisis de estabilidad del modelo

Los puntos de equilibrio en este sistema son en las que la variación de la densidad de
la población es nula. Para calcular los puntos de equilibrio se resuelve el siguiente sistema
no lineal: 

γN − µN N − β1NA = 0
γGG− β2NG− (µG + ϵG)G− δG2

ξ+G = 0

γA A
(

1− A
KA

)
− β3NA− (µA + ϵA)A + δG2

ξ+G = 0
(3.2)

Y se obtiene la matriz Jacobiana del modelo la cual viene dada por:

J(N, G, A) =


−µN − β1A 0 −β1N
−β2G γG − β2N − (µG + ϵG)−

(
δG(2ξ+G)
(ξ+G)2

)
0

−β3A δG(2ξ+G)
(ξ+G)2 γA − 2γA A

KA
− β3N − (µA + ϵA)


3.3.1. Equilibrio trivial

Del sistema dado en (3.2) en ausencia de células premalignas y cancerígenas (G = A =

0), se tiene la siguiente ecuación:

γN − µN N = 0

de donde:
N =

γN

µN

Por tanto, el punto de equilibrio trivial viene dado por:

P0 = (N, 0, 0) =
(

γN

µN
, 0, 0

)
El Jacobiano evaluado en el punto P0 = (N, 0, 0) es:

J
(

γN

µN
, 0, 0

)
=


−µN 0 −β1

(
γN
µN

)
0 γG − β2

(
γN
µN

)
− (µG + ϵG) 0

0 0 γA − β3

(
γN
µN

)
− (µA + ϵA)


Calculando los autovalores de la matriz anterior, se debe resolver la ecuación:

det( J̇(P0)− λI) = 0

Y como es una matriz triangular superior, el determinante se obtiene multiplicando
los elementos de la diagonal, por consiguiente el determinante anterior es equivalente a
resolver:
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(
−µN − λ

(0)
1

)(
γG − β2

(
γN

µN

)
− (µG + ϵG)− λ

(0)
2

)(
γA − β3

(
γN

µN

)
− (µA + ϵA)− λ

(0)
3

)
= 0

Resulta pues que los autovalores de la matriz Jacobiana J̇(P0) son:

λ
(0)
1 = −µN , λ

(0)
2 =

γN

µN
(β∗2 − β2) y λ

(0)
3 =

γN

µN
(β∗3 − β3)

donde:

β∗2 =
µN

γN
LG, con LG = γG − µG − ϵG (3.3)

β∗3 =
µN

γN
LA, con LA = γA − µA − ϵA (3.4)

Los parámetro LG y LA pueden pensarse como la tasa de reproducción existente de las
células G y A respectivamente, y ambos pueden ser asumidas positivas (en otro caso, las
células G y A se extinguirían naturalmente sin la interacción con las células normales).

El punto P0 =
(

γN
µN

, 0, 0
)

es estable si y sólo si:

β2 > β∗2 =
LG

N0
∧ β3 > β∗3 =

LA

N0

con N0 = γN
µN

. En caso contrario, será inestable.

El cociente N0 = γN
µN

representa el total de población de células normales en equilibrio en
ausencia de células premalignas y cancerígenas. Esto significa que si las respuestas, β2 y β3

de la población de células normales a células mutantes A y G son altas, entonces el tejido es
capaz de eliminar las pocas células mutantes que surgen. Si el sistema de reparación de te-
jido no es lo suficientemente bueno, y si una de las tres condiciones no se satisface, el punto
P0 será inestable, y la aparición de algunas células mutantes (pequeñas perturbaciones de
P0), romperán el tejido del estado homeostático libre de cáncer y conducirán a la progre-
sión del cáncer con la presencia de uno o dos tipos de células mutantes. Además, valores
mayores de capacidad de carga N0 disminuyen los umbrales β∗i , y por lo tanto, aumenta la
población contra el cáncer. Por otro lado, los valores más altos de la tasa de reproducción
LG y LA (logrados al evitar la apoptosis) y, por lo tanto, aumenta el riesgo de aparición de
cáncer.
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3.3.2. Equilibrios de frontera

Se analiza ahora los puntos de equilibrio correspondiente a la ausencia de células pre-
malignas (G = 0) restringido a la región: B = [0, N]× {0} × [0, A]. Para ello, se resolverá
N′(t) = A′(t) = 0 con A ̸= 0.

Del sistema (3.2) se tiene que:{
γN − µN N − β1NA = 0 (1)

γA A
(

1− A
KA

)
− β3NA− (µA + ϵA)A = 0 (2)

De (1) se obtiene que:
γN − N(µN + β1A) = 0

⇒ N =
γN

µN + β1A
(3.5)

Sustituyendo N =
γN

µN + β1A
en (2) y reacomodando algebraícamente:

γA A
(

KA − A
KA

)
− β3

(
γN

µN + β1A

)
A− (µA + ϵA)A = 0

γA A(µN + β1A)(KA − A)

KA
− β3γN A− (µN + β1A)(µA + ϵA)A = 0

Entonces:

γA

KA

(
µNKA A− µN A2 + β1KA A2 − β1A3)− β3γN A− µNµA A− µNϵA A− β1µA A2 − β1ϵA A2 = 0

γAµN A− µNγA

KA
A2 + β1γA A2 − β1γA

KA
A3 − β3γN A− µNµA A− µNϵA A− β1µA A2 − β1ϵA A2 = 0

γAµN −
µNγA

KA
A + β1γA A− β1γA

KA
A2 − β3γN − µNµA − µNϵA − β1µA A− β1ϵA A = 0

−β1

(
γA

KA

)
A2 −

(
µNγA

KA
− β1γA + β1µA + β1ϵA

)
A + γAµN − β3γN − µNµA − µNϵA = 0

β1

(
γA

KA

)
A2 +

(
µN

(
γA

KA

)
− β1(γA − µA − ϵA)

)
A + β3γN − µN(γA − µA − ϵA) = 0

Sea LA = γA − µA − ϵA, entonces la expresión anterior resulta:

β1

(
γA

KA

)
A2 +

(
µN

(
γA

KA

)
− β1LA

)
A + (β3γN − µN LA) = 0
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Y sean a = β1

(
γA
KA

)
; b = µN

(
γA
KA

)
− β1LA; c = β3γN − µN LA, se obtiene el siguiente

polinomio cuadrático:

aA2 + bA + C = 0

Por tanto, el equilibrio de frontera viene dado por:

P = (N, 0, A) =

(
γN

µN + β1A
, 0, A

)

donde A es una raíz del polinomio de segundo grado:

q(A) = aA2 + bA + c

con coeficientes:

a = β1

(
γA

KA

)
> 0, b = µN

(
γA

KA

)
− β1LA y c = γN β3 − LAµN (3.6)

Este punto representa el establecimiento de un tumor en ausencia de células premalig-
nas. Se denotará la raíz más pequeña de q(A) por A1 y la más grande por A2. Por lo tanto,
pueden haber hasta dos puntos de equilibrio, denotados por Pi, i = 1, 2.

Existencia

A continuación se determinarán las condiciones para que P1 y P2 sean positivo. Ya que
Ni > 0 si Ai > 0, basta con obtener las condiciones para que las raíces de q(A) sean
positivas. Se considerarán los signos de b y c. Obsérvese primeramente que dichas letras se
pueden reescribir de la siguiente manera:

b = LA (β∗1 − β1)

y
c = γN (β3 − β∗3)

donde:

β∗1 =
µNγA

LAKA
(3.7)

Nótese que este umbral de agresividad tumoral aumenta a medida que aumenta la
mortalidad µN de las células normales, y disminuye a medida que la capacidad de carga
efectiva de las células tumorales LAKA/γA incrementa.
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I) Supóngase que β3 > β∗3. Así, c > 0. Si β1 < β∗1, entonces b > 0. Por la regla de los
signos de Descartes [43], ninguna raíz Ai es positiva y, por tanto, ningún Pi es positivo. Si
β1 > β∗1, entonces b < 0. Se pueden tener dos o ninguna raíz positiva Ai. Se debe analizar
los signos del discriminante ∆ = b2 − 4ac, el cual puede ser escrito en términos de los
umbrales como sigue:

∆ = L2
A
(
(β∗1)

2 − 2β∗1β1 + β2
1
)
− 4γN

(
β1γA

KA

)
(β3 − β∗3)

= L2
A(β∗1)

2 − 2L2
Aβ∗1β1 + L2

Aβ2
1 − 4

γNγA

KA
(β3 − β∗3) β1

= L2
Aβ2

1 −
(

2L2
Aβ∗1 + 4

γNγA

KA
(β3 − β∗3)

)
β1 + L2

A(β∗1)
2

= L2
A
(

β2
1 − (2β∗1 + 4η) β1 + (β∗1)

2)
donde: η = γAγN (β3 − β∗3) /

(
KAL2

A
)
> 0. Por tanto, se debe considerar un segundo

umbral β∗1,∆ dado por el valor de β1 > β∗1 para el cual ∆ = 0. Resolviendo esta ecuación se
obtiene:

∆ = 0⇔ β2
1 − (2β∗1 + 4η) β1 + (β∗1)

2 = 0

De donde:

β∗1,∆ =
2β∗1 + 4η ±

√(
2β∗1 + 4η

)2 − 4(β∗1)
2

2

=
2β∗1 + 4η ±

√
4(β∗1)

2 + 16β∗1η + 16η2 − 4(β∗1)
2

2

=
2β∗1 + 4η ± 4

√
η(β∗1 + η)

2

= β∗1 + 2η ± 2
√

η(β∗1 + η)

De la última expresión se descarta el signo negativo, ya que de lo contrario se verificaría
que β∗1 < 0, por tanto:

β∗1,∆ = β∗1 + 2η + 2
√

η(β∗1 + η) > β∗1 (3.8)

Ahora bien, ∆ se puede escribir de la siguiente manera:

∆ = L2
A
(

β1 − β∗1,∆
)

Si β∗1 < β1 < β∗1,∆ ⇒ ∆ < 0, entonces no existirían raíces Ai y de nuevo no habrían Pi
positivos. El mismo resultado corresponde cuando β1 < β∗1 y se puede considerar ambos
como un solo caso.
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II) Si β1 > β∗1,∆ ⇒ ∆ > 0 y las dos raíces Ai serían positivas. Los puntos de equilibro P1

y P2 también serían positivos.

III) Supóngase ahora que β3 < β∗3, entonces c < 0. De nuevo, por la regla de los signos
de Descartes, se concluye que q(A) tiene exactamente una raíz positiva, la cual es A2. El
valor de b no importaría. Sólo P2 sería positivo en este caso.

Estos tres casos se resumen a continuación:

I) Si β3 > β∗3 y β1 < β∗1,∆, no hay un equilibrio de frontera positivo.

II) Si β3 > β∗3 y β1 > β∗1,∆, hay dos equilibrios de frontera positivos, P1 y P2.

III) Si β3 < β∗3, P2 es el único equilibrio de frontera positivo.

Estabilidad local

Ahora, se analizará la estabilidad lineal de Pi, i = 1, 2.

La matriz Jacobiana J̇(N, 0, A) está dada por

J̇
(

N, 0, A
)
=

 −β1 A− µN 0 −β1N
0 LG − β2N 0

−β3A 0 LA − 2 γA
KA

A− β3N

 (3.9)

El polinomio característico P(λ) de J̇(N, 0, A) tiene como factores:

P(λ) = (LG − β2N − λ)P2(λ)

donde P2(λ) es el polinomio característico de la submatriz j(P),

j(P) =

(
−β1A− µN −β1N
−β3A LA − 2 γA

KA
A− β3N

)

Ahora bien, obsérvese que la componente j(P)2,2 se puede cambiar como sigue:

Se sabe que A es una raíz del polinomio q(A) = aA2 + bA + c con coeficientes definidos
en (3.6), entonces se cumple que:
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−c = aA2
+ bA

− (γN β3 − LAµN) = β1
γA

KA
A2

+

(
µN

γA

KA
− β1LA

)
A

µN LA − γN β3 = β1
γA

KA
A2

+

(
µN

γA

KA
− β1LA

)
A

µN LA + β1 ALA = µN
γA

KA
A + β1

γA

KA
A2

+ γN β3(
µN + β1 A

)
LA =

(
µN + β1A

) (γA

KA
A
)
+ γN β3

LA =
γA

KA
A + β3

(
γN

µN + β1A

)
; N =

γN

µN + β1A

LA =
γA

KA
A + β3N

De donde se obtiene que:

LA −
γA

KA
A− β3N = 0 (3.10)

Entonces, la submatriz j(P) se puede escribir como:

j(P) =

( −β1A− µN −β1N
−β3A −γA

KA
A

)

Así, los autovalores λ
(i)
1 y λ

(i)
2 de J̇(Pi), i = 1, 2 son los autovalores de j(Pi).

Entonces de la expresión:

det(j(P)− λI) =

∣∣∣∣∣ −β1A− µN − λ −β1N
−β3A − γA

KA
A− λ

∣∣∣∣∣ = 0

Se obtiene que:

(−β1 A− µN − λ)(−γA

KA
A− λ)− (β3A)(β1N) = 0

⇒ λ2 + b1λ + c1 = 0

donde:
b1 = µN +

γA

KA
A + β1A

c1 =
β1γA A2

+ µNγA A− β1β3KA A
KA
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Y aplicando la fórmula cuadrática:

λ
(i)
1 =

−b1 +
√

b2
1 − 4c1

2
y

λ
(i)
2 =

−b1 −
√

b2
1 − 4c1

2
El tercer autovalor se encuentra utilizando las relaciones (3.3) y (3.5) así:

λ
(i)
3 = LG − Niβ2

= LG
(µN + β1 Ai)

µN + β1 Ai
− Niβ2

=
µN LG + LGβ1Ai

µN + β1Ai
− Niβ2

=
γN

(
µN
γN

)
LG + LGβ1Ai

µN + β1Ai
− Niβ2 ; β∗2 =

µN

γN
LG

=
γN β∗2 + LGβ1Ai

µN + β1 Ai
− Niβ2

=
γN

µN + β1Ai
β∗2 +

LGβ1Ai

µN + β1Ai
− Niβ2

=
γN

µN + β1Ai

(
β∗2 +

LGβ1Ai

γN
− β2

)
; Ni =

γN

µN + β1 Ai

= Ni

(
β∗,i2,λ − β2

)

donde,

β∗,i2,λ = β∗2 +
LGβ1Ai

γN
> β∗2 (3.11)

Se analizará los autovalores de j(P). Se observa que cuando P es un punto de equilibrio,
la traza de j(P) < 0. Así, cuando P > 0, ambos autovalores de j(P) tendrán una parte real
negativa si el det(j(P)) > 0 (esto gracias al teorema 2.4.10).
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Luego, usando la ecuación (3.10) y las expresiones a, b en (3.6), se obtiene

det(j(P)) =
(

β1A + µn
) (γA

KA
A
)
− β1β3A · N

= β1
γA

KA
A2

+ µN
γA

KA
A− β1 Aβ3N

= A
(

β1
γA

KA
A + µN

γA

KA
− β1 β3N︸︷︷︸

)
= A

(
β1

γA

KA
A + µN

γA

KA
− β1

(
LA −

γA

KA
A
))

= A
(

β1
γA

KA
A + µN

γA

KA
− β1LA + β1

γA

KA
A
)

= A

2 β1
γA

KA︸ ︷︷ ︸ A + µN
γA

KA
− β1LA︸ ︷︷ ︸


= A

(
2aA + b

)
Ya que A es una raíz del polinomio q(A) = aA2 + bA+ c entonces, utilizando la fórmula

cuadrática, A se puede escribir como:

A =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
2aA = −b±

√
∆ ; ∆ = b2 − 4ac

2aA2
= −bA± A

√
∆

2aA2
+ bA = ±A

√
∆

Por tanto, utilizando esta última expresión, el det(j(P)) se puede escribir de la siguiente
manera:

det(j(P)) = A(2aA + b)

= 2aA2
+ bA

= ±A
√

∆

Como A1, es la raíz más pequeña de q(A) y A2 es la más grande, se tiene, cuando Pi es
un punto de equilibrio positivo con i = 1, 2.

det(j(P1)) = −A1
√

∆ < 0 y det(j(P2)) = A2
√

∆ > 0

donde,
∆ = b2 − 4ac = L2

A(β2
2 − (2β∗2 + 4η)β1 + (β∗2)

2)
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y

η =
γAγN(β3 − β∗3)

KAL2
A

> 0

Por lo tanto, se concluye que P1 será inestable cuando éste sea positivo, teniendo un
autovalor propio con parte real negativa si β2 > β∗,12,λ y otros dos autovalores más, uno
con parte real positiva y otro con parte real negativa en otros casos. Para el punto P2, si
β2 > β∗,22,λ será estable siempre que éste sea positivo (casos II y III). En otro caso, P2 será
inestable siempre que sea positivo, teniendo un autovalor positivo.

Comportamiento asintótico de los puntos de equilibrio cuando G=0

Como las células G funcionan sólo como desencadenante en la aparición del cáncer, se
espera que, en algunos casos, G → 0 después de un período de tiempo transitorio. Por lo
tanto, vale la pena estudiar las propiedades dinámicas del sistema (3.1) restringido al límite
G = 0 (plano N × A), que es invariante con respecto al flujo. A partir de los análisis ante-
riores, es fácil ver que los equilibrios en este plano son: P0, P1, P2. Además, los primeros dos
autovalores, λ

(i)
1 y λ

(i)
2 , de cada matriz Jacobiana J(P0), J(P1) y J(P2) dictan la estabilidad de

los equilibrios en este subsistema ya que corresponden a direcciones (autovectores) parale-
las al plano N× A, mientras que la tercera corresponde a una dirección que apunta fuera de
este plano. Por tanto, el valor de β2 no importa. Finalmente, considerando los casos I, II y
III anteriores, se puede resumir lo siguiente sobre la estabilidad de los equilibrios positivos
en este subsistema. En el caso I, P0 es estable. En el caso II, P0 y P2 son estables, mientras
que P1 es un punto de silla. En el caso III, P0 es inestable y P2 es estable.

Casos
Existencia Estabilidad

P0 > 0 P1 > 0 P2 > 0 P0 > 0 P1 > 0 P2 > 0

I. Si β3 > β∗3
∧

β1 < β∗1,∆ Si No No
Estable
(Atractor)

————- ————-

II. Si β3 > β∗3
∧

β1 > β∗1,∆ Si Si Si
Estable
(Atractor)

Inestable
(Punto de silla)

Estable
(Atractor)

III. Si β3 < β∗3 Si No Si Inestable ————-
Estable
(Atractor)

Cuadro 3.1: Existencia y estabilidad del punto de equilibrio trivial P0 y los de frontera, P1 y P2, en
sus tres casos correspondientes.

A continuación se caracterizará el comportamiento asintótico global de este subsistema.
Primero se mostrará que es disipativo, es decir, que las soluciones de este convergen al
interior de un conjunto acotado dentro del espacio de estados. De hecho, se tiene que:

dN
dt

= γN − µN N − β1NA ≤ γN − µN N,

y
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dA
dt

= γA A
(

1− A
KA

)
− β3NA− (µA + ϵA) A

= γA A− µA A− ϵA A− γA A2

KA
− β3NA

= A (γA − µA − ϵA)−
γA A2

KA
− β3NA

= ALA −
γA A2

KA
− β3NA

= LA A
(

1− γA A
LAKA

)
− β3NA

≤ LA A
(

1− γA A
LAKA

)
Ahora bien, para resolver la primera desigualdad diferencial N′ ≤ γN − µN N, se hará

uso del siguiente teorema de comparación el cual estable lo siguiente:

Teorema 3.3.3 (Teorema de Comparación para Desigualdades Diferenciales) Supóngase que
y(t) y ϕ(t) son dos funciones continuas en un intervalo I, considérese las siguientes desigualdades
diferenciales:

1.
dy
dt
≤ f (t, y)

2.
dϕ

dt
= f (t, ϕ)

Si y(t0) ≤ ϕ(t0) para algún t0 ∈ I, entonces y(t) ≤ ϕ(t), para todo t ≥ t0 en I.

Considérese la desigualdad diferencial N′ ≤ γN − µN N la cual se puede asociar a la
ecuación diferencial:

N′ = γN − µN N

Esta es una ecuación diferencial lineal de primer orden. Para resolverla, se puede usar
el método de separación de variables o encontrar el factor integrante.

Se reorganiza la ecuación:
N′ + µN N = γN

El factor integrante es eµN t. Si se multiplica toda la ecuación por el factor integrante se
tendrá:

eµN tN′ + µNeµN tN = γNeµN t ⇒ d
dt
(

NeµN t) = γNeµN t
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Luego:

NeµN t = γN

∫
eµN tdt

= γN

(
1

µN
eµN t

)
+ C

Por tanto:
N =

γN

µN
+ Ce−µN t

Obsérvese que (N(0), G(0), A(0)) = (N0 − G0, G0, 0) (por la condición inicial del sis-
tema), pero como se está analizando el caso cuando G = 0 entonces la ecuación anterior
resulta:

N0 =
γN

µN
+ C ⇒ C = N0 −

γN

µN

Por lo que la solución de la ecuación diferencial es:

N(t) =
γN

µN
+

(
N0 −

γN

µN

)
e−µN t

Pero N0 =
γN

µN
en ausencia de células premalignas y cancerígenas, entonces se tiene que:

N(t) =
γN

µN

Dado que se busca
dN
dt
≤ γN − µN N, entonces la solución para N(t) es:

N(t) ≤ γN

µN

Esto asegura que en todo momento t, N(t) no excede el valor de la solución particular.

Ahora, se analizará la desigualdad diferencial A′ ≤ LA A
(

1− γA A
LAKA

)
en busca de una

cota superior para la solución A(t).

Obsérvese primeramente que:

LA A
(

1− γA A
LAKA

)
= LA A

1− A
LAKA

γA


La cual resulta en la ecuación logística de Verhults con K =

LAKA

γA
.
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El punto de equilibrio de la ecuación logística ocurre cuando
dA
dt

= 0, es decir,

LA A
(

1− γA A
LAKA

)
= 0

con A ̸= 0.

Solucionando para A:

1− γA A
LAKA

= 0 =⇒ A =
LAKA

γA

La estabilidad de este punto de equilibrio se puede analizar considerando la derivada de

la función logística. Si A <
LAKA

γA
, entonces el término

1− A
LAKA

γA

 es positivo y
dA
dt

será

positiva, lo que indica que A aumentará. Por otro lado, si A >
LAKA

γA
, entonces el término1− A

LAKA

γA

 será negativo, y
dA
dt

también será negativo, lo que indica que A disminuirá.

Por lo tanto, el punto A =
LAKA

γA
actúa como un límite superior estable.

Finalmente, dado que interesa cuando
dA
dt

es positiva pero, según lo anterior, esta deri-

vada será menor o igual a una cantidad que decrece cuando A se acerca a
LAKA

γA
, se puede

concluir que A nunca superará este valor. En otras palabras, cualquier solucitón A(t) a la

desigualdad diferencial está acotada por
LAKA

γA
.

Por tanto, por principios de comparación clásicos [44], todas la soluciones (N(t), 0, A(t))
que comienzan en este plano permanecen restringidos a la región:

B =

[
0,

γN

µN

]
× {0} ×

[
0,

LA

γA
KA

]

cuando t→ ∞. Aplicando el teorema 2.5.5 (Criterio de Dulac) con u(N, A) =
1

NA
, se tiene:
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∇ ·
(

1
NA

(
dN
dt

,
dA
dt

))
= ∇ ·

(
γN

NA
− µN

A
− β1,

γA

N

(
1− A

KA

)
− β3 −

(µA + ϵA)

N

)

=
∂
( γN

NA
− µN

A
− β1

)
∂N

+

∂

(
γA

N

(
1− A

KA

)
− β3 −

(µA + ϵA)

N

)
∂A

= − γN

N2A
− γA

NKA

= −
(

γN

N2A
+

γA

NKA

)
= −

(
γN NKA + γAN2A

N3AKA

)
= −γANA + KAγN

KA AN2 < 0

Para (N, A) ∈ B. Así, el subsistema N × A no tiene órbitas periódicas. Por el teorema
2.5.3 (Poincaré - Bendixsón) se concluye que todas las trayectorias convergen a un punto de
equilibrio.

Conjuntamente con los resultados anteriores, se concluye que el plano N × A tiene uno
de los tres comportamientos:

I) Si β3 > β∗3 y β1 < β∗1,∆ : P0 es estable. El cáncer es eliminado, cualquiera que sean las
condiciones iniciales.

II) Si β3 > β∗3 y β1 > β∗1,∆ : P0 y P2 son estables; P1 es un punto de silla y su variedad
estable es la separatriz entre las cuencas de atracción de P0 y P2. El cáncer puede desarro-
llarse o eliminarse. El resultado depende de las condiciones iniciales.

III) Si β3 < β∗3: P0 es inestable y P2 es estable. El cáncer se desarrolla, sean cuales sean
las condiciones iniciales.

Las figuras 3.1, 3.2 y 3.2 presentan el diagrama de fases del plano N × A en cada caso.
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Figura 3.1: Diagrama de fases del plano N × A en el caso I).

Nota. En este caso P0 es globalmente estable. Adaptado de Phase portraits of subystem N× A in cases I,
II e III (p. 25), por A. C. Fassoni, 2016, Modelos matemáticos em câncer abordando fase inicial e tratamento
de tumor avascular. Todos los derechos reservados (2024) por licenciatario.

Figura 3.2: Diagrama de fases del plano N × A en el caso II).

Nota. En este caso, la variedad estable de P1 divide al plano de fase en cuencas de atracción de P0 y
P2. Adaptado de Phase portraits of subystem N × A in cases I, II e III (p. 25), por A. C. Fassoni, 2016,
Modelos matemáticos em câncer abordando fase inicial e tratamento de tumor avascular. Todos los derechos
reservados (2024) por licenciatario.
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Figura 3.3: Diagrama de fases del plano N × A en el caso III).

Nota. En este caso P2 es globalmente estable para condiciones iniciales A(0) > 0. Adaptado de Phase
portraits of subystem N × A in cases I, II e III (p. 25), por A. C. Fassoni, 2016, Modelos matemáticos em
câncer abordando fase inicial e tratamento de tumor avascular. Todos los derechos reservados (2024) por
licenciatario.

Discusión

Al analizar los resultados anteriores se observa que la primera condición necesaria para
no tener células cancerosas es β3 > β∗3, que ya se discutió anteriormente en el análisis de
P0. Sin embargo, esta condición puede no ser suficiente, debido al papel que juega la agre-
sividad tumoral β1. Cuando el tumor no es muy agresivo, β1 < β∗1, la condición anterior es
suficiente. En este caso, se produce una simple bifurcación hacia adelante entre las regiones
III y I cuando β3 incrementa. Por el otro, cuando β1 > β∗1,∆, la región II surge entre las
regiones I y III, presentando biestabilidad entre P0 y P2, y un tumor puede crecer incluso
si β3 > β∗3 siempre que las condiciones iniciales sean lo suficientemente grandes. Ahora, se
produce una bifurcación hacia atrás cuando β3 varía. Para garantizar que ninguna célula
cancerosa pueda sobrevivir es necesario que β3 supere otro umbral, el definido por la cur-
va β∗1,∆, que es mayor que β3 y aumenta con β1. Por lo tanto, se concluye que las células
cancerosas agresivas tienen una posibilidad adicional de supervivencia, pero dependen de
factores extrínsecos que aumentan su número inicial. Además, de la expresión de β∗1,∆ en
(3.8), se observa que la condición β1 < β∗1 es más probable que se satisfaga en tumores que
surgen en tejidos que se regeneran rápidamente y que tienen un suministro limitado de
nutrientes.
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Figura 3.4: Diagrama de bifurcación en el plano β3 × β1 junto con el comportamiento de equilibrio en las
tres regiones de análisis.

Nota. Cuando β3 varía, se observa una bifurcación hacia adelante si β1 < β∗1, y una bifurcación hacia
atrás si β1 > β∗1. Adaptado de Bidimensional bifurcation diagram depending on β1 and β3 (p. 25), por A.
C. Fassoni, 2016, Modelos matemáticos em câncer abordando fase inicial e tratamento de tumor avascular.
Todos los derechos reservados (2024) por licenciatario.

3.3.4. Equilibrios internos

Ahora, se hará un análisis matemático de los puntos de equilibrio no triviales del sistema
dado en (3.2). Para ello se resolverá N′(t) = G′(t) = A′(t) = 0 con N ̸= 0, G ̸= 0∧ A ̸= 0.

Del sistema original se tiene:


0 = γN − µN N − β1NA (1)
0 = γGG− β2NG− (µG + ϵG)G− δG2

ξ+G (2)

0 = γA A
(

1− A
KA

)
− β3NA− (µA + ϵA)A + δG2

ξ+G (3)

De la ecuación en (1) se obtiene:

N =
γN

µN + β1A
· · · · · · · · · ·(∗)

Y de la ecuación (2) se tiene:
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γG − β2N − (µG + ϵG) =
δG

ξ + G
γG (ξ + G)− β2N (ξ + G)− (µG + ϵG) (ξ + G) = δG

γGξ + γGG− β2Nξ − β2NG− µGξ − µGG− ϵGξ − ϵGG = δG

G (γG − µG − ϵG − β2N − δ) = ξ (−γG + µG + ϵG + β2N)

G(LG − β2N − δ) = ξ(−LG + β2N)

G =
ξ(−LG + β2N)

LG − β2N − δ

Ahora bien, sustituyendo N =
γN

µN + β1A
en la última expresión, se sigue que:

G = ξ
−LG + β2

γN
µN+β1 A

LG − β2
γN

µN+β1 A − δ

= ξ

−LG(µN+β1 A)+β2γN
µN+β1 A

LG(µN+β1 A)−β2γN−δ(µN+β1 A)
µN+β1 A

= ξ
−LG(µN + β1A) + β2γN

−β2γN + (µN + β1A)(LG − δ)

= ξ
LG(µN + β1A)− β2γN

β2γN − (µN + β1A)(LG − δ)
· · · · · · · · · ·(∗∗)

Obsérvese ahora que la tercera ecuación del sistema dado en (3.2) se puede reescribir
como sigue:

γA A
(

1− 1
KA

)
− β3NA− (µA + ϵA) A = − δG2

ξ + G

⇒ γA

(
1− 1

KA

)
− β3N − (µA + ϵA) = −

δG2

A(ξ + G)

Al sustituir la expresión dada en (*) en el miembro izquierdo de la ecuación anterior y,
siguiendo el reacomodamiento algebraíco realizado en los puntos de frontera, se obtiene lo
siguiente:

q(A) =
δG2

A(ξ + G)
(µN + β1A)

donde q(A) = aA2 + bA + c, cuyos coeficientes están dados en (3.6).

Sustituyendo la expresión dada en (**) en la última ecuación, se sigue que:
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Aq(A)(ξ + G) = δG2(µN + β1A)

Aq(A)

(
ξ + ξ

LG(µN + β1A)− β2γN

β2γN − (µN + β1A)(LG − δ)

)
= δξ2

(
LG(µN + β1A)− β2γN

β2γN − (µN + β1A)(LG − δ)

)2

(µN + β1A)

Aq(A)

(
1 +

LG(µN + β1A)− β2γN

β2γN − (µN + β1A)(LG − δ)

)
= δξ

(
LG(µN + β1A)− β2γN

β2γN − (µN + β1A)(LG − δ)

)2

(µN + β1A)

Luego:

Aq(A) [β2γN − (µN + β1A)(LG − δ) + LG(µN + β1A)− β2γN ]

(µN + β1A)
= δξ

(LG(µN + β1A)− β2γN)
2

β2γN − (µN + β1A)(LG − δ)

Aq(A)δ(µN + β1A)

(µN + β1A)
= δξ

(LG(µN + β1A)− β2γN)
2

β2γN − (µN + β1A)(LG − δ)

Aq(A) [β2γN − (µN + β1A)(LG − δ)] = ξ(LG(µN + β1A)− β2γN)
2

Aq(A)β2γN − Aq(A)(LG − δ)(µN + β1A) = ξ(LG(µN + β1A)− β2γN)
2

f (A) = g(A)

donde:

f (A) = Aq(A)β2γN − Aq(A)(LG − δ)(µN + β1A) (3.12)

y

g(A) = ξ(LG(µN + β1A)− β2γN)
2 (3.13)

Obsérvese que la expresión en (3.12) se puede reescribir como sigue:

f (A) = (LG − δ) Aq(A)

[
β2γN

LG − δ
− µN − β1A

]
= β1(LG − δ)Aq(A)

[
γN β2

β1(LG − δ)
− µN

β1
− A

]
= β1(LG − δ)Aq(A)

[
γN β2

β1(LG − δ)
− γNµN(LG − δ)

β1(LG − δ)γN
− A

]

= β1(LG − δ)Aq(A)

 γN

β1(LG − δ)

β2 −
︷ ︸︸ ︷
µN(LG − δ)

γN


︸ ︷︷ ︸

−A


= β1(LG − δ)Aq(A) (AM − A)
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donde: AM = γN
β1(LG−δ)

(
β2 − β∗2,δ

)
y β∗2,δ =

µN(LG−δ)
γN

Además, la expresión en (3.13) se puede reescribir de la siguiente manera:

g(A) = ξ
[
L2

G(µN + β1)
2 − 2LG(µN + β1A)β2γN + β2

2γ2
N
]

= ξ
[
L2

Gµ2
N + 2L2

GµN β1A + L2
Gβ2

1A2 − 2LGβ2γNµN − 2LGβ1β2γN A + β2
2γ2

N
]

= ξ
[
L2

Gβ2
1A2 − 2LGβ1β2γN A + 2L2

GµN β1A + β2
2γ2

N − 2LGβ2γNµN + L2
Gµ2

N
]

= ξL2
Gβ2

1

[
A2 − 2AγN β2

β1LG
+

2AµN

β1
+

γ2
N β2

2

β2
1L2

G
− 2γN β2µN

β2
1LG

+
µ2

N
β2

1

]

= ξL2
Gβ2

1

[
A2 − 2A

(
γN β2

β1LG
− µN

β1

)
+

(
γN β2

β1LG
− µN

β1

)2
]

= ξL2
Gβ2

1

[
A2 − 2A

(
γN

β1LG

(
β2 −

µN LG

γN

))
+

(
γN β2

β1LG
− µN

β1

)2
]

= ξL2
Gβ2

1
[
A2 − 2AAm + A2

m
]

= ξL2
Gβ2

1 (A− Am)
2

donde: Am = γN
β1LG

(β2 − β∗2) y β∗2 = µN LG
γN

Finalmente, como f (A) = g(A), se tiene que los puntos de equilibrio internos del siste-
ma dado en (3.2) están dados por:

P̃ = (Ñ, G̃, Ã)

donde:

Ñ =
γN

µN + β1Ã
y G̃ =

ξ(LG(µN + β1Ã)− β2γN)

β2γN − (LG − δ)(µN + β1A)
(3.14)

y Ã es una raíz del polinomio de grado cuatro:

f (A) = g(A) (3.15)

con:

f (A) = β1(LG − δ)Aq(A)(AM − A) y g(A) = ξL2
Gβ2

1(A− Am)
2 (3.16)

Aquí, q(A) es el polinomio de grado dos dado en (3.6) y Am , AM están dadas por

Am =
γN

β1LG
(β2 − β∗2) y AM =

γN

β1(LG − δ)
(β2 − β∗2,δ) con β∗2,δ =

µN(LG − δ)

γN
(3.17)

y además:

β∗2 =
µN LG

γN
y LG = γG − µG − ϵG
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Existencia

Como f (A) = g(A) es una ecuación polinomial de cuarto grado, admite hasta cuatro
raíces, que se etiquetarán en el orden Ã3 < Ã4 < Ã5 < Ã6. Por tanto, puede haber hasta
cuatro puntos de equilibrio P̃i = (Ñi, G̃i, Ãi), i = 3, 4, 5, 6. Se analizará la existencia y posi-
tividad de los puntos de equilibrio P̃i en todo el espacio de parámetros y los resultados se
resumen en las figuras 3.5, 3.6 y 3.7. Las pruebas y los detalles adicionales se dejan en el
Apéndice. Para obtener estas condiciones se consideraron los siguientes umbrales:

β∗,i2,δ = β∗2,δ +
(LG − δ)β1Āi

γN
, i = 1, 2, δ1 =

LGβ1(Ā2 − Ā1)

µN + β1Ā2
; δ2 =

LGβ1Ā2

µN + β1Ā2
(3.18)

Las siguientes gráficas muestran la existencia de los puntos de equilibrios positivos P̃i
los cuales dependen de β2 y δ. En las regiones donde existe "ó", la existencia depende
también de otras condiciones.

Figura 3.5: Existencia de equilibrios positivos P̃i, i = 3, 4, 5, 6 en el caso I, dependiendo de β2 y δ.

Nota. En este caso β3 > β∗3, β1 < β∗1,∆. Adaptado de Existence of positive equilibria P̃i, i = 3, 4, 5, 6
depending β2 and δ (p. 27), por A. C. Fassoni, 2016, Modelos matemáticos em câncer abordando fase inicial
e tratamento de tumor avascular. Todos los derechos reservados (2024) por licenciatario.
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Figura 3.6: Existencia de equilibrios positivos P̃i, i = 3, 4, 5, 6 en el caso II, dependiendo de β2 y δ.

Nota. En este caso β3 > β∗3 y β1 > β∗1,∆. Adaptado de Existence of positive equilibria P̃i, i = 3, 4, 5, 6
depending β2 and δ (p. 27), por A. C. Fassoni, 2016, Modelos matemáticos em câncer abordando fase inicial
e tratamento de tumor avascular. Todos los derechos reservados (2024) por licenciatario.

Figura 3.7: Existencia de equilibrios positivos P̃i, i = 3, 4, 5, 6 en el caso III, dependiendo de β2 y δ.

Nota. En este caso β3 < β∗3. Adaptado de Existence of positive equilibria P̃i, i = 3, 4, 5, 6 depending β2

and δ (p. 27), por A. C. Fassoni, 2016, Modelos matemáticos em câncer abordando fase inicial e tratamento
de tumor avascular. Todos los derechos reservados (2024) por licenciatario.
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Estabilidad Local

El Jacobiano evaluado en el punto P̃ = (Ñ, G̃, Ã) es:

J̇(P̃) =


−µN − β1 Ã 0 −β1Ñ

−β2G̃ LG − β2Ñ − δG̃(2ξ+G̃)

(ξ+G̃)2 0

−β3Ã δG̃(2ξ+G̃)

(ξ+G̃)2 LA − 2γA Ã
KA
− β3Ñ


Calculando los autovalores de

det( J̇(P̃)−λI) = 0⇔

∣∣∣∣∣∣∣∣
µN − β1 A− λ 0 −β1Ñ

−β2G̃ LG − β2Ñ − δG̃(2ξ+G̃)

(ξ+G̃)2 − λ 0

−β3 Ã δG̃(2ξ+G̃)

(ξ+G̃)2 LA − 2γA Ã
KA
− β3Ñ − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

se obtiene que:
λ3 + a1λ2 + a2λ + a3 = 0 (3.19)

cuyos coeficientes son:

a1 = β1 Ã + µN +
ξ(LG − β2Ñ)

G̃ + ξ
− d;

a2 = −d

(
ξ(LG − β2Ñ)

G̃ + ξ
+ β1Ã + µN

)
+

ξ(LG − β2Ñ)

G̃ + ξ
(β1Ã + µN)− β1β3ÑÃ;

a3 = −d

(
ξ(LG − β2Ñ)

G̃ + ξ
+ β1Ã + µN

)
− β1Ñ

ξ(LG − β2Ñ)

G̃
(β2G̃(G̃ + 2ξ)− β3Ãξ)

donde Ñ, G̃ están dadas en (3.14), Ã es una raíz de (3.15) y d = LA − 2γA
KA
− β3Ñ.

El criterio de Roth-Hurwitz [38] dice que la parte real de las raíces del polinomio defi-
nido en (3.20) serán negativas si

a1 > 0, a3 > 0 y a1a2 − a3 > 0 (3.20)

Por lo tanto, el punto P̃ = (Ñ, G̃, Ã) será estable si se cumplen las condiciones en (3.20)

Estas condiciones se estudiaron numéricamente, mediante los diagramas de bifurcación
que se muestran en el Apéndice. Los resultados obtenidos se resumen en las Figuras 3.8,
3.9 y 3.10, donde se indica la estabilidad de cada equilibrio positivo P̃i en cada sub-región
del espacio de parámetros. Para obtener más detalles y explicaciones, consulte el Apéndice.
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Figura 3.8: Equilibrios positivos localmente estables en el caso I.

Nota. En este caso β3 > β∗3, β1 < β∗1,∆. Adaptado de Equilibria locally stable in each sub-region of
parameter space. (p. 28), por A. C. Fassoni, 2016, Modelos matemáticos em câncer abordando fase inicial e
tratamento de tumor avascular. Todos los derechos reservados (2024) por licenciatario.

Figura 3.9: Equilibrios positivos localmente estables en el caso II.

Nota. En este caso β3 > β∗3 y β1 > β∗1,∆. Adaptado de Equilibria locally stable in each sub-region of
parameter space. (p. 28), por A. C. Fassoni, 2016, Modelos matemáticos em câncer abordando fase inicial e
tratamento de tumor avascular. Todos los derechos reservados (2024) por licenciatario.
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Figura 3.10: Equilibrios positivos localmente estables en el caso III.

Nota. En este caso β3 < β∗3. Adaptado de Equilibria locally stable in each sub-region of parameter space.
(p. 28), por A. C. Fassoni, 2016, Modelos matemáticos em câncer abordando fase inicial e tratamento de
tumor avascular. Todos los derechos reservados (2024) por licenciatario.

Los siguientes cuadros muestran los puntos de equilibrio positivos en cada región del
espacio de parámetros. En muchos casos se puede ver que algunas soluciones convergen
para apuntar al “infinito” tales como (N, G, A) = (N, ∞, ∞) que será denotado por P∞.
Como se comentó anteriormente, P∞ representa la supervivencia de las células G en una
cantidad muy alejada de G = 0, debido a la falta de un término logístico en la dinámica de
G. Además, en cada región donde aparece “(M)” después de dos puntos, puede ocurrir una
colisión entre estos dos puntos dependiendo de otros parámetros, y los puntos pueden ser
positivos o no. También se indica la estabilidad de los puntos de equilibrio: negro para esta-
ble y rojo para inestable. Las celdas donde aparece P0 de color azul, representan regiones del
espacio de parámetros donde dicho punto es estable, es decir, el cáncer puede ser eliminado.

Todos los resultados para los puntos P0, P1 y P2 y aquellos sobre la positividad de los
puntos P̃i, i = 3, 4, 5, 6 se demostraron matemáticamente, mientras que los resultados sobre
la estabilidad de P̃i, i = 3, 4, 5, 6 y P∞ se obtuvieron numéricamente (consulte el Apéndice
para obtener más detalles).
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β3 > β∗3
(Regiones I y II)

β1 < β∗1,△
(Región I)

δ < LG δ > LG
β2 < β∗2,δ:

a) P∞

P0

β2 < β∗2 :
d) P4, P6(M)

P0, P5(M)β∗2,δ < β2 < β∗2 :
b) P5(M), P∞

P0, P6(M)

β∗2 < β2 :
c) P0, P∞

P6

β∗2 < β2 :
e) P0, P6(M)

P5(M)

β1 > β∗1,△
(Región II)

δ < δ1 δ1 < δ < δ2 δ2 < δ < LG δ > LG
β2 < β∗2,δ:

a)P∞

P0, P1, P2

β2 < β∗2,δ:
a)P∞

P0, P1, P2

β2 < β∗2,δ:
a)P∞

P0, P1, P2

β2 < β∗2:
i) P6, P4(M)

P0, P1, P2, P5(M)β∗2,δ < β2 < β∗2:
b) P3(M), P∞

P0, P1, P2, P4(M)

β∗2,δ < β2 < β∗2:
b) P3(M), P∞

P0, P1, P2, P4(M)

β∗2,δ < β2 < β∗2:
b) P3(M), P∞

P0, P1, P2, P4(M)

β∗2 < β2 < β∗,12,λ:
d) P0, P∞

P1, P2, P4

β∗2 < β2 < β∗,22,δ :
d) P0, P∞

P1, P2, P4

β∗,22,δ < β2 < β∗2:
c) P3(M), P5(M), P∞

P0, P1, P2, P4(M), P6(M)

β∗,12,λ < β2 < β∗,22,δ :
f) P0, P∞

P1, P2

β∗,22,δ < β2 < β∗,12,λ :
e) P0, P5(M), P∞

P1, P2, P4, P6(M)

β∗2 < β2 < β∗,12,λ :
e) P0, P5(M), P∞

P1, P2, P4, P6(M)

β∗2 < β2 < β∗,12,λ :
j) P6, P0

P1, P2, P5

β∗,22,δ < β2 < β∗,22,λ :
g) P0, P5, (M), P∞

P1, P2, P6(M)

β∗,12,λ < β2 < β∗,22,λ :
g) P0, P5, (M), P∞

P1, P2, P6(M)

β∗,12,λ < β2 < β∗,22,λ :
g) P0, P5, (M), P∞

P1, P2, P6(M)

β∗,12,λ < β2 < β∗,22,λ :
k) P6, P0

P1, P2

β∗,22,λ < β2:
h) P0, P2, P∞

P1, P6

β∗,22,λ < β2:
h) P0, P2, P∞

P1, P6

β∗,22,λ < β2:
h) P0, P2, P∞

P1, P6

β∗,22,λ < β2:
l) P2, P0

P1, P2

Cuadro 3.2: Puntos de equilibrio internos positivos en las regiones I y II.

β3 < β∗3
(Región III)

δ < LG δ > LG

β2 < β∗,22,δ :
a) P∞

P0, P2

β2 < β∗,22,δ :
d) P6

P0, P2β∗,22,δ < β2 < β∗,22,λ:
b) P5(M), P∞

P0, P2, P6(M)

β∗,22,λ < β2:
c) P2, P∞

P0, P6

β∗,22,λ < β2:
e) P2

P0

Cuadro 3.3: Puntos de equilibrio internos positivos en la región III.
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Conclusiones

Con el propósito de comprender los aspectos biológicos del cáncer, el Dr. Artur César
Fassoni propuso un modelo matemático basado en un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias no lineal que considera tres tipos de células: las normales, las premalignas y las
cancerígenas. En este modelo se describe la aparición y el establecimiento del cáncer en un
tejido normal cualquiera e incorpora en su hipótesis tres sellos distintivos: autosuficiencia
en las señales de crecimiento, insensibilidad a las señales anti-crecimiento y evasión de la
apoptosis [25].

Las ecuaciones de Fassoni están basadas de los primeros modelos unidimensionales re-
lacionados a poblaciones como lo son: el de Malthus y el de Verhulst [39]. Así como también
del modelo bipoblacional más representativo: el de Lotka - Volterra [34] y de los primeros
modelos relacionados al cáncer como: el de Kuznetsov o el de Kirschner-Panetta [20], [21].
Es por ello que el estudio de estos modelos clásicos es fundamental para comprender el
porqué del uso de algunos parámetros y/o ecuaciones; ya que si bien es cierto algunos
de estos modelos han descrito bien el ritmo de crecimiento de poblaciones al nivel ma-
croscópico, también es cierto que han funcionado bien en la descripción del crecimiento
bacteriológico y celular.

El análisis de estabilidad de los puntos de equilibrio del sistema no lineal, basados en
el método indirecto de Lyapunov, permitieron obtener condiciones generales en ausencia
de células premalignas y cancerosas (equilibrio trivial), así como también condiciones que
caracterizaron globalmente la dinámica del subsistema de límites sin células precancerosas.
Este subsistema (que consta sólo de células normales y cancerosas) es un sistema simple
pero presenta un comportamiento interesante y capta bien la posibilidad de un tumor cre-
cimiento en función de los parámetros. Puede utilizarse como base para construir modelos
más complejos incorporando otros fenómenos.

El modelo completo también se estudió en detalle. La existencia de equilibrios no trivia-
les se caracterizó en todo el espacio de parámetros y la estabilidad de estos equilibrios se
demostró analíticamente.

Desde el punto de vista biológico, un punto de equilibrio será estable cuando la capaci-
dad de reacción del tejido en ese punto es capaz de eliminar las pocas células mutantes que
surgen con el tiempo, permitiendo así que las tres poblaciones puedan coexistir en equili-
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brio e impidiendo que células mutantes se escapen hacia otro estado (tumor) perjudicando
al organismo que lo posee. Por otro lado, un punto de equilibrio será inestable si pequeñas
perturbaciones alrededor del mismo provocaran la aparición de algunas células mutantes
que rompieran el tejido del estado homeostático (estado de equilibrio del sistema) condu-
ciendo así a la progresión de un tumor cancerígeno.

El futuro del estudio matemático del cáncer es muy prometedor pues modelos como
el del Dr. Fassoni buscan aproximar de una mejor manera el ritmo de crecimiento de las
células normales, premalignas y cancerígenas en un instante de tiempo determinado. Este
modelo, en colaboración con investigadores del área biomédica, ayudará a predecir si una
persona estaría desarrollando un tumor maligno en algún tejido de su cuerpo. Así pues,
un médico podrá detectarlo a tiempo y asignará el mejor tratamiento que pueda salvar su
vida.
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Apéndice

En este apartado, se presentan pruebas y detalles sobre la existencia y estabilidad de los
puntos de equilibrio no triviales.

Existencia

Las raíces de (3.15) son los puntos de intersección de las gráficas de f (A) y g(A) en
(3.16). Las raíces de f (A) son A = 0, AM, A1 y A2 (donde A1 < A2 son las raíces de q(A)),
y sus posiciones relativas determinan los intervalos donde f (A) > 0. El polinomio g(A) es
siempre positivo y tiene una raíz doble A = Am. Si se conocen las posiciones relativas de
las raíces de f y g, se podrá determinar, mediante análisis gráfico, la posición de las raíces
Ãi, i = 3, 4, 5, 6, y luego, saber cuál de ellos da lugar a un equilibrio positivo P̃i.

Nótese que Ñ > 0 siempre que Ã > 0. Por lo tanto, a partir de la expresión de G̃ en
(3.14), se obtienen las siguientes condiciones para que un punto de equilibrio P̃i sea positivo:

1. Si δ < LG y β2 < β∗2, entonces P̃i es positivo si y solo sí, las raíces Ãi están en el
intevalo I1 = [0, AM] (que está vacío si β2 < β∗2,δ).

2. Si δ < LG y β2 > β∗2, entonces P̃i es positivo si y solo sí, las raíces Ãi están en el
intevalo I2 = [Am, AM].

3. Si δ > LG y β2 < β∗2, entonces P̃i es positivo si y solo sí, las raíces Ãi están en el
intevalo I3 = [0, ∞).

4. Si δ > LG y β2 > β∗2, entonces P̃i es positivo si y solo sí, las raíces Ãi están en el
intevalo I4 = [Am, ∞).

De las definiciones de β∗2, β∗,i2,λ, Am, AM y β∗,i2,δ en (3.3), (3.11), (3.17) y (3.18), se obtienen
las siguientes relaciones:

Am > 0⇐⇒ β2 > β∗2 (3.21)

AM > 0⇐⇒ β2 > β∗2,δ y δ < LG (3.22)

Āi < Am ⇐⇒ β2 > β∗,i2,λ, i = 1, 2 (3.23)

Āi < AM ⇐⇒ β2 > β∗,i2,δ y δ < LG, i = 1, 2 (3.24)

Además, se tiene que:
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lı́m
A→±∞

f (A) = −∞, si δ < LG

lı́m
A→±∞

f (A) = +∞, si δ > LG, y (3.25)

lı́m
A→±∞

| f (A)/g(A)| = +∞

Además, de (3.18), nótese que en el caso II, con 0 < Ā1 < Ā2, se tiene:

0 < δ1 < δ2 < LG (3.26)

Con las relaciones (3.21-3.26), y considerando cada uno de los casos I, II y III que de-
terminan la existencia de raíces positivas A1 y A2 para q(A), se tiene toda la información
sobre las raíces de f (A) y g(A) y se puede determinar cuáles raices Ãi, i = 3, 4, 5, 6, se
encuentra en el intervalo apropiado Ij. Los umbrales para β2 y δ en cada caso se pueden
ver en las figuras 3.5, 3.6 y 3.7, así como un resumen de los resultados.

A continuación se ilustran varios subcasos de los gráficos de f (A) y g(A). Las raíces
de la ecuación (3.15) son los puntos de intersección de ambos gráficos, y deben ocurrir en
un intervalo apropiado Ij, para dar origen a equilibrios positivos P̃i. Las raíces de f (A) son
A = 0, AM, A1 y A2 y sus posiciones relativas determinan los intervalos donde f (A) > 0.
El polinomio g(A) es siempre positivo y tiene una raíz doble en A = Am.

1. Si β3 > β∗3 y β1 < β∗1,∆, las raíces Āi, i = 1, 2, son complejas o negativas.

Para δ < LG, los umbrales para β2 que son de interés se encuentran en 0 < β∗2,δ < β∗2.
Se tiene pues:

a) Si β2 < β∗2,δ, el intervalo de viabilidad I1 es vacío. Por tanto, no hay equilibrio
positivo P̃i.
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Figura 3.11: Gráfico de f (A) y g(A) para el caso I a).

b) Si β∗2,δ < β2 < β∗2, entonces, de (3.21) y (3.22), se tiene Am < 0 < AM. Las gráficas
de f (A) y g(A) pueden cruzarse ninguna o dos veces en el intervalo I1. Esto
depende del valor de ξ. Para ξ por debajo de cierto umbral ξ∗, la gráfica de g(A)

intersecta la curva de f (A) dos veces. Para ξ > ξ∗, los gráficos no se cruzan. El
valor de ξ∗ es el valor de ξ tal que los gráficos f y g son tangentes en una raíz Ã.
Por lo tanto,

(
ξ∗, Ã

)
es una solución del sistema:{

f (A) = g(A)

f ′(A) = g′(A)

Por lo tanto, dos equilibrios, digamos P̃5 y P̃6, son ambas positivas, o todos los
equilibrios son no positivos.

Figura 3.12: Gráfico de f (A) y g(A) para el caso I b).

c) Si β2 > β∗2, se tiene 0 < Am < AM. Las gráficas de f y g se interceptan en
Ã5 < Am y a Ã6 ∈ I2. Por lo tanto, P̃6 es el único equilibrio positivo P̃i.
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Figura 3.13: Gráfico de f (A) y g(A) para el caso I c).

Para δ > LG, los umbrales para β2 satisface β∗2,δ < 0 < β∗2. Se tiene:

d) Si β2 < β∗2, entonces AM < Am < 0. Como f es un polinomio de cuarto grado,
mientras que g tiene grado dos, de (3.25) se tiene que f (A) > g(A) para A
suficientemente grande. Como f (0) = 0 < g(0), hay al menos una raíz Ãi en
el intervalo I3 = [0, ∞). Otras dos raíces pueden encontrarse en este intervalo,
dependiendo de otros parámetros, como el anterior. Por lo tanto, el equilibrio P̃4

es positivo, y P̃5 y P̃6 pueden ser ambos positivos.

Figura 3.14: Gráfico de f (A) y g(A) para el caso I d).

e) Si β2 > β∗2, entonces AM < 0 < Am. Las gráficas de f y g se intersectan en una
raíz en el intervalo (0, Am), el cual no resulta en un P̃i positivo. Es posible que los
gráficos se crucen dos veces o ninguna vez en el intervalo (Am, ∞). Así, ningún
punto P̃i es positivo, o P̃5 y P̃6 son ambos positivos.
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2. Si β3 > β∗3 y β1 > β∗1,∆, las raíces Ā1 y Ā2 son positivas, con Ā1 < Ā2.

Si δ < LG, se tiene:

a) Si β2 < β∗2,δ, no hay positivo P̃i, ya que I1 es vacío.

b) Si β∗2,δ < β2 < mı́n
{

β∗2, β∗,22,δ

}
, se tiene Am < 0 < mı́n

{
Ā1, AM

}
< máx

{
Ā1, AM

}
<

Ā2. Así, f (A) es positivo solo en el intervalo I2 para valores A ∈
[
0, mı́n

{
Ā1, AM

}]
.

Como g(A) > 0 para A > Am, las gráficas f y g pueden cruzarse ninguna o dos
veces en I2, de nuevo dependiendo de ξ. Por lo tanto, o no hay equilibrios posi-
tivos P̃i, o P̃3 y P̃4 son positivos.

c) Si β∗,22,δ < β2 < β∗2, luego Am < 0 < Ā1 < Ā2 < AM. Las gráficas de f y g pueden
cruzarse ninguna o dos veces en el intervalo [0, Ā1], y también ninguna o dos
veces en el intervalo [Ā2, AM]. Así, los equilibrios P̃3 y P̃4 pueden ser positivos o
no y lo mismo ocurre con P̃5 y P̃6. Por lo tanto, se puede tener cero, dos o cuatro
equilibrios positivos. P̃i

Figura 3.15: Gráfico de f (A) y g(A) para el caso II c).

d) Si β∗2 < β2 < mı́n
{

β∗,12,λ, β∗,22,δ

}
, entonces 0 < Am < mı́n

{
Ā1, AM

}
< máx

{
Ā1, AM

}
<

Ā2. Así, como f (A) es positivo sólo en el intervalo I2 si A ∈
[
Am, mı́n

{
Ā1, AM

}]
,

y como g (Am) = 0, la única raíz en el intervalo I2 es Ã4, y sólo P̃4 es positivo.

e) Si máx
{

β∗2, β∗,22,δ

}
< β2 < β∗,12,λ, entonces 0 < Am < Ā1 < Ā2 < AM. Se tiene

f (A) > 0 para A ∈ (Am, Ā1) ∪ (Ā2, AM). Como g (Am) = 0, la única raíz en
(Am, Ā1) es Ã4. Las raíces Ã5 y Ã6 pueden estar ambos en (Ā2, AM), o ambos no
existen, dependiendo del valor de ξ. Por lo tanto, P̃4 es positivo y P̃5 y P̃6 pueden
ser ambos positivos.
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Figura 3.16: Gráfico de f (A) y g(A) para el caso II d).

Figura 3.17: Gráfico de f (A) y g(A) para el caso II e).

f ) Si β∗,12,λ < β2 < β∗,22,δ , entonces 0 < Ā1 < Am < AM < Ā2. Por lo tanto, f (A) < 0
en I2, de tal manera ningún P̃i es positivo, i = 3, 4, 5, 6.

g) Si máx
{

β∗,22,δ , β∗,12,λ

}
< β2 < β∗,22,λ, entonces 0 < Ā1 < Am < Ā2 < AM. En I2, se

tiene f (A) > 0 sólo si A ∈ [Ā2, AM]. Así, los gráficos de f y g pueden cruzarse
ninguna o dos veces (en Ã5 y Ã6) en el intervalo I2. Por lo tanto, sólo P̃5 y P̃6

pueden ser positivos.

h) Si β2 > β∗,22,λ, entonces 0 < Ā1 < Ā2 < Am < AM. Las gráficas de f y g se cruzan
exactamente una vez en I2, en Ã6. Sólo P̄6 es positivo.

Para δ > LG :

i) Si β2 < β∗2, entonces mı́n {Am, AM} < máx {Am, AM} < 0 < Ā1 < Ā2. En el
intervalo I3, f es positiva cuando 0 < A < Ā1 o A > Ā2. Como g (Am) = 0, de
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(3.25), existe una raíz Ã6 > Ā2. En el intervalo 0 < A < Ā1, los gráficos pueden
cruzarse ninguna o dos veces (en Ã4 y Ã5). Por lo tanto, P̃6 es positivo y P̃4 y P̄5

pueden ser positivos.

Figura 3.18: Gráfico de f (A) y g(A) para el caso II i).

j) Si β∗2 < β2 < β∗,12,λ, entonces AM < 0 < Am < Ā1 < Ā2. Las gráficas de f y g se
intersectan dos veces en Ã5 < Ā1 y Ã6 > Ā2. P̃5 y P̃6 son positivos.

k) Si β∗,12,λ < β2 < βth,2
2,λ , se tiene AM < 0 < Ā1 < Am < Ā2. Las gráficas se interceptan

exactamente una vez en I4, en Ã6 > Ā2. Por lo tanto, sólo P̃6 es positivo.

l) Si β2 > β∗,22,λ, se tiene AM < 0 < Ā1 < Ā2 < Am. Por lo tanto, las cuatro raíces de
f (A) se colocan antes de Am, de tal manera que f es una función estrictamente
creciente para A > Am, porque los tres puntos posibles donde f ′(A) = 0 se
encuentran entre las raíces de f . Como f (Am) > 0 = g (Am), los gráficos no
pueden cruzarse en el intervalo I4. Por lo tanto, ningún P̃i es positivo.

Figura 3.19: Gráfico de f (A) y g(A) para el caso II l).
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3. Si β3 < β∗3, entonces Ā1 < 0 < Ā2.

Para δ < LG, se tiene:

a) Si β2 < β∗,22,δ , no hay positivo P̃i. De hecho, si β2 < β∗,22,δ , se tiene Am < AM < 0 <

Ā2, y el intervalo I1 es vacío. Si β∗2,δ < β2 < β∗,22,δ , se tiene A1 < 0 < AM < Ā2, de
tal manera que f (A) < 0 para A ∈ [0, AM]. Como g(A) ⩾ 0, no hay raíz Ãi en el
intervalo I1 ( para β2 < β∗2) y I2 (para β2 > β∗2).

Figura 3.20: Gráfico de f (A) y g(A) para el caso III a) con β2 < β∗2.

b) Si β∗,22,δ < β2 < β∗,22,λ, entonces A1 < 0 < Ā2 < AM. Por lo tanto, f (A) > 0 en el
intervalo [Ā2, AM]. Como Am < Ā2, las gráficas de f (A) y g(A) pueden cruzarse
ninguna o dos veces en el intervalo [Ā2, AM] ⊂ Ij, j = 1, 2. Por lo tanto, puede
haber cero o dos equilibrios positivos P̃i, P̃5 y P̃6.

Figura 3.21: Gráfico de f (A) y g(A) para el caso III b).

c) Si β2 > β∗,22,λ, entonces A1 < 0 < A2 < Am < AM. Así, hay exactamente una raíz
Ãi en el intervalo I2. Por lo tanto, sólo P̃6 es positivo.
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Figura 3.22: Gráfico de f (A) y g(A) para el caso III c).

Si δ > LG, se tiene:

d) Si β2 < β∗,22,λ, entonces mı́n
{

Ā1, AM
}
< máx

{
Ā1, AM

}
< 0 < Ā2, con Am < Ā2.

Si A > máx {Am, 0} , f (A) es positivo sólo sí A > Ā2. Así, sólo hay una raíz
Ãi > máx {Am, 0}, que es Ã6. Por lo tanto, sólo P̃6 es positivo.

e) Si β2 > β∗,22,λ, se tiene mı́n
{

Ā1, AM
}

< máx
{

Ā1, AM
}

< 0 < Ā2 < Am. Las
gráficas de f y g pueden cruzarse ninguna o dos veces (en Ã5, Ã6 > Am

)
en el

intervalo I4. Así, o P̃5 y P̃6 son positivo, o ningún P̃i es positivo.

Estabilidad

Ahora, se presentan los resultados numéricos sobre la estabilidad de los equilibrios no
triviales P̃i, i = 3, 4, 5, 6. Las condiciones (3.20) se estudiaron numéricamente. Variando β2,
se obtuvieron diagramas de bifurcación y se infirió la estabilidad de los equilibrios P̃i. En
cada uno de los casos I, II y III, se fijó δ en una región determinada, de acuerdo con las figu-
ra 3.5, 3.6 y 3.7, y se permitió que β2 variara, obteniendo los diagramas de bifurcación para
cada valor de δ. En general, se produce una bifurcación cuando β2 supera los umbrales que
limitan las subregiones a), b), c), etc. Los diagramas obtenidos se presentan en las Figuras
3.25, 3.24 y 3.25, haciendo referencia a los casos I, II y III respectivamente. En el gráfico
principal de cada figura, se presenta el comportamiento de las raíces Ãi en función de β2,
junto con los valores de Am y AM, que delimitan el intervalo donde las raíces Ãi dan origen
a un P̃i positivo (consulte la subsección de existencia para obtener más detalles). El trazado
es continuo, discontinuo o punteado, según el equilibrio correspondiente sea estable, ines-
table, o no positivo, respectivamente. La estabilidad de los puntos P̃i fueron determinados
observando el menor de los gráficos, donde los coeficientes a1, a3 y a1a2− a3 se representan
frente a β2. Los valores A0 = 0, A1 y A2, correspondiente a los equilibrios P0, P1 y P2, cuya
existencia no depende en β2, pero la estabilidad sí, también se trazan en el gráfico principal.
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Basado en estos diagramas, y corroborado por simulaciones numéricas (no se muestra),
se concluye lo siguiente acerca del comportamiento asintótico del sistema (estas conclusio-
nes se obtuvieron numéricamente para un conjunto de valores de parámetro, y puede no
ser válido para todo el espacio de parámetros, aunque son válido en pequeños vecindarios
abiertos de estos valores):

Figura 3.23: Diagrama de bifurcación de equilibrios P̃i dependiendo de β2, en el caso I.

Nota. Adaptado de Bifurcation diagram of equilibria P̃i depending on β2, in case I. (p. 44), por A. C.
Fassoni, 2016, Modelos matemáticos em câncer abordando fase inicial e tratamento de tumor avascular. Todos
los derechos reservados (2024) por licenciatario.

I) Si β3 > βth
3 y β1 < β∗1,∆, P0 es localmente estable, mientras que P̄1 y P̄2 no son positivos.

Los diagramas de bifurcación correspondientes se presentan en la Figura 3.23.

Para δ < LG, se tiene:

a) Si β2 < β∗2,δ, no hay positivo P̃i positivo, y P0 es inestable. Los resultados numéri-
cos indican que todas las soluciones tienden a P∞.

b) Si β∗2,δ < β2 < βth
2 , P0 es inestable, y P̃5 y P̃6 pueden ser positivos, dependiendo de

ξ. Si es así, las simulaciones numéricas indican que P̃5 es estable y P̄6 es inestable,
separando soluciones que convergen a P̃5 de los que tienden a P∞.

c) Si β2 > βth
2 , P0 y P̃6 son los equilibrios positivos. P0 es estable y P̃6 es inestable,

separando las cuencas de atracción de P0 y P∞.
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Si δ > lG, según el diagrama inferior de la Figura 3.23, se tiene:

d) Si β2 > βth
2 , P0 es inestable. P̃4 es positivo y estable. P̃5 y P̃6 pueden ser ambos

positivo, dependiendo de ξ. Si no es así, las simulaciones numéricas indican que
todos las soluciones convergen a P̃4. Si P̃5 y P̃6 son positivos (no se muestran en
la Figura 3.23), P̃5 es inestable, separando las cuencas de atracción de P̃4 y P̃6, que
son estables.

e) Si β2 > βth
2 , P̃4 deja de ser positivo y P0 se vuelve estable; una bifurcación hacia

adelante ocurre. P̃5 y P̃6 pueden ser ambos positivos y los resultados son análogos
a los anteriores casos.

Figura 3.24: Diagrama de bifurcación de equilibrios P̃i dependiendo de β2, en el caso II.

Nota. Adaptado de Bifurcation diagram of equilibria P̃i depending on β2, in case II. (p. 45), por A. C.
Fassoni, 2016, Modelos matemáticos em câncer abordando fase inicial e tratamento de tumor avascular. Todos
los derechos reservados (2024) por licenciatario.

II) Si β3 > β∗3 y β1 > β∗1,∆, entonces P0, P̄1 y P̄2 son positivos. P̄1 es inestable. Para analizar
las bifurcaciones con respecto a β2, se debe de considerar cuatro intervalos diferentes
para parametrizar δ, separado por 0 < δ1 < δ2 < LG (ver Cuadros 3.2 y 3.3). Los
diagramas de bifurcación correspondientes se presentan en la Figura 3.24.
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Para δ < δ1, se tiene:

a) Si β2 < β∗2,δ, P0 y P̄2 son inestables y no hay equilibrio positivo P̃i. Todas las
soluciones convergen a P∞.

b) Si β∗2,δ < β2 < βth
2 , P0 y P̄2 son inestables. Los equilibrios P̃3 y P̃4 pueden ser positi-

vos (consulte el apéndice en el apartado de existencia para obtener más detalles).
Si ocurre, P̃3 es estable y P̃4 es inestable, separando las cuencas de atracción de P̃3

y P∞.

c) Si β∗2 < β2 < βth,1
2,λ , P0 es estable y P̄2 es inestable. P̃4 es positivo e inestable,

separando las cuencas de atracción de P0 y P∞.

d) Si β∗,12,λ < β2 < β∗,22,δ , P0 es estable y P̃2 inestable. Los equilibrios P̃i, i = 3, 4, 5, 6,
son no positivo. P1 separa las cuencas de atracción de P0 y P∞.

e) Si β∗,22,δ < β2 < β∗,22,λ, P0 es estable y P2 es inestable. P̃5 y P̃6 puede ser positivo. Si
pasa, P̃5 es estable y P̃6 es inestable, lo que separa las cuencas de atracción de P̃5

y P∞. P1 separa las cuencas de atracción de P0 y P̃5 (o P0 y P∞, cuando P̃5 y P̃6 no
son positivas). Puede haber tres cuencas de atracción.

f ) Si β2 > β∗,22,λ, P0 y P2 son estables y sus cuencas de atracción están separadas por
P1. P̃6 es positivo e inestable, separando las cuencas de atracción de P̄2 y P∞. Hay
tres cuencas de atracción.

Si δ1 < δ < δ2, las transiciones ocurren a través de regiones a), b), d), e), g) y h),
como se puede observar en las Figuras 3.5, 3.6 y 3.7. El diagrama de bifurcación
correspondiente es muy similar al del caso anterior. Lo mismo ocurre en el inter-
valo δ2 < δ < LG, fueron transiciones ocurren a través de las regiones a), b), c),
e), g) y h). En aras de la brevedad, se omiten las descripciones detalladas de estos
dos casos, así como los diagramas de bifurcación.

Para δ > LG, se tiene:

g) Si β2 < β∗2, P̃6 es positivo y estable. P̃4 y P̃5 pueden ser ambos positivos. Si pasa,
P̃4 es estable, y P̃5 inestable,separando las cuencas de atracción de P̃6 y P̃4. Si no
son positivas, todas las soluciones convergen a P̃6.

h) Si β∗2 < β2 < β∗,12,λ, P̃6 es positivo y estable. P0 es también estable. P̃5 es positivo e
inestable, separando las cuencas de atracción de P0 y P̃6.

i) Si β∗,12,λ < β2 < β∗,22,λ, P̃6 es positivo y estable. P0 también es estable. Sus cuencas de
atracción están separadas por P̄1.

j) Si β2 > β∗,22,λ, P0 y P̄2 son estables, y sus cuencas de atracción están separadas por
P̄1.

III) Si β3 < β∗3, P0 y P2 son positivos. P0 es inestable. Los diagramas de bifurcación corres-
pondientes se presentan en la Figura 3.25.
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Figura 3.25: Diagrama de bifurcación de equilibrios P̃i dependiendo de β2, en el caso III.

Nota. Adaptado de Bifurcation diagram of equilibria P̃i depending on β2, in case III. (p. 47), por A. C.
Fassoni, 2016, Modelos matemáticos em câncer abordando fase inicial e tratamento de tumor avascular. Todos
los derechos reservados (2024) por licenciatario.

Para δ < LG, se tiene:

a) Si β2 < β∗,22,δ , P̄2 es inestable y no hay positivo P̃i, i = 3, 4, 5, 6. Todas las soluciones
convergen a P∞.

b) Si β∗,22,δ < β2 < β∗,22,λ, P̄2 es inestable y P̃5 y P̃6 pueden ser ambos positivos. Si pasa
P̃5 es estable y P̃6 es inestable, separando las cuencas de atracción de P̃5 y P∞.

c) Si β2 > β∗,22,λ, P̄2 es estable y P̃6 es inestable, separando las cuencas de atracción de
P̄2 y P∞.

Para δ > LG, se tiene:

d) Si β2 < β∗,22,λ, P̄2 es inestable y P̃6 es el único equilibrio positivo P̃i, i = 3, 4, 5, 6, y
sería estable.

e) Si β2 > β∗,22,λ, P̃6 se vuelve negativo y P̄2 se vuelve estable.
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