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Resumen

En los modelos matematicos relacionados al cancer, se busca estudiar las interacciones
de dos o més poblaciones de células en un tejido cualquiera del cuerpo humano y de su
evolucién a lo largo del tiempo. Dicha interaccion celular esta estrechamente relacionada a
otros modelos que involucran poblaciones de dos especies en las cuales hay depredadores
y presas, donde los depredadores dependen fundamentalmente de las presas. En este caso,
las células malignas actuarian como depredadores y las células normales como las presas.

En este trabajo, se estudia el modelo matematico propuesto por el Dr. Artur César Fas-
soni para la aparicion y desarrollo del cancer, el cual considera tres poblaciones de células:
normales, premalignas y cancerosas. El modelo tiene en cuenta tres caracteristicas distin-
tivas del cancer (autosuficiencia en las sefales de crecimiento, insensibilidad a las sefiales
de anti-crecimiento y evasién de la apoptosis) e incluye la inestabilidad genética como una
caracteristica habilitante.

Se hace un analisis cualitativo extensivo sobre este modelo con el propésito de describir
los parametros involucrados y se aplica la teoria de sistemas dindmicos para garantizar la

existencia de los puntos de equilibrio interpretando a su vez la estabilidad de dichos puntos.

Palabras claves: tumorogénesis, angiogénesis, tumor avascular, puntos de equilibrio,
estabilidad, bifurcaciones.
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Introduccion

Desde tiempos muy remotos a la humanidad le ha interesado medir y explicar mate-
maticamente diversos fendmenos fisicos que ocurren a su alrededor. En particular, en los
altimos afios se ha aumentado el interés por aplicar técnicas matemadticas en el andlisis de
problemas biolégicos. Asi, la Biologia Matemdtica es una rama de las Matemadticas que trata
de describir los procesos biolégicos por medio de herramientas matemaéticas y computacio-
nales para poder entender su fenomenologia. Se pueden encontrar fenémenos biolégicos
de interés en diversas ramas de las ciencias naturales tales como Fisiologia, Ecologia, Epi-
demiologia, Genética, Anatomia, Neurologia, Inmunologia, Cancerologia, por mencionar
algunas. Estos fenémenos pueden ser modelados por medio de ecuaciones diferenciales or-
dinarias o parciales, procesos estocdsticos, autématas celulares, algoritmos genéticos, entre
otros.

La importancia de las enfermedades oncolégicas ha permitido crear la denominada On-
cologia Matemdtica. El modelado matemdtico se ha estado usando por varios afios como
herramienta para auxiliar en la lucha contra el cdncer. La tumorogénesis se describe como
un proceso asociado a una alteracién genética, en donde una célula normal y sus descen-
dientes es transformada progresivamente en un tumor maligno.

En la literatura existen numerosos modelos matematicos que intentan describir proce-
sos que ocurren durante el desarrollo del cancer, algunos de estos describen: el crecimiento
de tumores cancerosos avasculares, la respuesta del sistema inmune a la presencia de célu-
las cancerosas en el cuerpo, movimiento de las células cancerosas y su propagacién en el
organismo, control de crecimiento de tumores, modelos de vascularizacién o angiogénesis
de los mismos, entre otros. En este trabajo de investigacién se estudia un modelo matema-
tico constituido por un sistema de EDO con tres incégnitas que describen los elementos
involucrados en el desarrollo de tal enfermedad, considerando tres poblaciones de células:
normal, premalignas y cancerosas.

Las ecuaciones abordadas en este trabajo fueron planteadas por el Dr. Artur César Fas-
soni (actualmente profesor del Instituto de Matematica y Computacién de la Universidad
Federal de Itajuba en Brasil) en su tesis para obtener el grado de doctor en matemética
titulado “Modelos mateméticos em cancer abordando fase inicial e tratamento de tumor
avascular” en el afio 2016 [1].

IX






Capitulo 1

Introduccion a los sistemas dinamicos

1.1. Preliminares

Sea () un subconjunto abierto del espacio R x [E donde R es la recta real y E = R”
un espacio euclideano n-dimensional. Un punto de R x E sera denotado (f,x) con t € R
y x = (x1,x2,...,%,) en E; salvo mencién en caso contrario, se adoptard en R x E una
norma: |(t,x)| = max{|t|,|x|}, donde |x| denota una norma en E. Sea X : O — E una
aplicacién continua (o campo vectorial de clase Ck1<k< o0) y sea ademds [ un intervalo
no degenerado en una recta (esto es un subconjunto conexo de R no reducido a un punto).
El intervalo I cerrado, abierto, semi abierto, limitado o no. [31]

Definicién 1.1.1 Una funcién diferenciable ¢ : I — E se llama solucién (o variable de estado) de
la ecuacion diferencial:

dx
prl X(¢,x) (1.1)

en el intervalo I si:
(i) El grdfico de ¢ (o curva integral, esto es (t, @(t));t € I) estd contenido en Q) y,

(ii) ‘Z—f = X(t, ¢(t)) para todo t € I si t es un punto extremo del intervalo, la derivada es la
derivada lateral respectiva.

La ecuacién (1.1) se llama ecuacion diferencial ordinaria de primer orden, se denota abrevia-
damente por X = X(t,x) y admite la siguiente interpretacién geométrica: ¢ es una curva
integral de X solo si su vector de velocidad ¢'(t) en t coincide con el valor del campo X en
¢(t). (Ver Figura 5).

Observacién 1.1.2 Una curva integral ¢ : I — Q) de X se llama mdxima si para toda curva
integral Y: | — Q tal que I C Jy ¢ = |; entonces I = ] y, en consecuencia, ¢ = . En este
caso, I se llama el intervalo mdximo.
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Figura 1.1: Campo vectorial y curva integral.

[ t
Nota. Adaptado de Campo de Vetores e Curva Integral (p. 91) por J. Sotomayor, 2009, Equagdes Diferen-
ciais Ordindrias. Todos los derechos reservados (2024) por licenciatario.

SeaX;: Q) — R,i=1,2,..nla componente de X : ¢ = (@1, ¢2,...¢) con ¢; : I — R es
una solucion de (1.1) si y solamente si cada ¢; es diferenciable en I, (¢, p1(t), p2(t), ...pn(t)) €
Qparatodotely

% = X1(t, p1(t), ey Pu (1))

d
% =Xo(t, p1(t), .., o (1)) (1.2)

dc(lptn = Xo(t, @1(£), ey (1))

para todo t € I.

Por esta razon, se dice que una ecuacion diferencial vectorial (1.1) es equivalente al sistema
de ecuaciones diferenciales escalares de primer orden:

dxz-

Fri Xi(t, x1,x2, s Xn) (1.3)

coni=1,2,..,n

Observacién 1.1.3 Un campo vectorial:

X(t,x) = (Xq(t,x1, .o, xn), -, Xn(t, x1,. .., Xn))

serd continua si cada X; es una funcion continua de x1, ..., x,. [36]
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Un sistema definido en (1.3) puede ser tanto lineal como no lineal, pero para intereses
futuros se estudiardn aquellos que sean no lineales; a su vez pueden darse condiciones
iniciales a cada una de las variables de estado, de esta manera se tiene se tiene la siguiente
definicioén (también conocido como problema inicial o problema de Cauchy):

Definicién 1.1.4 (Sistema No Lineal.) Dado un intervalo abierto I y una funciéon X : Q) — E
considérese el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden con condiciones iniciales
xo € R"enty €I,

dx
E = X(t,x), tel (1‘4)
X(to) = Xp

Si la funcién X no es lineal con respecto a la variable x, se dird que es un sistema no lineal (SNL).

Para un vector x = (x1,...,x,) se define ||x|| = y/x2 + - - - + x2 y el producto interno se
define como x -y = x1y1 + - - - + XnYn donde y = (y1,...,yn) y la desigualdad triangular:

[yl < flx[l -+ llyll,

y la desigualdad de Schwarz:
-yl < lx-yll

Para una funcién con valor vectorial x(t) = (xq(¢),...,x,(t)), se tiene:

/abx(t)dt = </ab xl(t)dt,...,/ub xn(t)dt>

Y también se tiene la siguiente desigualdad:

b b
H/ xdtHg/ Ix(8)||d

La siguiente definicién es de suma importancia para las demostraciones de los teoremas
de existencia y unicidad:

Definicién 1.1.5 (Condicién de Lipschitz.) Se dice que una funcion de valor vectorial X(t,x)
satisface una condicion de Lipschitz en una region R en el espacio (t,x) si, para alguna constante
L > 0 (llamada constante de Lipschitz) tenemos:

[1X(t,x) =X(t,y)l| < Lllx—yl (1.5)

siempre que (t,x) € Ry (t,y) € R.
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1.2. Teoremas de Existencia y Unicidad

Cuando un problema de valor inicial modela mateméaticamente una situacién fisica, la
existencia y unicidad de la solucién es de suma importancia, pues, con seguridad se espera
tener una solucién, debido a que fisicamente algo debe suceder. Por otra parte, se supone
que la solucién sea tnica, pues si se repite el experimento en condiciones idénticas, cabe
esperar los mismos resultados, siempre y cuando el modelo sea deterministico. Por lo tanto,
al considerar un problema de valor inicial es natural preguntarse por:

1. Existencia: ;Existird una solucién al problema?
2. Unicidad: ;En caso de que exista solucién, serd tinica?

Los Teoremas de Existencia y Unicidad que se presentan aqui garantizan, bajo determi-
nadas condiciones de regularidad, la existencia y la unicidad de la solucién sin necesidad
de calcularla previamente.

En general, lo que indica los Teoremas de Existencia y Unicidad es que siempre habra
una solucién y que esta solucién sera tinica para el problema de valores iniciales de un SNL
de Primer Orden, si la funcién X(x, t) satisface la condicién de Lipschitz y es continua en el
intervalo [t —a| < T.

Teorema 1.2.1 (Teorema de Unicidad.) Si el campo vectorial X(t,x) satisface una condicién de
Lipschitz en un dominio R, entonces hay como mdximo una solucion x(t) del sistema diferencial

dax
=X 1.
que satisface una condicién inicial dada x(a) = ¢ € R.

Demostracién. Supongase que X(t,x) satisface la condicién de Lipschitz.
IX(£,x) =X(t,y)|| < Llx—yll

para cualquier (t,x), (f,y) € R. Sea x(t) = (x1(t),...,x.(t)) y y(t) = (y1(t),...,y(t)) dos

condiciones que satisfacen la misma condicién inicial x(a) = ¢ = y(a).
n

Denotar o(t) = [|x(t) — y(t)||> = Y _ [xk(t) — y()]* > 0 entonces:
k=1
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Por la desigualdad de Schwarz, se tiene:

(1) < 10/ (H)] = 2|(X(t,%) = X(t,y)) - (x— ) |
<2X(t,%) - X(t,y)] - [l x - y)]
<2L|x — | = 2Lo(t)

la tltima desigualdad implica:

% (B exp™) = (o7(£) — 2Lo (1)) exp 2! < 0

Por lo tanto, o(t) exp 2L es una funcion decreciente.

Para t > a se tiene que, o(t) exp 2 < o(a) exp2L4

que: 0(t) = 0 para t > a, es decir, x(t) = y(t) t > 0.

= 0 dado que o(t) > 0 tenemos

Para t < a, como arriba, se tiene nuevamente:
—d'(t) < | (t)] < 2Lo(t),
lo que implica:
%(U(t) exp2L) = (0’ (£) + 2Lo(£)) exp 2Lt > 0

+2Lt

asi que o (t) exp es una funcién creciente. Por lo tanto, para t < 4, se tiene:

o(t)exp ™ < o(a)exp™ =0
Nuevamente se obtiene o(t) = 0 para t < a, es decir, x(t) = y(t) para t < a. [36]

O

Antes de enunciar el Teorema de Existencia, se daran algunos teoremas y definiciones
previas que seran importantes para la demostracién del mismo.

Teorema 1.2.2 Sea X(t,x) una funcién continua. Entonces una funcion x(t) es una solucién de el

problema de valor inicial:
dx
= X(t,x)
dt ’
{ X(1) =c (1.7)

si y s6lo si es una solucion de la ecuacion integral

x(t) =c+ /atX(s,x(s))ds (1.8)
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Demostracién.
Astimase que x(t) es una solucién de el problema de valor inicial (1.7). El Teorema
Fundamental del Célculo implica que:

x(t) = x(a) +/ﬂt ¥.(s)ds

Usando el sistema en (1.7), se tiene la ecuacién integral (1.8).

Por otro lado, si x(t) es una solucién de la ecuacion integral (1.8), entonces x(a) = ¢y,
por el Teorema Fundamental del Célculo, se tiene:

x () =X (5, x(1);k=1,..,n
Esto implica que x satisface 2 = X(t, x).
U

Para funciones X(t, x), que se definen para todo x en |t —a| < T y ademds son continuas,
se define un operador U por:

U(x) = c+ / 'X(5,x(5))ds (1.9)

Para este operador, su dominio es: x(t) tal que x es continua en el intervalo |t —a| < T
y su rango es: y(t) tal que y es continuamente diferenciable en el intervalo |t —a| < Ty

y(a) =c.

De esta manera, una solucién de la ecuacion integral en (1.8) es un punto fijo del opera-
dor U:
x = U(x)

Lo anterior dicho, se puede establecer en el siguiente teorema:

Teorema 1.2.3 Sea X(t,x) una funcién continua. Entonces una funcién x(t) es una solucion del
problema de valor inicial (1.7) si y sdlo si el operador U definido en (1.9) tiene un punto fijo en
Cla—T,a+T).

Definicién 1.2.4 (Iteracion de Picard) Se usard el operador U para generar una secuencia de fun-
ciones {x, } a partir de los datos iniciales dados por la interaccién sucesiva:

xo(t) = ¢ xy = U(xy—1) = Uy(xo)n=1,2,... (1.10)

esto es llamado la iteracién de Picard.
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Teorema 1.2.5 Supdngase que X(t,x) es continua y satisface la condicién de Lipschitz (1.5) en el
intervalo |t — a| < T para todo x, y. Entonces la iteracion de Picard (1.10) converge uniformemente
para |t —a| < T.

Una demostracion de este teorema se puede encontrar en [36].

Ahora se pasard a demostrar el Teorema de Existencia el cual se enuncia de la siguiente
manera:

Teorema 1.2.6 (Teorema de Existencia.) Supongamos que X(t,x) es continua y satisface la con-
dicién de Lipschitz (1.5) en el intervalo |t — a| < T para todo x, y. Entonces el problema de valor
inicial (1.7) tiene una solucion iinica en el intervalo |t —a| < T.

Demostracion. La unicidad es una consecuencia directa del teorema 1.2.1. Solo se necesita
probar la existencia.

Por el teorema 1.2.5 la secuencia {x,(t)} definida por la iteracién de Picard con x(t) = ¢
es uniformemente convergente. Se denotard a X (t) como la funcién limite. Mostrando que
Xeo(f) €s una solucién de la ecuacién integral (1.8). Por definicién:

t
xuin(t) = ¢+ /0 X(s, xu(s))ds
el lado izquierdo es convergente de manera uniforme a X« (t). Por la condiciéon de Lipschitz:

[X(s, %n11(5)) = X(s,%n())[| < L|xn41(5) = xu(s)]]

y asi la integral en el lado derecho también es uniformemente convergente. Como X(s, x) es
continua, se sabe que:
X(s,x1(s)) — X(s,%(5))

Por lo tanto, se obtiene:

xeolt) = ¢+ /OtX(s,xoo(s))ds

Finalmente, por el teorema (1.2.2) se concluye que la funcidon x.(t) es una solucion del
problema de valor inicial (1.7). [36]

0

Los teoremas de existencia y unicidad antes mencionados, en conjunto, forman el de-
nominado Teorema de Picard - Lindeldf (también conocido como teorema de Cauchy-
Lipschitz) el cual asegura que, bajo la condicién de continuidad y la condicién de Lipschitz,
no solo existe una solucién al problema de valor inicial, sino que esta solucién es tinica.



1.3. ORBITAS Y TRAYECTORIAS

Teorema 1.2.7 (Teorema de Picard - Lindel6f) Sea X : D C R x R" — R" una funcién conti-
nua, donde D es un dominio abierto. Si X(t,x) satisface una condicion de Lipschitz con respecto a x
en D, es decir, existe una constante L > 0 tal que para todos x; y xo € R" yt € R,

IX(t,x1) = X(Ex) || < Lxa =,

entonces para cualquier punto (c,a) € D, existe un intervalo I = [a —5,a+ 6] C R y una
funcién ¢ : I — R" que es solucion del sistema diferencial % = X(t,x) con la condicién inicial
x(a) =c.

1.3. Orbitas y trayectorias

Anteriormente se habia definido que la solucién de un sistema de ecuaciones diferen-
ciales viene dada por una funcién ¢ : I — R" tal que ¢’ = X(t, ¢(t)) para todo t € I 'y
cuya grafica se conoce como curva integral. Ahora bien, se pasa a conocer los conceptos de
oOrbitas y trayectorias que son otra manera muy similar de interpretar geométricamente las
soluciones de un sistema definido en (1.1).

Definicién 1.3.1 Sea ¢(t;to, xo) la solucion del problema (1.4), definida en un intervalo maximal I.
w la grdfica de la funcién ¢(t;to, xo), es decir, el conjunto de puntos:
{(t,x) e RxR": x = ¢(t;to,x0),t € [}
se llamard, trayectoria (o curva integral) de la solucién, y se denotard por .

» Aparecen también los conceptos de semidrbita positiva y semiorbita negativa asociadas al
punto xo € R" definidas como los conjuntos:

Y ={x € R": x = @(t;to, x0),t € I,t > to}
Vi, = 1x €ER" 1 x = @(t;to, x0),t € [, < to}

El concepto de orbita resulta pues inmediato:
Yoo = 1, Uvih = {x € R": x = @(t; £y, x0),t € I}

Dicho de otro modo, la érbita viene dada por todos los puntos que la solucién acaba
por recorrer.

Observacién 1.3.2 Hay mucha similitud y correspondencia entre las ideas de trayectoria y orbi-
ta, pero, de acuerdo con la definicién, la érbita de un punto dado coincide con la proyeccion de la
trayectoria sobre el espacio determinado por las variables dependientes.

Otro concepto muy importante de la teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales, es
el de diagrama de fases, ya que a través del mismo se puede tener una idea geométrica del
comportamiento asintético de las soluciones.

Definicién 1.3.3 Se denomina diagrama de fases del sistema de ecuaciones dada en (1.4), al con-
junto de todas las trayectorias de las soluciones del sistema.
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Como un sencillo ejemplo se puede considerar el sistema plano:

{ X' =x
Yy =-y

Sus soluciones son de la forma (x(t),y(t)) = (c1e,coe™") para constantes arbitrarias cy,
c2. Como se verifica sin dificultad el tnico punto critico es el origen y los cuatro semiejes
coordenados son 6rbitas del sistema, orientadas hacia el origen en el caso de las 6rbitas en
el eje Y y orientadas contra el origen en el caso de las 6rbitas en el eje de las X. El resto de

las 6rbitas son hipérbolas que se aproximan asintéticamente al eje Y cuando t — —oo. El
diagrama de fases de este sistema aparece descrito en la siguiente figura.
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Figura 1.2: El diagrama de fases del sistema x' = x, y' =

|
=

Dos soluciones distintas no pueden cortarse nunca, debido a los teoremas de existencia
y unicidad de las soluciones. Pero, ;y las 6rbitas? Las 6rbitas de dos soluciones distintas:
x1(t) e x2(t) o bien no tienen ningtn punto en comun o bien coinciden. Tampoco puede
ocurrir que una Orbita se corte a si misma. Esta interrelacion entre dos 6rbitas de (1.4) queda
establecido en el siguiente teorema:

Teorema 1.3.4 Sean x; : [} — p C R"exp : L, — ¢ C R" dos soluciones de (1.4) siendo
respectivamente I'y y T'p sus orbitas asociadas. Entonces T'y y T'» son o bien disjuntas (T1 NTy =)o
bien coincidentes I'y = T'p. El sequndo caso ocurre siy solo si existe algiin ty € R tal que I, = I + to
exq(t) = xa(t+ to) para todo t € 1.

El siguiente lema, es clave para la demostracién del teorema anterior.
Lema 1.3.5 Sean x : I — 1 C R" una solucién de (1.4), to € I, Ip = I +to = {t +to,t € I}

yz:Ilp — ¢ C R" la funcién dada por z(t) = x(t — to). Entonces z(t) es también solucién de
(1.4).



1.3. ORBITAS Y TRAYECTORIAS

Demostracion. Sit € [p -+t =t +ty,t1 € [ entonces t — tg = t1; t1 € I.
Por regla de la cadena z(t) = x(t — ty), u =t — tg = z(t) = x(u), luego:
dz _ dx(u)du _dz  dx(u)

= = = =X = X(x(t — to)) = X(z(t
dt ~ du dt  dt | du (x(u)) = X(x(t —to)) = X(2(t))

La z satisface la ecuacién y esto muestra que es soluciéon maximal. Ahora se verd que
z(t) es maximal.

Esto se probard por reduccién al absurdo. Suponer que z(t) no es maximal, 3 Z(f)
solucion de x” = X(x), donde
Z(t) :— p CR”
tal que extiende a z, Iy C Iy y Z|,- Sea I = Iy — to, luego Iy D Iy = I + ty, de aqui que
To —tg D I.

Sitel—t=ty—to+t=t+to—tg=1t€lp—ty luego: [ =1Ip—ty DL

Definase X : [ — ¢ C R" tal que X = Z(t + t) y esta es solucién de X’ = X(x). Ademads
se tiene que I C Iy X|/—y, sea:

te Lx(t) =% |t+t, | =z(t+to) =x(t+to— to) = x(t)

Por lo tanto, ¥ es una extension de x. (— <) la maximalidad de x.
O

Demostracién del teorema 1.3.4. Suponer que I'' NI, # = dp € I',p € I',, donde
t1 € 1/x1(t1) = py t2 € I/x2(t2) = p. Definase las funciones x : 1 —t; — ¢ C R"/x(t) =
x1(t+t)yx: L —tr — p CR"/X(t) = x2(t + t2). Son soluciones de la ecuaciéon x” = X(x)
(por lema 6.1), y ademas x(0) = x;(t1) y X(0) = x2(t2) pero x1(t) = p = xz2(t2) lo cual
implica x(0) = x1(t1) = x2(t2) = %(0).

La unicidad de soluciones garantiza que Iy —t; = I — f := I e x(t) = X, Vt € 1. Ahora
bien,sit =t+tH —th € [T —t;,Vt € [yt =t+ty—tp € [, —t,Vt € I, se tiene que
t+ti € L yt+t € I yentonces xi(t+ 1) = xo(t+t);t € 1 —t; = L — tp := I lo cual
garantiza que I'y = I';.

Ahora para la segunda parte se tiene que (=) sih —tHh =hL—th = L+h—t1 =D
tomando ty = t, — t1. (<:) Xz(t—l— to) = Xz(t —t + tz)(t S Il) = Xl(f -t + t1) = Xl(t).
O

De acuerdo con el teorema 1.3.4, si dos soluciones periddicas tienen asociadas una mis-
ma Orbita periédica entonces su periodo debe de ser el mismo. Por tanto, el periodo de una
Orbita periddica puede definirse sin ambiguedad como el periodo de cualquier solucién
periédica que la tiene como 6rbita asociada.
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1.4. SISTEMAS AUTONOMOS

1.4. Sistemas autonomos

Definicién 1.4.1 (Sistema auténomo) Es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que
no depende de la variable independiente (usualmente denotada con la letra “t”), esto es de la forma:

dx

22X

donde X toma valores en el espacio euclidiano n—dimensional y “t” es el tiempo.
Por ejemplo, el sistema:

X' =x—-3y+#
Yy = xsin(yt)
7 =ye

no es auténomo, debido a la presencia de ¢ en el lado derecho.

En cambio, el sistema:

¥ = —x+43y
y = x*+ 5zxsin(yt)
Z =y —6x+7

si es auténomo.

Una peculiaridad de los sistemas auténomos es la naturaleza de sus soluciones. A este
respecto se dird que x € i C R” es un punto critico o estacionario (resp. regular) de x’ =
X(x) si X(x) = 0 (resp. X(x) # 0). Pues bien, se tiene el siguiente teorema:

Teorema 1.4.2 Sean x : I — ¢ C R" una solucién de (1.4) y I' su 6rbita asociada. Entonces I
es abierto y/o bien I' consiste en un iinico punto critico (y entonces I = R ) o bien I sélo contiene
puntos requlares. En este caso debe de verificarse que una y sélo una de las siguientes alternativas:

1. x(t) es inyectiva.
2. I = R ex = x(t) es periddica de periodo T para algiin T > 0, es decir, x(t + T) = x(t),
Vie Rex(t) #x(t)si|t—t'| <T.

Para la demostracién de este teorema se necesitan algunos lemas previos.

Lema 1.4.3 Sean x : I — 1 C R" una solucion de (1.4). Supdngase que existen niimeros t; < t,
tales que x(t1) = x(t2). Entonces, I = R e x(t + Tp) = x(t), Vt € R, donde Ty = t, — ;.

Demostraciéon. Sea z : [ — Ty — 1 C R" tal que z(t) = x(t + Tp), x estd bien definida
y de acuerdo al lema 7.1, z es solucién de x” = X(x). Como las funciones x(t) y z(t) toman
el mismo valor en # [z(t1) = x(t1 + To) = x(t1 +t2 —t1) = x(t1) = x(t2)], ambas son
soluciones del problema de Cauchy:

11



1.4. SISTEMAS AUTONOMOS

{x’ = X(x)

X(tl) = X1

y la solucién es tnica. Por unicidad I = I — Ty — I = R y por otro lado x(t + Tp) =
z(t) = x(t), Vt € R.

Lema 1.4.4 Sea x(t) una funcion en las condiciones del lema 1.4.3. Entonces:

C={TeR:x(t+T)=x(t),Vt}
C es cerrado y un subgrupo aditivio no trivial de R.

Demostracion. Se verificard que C es un subgrupo no trivial. C # , pues 0 € C, C es no
trivial pues Ty = t, —t; € C, por el lema 1.4.3. Ademads si S, T € C entonces:

X(t+T+S)=x((t+T)+8) =x(t+T)=x(t) = S+TeC

x(t—T)=x(t—-T)+T)=x(t) = -TeC

Ahora, para verificar que C es cerrado basta con garantizar que si T, € C es una sucesién
de puntos tal que T, — T, entonces T € C. Si se fija t € R se verifica que x(t + T,,) = x(t).
Luego, por la continuidad de x, se tiene:

lim x(t + Tp) = x (nm (t+T0)

n—oo n—oo
=x(t+T)
= x(t)

Por tanto, T € C.
O

Lema 1.4.5 Sea C C R cerrado y subgrupo aditivo no trivial. Entonces o bien C = ToZ para algiin
To > 0o0bien C =1R.

Demostraciéon. Sea Ty =inf{T € C: T > 0} # (esto por el hecho de que C es no trivial
y por el hecho de que si T € C entonces también —T € C asi, tiene sentido calcular Tp).
Por ser C cerrado se tiene ademds que Tj € C o también, para cada n definase {Tj + % o
dT, €e Ctalque Tp < T, < Ty + %, asi lim, 0o Ty, = Top = Tp € C. Ahora, el siguiente
objetivo es demostrar que C = TpZ y esto se puede lograr demostrando que TopZ C C y que
C C TpZ.

12



1.4. SISTEMAS AUTONOMOS

SinTy € C = ToZ C Cy ahora se vera que TopZ O C, se supondrd que esto no es asi.
Si Z estd ordenado, 3T /nTy < Ty < (n+1)Ty = 0 < Ty —nTy < Ty (—+) por ser T el
N——

eC
infimo. Por tanto, C C TyZ = C = TyZ.

Supéngase ahora que Tp = 0 y se probard que C = R. Toda vez de que C es cerrado,
bastard demostrar que C es denso. Para ello, se fijard arbitrariamente t € Ry e > 0y se
encontrard un punto en C cuya distancia a t sea menor que € , ahora:

To=0;e >0; dT1 € C/0 < T; < €. Eljjase n € Z de manera que:

nTy <t<(n+1)T1=0<t—nT1Hh <T1 <e=|t—nTy| <e
O

Demostracién del Teorema 1.4.2. Se empezara probando que si I' contiene algtn punto
critico p entonces = Ry I' = p.

Sea t; € I tal que x(t1) = p. Por ser X(p) = 0, la funcién constante X = p es solucion de
X' =X(x)/%¥(t) =0=X(p) = ( ( )) Vt Como ademads verifica X(t1) = p, se concluye de
la unicidad que I = R e x(t) = X(t) =

Supongase ahora pues que I' consta exclusivamente de puntos regulares y que x(t) no es
inyectiva. De acuerdo con el lema 1.4.3, I = R y existe Ty > 0 tal que x(t + Tp) = x(t) para
cada t. Més aun, los lemas 1.4.4 y 1.4.5 implican que si C = {T € R : x(t+ T) = x(t),Vt}
entonces o bien C = R o bien C = T{Z para algan T; > 0. En realidad, el caso C = R
no puede darse, pues entonces se tendria que x(#') = x(t) para cada t,tp € R e x(t) seria
una funciénn constante igual a un cierto p; entonces 0 = x’(t) = X(x(¢)) = X(p) y p seria
un punto critico, contradiciendo el hecho de que I' consta s6lo de puntos regulares. Asi
pues, C = T1Z. Entonces x(t) es funcion periédica de periodo T, ya que si t; < tp fuesen
tales que tp —t; < Ty e x(t1) = x(f2), el lema 1.4.3 implicaria t, — t; € C, lo cual es imposible.

O
Si I' consiste en un tnico punto (critico) se llamara a veces una 6rbita degenerada, y

en caso contrario una érbita no degenerada o regular. Si ademds estd en el caso (ii) del
teorema 1.4.2 se dird que es una 6rbita periddica.
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1.4. SISTEMAS AUTONOMOS

Definicién 1.4.6 (Sistema dindmico.) Se llamard sistema dindmico a una terna (X, T, ¢) que
consiste en un espacio de fases o espacio de estados X, un conjunto de tiempos T y un flujo u operador
de evolucién ¢ : T x X — X verificando las siguientes propiedades:

1. X es un espacio métrico, T es un subgrupo aditivo de R (es decir, 0 € T y si t,s € T entonces
t+s e T)y ¢ es una aplicacion continua.

2. ¢(0,x) = x para todo x € X.

3. ¢(t,9(s,x)) = @(t+s,x) paratodot,s € Tyx € X.

Observacién 1.4.7 Los sistemas auténomos estdn estrechamente relacionados con los sistemas di-
ndmicos. Cualquier sistema auténomo puede transformarse en un sistema dindmico y, utilizando
supuestos muy débiles, un sistema dindmico puede transformarse en un sistema auténomo.

La nocién de sistema dindmico en el contexto en el que se estd tratando es esencialmente
equivalente a la de flujo. Y ésto tltimo lo establece el siguiente teorema:

Teorema 1.4.8 Sea ¢ : R x Q — Q,¢ = ¢(t,x), un sistema dindmico global de clase C? y
considérese la funcion X : Q3 — R" definida por:

Entonces, ¢ es el flujo del sistema x' = X(x).

Demostracion. El objetivo es demostrar que la funcion x(t) = ¢(t,X) es solucion de
xo = X(x) con condicién inicial x(0) = X, luego:

14



1.4. SISTEMAS AUTONOMOS

Ejemplo 1.4.9 Considérese la funcion Xp(x,y) = (x,—y + x3) se verificard que el sistema tiene

como flujo:
(x,y) = xe! _ X ~ty x° 3t
P20, X,Y) = Y 1 e T e

{ xX(t) =x— x(t) = xpe'
y'(t) =-y+2°
Ahora y' (t) = —y + (xpe')?, entonces:

Esto es:

Yy +y=x=y +y=x

— (ety)/ — x3et

= ely = /x3etdt +C

Luego:
ely = [ x3ldt +C
= [ x3etdt+C
3
Y0 at
== C
1 +
Ast:
x3edt

y= +Ce™!

Ahora se encontrard el valor de C con la condicion inicial y(0) = yo, entonces:

x3 x3
y(0)=y0:>10+czyo:>(3:yo—zo

Por lo tanto, se ha verificado que el flujo o solucién del sistema X»(x,y) = (x, —y + x3) en
(x0,Y0) es:

. (o RN e, X
@(t;x0,v0) = ( x0€', | Yo 1 e +4e

) ) _ t _xj —t xj3t
Se(bxy) = x|y 1 e —|—4€ Y, y.

15



Capitulo 2

Elementos de estabilidad

En este apartado se revisan los conceptos y teoremas relacionados a la estabilidad de sis-
temas no lineales auténomos de primer orden expresados en forma normal. Concretamente,
sistemas de la forma:

dx _
dt
donde el término no lineal X : D — R" es una funcién de clase C*, k > 1 en un abierto
Q de R".

X(x)

Muchas ecuaciones diferenciales no se pueden resolver e incluso, aunque se pudieran
calcular sus soluciones, a veces no es necesario determinarlas explicitamente pues sélo se
pretende conocer el comportamiento de las mismas.

Se verd el siguiente ejemplo en el que se manifiestan estas ideas:

Considérese que x1(t) y x2(f) representan a dos poblaciones celulares que, a lo largo del
tiempo, compiten entre si por el alimento y el espacio vital limitados en su microcosmos.
Supongase que las tasas de crecimiento de las poblaciones x1(t) y x2(t), estdn gobernadas
por un sistema de ecuaciones diferenciales:

X () = X(x(t)) donde x(t) = (xl(t)>
xa(t)

En la mayoria de los casos este sistema serd de tal forma que no se sabra calcular sus
soluciones, esto es, no se podra obtener x1(t) y x2(t), el cual establece el ntimero de indi-
viduos de cada poblacién en un tiempo t. Sin embargo, hay algunas propiedades de tipo
cualitativo, que son interesantes y a las que con frecuencia pueden darse respuestas satisfac-
torias sin necesidad de determinar explicitamente las soluciones. Por ejemplo, considérese
las siguientes cuestiones:

1. ;Hay valores para los cuales ambas poblaciones coexisten en un régimen permanente?
Es decir, ;existen ntiimeros «, p tales que x1(t) = a y x2(t) = B son soluciones del sistema
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2.1. NULCLINAS Y PUNTOS DE EQUILIBRIO

x'(t) = X(x(t))? Si tales valores existen se les llama valores (soluciones) de equilibrio o
puntos criticos.

2. Supdéngase que las dos poblaciones coexisten en equilibrio en un momento ¢, algunos
miembros de una de las especies presentes en el microcosmos donde conviven ;Permane-
cerdn las poblaciones cerca de los valores de equilibrio para todo tiempo futuro? , es decir,
si ¢(t) es una solucién de equilibrio del sistema x'(f) = X(x(t)) y 9 (¢) es otra solucién tal
que ¢(t) estd proximo a (o) ¢se verificard que P(t) — ¢(t) cuando t — +oco?

3. Si se conoce el ntiimero de individuos de cada poblacién en un tiempo tg ;Cual sera
la evolucién de las poblaciones cuando transcurre el tiempo? Si no tienden a valores de
equilibrio, ;triunfard una de las poblaciones?

Se vera que para responder a estas cuestiones no se necesitara resolver el sistema x'(t) =
X(x(t)). Para ello, se comenzaré definiendo los principales conceptos ([33], [41]).

2.1. Nulclinas y puntos de equilibrio

Definicién 2.1.1 Considérese el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer
orden:

dx
7; = Xl(xl, . .,xn)
dx
dtn =Xn(x1,..., %)
denotado como: p
X
T X(x)

Se llama nulclina de X; al conjunto de puntos que definen una curva y que satisfacen que
X]-(xl,xz,...,xn) = 0. El punto de interseccion de todos las nulclinas es llamado un punto de
equilibrio (o bien punto critico, estacionario, de reposo, 0 nodo) del sistema y se denota por:

pP= {(YLYZ/- . -/fn) € an‘Xl =Xy =.Xp = 0}

Ejemplo 2.1.2 Considere el sistema:

¥ =x(1-x—y)
y =2y(1-3-3x)
Las nulclinas en “x” estdn dadas por:

Yt =x1-x-y)=0

el cual es equivalente a:
x=00y=—x+1

17



2.1. NULCLINAS Y PUNTOS DE EQUILIBRIO

“_ 7

Las nulclinas en “y” estdn dadas por:

3
=2y (14 -24) =
y(#) y( > 296) 0
el cual es equivalente a:
y=00y=-3x+2

Los puntos de equilibrio son las intersecciones de las nulclinas en “x” y en “y” , esto ocurre en los
puntos:

(0,0), (0,2) (1,0) (; D

¥ ¥ ¥ v ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥

Rﬁ*‘kzk/zﬁmgzwﬁy

- S R S N "
r o K e e
tr A A A Y & e e
A A A A \\k’
i A T 4\a‘i¢ ~ \ |
0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2.1: Nulclinas, puntos fijos y vectores velocidad del ejemplo 2.1.2
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2.2. ESTABILIDAD EN LAS SOLUCIONES

2.2. Estabilidad en las soluciones

Definicién 2.2.1 Si ¢(t;to, xo) representa la solucién del sistema definido en (1.4) que estd definida
para todo t > tq entonces se dird que ¢(t; to,xo) es:

» Estable si Ve > 0,36 = 6(e) > 0 tal que, si ||x§ — xo|| < 6, ¢(t;to,x§) existe, estd definida
para t > to y verifica que:
lo(E o, x0) — @(£to, x0)|| < ¢

Figura 2.2: Solucién estable.

5 \l:\ I —-/.(rd:(t;tu.xu‘]
NV — A

il \y ;‘kdﬁ(t; to, Xa)

e N

1

Nota. Adaptado de Orbita stdvel (p. 156) por J. Sotomayor, 2009, Equagdes Diferenciais Ordindrias. Todos
los derechos reservados (2024) por licenciatario.

= Asintoticamente estable si es estable y, ademds, existe un 17 > 0 tal que:

limy o0 || @ (£ 0, X5) — @(t; to, x0) || = O cuando ||x§ — xo| < 7.

Figura 2.3: Solucién asintéticamente estable.

~F

¥

Nota. Adaptado de Orbita assintoticamente estdvel (p. 156) por J. Sotomayor, 2009, Equagdes Diferenciais
Ordindrias. Todos los derechos reservados (2024) por licenciatario.
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2.3. BIFURCACIONES DE LOS SISTEMAS DINAMICOS

= Inestable si no es estable, es decir, si existe un ¢ > 0 tal que para cada 5 > 0 es posible
encontrar un x§ tal que ||x; — xo|| < 9, pero ||@(t1;to, x§) — @(t1;to, x0)|| > € para algiin
t1 > to.

La estabilidad de Lyapounov mide la distancia entre las soluciones. Una solucién es
estable segin Lyapounov, si para valores iniciales suficientemente préximos entonces la
distancia entre las soluciones es tan pequefia como se quiera.

Un concepto de estabilidad de puntos fijos o estabilidad en el sentido de Lyapounov es
la siguiente:

Definicién 2.2.2 Considérese un punto de equilibrio xo del sistema (1.4), entonces se llamard:

» Estable o foco si, para cualquier entorno N de x, existe N', N C N’, tal que cualquier 6rbita
que pase por N' permanece en N a medida que t aumenta.

= Asintoticamente estable o atractor si es estable y existe un entorno N de xg tal que cual-
quier 6rbita que pase por N se acerca a xo cuando t — oo.

» Inestable o repulsor si no es estable.

2.3. Bifurcaciones de los sistemas dindmicos

En muchas ocaciones se tienen sistemas de ecuaciones diferenciales que dependen de
un parametro:

X =X(u,x);u € R,x € R" (2.1)

Los pardmetros no dependen de la variable independiente, pero se modifica el com-
portamiento de las soluciones segtin los valores que tome el pardmetro. En general, una
modificacién pequefia del valor del pardmetro supone una variacién también pequefia en
las soluciones. Pero en ocasiones para un determinado valor del parametro se modifica
drasticamente la dindmica del sistema, como por ejemplo si un atractor pasa a ser un re-
pulsor. En esas ocasiones se dice que la ecuacién diferencial tiene una bifurcacion.

Se tiene la siguiente definicién mds general y formal:

Definicién 2.3.1 Considérese el sistema (2.1) donde X : (2 C R x R" — R" continua y Lipschitz
en el abierto Q). Sea (po,x*) € Q) tal que X(po,x*) = 0, se dird que (po,x*) es un punto de
bifurcacién de (2.1) si para todo entorno U C ) de (po,x*) contiene algiin punto (1, x),x # x*
que es solucién de X(u,x) = 0.

Para entender bien esta definicién se vera un ejemplo cldsico de dimensién n = 1:

x’:x2+y
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2.3. BIFURCACIONES DE LOS SISTEMAS DINAMICOS

donde y es un pardmetro. Obsérvese primeramente que x’ = 0 < x = +,/—pu. Cuando
u < 0 se tienen dos puntos fijos, cuando y = 0 se tiene un punto fijo doble (medio estable,
medio inestable) y luego cuando y# > 0 no se tiene ningtin punto fijo (ver figura 2.4).

En este ejemplo, se dice que la bifurcaciéon ocurre en y = 0 porque los campos de
vectores para y < 0y u > 0 son diferentes.

p<o u=0 p>0

Figura 2.4: Lineas de fase para x' = x* + p. Cuando u < 0 se tienen dos puntos fijos: uno
estable y otro inestable; cuando y = 0 se tiene un punto fijo doble (medio estable, medio
inestable) y cuando p > 0 no hay puntos fijos.

La manera mas comun de describir una bifurcacién es de invertir los ejes, o sea dibujar
x en funcién de y y sin las flechas. Este diagrama (x en funcién de y) se llama un diagrama
de bifurcacion.

=

g,ta‘o\e

Figura 2.5: Diagrama de bifurcacion de x' = x* + . El punto de bifurcacién estd en (u,x) =
(0,0).
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2.3. BIFURCACIONES DE LOS SISTEMAS DINAMICOS

A continuacion se presentan otras definiciones importantes [42] de la teoria de bifurca-
ciones y que seran claves para en este trabajo:

Definicién 2.3.2 (Bifurcacién hacia adelante) Es un tipo particular de bifurcacion local donde
el sistema pasa de un punto fijo, que tipicamente es estable, a dos puntos fijos no negativos, uno
estable y otro inestable.

En epidemiologia matematica un pardmetro de bifurcacion se suele tomar como el ni-
mero de reproduccion bésico g y cuando este cruza un valor critico (por ejemplo o = 1)
se puede dar una bifurcacion hacia adelante (ver Figura 2.6).

Figura 2.6: Bifurcacion hacia adelante con respecto al niimero de reproduccion 7.

r

121
10+
08}
06+
04}

02+

00 . . - - LYo
: 05 10 15 20 25 30

Nota. Adaptado de Forward bifurcation with respect to the reproduction number vy (p. 539), por M.
Martcheva, 2017 Methods for deriving necessary and sufficient conditions forbackward bifurcation.
Todos los derechos reservados (2024) por licenciatario.

Definicién 2.3.3 (Bifurcacion hacia atras) Es un tipo particular de bifurcacién local donde el sis-
tema pasa de dos puntos fijos no negativos, uno estable y el otro inestable, a un punto fijo (tipicamente
inestable).

Cuando se cruza un pardametro de bifurcaciéon (generalmente tomado en epidemiologia
como el nimero bésico de reproduccion 7g) cruza un valor critico (por ejemplo 9 = 1) se
puede dar una bifurcacién hacia atras (ver Figura 2.7).
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Figura 2.7: Bifurcacion hacia atrds con respecto al niimero de reproduccion 7.
r
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Nota. Adaptado de backward bifurcation with respect to the reproduction number vy (p. 539), por M.
Martcheva, 2017 Methods for deriving necessary and sufficient conditions forbackward bifurcation.

Todos los derechos reservados (2024) por licenciatario.

Una advertencia importante que acompana ambas definiciones es que o es un paré-
metro compuesto y no es necesario utilizar 9 como pardmetro de bifurcacién. Se puede
utilizar cualquiera de los pardmetros del modelo que componen 7y como pardmetro de bi-
furcacién. Sin embargo, hay que tener cuidado en este caso. Los pardmetros p que aumentan
Yo, es decir, yo(p) es una funcién creciente, producen bifurcaciones hacia adelante y hacia
atrds como se ilustra en la Figura 2.6. Los pardmetros p que disminuyen 7o, es decir, o (p)
es una funcién decreciente, producen bifurcaciones invertidas hacia adelante y hacia atras
como se ilustra en la Figura 2.8. El valor critico de bifurcacién del pardmetro p, denotado
por p* es el valor tal que 7o(p*) = 1. Para simplificar las cosas y evitar confusiones, en este
trabajo se asumira que p es un pardmetro de modo que g aumenta a medida que aumenta

p.

Figura 2.8: Bifurcacién hacia adelante (izquierda) y bifurcacion hacia atrds (derecha) con respecto al pard-
metro p que disminuye el nmimero de reproduccién . En este caso para p > p* (p* = 1 en esta figura)

T0(p) < 1.
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Nota. Adaptado de Forward bifurcation and backward bifurcation with respect to the parameter p (p. 539),
por M. Martcheva, 2017 Methods for deriving necessary and sufficient conditions forbackward
bifurcation. Todos los derechos reservados (2024) por licenciatario.
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2.4. ESTABILIDAD LOCAL DE SISTEMAS AUTONOMOS

2.4. Estabilidad local de sistemas autonomos

Método de linealizacion

El método de linealizacién de Lyapunov, también conocido como el método indirecto de
Lyapunov, esta relacionado con la estabilidad local de un sistema no-lineal. La idea, detras
de este método, consiste en construir un sistema lineal homogéneo a coeficientes constantes
que se “parezca” al sistema no lineal original en las proximidades del punto de equilibrio,
con la esperanza (no siempre fundada) de que el comportamiento dindmico de ambos sis-
temas sea “el mismo”. [33]

Primeramente, se recordard la definicién de matriz Jacobiana:
Definicién 2.4.1 (Matriz Jacobiana) Considérese la funcion F : R" — R™ donde:
Fi(x1,%x2,...,Xn)
FZ(xlleI .. ~1xn)

F(X1,Xa,...,Xn) =

Fn(x1/x2/---/xn)

las derivadas parciales de f1(x1,%2,...,%n), .., fm(X1,X2,...,Xn) (si existe) pueden organizarse en
una matriz de m x n. La matriz Jacobiana de F (X1, Xa, . . ., Xn) denotada por | rse define como sigue:

If ofi
dx1/ " 7 dxy
]f(xl,...,xn): :
9fm fm
dx1/ "t 7 dxy

Definicién 2.4.2 (Sistema linealizado) Considere el sistema auténomo no lineal definido por:
x = X(x) (2.2)

Asumiendo que X es continuamente diferenciable y definido sobre el abierto () C IR" y sea xo € R"
un punto critico del sistema (1.4). Entonces el sistema definido por:

x' = JX(xp) - x (2.3)

donde JX(xo) es la matriz Jacobiana de X en el punto Xy, se dird que es el sistema linealizado de (1.1).
[31]

Ejemplo 2.4.3 Considérese el sistema:

{ Xy =x342x1+ x5 (2.4)

Xy, = —2x3+2x

Es evidente que (0,0) es un punto critico del sistema. La matriz Jacobiana en (0,0) es:

xo0=(53)
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2.4. ESTABILIDAD LOCAL DE SISTEMAS AUTONOMOS

y el sistema linealizado serd:

x] =2x,
2.5
{ xh =2xp (2.5)

Es de esperar que localmente (cerca del punto critico xg), el comportamiento asintéti-
co de los sistemas (2.4) y (2.5) sea parecido. Este parecido se precisara con el Teorema de
Hartman-Grobman, para cuya comprension se necesitard algunas definiciones previas.[31]

Definicién 2.4.4 (Conjugacion topolégica) Sean @1 : D1 — R" y ¢ : D — R” dos flujos
generados por los campos X1 : Ay — R" y X5 : Ay — R”" respectivamente. Se dice que X1 es
topolégicamente conjugado a X si existe un homeomorfismo h : Ay — A, tal que

h(g1(t,x)) = @a(t, h(x)); V(t,x) € Dy.

Si existen abiertos U y V de manera que son topolégicamente conjugados los sistemas restringidos a
estos abiertos, entonces los campos X1 y Xy se dirdn localmente topoldgicamente conjugados.

Para entenderse mejor, una conjugacion topolégica lleva érbitas de un sistema en 6rbitas
del otro sistema, preservando la orientacién temporal.

Ejemplo 2.4.5 En el ejemplo 1.4.9 se considerd la funcion X (x,y) = (x, —y + x%) cuyo flujo viene

dado por:
3 3
o = (s (55 ) 1 +2)

Ahora bien, se puede verificar que si h(x,y) = (x,y + ’2—3) y X1(x,y) = (x, —y) entonces estas
funciones hacen una conjugacion topolégica (de hecho de clase C*°) entre Xq y Xo. A continuacion,
se encontrard el flujo de X1(x,y) = (x, —y), esto es:

{ X'(t) =x— x(t) = xpe'
Yt = —y—=y(t) = yoe'

luego, seqiin la definicién 2.4.4, se tendria que verificar que:

h(@1(t,x)) = @a(t, h(x))

= ¢1(t,x,y) = (xe',ye™")

con:

h:R? — R?

TN

Ahora:
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@2(t, h(y)) = @2(t, h(x,y)) = h(p1(t, x,y)) = h(e1(t,y))

Luego:

@2t h(y)) = @2(t, h(x,y))
x3
= @2 <t,x,y+ 4>

Pero gy(t, x,y) = (xet, (y — %3) et 4 %36&),&151’:

@2(t, h(y)) = @2(t, h(x,y))

— oo (x4 X
—(PZ /x/y Z

3 3
_ t XX\ X 3
_<xe,<y+4 )e —|—4e>

3
4
3
_ too—t X 3t
—(xe,ye +4e>

3
oot h(y)) = (xet,yet + Z(ESt)

Y por otro lado, ¢1(t; x,y) = (xe!,ye™"), luego:

h(er(ty)) = h(er(£x,y))
= h(xe', xe™")
3
- <xet, ye ' + z e3t>
b X
hgr(t,) = (xe e+ e

Con el hecho de que:
(@1(E,x)) = @2(t, 1(x))

se demuestra de que h es una conjugacion topolégica entre X1 y Xo.

Definicién 2.4.6 (Punto critico hiperbélico) Un punto critico p de un campo vectorial X de clase
Ck k > 1, se llama hiperbélico si todos los autovalores de JX(p) tienen parte real diferente de cero,

en caso contrario, p se dird no hiperbdlico.
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En el ejemplo 2.4.3, el valor propio de la matriz Jacobiana es 2 con multiplicidad 2, por
lo que (0,0) es un punto critico hiperbdlico.

A continuacién se enuncia el teorema de Hartman - Grobman el cual establece que, a
través de una conjugacién topolégica, un sistema no lineal puede ser estudiado a través de
un sistema linealizado.

Teorema 2.4.7 (Teorema de Hartman-Grobman) Sean X : A — R" un campo vectorial de
clase C' y p un punto critico hiperbdlico. Entonces existen entornos W de p en Ay V de 0 en R"
tales que X|y es topolégicamente conjugado a JX(p)|v

Una demostracion de este teorema puede ser encontrada en [31] .

Figura 2.9: Interpretacién geométrica del teorema de Hartman - Grobman.

|
|I ||
S i
Conjugacion f o
/& ]
= |
= {7
f_l..'ll- -It'-
x'=[X(p)-x

Nota. Adaptado de Teorema de Hartman-Grobman (p. 107) por J. Sotomayor, 2009, Equagdes Diferenciais
Ordindrias. Todos los derechos reservados (2024) por licenciatario.

Es decir, que existe una conjugacion topolégica que transforma las trayectorias del siste-
ma no lineal en las del sistema linealizado, preservando la parametrizacién, o sea el sentido
en el que se recorren (ver figura 2.9).

En virtud del teorema anterior y a lo mostrado en el ejemplo 2.4.3, se sabe que los

sistemas: 5 5
/

{ x] =x3 +32x1 + x5
/

/ —
{ x] =2xq,
/
Xy =2x

son localmente topologicamente conjugados en un entorno del punto (0,0).
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Como consecuencia del teorema de Hartman-Grobman, se verifica el siguiente teorema:

Teorema 2.4.8 Sea X € CL. Si xg es un punto de equilibrio del sistema definido en (1.4) y, ademds,
JX(x0) es una matriz n x n hiperbélica, entonces:

1. Si todos sus autovalores tienen parte real negativa, entonces xg es asintéticamente estable.

2. Sialguno de sus autovalores tiene parte real positiva, entonces x es inestable.

La prueba de este teorema se puede encontrar [40].

Ejemplo 2.4.9 Considérese el siguiente sistema:

x = —x
yl :1_x2_y2

El sistema tiene dos puntos criticos, (0,1) y (0, —1). Ademds, como:

JX(x,y) = <__21x _2y)

se encuentra en particular que:

JX(0,-1) = (_01 _02>

y como estas ltimas matrices tienen autovalores respectivamente -1, -2 y -1, 2 se concluye que
(0,1) es un punto asintéticamente estable y que (0, —1) es un punto inestable.

El teorema anterior estd enunciado para una dimension arbitraria 7, pero resulta mas
sencillo comprender si se limita al caso plano, donde, los autovalores de la matriz de co-
eficientes quedan determinados a partir de su traza y su determinante. Ademds, ;como se
comportan las trayectorias del sistema no lineal que parten de puntos cercanos al punto de
equilibrio? Esto lo establece el siguiente teorema de caracterizacion [41]:

Teorema 2.4.10 (Teorema de Poincaré - Lyapunov) Si los autovalores de la matriz Jacobiana
evaluada en el punto fijo son distintos de cero o no son niimero imaginarios puros, entonces las
trayectorias del sistema alrededor del punto de equilibrio se comporta de la misma manera que las
trayectorias del sistema lineal asociado.

1. Si los autovalores son negativos o complejos con parte real negativa, entonces el punto fijo es
un atractor (es decir, todas las soluciones se acercan al punto de equilibrio). Note que si los
autovalores son complejos, entonces las soluciones tendrdn forma de espiral alrededor del punto
de equilibrio.
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2. Silos autovalores son positivos o complejos con parte real positiva, entonces el punto fijo es una
fuente (esto significa que las soluciones en las trayectorias se alejan de el punto de equilibrio).
Note que si los autovalores son complejos, entonces las soluciones tendrdn forma de espiral al
rededor del punto fijo.

3. Si los autovalores son niimeros reales con signos diferentes (uno positivo y el otro negativo),
entonces el punto de equilibrio es un punto de silla, en efecto, habrdn dos soluciones que se
aproximen al punto de equilibrio cuando t — oo y dos soluciones md que se aproximan al
punto de equilibrio cuando t —> —oo para el sistema lineal estas soluciones son lineales, para
sistemas no lineales, no lo son el general. Estas cuatro soluciones son llamadas separatriz.

Si p = trazal](x*,y*)] y g = det(J(x*,y*)), entonces las trayectorias cerca de los puntos
fijos hiperbolicos son clasificadas como siguen:

Repulsores (fuente) | Inestable | p > 0g > 0, Re(A1) > 0, Re(Az) >0
Atractores Estable | p <0g >0, Re(A1) <0, Re(Az) <0
Punto de silla Inestable g <0,Re(A1) <0, Re(A) >0

La matriz Jacobiana evaluada en los puntos de equilibrio es simplemente la matriz de
coeficientes. Sea entonces:
a b
J= J
c

La ecuacién de autovalores esta dada por:

Aqui se usard | = Dg(x").

A2 —(a+d)A+ (ad —bc) =0

donde a +d = tr(J) es la traza de la matriz Jacobiana y el el determinante de la misma
definida por det(]) = ad — bc .

Por tanto, se puede escribir la ecuacién de autovalores como:
A2 —tr(J)A +det(]) =0

la solucién de esta ecuacién es encontrada usando la férmula cuadrética:

A= %[tr(]) + \/trZ(]) — 4det(])]

ya que la naturaleza de los autovalores dependen de la traza y el determinante de la matriz
Jacobiana en el punto de equilibrio, se pueden relacionar los tipos de equilibrio a los puntos
en el plano det — tr.

La parabola tr?(]) = 4det(]) divide al plano det — tr y se pueden analizar los siguientes
casos:
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= En el caso que el det(J) < 0 se tiene que el discriminante:
A = tr*(]) — 4det(])

es positivo. Asi, se obtienen dos autovalores reales, distintos y con signos opuestos.
Estos son llamados puntos de silla.

» En el caso que el det(]) > 0 se tiene o bien A > 0 0 A < 0. El discriminante es negativo
para puntos dentro de la curva parabdlica. En esta region se encontrardn centros y
espirales, correspondientes a eigenvalores complejos. Cuando tr(]) > 0 habran espirales
inestables y habran espirales estables cuando tr(]) < 0. Finalmente para el caso que
tr( J) =0, los autovalores son imaginarios puros, entonces los puntos son centros.

Figura 2.10: Diagrama que indica el comportamiento de los puntos de equilibrio en el plano det - tr.
La curva parabdlica tr>(]) = 4det(]) indica dénde desaparece el discriminante.
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inestables Tf{:
" tr2(J) = ddet(.J)
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([__2157 det(J)

@ Espirales estables

i:s‘{ Modos

degenerados

Lineas 4
estables 7%
/]

Nodos
estables

Nota. Adaptado delDiagmm indicating the behavior of equilibrium points in the det - tr plane (p. 274) por
M. Massoud, 2015, Differential Equations. Todos los derechos reservados (2024) por licenciatario.
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2.5. Comportamiento asintético de las soluciones

En el estudio cualitativo de los sistemas dindmicos auténomos que estdn definidas para
todo t € R (o0 para todo t € R™), es de gran interés observar el comportamiento asint6tico
que presentan las soluciones para valores de t cercanos a 400 (a —oo, respectivamente)
puesto que el sistema podria ofrecer la posibilidad de predecir qué ocurrird cuando pase
un tiempo determinado. Para ello se debera tomar en cuenta las siguientes definiciones y
teoremas:

Definicién 2.5.1 Sea A un subconjunto abierto de un espacio euclidiano R" y X : A — R" un
campo vectorial de clase CK, k > 1. Ademds, sea ¢(t) = ¢(t;to, xo) un flujo en X pasando por el
punto xo.

» Se llama conjunto w-limite (omega-limite) de xq al conjunto de puntos dado por:

w(xo) = {z € A; F{ty} con t, — 400 que cumple ¢(tn; to, x0) — z, cuando n — oo}

= Andlogamente, se llama conjunto x-limite (alfa-limite) de xo al conjunto de puntos dado por:

a(xg) ={z € A; F{t,}con t, — —oo que cumple ¢(t,; to, X9) — z, cuando n — oo}

Algunas de las propiedades de los conjuntos a-limite y w-limite se pueden ver en el
siguiente teorema:

Teorema 2.5.2 Sea X : A — R" un campo vectorial de clase Ck k>1 definido en un abierto
A CR"y vy (x0) = {¢(t;to,x0);t > 0} (respectivamente v~ (xo) = {Pp(t;to, x0);t < 0}) una
semidrbita positiva (respectivamente una semiorbita negativa), de un campo vectorial X por el pun-
to xg. Si v (xq) (respectivamente v~ (xg)) estd contenida en un subconjunto compacto K C A,
entonces:

a) w(xg) # &, (respectivamente a(xy));
b) w(xp) es compacto, (respectivamente u(x));

c) w(xp) es invariante (respectivamente a(xy)), es decir, es unién de érbitas (la 6rbita de cualquier
solucion que comience a ser descrita a partir de un punto del conjunto w-limite, permanece
siempre dentro de dicho conjunto);

d) w(xg) es conexo, (respectivamente a(x)).
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El resultado principal sobre conjuntos w-limites en R? es el siguiente:

Teorema 2.5.3 (Poincaré-Bendixson) Sea X : A — IR" un campo vectorial de clase Ck k>1
definido en un abierto A C R? y w(xo) un conjunto w-limite no vacio en R?. Si w(xg) es un sub-
conjunto acotado de R* y no contiene puntos de equilibrio, entonces w(xg) es una érbita periédica.

Ver demostracion en [31].
En las aplicaciones es conveniente usar el corolario del teorema de Poincaré-Bendixson:

Corolario 2.5.4 Sea K un subconjunto positivamente invariante de (1.4) en R?, donde X es un
campo vectorial de clase C'. Si K es un conjunto cerrado y acotado, entonces K contiene o una 6rbita
periddica o un punto de equilibrio.

A veces, es ttil conocer si el sistema considerado tiene o no ¢rbitas peridédicas. Un
criterio para excluir 6rbitas periddicas (para sistemas bidimensionales) es el clasico criterio
de Dulag, el cual se basa en el teorema de Green, y se reduce en hallar las funciones de
Dulac:

Teorema 2.5.5 (Criterio de Dulac) Dado el sistema (1.4) en R?. Si existe una funcion B : R*> —
R (funcion de Dulac) tal que <7 - (BX) > 0 (6 < 0) en un conjunto abierto simplemente conexo
S C R, entonces no existen 6rbitas periddicas en S.

2.6. Estabilidad a través de los polinomios de Hurwitz

La estabilidad en un punto critico de un sistema lineal de ecuaciones diferenciales como
el definido en (2.3), donde [X(xp) es la matriz Jacobiana de X en el punto xy, se determi-
na estudiando los valores propios de la matriz [X(xp), lo que es equivalente a estudiar las
raices del polinomio caracteristico de JX(xo). Si dicha matriz tiene la propiedad de que sus
valores propios tienen parte real negativa se dice que es una matriz Hurwitz. De esta ma-
nera, y segln el teorema 2.4.11, se tiene que si las raices del polinomio caracteristico tienen
parte real negativa, entonces el sistema x’ = JX(xp) - x resulta estable.

Ahora bien, el problema de determinar la estabilidad en un sistema a partir del estudio
de las raices del polinomio caracteristico de JX(xp):

p(A) = agpA" + A"+ a, A +ay
con ag # 0.

asociado al sistema lineal, se traduce en la tarea de encontrar condiciones necesarias
y suficientes para las cuales todas las raices de una ecuacién algebraica se localicen en la
mitad izquierda del plano.
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Este problema fue formulado por primera vez en 1868 por Maxwell, quién obtuvo una
solucién para n = 3. En 1877, Routh dio una solucién mds general a este problema. Su
solucion fue un algoritmo, en el cual fueron formuladas condiciones explicitas para n = 4
y n = 5. La solucién propiamente analitica fue obtenida por Hurwitz en 1895. El algoritmo
de Routh y el criterio de Hurwitz son equivalentes, aunque son diferentes en la forma.
Las condiciones establecidas por Routh y por Hurwitz son conocidas como el Criterio de
Routh-Hurwitz. [37]

Se comenzara definiendo los polinomios de Hurwitz:

Definicién 2.6.1 Un polinomio con coeficientes reales es Hurwitz si todas sus raices tienen parte
real negativa, es decir, estdn en el semiplano izquierdo del plano complejo:

C={a+ib:a<0}
Ejemplo 2.6.2 Considérese los siquientes polinomios:

1. El polinomio p(t) = t> + 3t + 2 es Hurwitz pues p(t) = (t+2)(t+1), t = 2yt = —1
son sus raices.

2. El polinomio s(t) = >+ >+t + 1 no es Hurwitz ya que s(t) = t2(t+1) +t+1 =
(2 +1)(t+1),susraicessont =i, t = —iyt=1.

El siguiente resultado permite tener condiciones necesarias y suficientes para que un
polinomio de grado 3 sea Hurwitz.

Teorema 2.6.3 El polinomio p(t) = 3 4+ a1t2 + apt + a3 es Hurwitz, si y solosi, ay,ap yaz >0y
(a1a3 —az) >0

La demostracién de este teorema se puede encontrar en [37].

Ejemplo 2.6.4 Sea p(t) = t3 + 3t> + 3t + 1 entonces aja, — a3 = 8 > 0. Por lo tanto, p(t) es
Hurwitz.

Por tanto, si se combinan los resultados del teorema 2.4.11 y el teorema 2.6.3 se establece
la siguiente propiedad de estabilidad:

Teorema 2.6.5 Si se tiene que el polinomio caracteristico de la matriz jacobiana JX(xo) definida en
(2.3) es de la forma:
p(A) = A3 + 1A + @A + a3

entonces el sistema lineal x' = JX(xo) - x serd asintéticamente estable en el punto de equilibrio xg si
y soldmente si el polinomio p(A) es Hurwitz.

Observacién 2.6.5.1 Aunque este iiltimo teorema se puede generalizar con ayuda del criterio de
Routh-Hurwitz, para fines prdcticos de este trabajo se hard énfasis que el polinomio caracteristico de
la matriz jacobiana definida en (2.3) sea de grado 3.

33



Capitulo 3

Analisis cualitativo del modelo de
César Fassoni

Sea N(t), G(t) y A(t) el tamafo, densidad de poblacién o concentracién de tres tipos
de células existentes en un tejido que interactud entre si.

En general, el sistema que describe la dindmica de crecimiento de estas células corres-
ponderéd a uno del tipo:

E{;I;[ :f(N,G,A)
Tf :g(NIG/A)
dA

I —h(N,G,A)

donde f, g y h describen el crecimiento de cada tipo de célula en el tejido y no depende de
forma explicita del tiempo sino del tamarfio de la poblacién celular en un instante determi-
nado.

Considérese un tejido cualquiera de un ser vivo en el cual hay presencia de dos pobla-
ciones celulares que interacttian entre si, unas normales y otras premalignas. De esta forma
N(t) representa el numero de células normales en el instante f, mientras que G(t) represen-
tard el nimero de células premalignas en ese mismo instante.

A medida que el tiempo transcurre, las células premalignas se desarrollan cada vez maés

hasta que surge una nueva poblacién denominadas cancerigenas. De esta forma se denotara
como A(t) el numero de células cancerigenas en un instante .
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3.1. HIPOTESIS DEL MODELO

3.1.

Hipétesis del modelo

Considérese un ciclo de crecimiento y mortalidad de células normales (en este caso
se asumird que el crecimiento de dichas células ocurre de manera constante y no
una dependiente de la densidad) se puede suponer que yny > 0 representa la tasa
de reproduccién constante total de dichas células y un > 0 representard su tasa de
mortalidad natural. Entonces, las células normales tienen una tasa de crecimiento
definido por la siguiente ecuacién:

Nl(t) = YN — “I/lNN

Cuando las células normales interacttian con las células cancerigenas, esta interaccion
(NA) afecta proporcionalmente a la tasa de crecimiento de las células normales (con
B1 > 0 la constante de dicha proporcionalidad) provocando una disminucién de las
mismas.

N/(t) = YN — VNN — ‘BlNA

Las células premalignas evolucionan de manera directamente proporcional con una
tasa de crecimiento per cdpita yg > 0.

G = 7GG

Cuando las células normales interacttian con las células premalignas, esta interaccion
(NG) afecta proporcionalmente la tasa de crecimiento de las premalignas ( con 8, > 0
la constante de dicha proporcionalidad) provocando una disminucién de las mismas.

G = ’)’GG — ,BzNG

Si la tasa de muerte natural de las células premalignas (yc > 0) se le agrega la tasa de
muerte por apoptosis (€ > 0) de las mismas, esta suma afectard proporcionalmente
a la cantidad de células premalignas existentes.

G = v6G — ‘BzNG — (‘MG +€G)G

La transiciéon de algunas células premalignas a cancerigenas viene dada por (;%G con

una tasa de mutacién per cdpita no lineal dada C‘ir—cc, esta proporcionalidad per capita
es pequeiia cuando hay pocas células, aumenta a medida que aumenta el ntiimero
de células y se satura al nivel § cuando el ntimero de éstas células supera el umbral
descrito por ¢.

5G?

I __ _ _ _
G =G IBQNG (}lc—i—GG)G 1 G

El crecimiento de las células cancerigenas en ausencia de las células normales parte de
una tasa de reproduccién proporcional (74 > 0) y se reduce cada vez mds conforme
el tamafio poblacional se acerca a un maximo impuesto por los recursos limitados del
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3.1. HIPOTESIS DEL MODELO

entorno, conocido como capacidad de carga (K4 > 0), es decir, las células cancerigenas
en cierto instante presenta un crecimiento logistico.

» Cuando las células normales interacttian con las células cancerigenas (NA), esta inter-
accion afecta proporcionalmente la tasa de crecimiento de las cancerigenas (con 3 > 0
la constante de dicha proporcionalidad) provoca una disminucién de las mismas.

A
A/ = ’)/AA (1 — KA> — ﬁgNA

= Siala tasa de muerte natural de las células cancerigenas (14 > 0) se le agrega la tasa
de muerte por apoptosis de las mismas (e4 > 0), esta suma afectard proporcional-
mente a la cantidad de células cancerigenas existentes.

A

. . ., P . z 2
= Finalmente, la transicion de células premalignas a cancerigenas dado por 55%3' au-

mentard la poblacion de las cancerigenas en un instante ¢.
5G?
+G

A
Al=4A (1 - KA) —PBsNA — (na+ea)A+

Con base a las hipétesis anteriores, el modelo matemaético resulta como el siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales:

dN

G

’ Z’YGG—,B?.NG—(VG-FGG)G—;% 3.1)
dA 2

- :'yAA(l—%>—[33NA—(VA+6A)A+§5+%

Con condiciones iniciales:
(N(0),G(0), A(0)) = (No — Go, Go,0)

Observacién 3.1.1 Las condiciones iniciales indican que en el instante t = 0 las cantidades de
células normales en ausencia de las premalignas es Ny — Go, y no existen células cancerigenas.

Por tanto, se buscan funciones (N(t), G(t), A(t)) que sean solucion del sistema de ecua-
ciones diferenciales definidas en (3.2) (obviamente esta solucién dependerd de la cantidad
inicial presente de células normales y premalignas). En consecuencia, interesa observar el
ritmo de crecimiento de las células N (o células normales) y de las células G (o células pre-
malignas) a lo largo del tiempo y de cémo las interacciones entre estas poblaciones celulares
pueden dar origen a células A (o células cancerigenas) las cuales interesaria observar a su
vez cOmo evolucionarian a medida que transcurre el tiempo.
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3.2. Existencia y unicidad de las soluciones

Para aplicar el Teorema de Picard-Lindel6f (o Teorema de Cauchy-Lipschitz) y asi de-
mostrar la existencia y unicidad de las soluciones del sistema anteriormente descrito, se
necesita verificar que las funciones que definen al mismo son continuas y cumplen la con-
dicién de Lipschitz. Ademas, al demostrar que estas funciones son de clase C!, se garantiza
autométicamente que son localmente Lipschitz en cualquier region de IR® (esto gracias al
teorema de diferenciabilidad).

El sistema de ecuaciones diferenciales es:

dN
? :')/N—‘MNN—ﬁlNA
G s 2
—r = 716G —BaNG — (46 +€6)G — s
dA 2
= = Y4A (1—%) —‘BgNA—(yA—i-E?A)A-i-ing

Denotese estas funciones como F; (N, G, A), Kh(N,G,A) y F3(N,G, A).

El Teorema de Picard-Lindelof establece que si F(N,G,A) = (F;, F, F3) es continua y
satisface una condicién de Lipschitz local en una regién del espacio R3, entonces existe
una Utnica solucién para el sistema de ecuaciones diferenciales con las condiciones iniciales

dadas.

Primero se verificard que cada funcién F; es continua y de clase C'.

Para W:
F](N,G,A) = YN — ,‘LINN— ‘BlNA

Las derivadas parciales de F; son:

OF 9 . R
aN = I TR e =0 G = AN

Estas derivadas son continuas, por lo que F; es de clase Cl.

G
Para —:
ara —
5G?

£+ G

FE(N,G,A) =vcG — B2NG — (pg +€6)G —
Las derivadas parciales de F, son:

oF, oF,

an = PO ag =6

5(2GE + G?) b,

(E+G)2 " oA

Estas derivadas son continuas siempre que ¢ + G > 0, por lo que F, es de clase C! en
cualquier regién donde G > 0.

BaN — (pc +e€c) — =0
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3.2. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE LAS SOLUCIONES

Para —:

dt

5G?
¢+G

A
F3(N,G,A) = ’)’AA <1 — K) —ﬁ3NA — (]lA +€A)A+
A

Las derivadas parciales de F3 son:

9F

ar3 B 0F; B (SG(ZC—F G) 0F; o . 274 A
ON

N TR (e Y e o)

— B3N — (pa +€a)

Estas derivadas son continuas siempre que ¢ + G > 0, por lo que F; es de clase C! en
cualquier regién donde G > 0.

Como cada funcién F; es de clase C! en sus respectivas regiones, por el Teorema de
Diferenciabilidad se sabe que F es localmente Lipschitz en cualquier regiéon compacta de
IR3. Esto se debe a que las funciones C! tienen derivadas parciales continuas, lo que implica
que son locamente Lipschitz.

Dado que F(N,G,A) = (Fi, E, F3) es continuo y localmente Lipschitz en cualquier re-
gioén compacta de R3, el Teorema de Picard-Lindelof garantiza la existencia y unicidad de
soluciones para el sistema de ecuaciones diferenciales con las condiciones iniciales dadas.
Ademas, al ser F de clase C!, se ha demostrado que F es localmente Lipschitz, cumpliendo
asi todas las condiciones necesarias para la aplicacion del teorema.
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3.3. ANALISIS DE ESTABILIDAD DEL MODELO

3.3. Analisis de estabilidad del modelo

Los puntos de equilibrio en este sistema son en las que la variacién de la densidad de
la poblacién es nula. Para calcular los puntos de equilibrio se resuelve el siguiente sistema
no lineal:

’)/N—VNN—ﬁlNAZO
Y6G — BaNG — (ug +€6)G — §+G =0 (3.2)
’)’AA <1 — %) —ﬁgNA — (‘MA —|—€A)A+ gfé =0

Y se obtiene la matriz Jacobiana del modelo la cual viene dada por:

—un — pr1A 0 —B1N
JINGA) = | —B:G 76— BN (g +ec) — (252E42) 0
—psA S0 Ya— A5 — BN — (pa+ea)

3.3.1. Equilibrio trivial

Del sistema dado en (3.2) en ausencia de células premalignas y cancerigenas (G = A =
0), se tiene la siguiente ecuacion:

YN —UNN =0

de donde:
N=N

UN
Por tanto, el punto de equilibrio trivial viene dado por:

Py = (N,0,0) = (W,o, 0)
UN

El Jacobiano evaluado en el punto Py = (N,0,0) es

—UN 0 —p1 (%)
J (Zz 0, 0> 0 76 —h2 ()~ (no +ec) 0
0 0 Y4 — B3 (Z—g) — (pa+ea)

Calculando los autovalores de la matriz anterior, se debe resolver la ecuacion:
det(J(Py) —AI) =0
Y como es una matriz triangular superior, el determinante se obtiene multiplicando

los elementos de la diagonal, por consiguiente el determinante anterior es equivalente a
resolver:
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3.3. ANALISIS DE ESTABILIDAD DEL MODELO

(_VN - /\g())) <7G —p2 (ZZ) — (g +ec) — Aéo)) (')’A —Bs (ZZ) — (pa+en)— A§0)> -0

Resulta pues que los autovalores de la matriz Jacobiana J(Py) son:

M = oy 287 = (85— o) y A = (B5 — )
donde:
By = NLG/ con Lg = 76 — Jic — €¢ (3.3)
B3 = %LA/ conLy=ya—pa—¢€a (3.4)

Los pardmetro Lg y L4 pueden pensarse como la tasa de reproduccién existente de las
células G y A respectivamente, y ambos pueden ser asumidas positivas (en otro caso, las
células G y A se extinguirfan naturalmente sin la interaccion con las células normales).

El punto Py = (Z—Z,O, O) es estable si y sélo si:

Lg La
B2> B = */\:33>,33 No
No 0

con Ny = Z—z En caso contrario, serd inestable.

El cociente Ny = ¥ representa el total de poblacion de células normales en equilibrio en

ausencia de células premalignas y cancerigenas. Esto significa que si las respuestas, > y B3
de la poblacién de células normales a células mutantes A y G son altas, entonces el tejido es
capaz de eliminar las pocas células mutantes que surgen. Si el sistema de reparacion de te-
jido no es lo suficientemente bueno, y si una de las tres condiciones no se satisface, el punto
Py seré inestable, y la aparicion de algunas células mutantes (pequefias perturbaciones de
Py), romperdn el tejido del estado homeostatico libre de cancer y conduciran a la progre-
sion del cancer con la presencia de uno o dos tipos de células mutantes. Ademads, valores
mayores de capacidad de carga Ny disminuyen los umbrales 7, y por lo tanto, aumenta la
poblacién contra el cancer. Por otro lado, los valores mas altos de la tasa de reproduccién
Lc y La (logrados al evitar la apoptosis) y, por lo tanto, aumenta el riesgo de apariciéon de
cancer.
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3.3. ANALISIS DE ESTABILIDAD DEL MODELO

3.3.2. Equilibrios de frontera

Se analiza ahora los puntos de equilibrio correspondiente a la ausencia de células pre-
malignas (G = 0) restringido a la regién: B = [0, N] x {0} x [0, A]. Para ello, se resolvera
N'(t) = A’(t) =0 con A # 0.

Del sistema (3.2) se tiene que:

YN — UNN — p1NA =0 (1)
% (1 - 1%) —BsNA — (pa+ea)A =0 (2)

De (1) se obtiene que:
YN — N(pn + B1A) =0

TN
= N = 3.5
Sustituyendo N = —IN__en (2) y reacomodando algebraicamente:
pN + p1A

" (KAK; A) 3 (W> A= (a+ea)A=0

pN + 1A
YaA(pN + r’?(lj)(KA “A) By A — (i + BrA) (i + ea)A = 0

Entonces:

% (UNKAA — un A% + BiKaA* — B1A%) — BayNA — unpiaA — ineaA — BiiiaA® — BreaA® =0

YAUNA — %Az + BryaA? — ﬁIl(:AI‘P — B3YNA — UNHAA — UNEAA — BriaA? — BreaA? =0

YAUN — %A + B174A — %‘Az — B3YN — UNHA — HiNEA — P1HaA — B1eaA =0

—p1 (;2) A — <VII\£ZA —B1ya+ Prpa+ 51€A> A+ yapN — B3 YN — PNpA — HNEA =0
B XA} A2+ (un (ZA) = Br(va—na—ea) ) A+ Bsyn — pn(va — pa —€a) =0
Ka Ka
Sea Ly = ya — pa — €4, entonces la expresién anterior resulta:

B <17<2) A%+ <VN <17<::> - ﬁlLA> A+ (Bsyn —punLa) =0
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3.3. ANALISIS DE ESTABILIDAD DEL MODELO

Y sean a = B4 (%’j\) ;b= un (%ﬁ) — B1La; ¢ = Bsyn — HnLa, se obtiene el siguiente
polinomio cuadratico:
aA?+bA+C=0

Por tanto, el equilibrio de frontera viene dado por:

donde A es una raiz del polinomio de segundo grado:
q(A) = aA? + bA +c
con coeficientes:

A (IQ) >0, b=y (E) _BiLayc = nBs— Latin (3.6)

Este punto representa el establecimiento de un tumor en ausencia de células premalig-
nas. Se denotard la raiz mas pequenia de g(A) por A; y la més grande por A;. Por lo tanto,
pueden haber hasta dos puntos de equilibrio, denotados por P, i = 1, 2.

Existencia

A continuacion se determinaran las condiciones para que Py y P, sean positivo. Ya que
N; > 0si A; > 0, basta con obtener las condiciones para que las raices de q(A) sean
positivas. Se consideraran los signos de b y c. Obsérvese primeramente que dichas letras se
pueden reescribir de la siguiente manera:

b=La(B1—p1)

y
c =N (B3 —B3)
donde:
" UNTYA
= 3.7
Bi=1% (37)

Noétese que este umbral de agresividad tumoral aumenta a medida que aumenta la
mortalidad py de las células normales, y disminuye a medida que la capacidad de carga
efectiva de las células tumorales L 4K 4 /7 4 incrementa.
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3.3. ANALISIS DE ESTABILIDAD DEL MODELO

I) Supéngase que B3 > B5. Asi, ¢ > 0. Si f1 < pj, entonces b > 0. Por la regla de los
signos de Descartes [43], ninguna raiz A; es positiva y, por tanto, ningtin P; es positivo. Si
B1 > B, entonces b < 0. Se pueden tener dos o ninguna raiz positiva A;. Se debe analizar
los signos del discriminante A = b? — 4ac, el cual puede ser escrito en términos de los
umbrales como sigue:

B =5 (B~ 28if1 + B7) — 4w (P21 (6o )
= LA(B1)® —2L5B161 + LT — 47707 (Bs — B3) P
— 3% - (203 + 4004 (o 5) ) B+ LA BT

=12 (B — (2B} +41) B1 + (B))?)

donde: 7 = yayn (B3 — B5) / (KaL%) > 0. Por tanto, se debe considerar un segundo
umbral 7 , dado por el valor de 1 > B7 para el cual A = 0. Resolviendo esta ecuacion se
obtiene:

A =0 B — (287 +417) p1+ (B7)* =0

De donde:
2By (2B + )’ — 4(B))
51,A = >
2B} 4y \J4(B]) + 1687 + 1677 — 4(B})?
o 2
2 A4y (B + )
o 2

= Bi +2n £24/n(B7 + 1)

De la ultima expresion se descarta el signo negativo, ya que de lo contrario se verificaria

que B < 0, por tanto:
Pra = Bi+2n+2/n(F1 +1) > B (3.8)

Ahora bien, A se puede escribir de la siguiente manera:

A=1L1% (B1—Bia)

Si B; < B1 < Bi, = A < 0, entonces no existirfan raices A; y de nuevo no habrian P;
ositivos. mismo resultado corresponde cuando 54 se puede considerar ambos
t El Itad d d < Bi d d b
como un solo caso.
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I) Si B1 > 1o = A > 0y las dos raices A, serfan positivas. Los puntos de equilibro Py
y P, también serfan positivos.

III) Supéngase ahora que B3 < B3, entonces ¢ < 0. De nuevo, por la regla de los signos
de Descartes, se concluye que g(A) tiene exactamente una raiz positiva, la cual es A,. El
valor de b no importaria. S6lo P, seria positivo en este caso.

Estos tres casos se resumen a continuacion:
I) Si B3 > B3y B1 < Bi 5, no hay un equilibrio de frontera positivo.
1) Si B3 > B3y B1 > B} 5, hay dos equilibrios de frontera positivos, P; y Pa.

I11) Si B3 < B, P, es el tnico equilibrio de frontera positivo.

Estabilidad local

Ahora, se analizaré la estabilidad lineal de P;, i = 1, 2.

La matriz Jacobiana J(N,0, A) estd dada por

- —B1A —un 0o —B1N
—BsA 0 La— 224 — BN

El polinomio caracteristico P(1) de J(N,0, A) tiene como factores:
P(A) = (Lg — B2N — A)P2(A)

donde P,(A) es el polinomio caracteristico de la submatriz j(P),
i(P) = —prA—pn ~-fN
J ~BsA  La—2[AA— BN
Ahora bien, obsérvese que la componente j(P),, se puede cambiar como sigue:

Se sabe que A es una rafz del polinomio g(A) = aA% 4+ bA + ¢ con coeficientes definidos
en (3.6), entonces se cumple que:

44
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—Cc= aZZ +bA
— (YnBs — Lapn) = < e ﬁlLA)
UNLa — NP3 = < T /31LA>
UNLa + B1ALs = }lN 5 A + NP3

(VN‘*‘,BlZ) LA:(,UN-Fﬁl )( >+’)’Nﬁ3
_ YN
Ly = A—|—,33( N+ﬁ1A) 7}{1\1_}_‘5114
La ;AAHsgﬁ

De donde se obtiene que:

La— 144 BN =0
Kx

Entonces, la submatriz j(P) se puede escribir como:

Asi, los autovalores A

(i)
1

= —B1A—pun —piIN
](P) = _ﬁg)z . YA Z
K4

y )\ de j(P;), i = 1,2 son los autovalores de j(P;).

Entonces de la expresion:

det(j(P) — AI) = ‘ B

Se obtiene que:

donde:

b1 = un+ ,YfAZ-i-ﬁlZ
Ka

72 J— J—
_ B17aA” + unvaA — P1BsKaA
Ka
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Y aplicando la férmula cuadrética:

El tercer autovalor se encuentra utilizando las relaciones (3.3) y (3.5) ast:

Ay = Lo~ Nip2
_pltpAY)

- N; B>
UN + f1A P
Lc +LcBrAi  —
_ #nLg +LcP _ N
UN + B1Ai
(e,
- 1,32 s ,32 — 7LG
un + B1A;
_ B+ LePiAr
VN“",BlAz

_ N e Leprdi w7
UN + B1A4; UN + B1A;

YN LG,Bl N — N
e ) e

N; ( o 52>

donde,

LcBiAi

m=PB+ > B> (3.11)

Se analizard los autovalores de j(P). Se observa que cuando P es un punto de equilibrio,
la traza de j(P) < 0. Asi, cuando P > 0, ambos autovalores de j(P) tendrdn una parte real
negativa si el det(j(P)) > 0 (esto gracias al teorema 2.4.10).
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Luego, usando la ecuacién (3.10) y las expresiones a, b en (3.6), se obtiene

:ﬁl%‘A +unTAA - B ABN
A A

- YA YA
= A TA _ g B3N

A /51K A+ N, B1 B3 >
_a(p.0A yA _ A
_A<ﬁ1KAA—|— NKA 1<LA X A>>

4 7

A+ un A gL JAZ
y +HNKA B1 A+,31KA >

Ya que A es una raiz del polinomio g(A) = aA? + bA + c entonces, utilizando la férmula
cuadrética, A se puede escribir como:

1 —b £ Vb? — 4ac
2a
20A=—-b+VA; A=b>—dac

20A° = —bA+ AVA
20A° + VA = +AVA

Por tanto, utilizando esta altima expresion, el det(j(P)) se puede escribir de la siguiente
manera:

det(j(P)) = A(2aA +b)
— 20A° + VA
= +AVA

Como Aj, es la raiz més pequefia de g(A) y A, es la mas grande, se tiene, cuando P; es
un punto de equilibrio positivo con i =1, 2.

det(j(P1)) = —A1VA < 0y det(j(Py)) = A2V/A >0

donde,
A =b* —dac = L5 (B3 — (285 +417)B1 + (B3)?)
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_ 'YA')’N(,B3 - 53)
KALi1

>0

Por lo tanto, se concluye que P; serd inestable cuando éste sea positivo, teniendo un
. . . *,1 z
autovalor propio con parte real negativa si fo > p,, y otros dos autovalores mas, uno
con parte real positiva y otro con parte real negativa en otros casos. Para el punto P, si
B2 > ﬁ;i serd estable siempre que éste sea positivo (casos II y III). En otro caso, P, serd
inestable siempre que sea positivo, teniendo un autovalor positivo.

Comportamiento asintético de los puntos de equilibrio cuando G=0

Como las células G funcionan sélo como desencadenante en la aparicién del cdncer, se
espera que, en algunos casos, G — 0 después de un periodo de tiempo transitorio. Por lo
tanto, vale la pena estudiar las propiedades dindmicas del sistema (3.1) restringido al limite
G = 0 (plano N x A), que es invariante con respecto al flujo. A partir de los anélisis ante-
riores, es facil ver que los equilibrios en este plano son: P, Py, P,. Ademas, los primeros dos
autovalores, /\gl) y /\g), de cada matriz Jacobiana J(Py), J(P;) y J(P2) dictan la estabilidad de
los equilibrios en este subsistema ya que corresponden a direcciones (autovectores) parale-
las al plano N x A, mientras que la tercera corresponde a una direccion que apunta fuera de
este plano. Por tanto, el valor de B> no importa. Finalmente, considerando los casos I, II y
III anteriores, se puede resumir lo siguiente sobre la estabilidad de los equilibrios positivos
en este subsistema. En el caso I, Py es estable. En el caso II, Py y P, son estables, mientras
que P; es un punto de silla. En el caso III, Py es inestable y P, es estable.

Casos Existencia Estabilidad _
Ph>0|Pi>0|P>0|P>0 Py >0 P, >0

LSiBs>B5ABL < Bin | Si No | No thti:ﬁor) N

WSipa > AR > Fia S (SIS ERC | Bento de il | (Attacto

III. Si B3 < B3 Si No Si Inestable | —— ](E;ii:cl:ior)

Cuadro 3.1: Existencia y estabilidad del punto de equilibrio trivial Py y los de frontera, P y P,, en
sus tres casos correspondientes.

A continuacién se caracterizard el comportamiento asintético global de este subsistema.
Primero se mostrard que es disipativo, es decir, que las soluciones de este convergen al
interior de un conjunto acotado dentro del espacio de estados. De hecho, se tiene que:

dN

ar =N — UNN — p1NA < yn — unN,
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dA
dt—’)/AA<1—KA>—,[33NA—(‘1/lA+€A)A
AZ
—'yAA—yAA—eAA—’YI‘z — BsNA
A
A A?
=A(yaA—pa—€a)— o~ PsNA
2
— AL, -2 g Na
Ka

’)’AA
=LA (11— — A
A ( LAKA> paN

YaA
<LJA|(1-—
<L, ( LAKA)

Ahora bien, para resolver la primera desigualdad diferencial N’ < yn — pnN, se hara
uso del siguiente teorema de comparacion el cual estable lo siguiente:

Teorema 3.3.3 (Teorema de Comparacién para Desigualdades Diferenciales) Supdngase que
y(t) y ¢(t) son dos funciones continuas en un intervalo I, considérese las siguientes desiqualdades
diferenciales:

dy
<
1 T < f(t,y)

do _
2. - =f(t,¢9)
Siy(to) < ¢(to) para algiin ty € I, entonces y(t) < ¢(t), para todo t > ty en L.

Considérese la desigualdad diferencial N’ < ¢y — unN la cual se puede asociar a la
ecuacion diferencial:

!/
N =yN—punN
Esta es una ecuacion diferencial lineal de primer orden. Para resolverla, se puede usar
el método de separacioén de variables o encontrar el factor integrante.

Se reorganiza la ecuacién:
N’ + UnN =N

El factor integrante es e#N'. Si se multiplica toda la ecuacién por el factor integrante se
tendra:

e'NIN' + unetN'N = et = jt (NetNt) = yyen!
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Luego:

Net~Nt = 'yN/e”Ntdt
1
=N (e”Nt) +C
UN

N =N | cemt
UN

Obsérvese que (N(0),G(0), A(0)) = (Np — Go, Go,0) (por la condicién inicial del sis-
tema), pero como se estd analizando el caso cuando G = 0 entonces la ecuacién anterior
resulta:

Por tanto:

No=Njcoc=Ny— IV
HUN UN

Por lo que la solucién de la ecuacién diferencial es:

N(t) = IY—N—i— (NO—W) e HNt

HN UN
Pero Ny = ZN en ausencia de células premalignas y cancerigenas, entonces se tiene que:
N

N

N(t) = —

(=72

dN c
Dado que se busca I < o~ — unN, entonces la solucién para N(t) es:

N(t) < ¥

HN

Esto asegura que en todo momento t, N(f) no excede el valor de la solucién particular.

Ahora, se analizaré la desigualdad diferencial A’ < LA <1 — I:Y AI?
AKA

) en busca de una

cota superior para la solucién A(t).

Obsérvese primeramente que:

YaA A
LpaA(1—- =LA | 1—+——
A < LKy > A LaKy
A
> o LaKa
La cual resulta en la ecuacion logistica de Verhults con K = BV
A
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e . o dA .
El punto de equilibrio de la ecuacién logistica ocurre cuando —— = 0, es decir,

dt

YaA
LAA[1— =
4 < LAKA) 0

con A # 0.

Solucionando para A:

YaA LaKa
LsKa YA

La estabilidad de este punto de equilibrio se puede analizar considerando la derivada de

LaK4
TA

la funcién logistica. Si A < , entonces el término | 1 — Tk | e positivo y —— sera
ARA

dt

YA

R . . P . A 2 .
positiva, lo que indica que A aumentard. Por otro lado, si A > , entonces el término

TA

A ) . dA . ) : g e
LKA serd negativo, y I también serd negativo, lo que indica que A disminuir4.
YA

A o o .
actia como un limite superior estable.

Por lo tanto, el punto A =
rA

. . dA . . . .
Finalmente, dado que interesa cuando —— es positiva pero, segtn lo anterior, esta deri-

dt
) . . LaKy
vada sera menor o igual a una cantidad que decrece cuando A se acerca a

, se puede

concluir que A nunca superard este valor. En otras palabras, cualquier solucitén A(t) a la

LaK
desigualdad diferencial estd acotada por ’; A,
A

Por tanto, por principios de comparacion clasicos [44], todas la soluciones (N(t),0, A(t))
que comienzan en este plano permanecen restringidos a la regién:

B = [O,WN} x {0} x [0, LAKA}
N YA

cuando t — oo. Aplicando el teorema 2.5.5 (Criterio de Dulac) con u(N, A) = ﬁ, se tiene:
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(L (AN AANY g (o BN g ova (AN, (patea)
V<NA<dt’dt>)_v (NA a P\l x,) P N

oG- to) (3 (o) m )

- oN + 9A
_OIN A
NZA  NKj4

_ (o, ma
N2A  NKyu
_ YNNK4 + ')/ANZA
N N3AK 4
__1aNA+Kayn
K4AN?

<0

Para (N, A) € B. Asi, el subsistema N x A no tiene Orbitas periddicas. Por el teorema
2.5.3 (Poincaré - Bendixson) se concluye que todas las trayectorias convergen a un punto de
equilibrio.

Conjuntamente con los resultados anteriores, se concluye que el plano N x A tiene uno
de los tres comportamientos:

I) Si B3 > B3y B1 < Bj A : Po es estable. El cancer es eliminado, cualquiera que sean las
condiciones iniciales.

1) Si B3 > B3y 1 > Bi : Poy Pa son estables; Py es un punto de silla y su variedad
estable es la separatriz entre las cuencas de atraccién de Py y P,. El cancer puede desarro-

llarse o eliminarse. El resultado depende de las condiciones iniciales.

IIT) Si B3 < B4: Dy es inestable y P, es estable. El cancer se desarrolla, sean cuales sean
las condiciones iniciales.

Las figuras 3.1, 3.2 y 3.2 presentan el diagrama de fases del plano N x A en cada caso.
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Figura 3.1: Diagrama de fases del plano N x A en el caso I).

: ?i It
RERE ¢%¢%H
" | ' b L
SRR AN A R S A AR AR AR AR RN
SRR VN I A T T
TR N W A R I 1 (A O IR OO A
O R T S l O O [ P A i
P I L I L T S S P S NS B S b 4
L I R A R L T T T R A i
Volvoob L] [ 3N R T Y SR B SR i
30 I FORER VR R PRI TR i T
I T T TR T IR T N I S I S S S o i
0'3\ v b o | [ R A B { ¢
ot S O\ |
S SIS
' .' - -

] 0.1 0.2 03 0.4 05 06 0.7 0.8 04 1 1.1 1.2 1.3 1.4 15
Nota. En este caso Py es globalmente estable. Adaptado de Phase portraits of subystem N x A in cases I,
IIeIII (p. 25), por A. C. Fassoni, 2016, Modelos matemdticos em cdncer abordando fase inicial e tratamento
de tumor avascular. Todos los derechos reservados (2024) por licenciatario.

Figura 3.2: Diagrama de fases del plano N x A en el caso II).

0,07
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e i Y "y 4 ] i ' e b,/ L/ ,\,/ ,\,/ ./ .\/ .\/ A/ -\/
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T B S S SO N S A S PR A S S S gy N S e
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- P ALY v S g/ é/ é/
004457 A A A e DL L g G gt gl
A N \ v v Sy i v
PR A . B S A N R S ¢ O S S
0,031 .7 AR SERED. SRR e R - - PZF e o -l ST e ey Y
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P . T R A e B P
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T T St S S B 4 e -« r . R - T e
0011 _~ e e - - P = - P =
. R S e = = - -, e
—= e Po -
’ 0 0 0,2 03 04 05 06 07 0e 03 T 1.1

Nota. En este caso, la variedad estable de P; divide al plano de fase en cuencas de atraccion de Py y
P,. Adaptado de Phase portraits of subystem N x A in cases I, I e III (p. 25), por A. C. Fassoni, 2016,
Modelos matemdticos em cincer abordando fase inicial e tratamento de tumor avascular. Todos los derechos
reservados (2024) por licenciatario.
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Figura 3.3: Diagrama de fases del plano N x A en el caso III).

0,07
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116 A Lol A R LT N P S = LT T T g e
PR R A A A NS e e e e T e s
Pl R ol ? 3 N T - =
0037 A oA Fh A A s e e e e e T
-7 T > A m A A < T e e e e e
R A . R N I N ¥ R = TR ST
0021 & = = 7 R A A =% Em w s
PR o I A N AR N =~
- R A A A A = em e e
00175 5 5 s s . e e e
—_F = —F Pl ) (=
— = - - - - .. Po -
1]

i 0:1 0:2 0:3 0:4 0:5 u:a 0:7 n:s 0:9 b 14

Nota. En este caso P, es globalmente estable para condiciones iniciales A(0) > 0. Adaptado de Phase
portraits of subystem N x A in cases I, II e III (p. 25), por A. C. Fassoni, 2016, Modelos matemdticos em
cancer abordando fase inicial e tratamento de tumor avascular. Todos los derechos reservados (2024) por
licenciatario.

Discusion

Al analizar los resultados anteriores se observa que la primera condicién necesaria para
no tener células cancerosas es 3 > B3, que ya se discuti6é anteriormente en el andlisis de
Py. Sin embargo, esta condicién puede no ser suficiente, debido al papel que juega la agre-
sividad tumoral ;. Cuando el tumor no es muy agresivo, f1 < fj, la condicién anterior es
suficiente. En este caso, se produce una simple bifurcacién hacia adelante entre las regiones
IIl y I cuando B3 incrementa. Por el otro, cuando 1 > B 5, la region II surge entre las
regiones I y III, presentando biestabilidad entre Py y P, y un tumor puede crecer incluso
si B3 > B3 siempre que las condiciones iniciales sean lo suficientemente grandes. Ahora, se
produce una bifurcacién hacia atrds cuando B3 varia. Para garantizar que ninguna célula
cancerosa pueda sobrevivir es necesario que B3 supere otro umbral, el definido por la cur-
va Bi o, que es mayor que 3 y aumenta con f;. Por lo tanto, se concluye que las células
cancerosas agresivas tienen una posibilidad adicional de supervivencia, pero dependen de
factores extrinsecos que aumentan su nuimero inicial. Ademds, de la expresién de 7 5 en
(3.8), se observa que la condicién B; < B] es mds probable que se satisfaga en tumores que
surgen en tejidos que se regeneran rdpidamente y que tienen un suministro limitado de
nutrientes.
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Figura 3.4: Diagrama de bifurcacion en el plano B3 x By junto con el comportamiento de equilibrio en las
tres regiones de andlisis.

By
B
: Py Y !
B, ELA
it
0P EGA | - Py EGA
5?}: |
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Nota. Cuando B3 varia, se observa una bifurcacién hacia adelante si ; < 7, y una bifurcacién hacia
atrds si 1 > B]. Adaptado de Bidimensional bifurcation diagram depending on B and B3 (p. 25), por A.
C. Fassoni, 2016, Modelos matemdticos em cincer abordando fase inicial e tratamento de tumor avascular.
Todos los derechos reservados (2024) por licenciatario.

3.3.4. Equilibrios internos

Ahora, se hard un analisis matematico de los puntos de equilibrio no triviales del sistema
dado en (3.2). Para ello se resolvera N'(t) = G'(t) = A/(t) =0con N #0,G #0AN A # 0.

Del sistema original se tiene:

0 =qn—uyN - BiNA (1)
56G?

0 :’YGG—ﬁzNG—(ﬂG+€G)G—7§+G (2)

0 —4A (1—%)—53NA—(yA+eA)A+gfé (3)

De la ecuacién en (1) se obtiene:

Y de la ecuacién (2) se tiene:
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0G
Y6 — B2N — (ug +€g) = C—}—iG

16 (§+G) = B2N(E+G) — (4e +€c) (E+G) =6G
Y6¢ +76G — BaNE — BoNG — gl — ucG — €6 — €6G = 6G
G(v6 — pc —€c — BN —96) = ¢ (=76 + pc t €6 + p2N)
G(Lg — poN — ) = ¢(—Lg + B2N)
o _ &(=Lc +p2N)
Lc—pN o

Ahora bien, sustituyendo N = — IN__ enla dltima expresion, se sigue que:
UN + pr1A

—Lo +Poyipa
Lo = Poyipa —¢
—Lo(un+B1A)+B2YN
HN+‘81A

=8 Lo(pn+B1A)—BoyN—0(in+B1A)
UN+B1A

B —Lg(pn + B14) + Bavn

7 —Bayn + (N + B1A)(Lg — )

_¢ Le(pn +B1A) —Boyn (%)
BN — (un + B1A) (L — )

G=¢

Obsérvese ahora que la tercera ecuacion del sistema dado en (3.2) se puede reescribir
como sigue:

_ 5G?

1
’YAA(l_KA>_,B3NA_(VA+€A)A: g-{-G

1 0G?
= 74 <1_KA> — B3N — (pa t€a) = TAGE+C)

Al sustituir la expresién dada en (*) en el miembro izquierdo de la ecuacién anterior vy,
siguiendo el reacomodamiento algebraico realizado en los puntos de frontera, se obtiene lo

siguiente:
5G?
A)=-—"7 A
donde g(A) = aA% + bA + ¢, cuyos coeficientes estdn dados en (3.6).

Sustituyendo la expresién dada en (**) en la dltima ecuacion, se sigue que:
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Aq(A)(E+ G) = 6G*(un + B14)
Lo(pn + B1A) — Bayn s Lo(pn + B1A) — Bayn
Aq(a) (& + 2 e RTINS ) = ot (o el B

Lo(pun + B1A) — Bayn B Le(pin + B1A) — Bayn
Aq(A) <1 M ,BZ')’N - (VN + ,BlA)(LG — 5)) =0 <52’)’N — (,MN + ﬁlA)(LG _ 5)) (,uN =+ ,BIA)

2
5)) (VN + :BlA)

Luego:

Aq(A) [Bayn — (N + B1A) (L — 6) + Lo (pn + B1A) — BaN] (Lo(pn + B1A) — Bayn)?

- 56,3271\1 — (un + B1A)(Lg — 9)
Aq(A)S(un + PrA) _ oo (Lo(un +P1A) — Bayn)?

(un + B14)

(un+p14A) T Poyn — (un + B1A) (Lg —9)

Aq(A) [Bayn — (un + B1A) (L — 6)] = &(Lo (N + B1A) — Bayn)?
Aq(A)Bayn — Aq(A)(Lg — ) (un + P1A) = E(Lg(un + P1A) — ayn)?
f(A) =g(A)
donde:
f(A) = Aq(A)B2yn — Aq(A)(Lg — 0) (un + B1A) (3.12)
y
g(A) = &(Lo(pun + prA) — B2yn)? (3.13)

Obsérvese que la expresion en (3.12) se puede reescribir como sigue:

F(4) = (e - &) Aq(a) | 21 — oy pra

= it = 91a0() [ = 5t 4

= Bt~ 9)aa(a) | —EREEE 4]

YN _/]/‘N_(Lc_é)\ _
D) (52 ™ )A

= p1(Lc —6)Aq(A)

= B1(Lc —6)Aq(A) (Am — A)
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Lo—6
donde: Ay = Lc Billo=3) (,32 ﬁza) Y:BM_%

Ademas, la expresion en (3.13) se puede reescribir de la siguiente manera:

g(A) = ¢ [LE(un + B1)* — 2Lg(un + P1A) B2yw + BoVi)
= [Lgux +2LEuNP1A + LEBTA — 2L Paynpn — 2LcBr1B2ynA + B3N]
= [L% ﬁlAz 2LgB1B2YNA + 2LE NI A + oYy — 2LBayniin + LEUN]

2AyNB2 | 2AuN +7Nﬁz 2ynBaiin | My
B1Lc B1 BILE Bilc B

o[- () (33

ozt |22 (5 (- 50)) - (e )
— L2 (A2 2AA, + A2]

= CLEAT (A — Aw)’

L
donde: A, = 1Lc (B2—B3) y B> = yi\y[NG

+

= CLghT | A%~

Finalmente, como f(A) = g(A), se tiene que los puntos de equilibrio internos del siste-
ma dado en (3.2) estan dados por: o
P=(N,G A)
donde:

YN G = (?(LG(VN + ﬁlg) - ﬁTYN) (3.14)

N= N+ BiAS T Barn — (Lc —0)(un + p1A)

y A es una raiz del polinomio de grado cuatro:

f(A) =g(A) (3.15)

con:

f(A) = 1L = 6)Aq(A)(Am — A) y g(A) = CLET(A — An)? (3.16)
Aqui, q(A) es el polinomio de grado dos dado en (3.6) y A, , Am estan dadas por

TN . TN . . _ pn(Lg—9)
Ay = — Ay= —"— — con = 3.17
BiLg (B2—B2) y Am Bri(Le —0) (B2 — B2s) B2 . (3.17)
y ademads:
L
B> = F:NGch=vc—Vc—€c

58



3.3. ANALISIS DE ESTABILIDAD DEL MODELO

Existencia

Como f(A) = g(A) es una ecuacion polinomial de cuarto grado, admite hasta cuatro
raices, que se etiquetardn en el orden ,2[3 < AV4 < g5 < 1216. Por tanto, puede haber hasta
cuatro puntos de equilibrio 131 = (f\@, éi, gi), i = 3,4,5,6. Se analizard la existencia y posi-
tividad de los puntos de equilibrio P; en todo el espacio de pardmetros y los resultados se
resumen en las figuras 3.5, 3.6 y 3.7. Las pruebas y los detalles adicionales se dejan en el
Apéndice. Para obtener estas condiciones se consideraron los siguientes umbrales:

(Lg —6)B14; . _ LeBi(A2—Ay) . LgBiAr
—11_1/2/ (51_ 7 ’ (52_ I
IN UN + B1A2 UN + B1A2

Las siguientes graficas muestran la existencia de los puntos de equilibrios positivos P;
los cuales dependen de B> y ¢é. En las regiones donde existe "6", la existencia depende
también de otras condiciones.

Figura 3.5: Existencia de equilibrios positivos P;, i = 3,4,5,6 en el caso I, dependiendo de o y 3.

B,
I) Bz = B3, By < Bia
c) B, e)0P & BB,
¥
b)0 P 6 B.,P, d) P, 6 B,,P., B,
- *
o~ * ~
a:) OFP 2,8
5
LG

Nota. En este caso f3 > B3, p1 < pJ 5. Adaptado de Existence of positive equilibria P, i = 3,456
depending B, and 6 (p. 27), por A. C. Fassoni, 2016, Modelos matemdticos em cincer abordando fase inicial
e tratamento de tumor avascular. Todos los derechos reservados (2024) por licenciatario.
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Figura 3.6: Existencia de equilibrios positivos P;, i = 3,4,5,6 en el caso II, dependiendo de B3 y 6.
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1) By = B3, By = Bia - )
h) B 1oB
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2 o €)0F 6 BB, 6 — 2
BYOP b PP ~ e = . o 2
p : o AR i) Py 6 PPy, B,
a) 0P 6 BB,
5
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Nota. En este caso f3 > B3y p1 > P . Adaptado de Existence of positive equilibria P, i = 3,456
depending B, and 6 (p. 27), por A. C. Fassoni, 2016, Modelos matemdticos em cincer abordando fase inicial
e tratamento de tumor avascular. Todos los derechos reservados (2024) por licenciatario.

Figura 3.7: Existencia de equilibrios positivos P;, i = 3,4,5,6 en el caso III, dependiendo de B y 6.

B,
HI) By < B3

c) ﬁﬁ e) 0 B

b)ob & BB, d) P.
— B3
g - #,2
JGE ﬂ] 0P ﬁf,é'
i)

L¢

Nota. En este caso B3 < fB3. Adaptado de Existence of positive equilibria D, i = 3,4,5,6 depending B,
and 6 (p. 27), por A. C. Fassoni, 2016, Modelos matemdticos em cincer abordando fase inicial e tratamento

de tumor avascular. Todos los derechos reservados (2024) por licenciatario.
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Estabilidad Local

El Jacobiano evaluado en el punto P = (N, G, A) es

—UN — ‘BlAV 0 B B
s ~ ~  6G(2¢+C)
j(P) = —B2G Lg — ,325\7 ~ (crop
T 5G(264G) B
pat (G+G)? b4

Calculando los autovalores de

UN — [312 —A 0 R B
~ 7 oG G
det(j(P)— A =0« |  —FG Lo~ paN = GET —
o T 6G(26+G)
paa (G+6)?

se obtiene que:
A +mA2+ A +a3=0

cuyos coeficientes son:

&(Lg — p2N)

ay = 1A+ un + z
1= P1 UN Gic

_51N

Z’YAA
Ka

a = —d <(G+52) + B1A + VN> + M(ﬁlﬁ+ UN)

G+¢

¢(Lg

a3 = —d <(G+'B2)+,31AV+MN>—151N z

donde N, G estan dadas en (3.14), A es una raiz de (3.15) yd=1La

2%4

_ ﬁSN
—,31N
=0
— 8 BN — A
(3.19)
— B1B3NA;

Elle —PaN) (43, 6(G 1 22) - padi)

ﬁN

El criterio de Roth-Hurwitz [38] dice que la parte real de las raices del polinomio defi-

nido en (3.20) seran negativas si

a1 >0,a3 >0y aja, —az >0

(3.20)

Por lo tanto, el punto P = (N, é, A) serd estable si se cumplen las condiciones en (3.20)

Estas condiciones se estudiaron numéricamente, mediante los diagramas de bifurcaciéon
que se muestran en el Apéndice. Los resultados obtenidos se resumen en las Figuras 3.8,
3.9 y 3.10, donde se indica la estabilidad de cada equilibrio positivo P; en cada sub-region
del espacio de pardmetros. Para obtener mas detalles y explicaciones, consulte el Apéndice.
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Figura 3.8: Equilibrios positivos localmente estables en el caso I.

Bl 1> BI.B < Bl

C) PDJPm

B

e) Py 6 Py, By

a)P,

b) P, 6 B, B

d) P, 6 By, By

— B

Bis

Ca

Lg

Nota. En este caso B3 > f3, p1 < Pj,. Adaptado de Equilibria locally stable in each sub-region of
parameter space. (p. 28), por A. C. Fassoni, 2016, Modelos matemdticos em cdncer abordando fase inicial e
tratamento de tumor avascular. Todos los derechos reservados (2024) por licenciatario.

Figura 3.9: Equilibrios positivos localmente estables en el caso II.
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Ba I Bz = 3,60 = i |
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,
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)PP, X . €) P, Py 6
oori @ 1 RN
1 B..P,, ﬁs J) Ps, Py — A3
B2 Bis
- . . 5 . ﬁe,l
. 5) B 6P B c)P.6F,, P30 — Paa
i oo oari 3
JU 2
! ! P ParPs 6 0P 6 BBy — P
o) P ! | P.,B; — B
I
1
1 1
&8s
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Nota. En este caso B3 > B3y B1 > B,

Lg

Adaptado de Equilibria

locally stable in each sub-region of

parameter space. (p. 28), por A. C. Fassoni, 2016, Modelos matemdticos em cdncer abordando fase inicial e
tratamento de tumor avascular. Todos los derechos reservados (2024) por licenciatario.

62



3.3. ANALISIS DE ESTABILIDAD DEL MODELO

Figura 3.10: Equilibrios positivos localmente estables en el caso III.

B2 1y, < g

C) Pm.lﬁf E}ﬁ:

2
ﬁ:,.l

o

: — B

i a) P,

b) P. 6 B, By d) B,

g

Le
Nota. En este caso B3 < B3. Adaptado de Equilibria locally stable in each sub-region of parameter space.
(p. 28), por A. C. Fassoni, 2016, Modelos matemdticos em cdncer abordando fase inicial e tratamento de

tumor avascular. Todos los derechos reservados (2024) por licenciatario.

Los siguientes cuadros muestran los puntos de equilibrio positivos en cada region del
espacio de pardmetros. En muchos casos se puede ver que algunas soluciones convergen
para apuntar al “infinito” tales como (N,G, A) = (N, 0,00) que serda denotado por P.
Como se coment6 anteriormente, P, representa la supervivencia de las células G en una
cantidad muy alejada de G = 0, debido a la falta de un término logistico en la dindmica de
G. Ademas, en cada regién donde aparece “(M)” después de dos puntos, puede ocurrir una
colisién entre estos dos puntos dependiendo de otros pardmetros, y los puntos pueden ser
positivos o no. También se indica la estabilidad de los puntos de equilibrio: negro para esta-
ble y rojo para inestable. Las celdas donde aparece Py de color azul, representan regiones del
espacio de pardmetros donde dicho punto es estable, es decir, el cdncer puede ser eliminado.

Todos los resultados para los puntos Py, P; y P, y aquellos sobre la positividad de los
puntos D, i =3,4,5,6 se demostraron mateméaticamente, mientras que los resultados sobre
la estabilidad de E, i = 3,4,5,6 y Px se obtuvieron numéricamente (consulte el Apéndice
para obtener més detalles).
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Bs > B3
(Regiones I y II)
5 < Lo 5> Lo
Bir <PBi, | B2 <Py
(Region I) a) Py B2 < PB5:
Py d) Py, Ps(M)
Bos <PB2<p: Py, Ps(M)
b) P5(M), Poo
Po, Ps(M)
B < o B<p
C) P(), Py e) Po, P6(M)
Ps P’3(M)
<N n<o6<o 0 <6< Lg 0> Lg
B2 < B3 s B2 < B3 B2 < B3 s
B> Bt 1) Ps a) P ) Pes B2 < B3
(Region 1) Po, Py, Py Po, P1, Py Po, Py, Py i) Ps, P4(M)
& Brs < B2 < B B35 < B2 < B Brs < B2 < B Py, P1, Py, P5(M)

b) P3(M)/ Poo

b) P3(M), P

b) P3(M), P

Po, Py, P>, P(M) Py, P1, Py, Py(M) Py, Py, P>, Py(M)
Bs < B2 < By B3 < B2 < By 25 < P2 < B3

d) POr P d) PO/POO C) P3(M)/P5(M)/ ()

Py, P, Py Py, P, Py Py, P1, Py, Py (M), Ps(M)

*, 1 *,2 . *,2 1, * 1, * *1 .
2n < B2 < By 25 < B2 <Py By < B2 < PByy: By < B2 < PByy:
f) Po, Poo e) Po, P5(M),Poo e) Po, P5(M),Poo ]) P6, Po
Py, P Pi, P>, Py, Pé(M) Py, P>, Py, P(,(M) Py, P>, Ps
25 < B2 < B : o< P2 <Py Byy < P2 <Py By < P2 <Py
g) Py, P5, (M), P g) Po, P5, (M), P g) Po, P5, (M), Pe k) Ps, Py
Py, Py, Ps(M) Py, Py, Ps(M) Py, Py, Ps(M) P, P

23 < P 3 < B 53 < B 53 < P
h) Py, P, Ps h) Py, P>, Ps h) Py, P, Ps ) P, Py
Py, Pe Py, Pe Py, Pe Py, P

Cuadro 3.3: Puntos de equilibrio internos positivos en la region II1.

B3 < B3
(Region III)
6 <Lg 6> Lg
*,2 .
P2 < Bys: )
a) Pu B < B2
Py, P, d) Py
3,'(25 <p2< ﬁ;i Py, P
b) Ps (M)/ P
Py, P, Ps(M)

*,2 . *,2 .
2 < B 2 < B2
C) Pz, Poo e) P2
Py, Ps Py
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Cuadro 3.2: Puntos de equilibrio internos positivos en las regiones I y 1.




Conclusiones

Con el prop6sito de comprender los aspectos biolégicos del cancer, el Dr. Artur César
Fassoni propuso un modelo matemaético basado en un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias no lineal que considera tres tipos de células: las normales, las premalignas y las
cancerigenas. En este modelo se describe la apariciéon y el establecimiento del cdncer en un
tejido normal cualquiera e incorpora en su hipétesis tres sellos distintivos: autosuficiencia
en las sefales de crecimiento, insensibilidad a las sefales anti-crecimiento y evasion de la
apoptosis [25].

Las ecuaciones de Fassoni estdn basadas de los primeros modelos unidimensionales re-
lacionados a poblaciones como lo son: el de Malthus y el de Verhulst [39]. Asi como también
del modelo bipoblacional més representativo: el de Lotka - Volterra [34] y de los primeros
modelos relacionados al cancer como: el de Kuznetsov o el de Kirschner-Panetta [20], [21].
Es por ello que el estudio de estos modelos clésicos es fundamental para comprender el
porqué del uso de algunos pardmetros y/o ecuaciones; ya que si bien es cierto algunos
de estos modelos han descrito bien el ritmo de crecimiento de poblaciones al nivel ma-
croscopico, también es cierto que han funcionado bien en la descripcion del crecimiento
bacteriolégico y celular.

El andlisis de estabilidad de los puntos de equilibrio del sistema no lineal, basados en
el método indirecto de Lyapunov, permitieron obtener condiciones generales en ausencia
de células premalignas y cancerosas (equilibrio trivial), asi como también condiciones que
caracterizaron globalmente la dindmica del subsistema de limites sin células precancerosas.
Este subsistema (que consta s6lo de células normales y cancerosas) es un sistema simple
pero presenta un comportamiento interesante y capta bien la posibilidad de un tumor cre-
cimiento en funcién de los pardmetros. Puede utilizarse como base para construir modelos
mas complejos incorporando otros fenémenos.

El modelo completo también se estudié en detalle. La existencia de equilibrios no trivia-
les se caracteriz6 en todo el espacio de pardmetros y la estabilidad de estos equilibrios se
demostré analiticamente.

Desde el punto de vista biolégico, un punto de equilibrio serd estable cuando la capaci-

dad de reaccion del tejido en ese punto es capaz de eliminar las pocas células mutantes que
surgen con el tiempo, permitiendo asi que las tres poblaciones puedan coexistir en equili-
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brio e impidiendo que células mutantes se escapen hacia otro estado (tumor) perjudicando
al organismo que lo posee. Por otro lado, un punto de equilibrio sera inestable si pequefias
perturbaciones alrededor del mismo provocaran la aparicién de algunas células mutantes
que rompieran el tejido del estado homeostatico (estado de equilibrio del sistema) condu-
ciendo asf a la progresiéon de un tumor cancerigeno.

El futuro del estudio matematico del cancer es muy prometedor pues modelos como
el del Dr. Fassoni buscan aproximar de una mejor manera el ritmo de crecimiento de las
células normales, premalignas y cancerigenas en un instante de tiempo determinado. Este
modelo, en colaboracién con investigadores del area biomédica, ayudara a predecir si una
persona estaria desarrollando un tumor maligno en algtn tejido de su cuerpo. Asi pues,
un médico podré detectarlo a tiempo y asignara el mejor tratamiento que pueda salvar su
vida.
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Apéndice

En este apartado, se presentan pruebas y detalles sobre la existencia y estabilidad de los
puntos de equilibrio no triviales.

Existencia

Las raices de (3.15) son los puntos de interseccion de las graficas de f(A) y g(A) en
(3.16). Las raices de f(A) son A =0, Ay, A1 y Az (donde A; < A; son las raices de g(A)),
y sus posiciones relativas determinan los intervalos donde f(A) > 0. El polinomio g(A) es
siempre positivo y tiene una raiz doble A = A;,. Si se conocen las posiciones relativas de
las raices de f y g, se podrd determinar, mediante andlisis gréfico, la posicién de las raices
A;,i=3,4,5,6, y luego, saber cuél de ellos da lugar a un equilibrio positivo p;.

Noétese que N > 0 siempre que A > 0. Por lo tanto, a partir de la expresién de G en
(3.14), se obtienen las siguientes condiciones para que un punto de equilibrio B; sea positivo:

1. Si 6 < Lgy B2 < B, entonces P; es positivo si y solo si, las raices A; estan en el
intevalo I; = [0, Apm] (que estd vacio si 2 < B3 ;).

2.Si 6 < Lgy B2 > B3, entonces D; es positivo si y solo si, las raices A; estan en el
intevalo I, = [A;, Aum].

3.5 6 > Lg y B2 < B3, entonces D; es positivo si y solo si, las raices A; estdn en el
intevalo I3 = [0, ).
4.Si6 > Lg y B2 > B;, entonces D; es positivo si y solo si, las raices A; estan en el

intevalo Iy = [A, ).

De las definiciones de p3, ;;\, Am, Ay ,BZS en (3.3), (3.11), (3.17) y (3.18), se obtienen
las siguientes relaciones:

Am > 0= B2 > B3 (3.21)

AM >0 B> B, y0<Lg (3.22)

A < Ap = Pa> Py, i=12 (3.23)

Ai <Ay p>Pysyd6 <L i=12 (3.24)

Ademés, se tiene que:
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lim f(A) = —oc0, sid < Lg

A—+oo
lim f(A)=+oco,8id>Lg, y (3.25)
A—+oo
tim_|f(A)/g(4)] = oo

Ademas, de (3.18), nétese que en el caso II, con 0 < A; < Ay, se tiene:

0<h<h<lLg (3.26)

Con las relaciones (3.21-3.26), y considerando cada uno de los casos I, II y III que de-
terminan la existencia de raices positivas A; y A, para g(A), se tiene toda la informacién
sobre las raices de f(A) y g(A) y se puede determinar cudles raices A;,i=3,4,56,se
encuentra en el intervalo apropiado I;. Los umbrales para f, y § en cada caso se pueden
ver en las figuras 3.5, 3.6 y 3.7, asi como un resumen de los resultados.

A continuacién se ilustran varios subcasos de los gréficos de f(A) y g(A). Las raices
de la ecuacién (3.15) son los puntos de interseccién de ambos gréaficos, y deben ocurrir en
un intervalo apropiado I;, para dar origen a equilibrios positivos P;. Las raices de f(A) son
A=0Am A y Ay y sus posiciones relativas determinan los intervalos donde f(A) > 0.
El polinomio g(A) es siempre positivo y tiene una raiz doble en A = A,,.

1. Si B3 > B3y B1 < B 5, las raices A;,i = 1,2, son complejas o negativas.

Para § < L, los umbrales para , que son de interés se encuentran en 0 < 85 ; < B3.
Se tiene pues:

a) Si Bo < B;; el intervalo de viabilidad I; es vacio. Por tanto, no hay equilibrio
positivo B;.
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la) a(h)

flA)

Am Am °

f

Figura 3.11: Grifico de f(A) y g(A) para el caso I a).

b) Si ;5 < B2 < B3, entonces, de (3.21) y (3.22), se tiene A, < 0 < Ap. Las graficas

NDhe<¢ Dbe>¢

de f(A) y g(A) pueden cruzarse ninguna o dos veces en el intervalo I;. Esto
depende del valor de ¢. Para ¢ por debajo de cierto umbral ¢*, la gréfica de g(A)
intersecta la curva de f(A) dos veces. Para ¢ > {*, los graficos no se cruzan. El
valor de ¢* es el valor de ¢ tal que los gréficos f y g son tangentes en una raiz A.
Por lo tanto, (C*, /l) es una solucién del sistema:

{ f(A) = g(A)
f1(A) = g'(A)

Por lo tanto, dos equilibrios, digamos Ps y Ps, son ambas positivas, o todos los
equilibrios son no positivos.

&(A)

f
g(A) f(A) )

An /|4 Aq )%m Am X

Figura 3.12: Grdfico de f(A) y g(A) para el caso I b).

c) Si B2 > PBj, se tiene 0 < A,; < Apm. Las gréficas de f y g se interceptan en
As < A, ya Ag € Ib. Por lo tanto, Ps es el tnico equilibrio positivo b,.
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)c)

f(A)

g(A)

f

Figura 3.13: Grifico de f(A) y g(A) para el caso I c).

Para 6 > Lg, los umbrales para B, satisface 85 ; < 0 < 3. Se tiene:

d) Si B2 < B3, entonces Ay < Ay < 0. Como f es un polinomio de cuarto grado,
mientras que g tiene grado dos, de (3.25) se tiene que f(A) > g(A) para A
suficientemente grande. Como f(0) = 0 < g(0), hay al menos una raiz A; en
el intervalo I3 = [0,00). Otras dos raices pueden encontrarse en este intervalo,
dependiendo de otros pardmetros, como el anterior. Por lo tanto, el equilibrio P4
es positivo, y D5 y P pueden ser ambos positivos.

f

1)d)
t(A)

g(A)

Figura 3.14: Grdfico de f(A) y g(A) para el caso I d).

e) Si B, > B35, entonces Ay < 0 < Ay,. Las gréaficas de f y g se intersectan en una
raiz en el intervalo (0, A,), el cual no resulta en un P; positivo. Es posible que los
graficos se crucen dos veces o ninguna vez en el intervalo (A, o). Asi, ningin
punto P es positivo, o Ps y Ps son ambos positivos.
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2. Si B3 > B3y 1 > Bi o las raices Ay y A; son positivas, con A1 < Ay.

Si d < L, se tiene:

a) Si B2 < B5 5, no hay positivo P, ya que I es vacio.

b) SiBjs < B2 < min {ﬁ;,ﬁ;j},se tiene A, < 0 <min {Ay, Ay} <méx {A;, Ay} <
As. Asi, f(A) es positivo solo en el intervalo I, para valores A € [0, min { A1, Ay }].
Como g(A) > 0 para A > Ay, las gréficas f y g pueden cruzarse ninguna o dos
veces en I, de nuevo dependiendo de ¢. Por lo tanto, o no hay equilibrios posi-
tivos P;, o D3 y P, son positivos.

¢) Si ;g < B2 < B3, luego A,y <0 < Ay < Ay < Apm. Las graficas de f y ¢ pueden
cruzarse ninguna o dos veces en el intervalo [0, Aq], y también ninguna o dos
veces en el intervalo [A,, Ay]. Asi, los equilibrios P; y Py pueden ser positivos o
no y lo mismo ocurre con bs y Bs. Por lo tanto, se puede tener cero, dos o cuatro
equilibrios positivos. P;

1) c) dos raices 1) c) cuatro raices

/\ . glA)

Anm ’ 141 /Tz M A ° A, A, M

Figura 3.15: Gridfico de f(A) y §(A) para el caso 11 c).

d) Sips < B2 < min{ ;}\, ﬁ;;ﬁ},entonceso < Ap <min{Ay, Ay} <méx{A;, Ay} <
Ay. Asi, como f(A) es positivo sélo en el intervalo I, si A € [Ay, min { A1, Am}],
y como g (A,) = 0, la Gnica raiz en el intervalo I, es Ay, y s6lo Dy es positivo.

e) Si méx{[%;, ;i} < B < [v’;}, entonces 0 < A,, < A; < A, < A Se tiene
f(A) > 0 para A € (A, A1) U (A2, Ap). Como g (Am) = 0, la tnica raiz en
(Am, A7) es Ay4. Las raices As y Ag pueden estar ambos en (A;, Apr), 0 ambos no
existen, dependiendo del valor de ¢. Por lo tanto, P; es positivo y P5 y Ps pueden

ser ambos positivos.
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i) d)

g(A)

f

Figura 3.16: Grdfico de f(A) y g(A) para el caso I d).

11) e) tres raices

f

Figura 3.17: Grifico de f(A) y §(A) para el caso I e).

f) Si ;}\ < B2 < 5;:5, entonces 0 < Ay < A, < Ay < Ajz. Por lo tanto, f(A) < 0
en I, de tal manera ningtan D; es positivo, i = 3,4,5, 6.

¢) Si max {,8;?, ;}L} < B2 < ,B;i, entonces 0 < A} < A,, < Ay < Ap. En I, se
tiene f(A) > 0s6lo si A € [Ay, Apm|. Asi, los graficos de f y g pueden cruzarse

ninguna o dos veces (en As y Ag) en el intervalo I,. Por lo tanto, sélo Ps y b,
pueden ser positivos.

h) Si Ba > By, entonces 0 < Ay < Ay < A,y < A Las gréficas de f y g se cruzan
exactamente una vez en I, en Ag. S6lo P es positivo.

Para 6 > Lg :

i) Si B2 < PB5, entonces min {A,;, Ay} < max{Am, Ay} < 0 < A; < Az Enel
intervalo I3, f es positiva cuando 0 < A < A; 0 A > Ay. Como ¢ (A,) =0, de
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(3.25), existe una raiz Ag > A,. En el intervalo 0 < A < Ay, los gréficos pueden
cruzarse ninguna o dos veces (en Ay y As). Por lo tanto, P es positivo y Py y Ps
pueden ser positivos.

] . X |
11) i) una raiz | M) tres raices /

\ |

\
\
A i, Aw A A,
\

\ f(A)

\

\

g(A)

Figura 3.18: Grdfico de f(A) y g(A) para el caso II i).

j) Si B3 < B2 < By, entonces Ay < 0 < A, < Ay < Aj. Las gréficas de f y g se
intersectan dos veces en A5 < A; y Ag > Az. Ps y P son positivos.

k) Si zi < B2 < ,Btzhf, se tiene Ay < 0 < Ay < Ay < As. Las gréficas se interceptan
exactamente una vez en I, en Ag > A,. Por lo tanto, sélo P; es positivo.

l) Sipy > ,B;’i, se tiene Ay < 0 < Ay < Ay < A,,. Por lo tanto, las cuatro raices de
f(A) se colocan antes de A,,, de tal manera que f es una funcién estrictamente
creciente para A > A, porque los tres puntos posibles donde f'(A) = 0 se
encuentran entre las raices de f. Como f (A,) > 0 = g(Au), los gréficos no
pueden cruzarse en el intervalo . Por lo tanto, ningtin P; es positivo.

f

)

8(A)

(A

Figura 3.19: Grdfico de f(A) y g(A) para el caso IT ]).
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3. Si B3 < B3, entonces Ay < 0 < A,.

Para 4 < L, se tiene:

a) Sipy < [3;?, no hay positivo P;. De hecho, si 8, < ﬁ;ﬁ, se tiene A, < Ay <0<
Ay, y el intervalo I; es vacio. Si Bys < Ba2< ﬁ;g, se tiene A] < 0 < Ay < Ay, de
tal manera que f(A) < 0 para A € [0, Ap]. Como g(A) > 0, no hay raiz 4; en el
intervalo I; (para B> < 83) y L (para B2 > f83).

HI) a) Para B, < B;

g(A)

f(A)

f

Y

Am

Figura 3.20: Grifico de f(A) y g(A) para el caso 11 a) con B, < B3.

b) Si ;j < B2 < ,B;ﬁ, entonces A; < 0 < Ay < Apy. Por lo tanto, f(A) > 0 enel
intervalo [Ay, Ap]. Como A, < Ay, las gréficas de f(A) y g(A) pueden cruzarse
ninguna o dos veces en el intervalo [A, Ay] C I;,j = 1,2. Por lo tanto, puede
haber cero o dos equilibrios positivos P;, P5s y s.

HNb)§<§

Am

8(A)

by §>¢

Am

Figura 3.21: Grdfico de f(A) y g(A) para el caso 111 b).

c) SiBp > ﬁ;i, entonces A1 < 0 < Ay < A, < App. Asi, hay exactamente una raiz
A; en el intervalo I,. Por lo tanto, sélo P es positivo.
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1) c)

f(A)

B(A)

Figura 3.22: Grifico de f(A) y §(A) para el caso I c).

Sid > Lg, se tiene:

d) Si B, < ,B;i, entonces min { Ay, Ay} < max {A;, Ay} <0 < Ay, con A, < As.
Si A > méax{An, 0}, f(A) es positivo s6lo si A > Aj,. Asi, sélo hay una raiz
A; > méx {A;,0}, que es Ag. Por lo tanto, sélo P es positivo.

e) Si B > ,B;i, se tiene min { A1, Ay} < méx{A;,Au} < 0 < Ay < Ay Las
graficas de f y g pueden cruzarse ninguna o dos veces (en As, Ag > A,,) en el
intervalo Iy. Asi, o Ps y Py son positivo, o ninguin b; es positivo.

Estabilidad

Ahora, se presentan los resultados numéricos sobre la estabilidad de los equilibrios no
triviales P;, i = 3, 4, 5, 6. Las condiciones (3.20) se estudiaron numéricamente. Variando B2,
se obtuvieron diagramas de bifurcacién y se infiri6 la estabilidad de los equilibrios P;. En
cada uno de los casos I, Il y III, se £ij6 6 en una regién determinada, de acuerdo con las figu-
ra 3.5,3.6 y 3.7, y se permitié que B, variara, obteniendo los diagramas de bifurcacién para
cada valor de J. En general, se produce una bifurcacién cuando f, supera los umbrales que
limitan las subregiones a), b), c), etc. Los diagramas obtenidos se presentan en las Figuras
3.25, 3.24 y 3.25, haciendo referencia a los casos I, II y III respectivamente. En el grafico
principal de cada figura, se presenta el comportamiento de las raices A; en funcién de f»,
junto con los valores de A,, y Ay, que delimitan el intervalo donde las raices A; dan origen
a un P; positivo (consulte la subseccién de existencia para obtener mas detalles). El trazado
es continuo, discontinuo o punteado, segtin el equilibrio correspondiente sea estable, ines-
table, o no positivo, respectivamente. La estabilidad de los puntos P; fueron determinados
observando el menor de los gréficos, donde los coeficientes a;, a3 y a1a; — a3 se representan
frente a B,. Los valores Ag = 0, A; y Ay, correspondiente a los equilibrios Py, P1 y Py, cuya
existencia no depende en 8, pero la estabilidad si, también se trazan en el grafico principal.
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3.3. ANALISIS DE ESTABILIDAD DEL MODELO

Basado en estos diagramas, y corroborado por simulaciones numéricas (no se muestra),
se concluye lo siguiente acerca del comportamiento asintético del sistema (estas conclusio-
nes se obtuvieron numéricamente para un conjunto de valores de pardmetro, y puede no
ser vdlido para todo el espacio de pardmetros, aunque son vélido en pequefios vecindarios
abiertos de estos valores):

Figura 3.23: Diagrama de bifurcacién de equilibrios P; dependiendo de B, en el caso I.
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Nota. Adaptado de Bifurcation diagram of equilibria D; depending on By, in case I (p. 44), por A. C.
Fassoni, 2016, Modelos matemdticos em cincer abordando fase inicial e tratamento de tumor avascular. Todos
los derechos reservados (2024) por licenciatario.

I) SipBs > 55;1 y B1 < [31‘ A Do es localmente estable, mientras que Py y P> no son positivos.
Los diagramas de bifurcacion correspondientes se presentan en la Figura 3.23.

Para § < Lg, se tiene:

a) Si By < B3 s, no hay positivo P; positivo, y Py es inestable. Los resultados numéri-
cos indican que todas las soluciones tienden a Pe.

b) Si 55 < P2 < BY', Py es inestable, y P5 y P pueden ser positivos, dependiendo de
¢. Si es asi, las simulaciones numéricas indican que D5 es estable y D es inestable,
separando soluciones que convergen a D5 de los que tienden a Pe.

¢) Si B2 > B, Py y Ps son los equilibrios positivos. Py es estable y Ps es inestable,
separando las cuencas de atracciéon de P y Pw.
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3.3. ANALISIS DE ESTABILIDAD DEL MODELO

Si § > Ig, segtn el diagrama inferior de la Figura 3.23, se tiene:

d) Si By > BY, Py es inestable. Py es positivo y estable. P5 y P; pueden ser ambos
positivo, dependiendo de ¢. Si no es asi, las simulaciones numéricas indican que
todos las soluciones convergen a Py. Si P5 y Ps son positivos (no se muestran en
la Figura 3.23), Ds es inestable, separando las cuencas de atraccion de oA y b, que
son estables.

e) Si B > B, By de]a de ser positivo y Py se vuelve estable; una bifurcaciéon hacia
adelante ocurre. P5 y Ps pueden ser ambos positivos y los resultados son andlogos
a los anteriores casos.

Figura 3.24: Diagrama de bifurcacion de equilibrios D; dependiendo de By, en el caso I1.
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Nota. Adaptado de Bifurcation diagram of equilibria D; depending on B,, in case II. (p. 45), por A. C.
Fassoni, 2016, Modelos matemdticos em cincer abordando fase inicial e tratamento de tumor avascular. Todos
los derechos reservados (2024) por licenciatario.

1) Si B3 > B3y B1 > Bi 5 entonces Py, Py y P; son positivos. P es inestable. Para analizar
las bifurcaciones con respecto a B, se debe de considerar cuatro intervalos diferentes
para parametrizar §, separado por 0 < §; < J < Lg (ver Cuadros 3.2 y 3.3). Los
diagramas de bifurcacién correspondientes se presentan en la Figura 3.24.
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Para 6 < 41, se tiene:

a) Si B2 < B35 Poy P> son inestables y no hay equilibrio positivo P;. Todas las
soluciones convergen a Pe.

b) SiB5s < P2 < ,Btzh, Py y P, son inestables. Los equilibrios b y b, pueden ser positi-
vos (consulte el apéndice en el apartado de existencia para obtener maés detalles).
Si ocurre, P; es estable y P, es inestable, separando las cuencas de atraccion de b
y Pw.

c) SiB; < B2 < 5%1/ Py es estable y D, es inestable. Py es positivo e inestable,
separando las cuencas de atraccion de Py y Peo.

d) Si ;k < B2 < ﬂz’ﬁ, Py es estable y D, inestable. Los equilibrios P, i = 3, 4, 5, 6,
son no positivo. P separa las cuencas de atraccién de Py y Pe.

e) Si ,8;? < B2 < ﬁ;i, Py es estable y P; es inestable. P5 y P; puede ser positivo. Si
pasa, D5 es estable y D, es inestable, lo que separa las cuencas de atraccion de b5
y Pw. P separa las cuencas de atraccion de Py y D5 (o Py y P, cuando b5 y B; no
son positivas). Puede haber tres cuencas de atraccién.

f) SiB2 > ,B;i, Py y P, son estables y sus cuencas de atraccion estdn separadas por
P;. D es positivo e inestable, separando las cuencas de atraccién de P, y P. Hay
tres cuencas de atraccion.

Sid; < 6 < 6y, las transiciones ocurren a través de regiones a), b), d), e), g) y h),
como se puede observar en las Figuras 3.5, 3.6 y 3.7. El diagrama de bifurcacién
correspondiente es muy similar al del caso anterior. Lo mismo ocurre en el inter-
valo 4, < 6 < Lg, fueron transiciones ocurren a través de las regiones a), b), c),
e), g) v h). En aras de la brevedad, se omiten las descripciones detalladas de estos
dos casos, asi como los diagramas de bifurcacién.

Para § > L, se tiene:

¢) Si B2 < B35, Ps es positivo y estable. By y Ps pueden ser ambos positivos. Si pasa,
Dy es estable, y Ps inestable,separando las cuencas de atraccién de b y Py. Si no
son positivas, todas las soluciones convergen a Ds.

h) SiB; < B2 < ,B;}\, Py es positivo y estable. Py es también estable. D5 es positivo e
inestable, separando las cuencas de atraccién de Py y D.

i) Si Z}\ < B2 < ﬁ;i, DPs es positivo y estable. Py también es estable. Sus cuencas de
atraccion estan separadas por Dj.

j) Sipa > ﬁ;i, Dy y P, son estables, y sus cuencas de atraccion estdn separadas por
.

II) SiBzs< B3 Py P; son positivos. Py es inestable. Los diagramas de bifurcacion corres-
pondientes se presentan en la Figura 3.25.
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Figura 3.25: Diagrama de bifurcacién de equilibrios P; dependiendo de B, en el caso I11.
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Nota. Adaptado de Bifurcation diagram of equilibria D; depending on By, in case IIL. (p. 47), por A. C.
Fassoni, 2016, Modelos matemdticos em cincer abordando fase inicial e tratamento de tumor avascular. Todos

los derechos reservados (2024) por licenciatario.

Para § < Lg, se tiene:

a) Sipr < ﬁ;’g, D, es inestable y no hay positivo b;, i =3,4,5,6. Todas las soluciones
convergen a Pg.

b) Si Bys < B2 < By3, P> es inestable y Ps y Ps pueden ser ambos positivos. Si pasa
Ds es estable y P es inestable, separando las cuencas de atracciéon de Ps y Pw.

c) Sipy > ﬁ;ir D, es estable y Ps es inestable, separando las cuencas de atraccién de
pz y Poo.

Para § > L, se tiene:
d) Si By < ﬁ;i, D, es inestable y Ps es el tnico equilibrio positivo b, i=3,4,5,6, y

seria estable.

e) Si By > ,B;i, DPs se vuelve negativo y P, se vuelve estable.

79



Bibliografia

[1] Fassoni, A. (2016). Modelos matemdticos em cincer abordando fase inicial
e tratamento de tumor avascular. Tesis de doctorado, Universidad Esta-
tal de Campinas, Brasil. Recuperado el 06 de agosto del afio 2018 desde
http:/ /repositorio.unicamp.br/bitstream /REPOSIP /307199/1/Fasson-ArturCesar-
D.pdf

[2] Avyuso, .M., MoNGE, R., MARTINEZ-GONZALEZ, A., LLaMAZARES, G.A., BERGANZO,
J., HERNANDEZ-LAIN, A.SANTOLARIA, ]., DOBLARE, M., SANCHEZ-GOMEZ, P., PEREZ-
Garcia, VM., OcHoa, I. Y FERNANDEZ, L.J. (2015). An in vitro model for glioblastoma
using microfluidics: Generating pseudopalisades on a chip. Cancer Research, 75, B04.

[3] BELMONTE-BEITIA, ], CALvo, G.E Y PEREZ-GARCiA, V.M. (2014). Effective particle
methods for the Fisher-Kolmogorov equations: Theory and applications to brain tumor
dynamics. Communications in Nonlinear Science and Numerical Simulation, 19: 3267-3283.

[4] BritTON, N.F. (1986). Essential Mathematical Biology. Academic Press, London.
[5] ByrnE, H.M. (2010). Nature Rev. Cancer, 10: 221.

[6] CaisHoLM, R.H., LorENzI, T., Lorz, A., LARSEN, A K., DE ALMEDIA, L.N., ESCARGUEIL,
A. Y CLAIRAMBAULT, J.(2015). Emergence of drug tolerance in cancer cell populations:
An evolutionary outcome of selection, nongenetic instability, and stress-induced adap-
tation, Cancer Research, 75: 930-939.

[7] Fisher, R.A. (1939). The wave of advance of advantageous genes. Ann. Eugenics, 7: 353-
369.

[8] GanDARIAS, M.L., BRUZON, M.S. Y Rosa, M. (2013). Nonlinear self-adjointness and
conservation laws for a generalized Fisher equation. Commun. Nonlinear Sci. Numer.
Simulat, 18: 1600-1606.

[9] MARTINEZ-GONZALEZ, A., DURAN-PARDO, M., Carvo, G.E, Arcain, EJ].,, PErez-
RomMasaNTA, L.A. Y PEREZ-GARCIA, V.M. (2015). Combined therapies of antithrombo-
tics and antioxidants delay in silico brain tumors progression. Mathematical Medicine
and Biology, 32: 239-262

[10] MuRrray, J.D. (2002). Mathematical biology I: An introduction. Third edition, New York:
Springer.

80



BIBLIOGRAFIA

[11] PAsqQuUIER, J., MacGaL, P, BouLaNGE,-LEcomTg, C., WEBB, G. Y LE Forr, E (2011). Con-
sequences of cell-to-cell P-glycoprotein transfer on acquired multidrug resistance in
breast cancer: a cell population dynamics model. Biology Direct, 6:5.

[12] PErEZ-GARCiA, V.M., CaLvo, G.F,, BELMONTE-BEITI4, ., DIEGO, D. Y PEREZ-ROMASANTA,
L.A. (2011). Brightsolitons in malignant gliomas. Phys. Rev. E, 84: 01921.

[13] PErEZ-GARCiA, V.M. Y MARTINEZ-GONZALEZ, A. (2013). Hypoxic ghost waves accelera-
tes the progression of high-grade gliomas. Bull Math Bio.

[14] P£rEzZ-GARcCiA, V.M., BoGDANSKA, M., MARTINEZ-GONZALEZ, A., BELMONTE-BEITIA, J.,
ScHut, P. Y PEREZ-ROMASANTA, L.A. (2015). Delay effects in the response of low grade
gliomas to radiotherapy: A mathematical model and its therapeutical implications.
Mathematical Medicine and Biology, 32: 307-329.

[15] PErREZ-ROMASANTA, L.A., PEREZ- BETETA, J., NIETO PALACIOS, A., ALONSO, O., PANIA-
GuA EscupERro, J.C. Y PEREZ-GARCiA, V.M. (2016). Magnetic resonance imaging-derived
preoperative tumor?s features associated with primary glioblastoma multiforme pa-
tients survival - A systematic review. Neuroradiology (submitted).

[16] Rosa, M., BRuzON, M.S. Y GANDARIAS, M.L. (2015a). Lie Symmetry Analysis and Con-
servation Laws for a Fisher Equation with Variable Coefficients. Appl. Math. Inf. Sci., 9
No. 6, 1-11.

[17] Rosa, M., BRuzON, M.S. Yy GANDARIAS, M.L. (2015b). Symmetry analysis and exact so-
lutions for a generalized Fisher equation in cylindrical coordinates. Commun Nonlinear
Sci Numer Simulat. 25: 74-83.

[18] SwansoN, K.R., RockNE, R.C., CLARIDGE, J., CHAPLAIN, M.A., ALvorDp, E.C. JrR. Y AN-
DERSON, A.R. (2011). Quantifying the role of angiogenesis in malignant progression
of gliomas: In silico modeling integrates imaging and histology. Cancer Research, 71:
7366-7375.

[19] Woparz, D. y Komarova, N.L. (2005). Computational biology of cancer. World Scienti-

fic.

[20] KurnETsov, .A. MAKALKIN, M.A. TAYLOR AND A. S. PERELSON (1994). Nonlinear dy-
namics of immunogenic tumor: Parameter estimation and global bifurcation analysis.
Bull. Math. Biol., 56(2): 295-321.

[21] KirRsCHNER D.,PANETTA J. (1998). Modeling inmmunotherapy of the tumorimmune in-
teration, J. Math Biol 37, pp 235-252.

[22] PUENTE, ]J.(2015). ;Qué es el cdncer y como se desarrolla?. Recuperado el dia 06 de agosto
del afio 2018 desde https:/ /seom.org/informacion-sobre-el-cancer /que-es-el-cancer-y-
como-se-desarrolla.

[23] LIFSHITZ, A. (2010). Las Etapas o Fases del Cancer. Recuperado el 29 de Junio del 2016
desde http:/ /www.vidaysalud.com/diario/cancer/las-etapas-o-fases-del-cancer/

81



BIBLIOGRAFIA

[24] MENCHON, S.A. (2007). Modelado de las Diversas Etapas del Crecimiento del Cdncer y de
algunas terapias antitumorales (Tesis Doctorado) Recuperado el 27 de junio del 2016, de
http:/ /www.famaf.unc.edu.ar/series/pdf/pdfDFis/DFis126.pdf

[25] HANAHAN, D.; WEINBERG, R. A. (2000). The hallmarks of cancer. Cell, Elsevier
Science, v. 100, n. 1, p. 5770.

[26] SPENCER, S. L.; BERRYMAN, M. J.; GARCIA, ]J. A.; ABBOTT, D. (2004). An ordinary
differential equation model for the multistep transformation to cancer. Journal of Theo-
retical Biology, Elsevier, v. 231, n. 4, p. 515-524.

[27] ASHKENAZI, R.; GENTRY, S. N.; JACKSON, T. L. (2008). Pathways to tumorigenesis
modeling mutation acquisition in stem cells and their progeny. Neoplasia, Elsevier, v.
10, n. 11, p. 1170-ING6.

[28] GENTRY, S. N.; JACKSON, T. L. (2013). A mathematical model of cancer stem cell
driven tumor initiation: implications of niche size and loss of homeostatic regulatory
mechanisms. PLoS One, v. 8, p. €71128.

[29] ENDERLING, H.; CHAPLAIN, M. A.; ANDERSON, A. R.; VAIDYA, ]. S. (2007). A
mathematical model of breast cancer development, local treatment and recurrence.
Journal of Theoretical Biology, Elsevier, v. 246, n. 2, p. 245-259.

[30] DREYER, T.P. (1993). Modelling with Ordinary Differential Equations, CRC Press.

[31] SOTOMAYOR, J. (2009). Equagoes Diferenciais Ordindrias (la. ed.) Sao Paulo: Hamburg
Lida.

[32] CHUNGA, J.,;HIDALGO, R.; RAEZ H. (2016). Modelo de Gompertz: Modelo Logistico. Re-
cuperado el 15 de julio del 2016 desde https:/ /es.scribd.com/doc/99648342 /Modelo-
de-Gompertz

[33] MORALES M. (2013). Teoria de Estabilidad de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias. Tesis de
pregrado, Universidad de El Salvador, San Salvador, El Salvador.

[34] ALVAREZ A. (2013).  Modelizacion. ~ Computacién —y  Matemdticas  con-
tra el cdncer, Recuperado el 06 de agosto del afio 2018 desde
http:/ /www3.uah.es/libretics /concurso2013/files2013 / Trabajos /Modelizacion
20Matematica.pdf

[35] ROMERO, J. Y GARCIA, C. (1998) Modelos y sistemas dindmicos. Universidad de Cadiz,
servicios de publicaciones. Tercera edicion.

[36] JISHAN H. anp WEI-PING L. (2005). Theory of Ordinary Differential Equations, Re-
cuperado el 06 de agosto del afio 2018 desde https://www.math.usthk/ ma-
mu/courses/303/Notes.pdf

[37] LOREDO, C. (2004). Criterios para determinar si un polinomio es polinomio Hurwitz. Tesis
de pregrado, Universidad Auténoma Metropolitana de Iztapalapa, México D.F.

82



BIBLIOGRAFIA

[38] WILLEMS, J. L. (1970). Stability theory of dynamical systems. New York: Springer-Verlag.

[39] BRAUER, E. ; CastiLro, C. (2008). Mathematical Models in Population Biology and Epide-
miology. New York: Springer-Verlag.

[40] JIMENEZ V. (2000). Ecuaciones diferenciales: como aprenderlas, como ensefiarlas, Universi-
dad de Murcia.

[41] MASSOUD M. (2015). Differential Equations. Recuperado el 06 de agosto del afio 2018
desde http:/ /www.mcs.csueastbay.edu/ malek/Class/nonlinear.pdf

[42] MARTCHEVA M. (2017). Methods for deriving necessary and sufficient conditions
for backward bifurcation. Recuperado el 16 de diciembre del afio 2021 desde
https:/ /www.tandfonline.com/doi/full /10.1080/17513758.2019.1647359

[43] ANDERSON, B.; JACKSON, J.; SITHARAM, M. (1998). Descartes’ rule of signs revisi-
ted. American Mathematical Monthly, JSTOR, p. 447-451.

[44] CANTRELL, R. S.; COSNER, C (1996). Practical persistence in ecological models via
comparison methods. Proceedings of the Royal Society of Edinburgh: Section A Mathematics,
Cambridge Univ Press, v. 126, n. 02, p. 247-272.

83



