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Introduccion

En esta investigacion, se ha estudiado el comportamiento dindmico de ciertas aplicaciones con-
formes por pedazos en la esfera de Riemann, C = C U {oco}. Las aplicaciones estan asociadas con
grupos kleinianos o equivalentemente, con subgrupos discretos de
az+0b
cz+d

PSL(2,C) = {

a,b,c,dGC,ad—bc:l},

con regiéon de discontinuidad distinta del vacio. Los grupos kleinianos actudn como grupos de
isometrias que preservan la orientaciéon en el espacio hiperbdlico via la extension de Poincaré.

En |BS1] se establece: dado un grupo fucshiano I' finitamente generado que acttia en el disco de
Poincaré D, los autores describen una funcion continua por pedazos fr definida en la frontera ideal
0D = S, que refleja las propiedades dindmicas de la accion del grupo. Por otro lado, en [R] y [ARR]
se extiende la construccion de una funciéon continua por pedazos a grupos kleinianos finitamente
generados con la propiedad de Even Corners' y sin ctspide.

En este trabajo se ha analizado el problema de construcciéon para grupos que contengan alguna
caspide, en particular, para el Grupo de Picard I' = PSL(2,Z[i]), que actia propia y discontinua-
mente en el semiespacio superior H?. Este grupo tiene la propiedad de que tiene una sola ctspide
y es de covolumen finito. Se ha definido una funcion conforme por pedazos fr(z) e introducido un
sistema simbolico s bara estudiar su dindmica. La estructura de este documento es la siguiente:

CAPITULO 1: se estudia la definiciéon de grupo kleiniano, propiedades fundamentales del conjunto
limite y regular, para finalmente dar a conocer los ejemplos clasicos: grupos fuchsianos, en especial
el grupo Modular y el grupo de Picard, los cuales son ejemplos de grupos con una sola cuspide.

CAPITULO 2: en este capitulo se introducen algunos elementos de dindmica simbolica para
posteriormente estudiar las construcciones de aplicaciones continuas por pedazos en las fronteras
ideales de H? y H? respectivamente, las cuales estan asociadas a grupos fuchsianos [BS1] y
grupos kleinianos finitamente generados, sin ctspide [AR], finalmente se ajustan y presentan
las construcciones previas para grupos kleinianos con alguna ctspide y se define una funcion
asociada al grupo de Picard en C = OH?.

CAPITULO 3: utilizando elementos de dindmica simboélica, se estudia la funcién fr, la cual se
define por primera vez en [BSI| como una funcién continua por pedazos asociada al grupo
modular; para dicha funcion se establecen resultados referentes a la naturaleza de sus oOrbitas
periodicas y como encontrarlas.

CAPITULO 4: finalmente, se estudia la dinamica de una funcion fr asociada al grupo de Picard,
la cual esta definida en C = OH?, dicha funcién esta inspirada en las construcciones de [BS1], [R]
y |AR]. Por otro lado, se demuestran algunas propiedades dindmicas referentes a la existencia,
naturaleza de orbitas periodicas y como calcularlas; asi como también se presentan resultados
referentes a la dindmica de las componentes regulares asociadas de fr y un Teorema de clasifi-
cacion dindmica para fr, el cual sugiere el comportamiento de las funciones asociadas a grupos
kleinianos mas generales, particularmente, grupos kleinianos con més de una cuspide.

1Un grupo kleiniano I' actuando sobre H? tiene la propiedad even corners si existe un poliedro fundamental F
para el cual T'(OF) = Uvef ~(OF) es una unién de planos geodésicos. La propiedad Even corners significa que los
planos que contienen las caras del poliedro hiperbdlico estan incluidos en la teselacién generado por la acciéon del

grupo.
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Capitulo 1

Grupos kleinianos

La terminologia de grupo kleiniano y fuchsiano fue introducida por Henri Poincaré (1854-1912).
Poincaré estudio la ecuacion diferencial compleja

2"(t) + p(t)z(t) = 0,

descubriendo cierto grupo de transformaciones lineales con coeficientes reales 6 complejos, como
soluciones locales a las que llamo6 grupo fuchsianos y kleinianos respectivamente. Clasicamente,
los grupos kleinianos han sido estudiados por su conexiéon con superficies de Riemann y en los
ultimos anos han cobrado fuerza en el estudio de variedades hiperbolicas de dimension 3. En este
trabajo estudiaremos aplicaciones asociadas a grupos kleinanos con cuspide, por lo cual hacemos
un breve recorrido por esta rama de la matematica, estudiando la definicion de lo que es grupo
kleiniano, el dominio fundamental asociado y los ejemplos clasicos de grupos kleinianos como lo
son: los grupo fuchsianos, particularmente el grupo modular y grupos kleinianos con cispide, en los
cuales destacamos como ejemplo especial al grupo de Picard; para mayores detalles sobre grupos
kleinianos, consultar [Mar|, [MB] o bien [MT].

1.1. Transformaciones de Mobius

Definicion 1.1.1. Los puntos del plano complejo junto con oo forman el plano complejo extendido,
denotado por C.

La aplicacion

Y :S*—{e3}— C
(1’1,.’132,373) — ( 1 2 ) .

1—1’3’1—%‘3




8 CAPITULO 1. GRUPOS KLEINIANOS

Figura 1.1: Proyeccion Estereografica.

Junto con

2+7Z 2=z  |zP-1
7T(Z) = 2 ) . 2 ? 2 Y
2124+ 17i(]z2+ 1) |22+ 1
a la cual se le llamaré proyeccion estereografica, permiten establecer un homeomorfismo entre la
esfera y el plano complejo extendido. Ver [MT].

Definiciéon 1.1.2. Las transformaciones de la forma

az+b
f<Z>—CZ+d7

donde a,b,c,d € C, ad — bc # 0, se les llama transformaciones de Mdbius.

Es posible extender las transformaciones de Mébius a la esfera de Riemann de la siguiente manera:

Definicion 1.1.3. St f : C — C es una transformacion de Mobius, se define f .C— C.
Si ¢ # 0, entonces

((az+b d
cz+d’ z;é—g,z#oo
f(z) = 00, z:—gl
a
-, Z = 00.
\ Cc
St c =0, entonces
b
i az;— it oo
(2) =
d
00 z=——.
c

El conjunto de todas las transformaciones de M&bius definidas en la esfera de Riemann tales que

ad — be = 1 se conoce como el grupo de Mobius y se denota por Méb(@). Siad—bc=Fk #0, la

transformacion ,
a

—Z + -

P vk vk

ST

vk N

cumple

=1.

%\“

7

%\&

N

oo



CAPITULO 1. GRUPOS KLEINIANOS 9

Por otro lado, es posible identificar a las transformaciones de Mobius por matrices de la forma

A:(“ b), a,b,c,d € C, ad—bc=1.
c d

A este grupo de matrices se le denota por SL(2,C). El centro de este grupo consiste de las
matrices +1;. Al cociente de SL(2,C) sobre su centro £1; se le llama su proyectivizacion, este
grupo se denota por PSL(2,C), el cual coincidira con el grupo de automorfismos en la esfera de
Riemann.

Una primera clasificacion es por medio de los puntos fijos, es decir:

az—l—b_
cz+d

)

de donde

—dE A/ d)?2 —4
2c

La expresion a + d es la traza de la transformacion y la denota por Tr(T').

Definicién 1.1.4. Se dice que dos transformaciones de Mobius S y T' son conjugadas si existe
una transformacion U tal que T = USU!.

Definiciéon 1.1.5. Una transformacion T se dice que es parabolica:

a. T es conjugada a z — z + 1.

b. T tiene exactamente un punto fijo en la esfera.

c. Tr(T)==x2yT#id.
Una transformacion T se dice que es eliptica:

a. T es conjugada z — €29z, 20 # 2.
b THT) € (~2,2).

c. T tiene tiene exactamente dos puntos fijos y la derivada de T tiene norma 1 en cada uno de
ellos.

Una transformacion T se dice que es loxodromica :

a. T es conjugada z — Az, |\| > 1.
b. THT) € C—{[-2,2]}.
c. T tiene tiene exactamente dos puntos fijos, uno atractor y uno repulsor.

9



10 CAPITULO 1. GRUPOS KLEINIANOS

1.2. Geometria hiperboélica

1.2.1. Geometria hiperbélica bidimensional

Para mas detalles sobre geometria hiperbolica bidimensional, consultar [I<5] y [Mar].
Definicién 1.2.1. » El plano hiperbolico: el modelo para el semiplano superior es
H* = {z € C:S(2) >0},
equipado con la métrica riemanniana

d
gs — 1921

3(2)

» El disco de Poincaré es: D = {z € C: |z| < 1}, equipado con la métrica

4

2|dz|
1— |z

ds =

El siguiente teorema, puede consultarse en [I<5].
Teorema 1.2.1. La distancia hiperbolica p(zy, z2) entre puntos z1, zo en H? es

|21 — Za| + |21 — 2]
|21 = Z2] — |21 — 20|

p(z1,22) = In

Entre los hechos més importantes de los modelos bidimensionales, se tienen

= Pueden verse como el espacio euclidiano, para distancias arbitrariamente pequenas.
= Ambos modelos son un espacio métrico completo.

= Las geodésicas o curvas que minimizan la distancia son las rectas verticales o semicircun-
ferencias ortogonales en el modelo del semiplano y los didmetros o arcos de circunferencias
ortogonales en el modelo del disco.

Figura 1.2: Geodésicas en H?.

10



CAPITULO 1. GRUPOS KLEINIANOS 11

Figura 1.3: Geodésicas en D.

Observacioén. Los modelos del semiplano y el disco son equivalentes mediante la aplicacion de
Cayley.

e ~
pa ~N
ya N
Va AN
/ \
_ / \
C(Z):l'Jrz \
(2 z
/
, ‘
—— l

S I

Figura 1.4: Equivalencia bidimensional.

Teorema 1.2.2. El grupo de isometrias que preserva la orientacion en H? puede ser identificado
por

az+b
cz+d

PSL(2,R) = {

a,b,c,d € R, ad—bc:l}.

11



12 CAPITULO 1. GRUPOS KLEINIANOS

Por otro lado, en el modelo del disco

az +¢

i) {50

Ccz

,a,cE(C,|a|2—|c|2:1}.

Para mas detalles, ver [I<5].

1.2.2. Geometria hiperbélica tridimensional

Para méas detalles sobre Geometria hiperbolica tridimensional, consultar [Mar] y [MT].
Definicién 1.2.2. » El semiespacio superior es
H* = {(2,t): 2 € C,t > 0},

equipado con la métrica

d82 e M
t2
. . 2|d
» El modelo de la bola es B3 = {z € R : |x| < 1} equipado con la métrica ds = T | |:1:||2
— |z

Definicion 1.2.3. La distancia hiperbélica pys(P,Q) entre P = (z1,t1) y Q = (z2,t2) en H?

cumple
‘21 — 22’2 + ‘tl - t2’2
h P =1
cosh pae(P,Q) = 14+ 1= L2,
particularmente
t
pus ((0, ), (0, 5)) = mt—l .
2

Entre los hechos més importantes en el espacio hiperbodlico se tienen:

= [l espacio hiperbélico puede verse como el espacio euclidiano para distancias arbitrariamente
pequenas.

» El espacio hiperbodlico es un espacio métrico completo.

= Las geodésicas o curvas que minimizan la distancia son las rectas verticales o semicircunfe-
rencias ortogonales al plano zy.

12



CAPITULO 1. GRUPOS KLEINIANOS 13

) N\

Figura 1.5: Geodésicas del espacio hiperboélico.

Una demostracion del siguiente resultado, puede consultarse en |MT].

Teorema 1.2.3. FEl grupo de isometrias que preserva la orientacion en H? puede ser identificado
por

az+b
cz+d

PSL(2,C):{ a,b,c,d € C, ad—bc:l}.

1.2.3. Extension de Poincaré

El objetivo serd definir el andlogo de una transformacion de Mobius en C o ((AI, para el espacio
hiperbolico. La clave esta en considerar las transformaciones de M&bius como una combinacion de
transformaciones elementales y luego extenderlas a R3, por tltimo considerar una transformacion
de Mo6bius como una composicion de transformaciones elementales extendidas; dicha extension se
conoce como la extension de Poincaré.

13



14 CAPITULO 1. GRUPOS KLEINIANOS

_az—i—b
ez +d

St f(2)

, es una transformacion de Mobius con ad — be = 1, nétese que:

az b E(cz—kd)—?—i-b
cz+d cz+d
—ad b
e e
cz+d c
-1

a
=—+ - d—bc=1
c(cz+d)+c’ ya que a C ,

de donde se deduce que toda transformaciéon de Md&bius se puede escribir como una composicién
de transformaciones elementales:

A. Traslaciones: T,(2) =z +b; be C.
B. Rotaciones: R,(z) = az; |a| =1, 6 = arg(a).
C. Homotecias: Hy(z) = Az; 0< A\, A # 1.

z

D. Inversiones complejas: I(z) = — = —.
z 22

A su vez, dichas transformaciones elementales se pueden escribir como composicion de reflexiones
respecto de rectas o circunferencias en el plano, tal como se muestra en las siguientes secciones.

Traslacion

Considere un punto z € C, se traza la recta que pasa por el origen y el punto b, luego se trazan las

rectas L; y Lo ortogonales en b y en —, luego la traslacion z + b, puede escribirse como Ry, o Ry,

es decir, mediante la composicion de las reflexiones respecto de la recta Ly y luego la reflexion
respecto de la recta L.

14



CAPITULO 1. GRUPOS KLEINIANOS 15

Figura 1.6: Traslacion T'(z) = z + b.

Ahora, si se extiende la idea anterior al espacio, se tendra que una traslacion seria la composiciéon
de dos reflexiones, pero respecto de dos planos: los planos determinados por las rectas L; y Lo, tal
como se indica en la siguiente figura

&z,k} Tr(z!k]

Ly Lo

Figura 1.7: T(z,k) = (2 + b, k).

Rotaciéon

La rotacion R,(z) = az también puede escribirse como la composicion de dos reflexiones, para

ello se considera el circulo unitario y un par de rectas que se cortan en el origen con un angulo 5

entre ellas, donde § = arg(a), entonces, la rotaciéon puede escribirse como la R,(2) = Ry, o Ry,.

15



16 CAPITULO 1. GRUPOS KLEINIANOS

L,
R(z)

L,

Figura 1.8: Rotacion R,(z) = az.

En completa analogia al caso bidimensional, esta nociéon de rotaciéon se extiende al espacio, con la
diferencia que ahora serd la composicion de dos reflexiones respecto de dos planos que forman un

ingulo de —.
éngulo de o

(z,k)
* R(zk)

L,

Figura 1.9: R,(z, k) = (az, k)

Homotecia

Se define la homotecia Hy(z) = Az, A € R —{0} y se consideran dos circunferencias concéntricas
Cy y Cy, por tanto la transformacion Hy(z) es una composicion de las reflexiones respecto de las
dos circunferencias concéntricas, es decir:

H,\(z) = R02 o} RCl-

16



CAPITULO 1. GRUPOS KLEINIANOS 17

HA(Z)

Figura 1.10: Homotecia Hy(z) = Az, A € R — {0}.

Para extender dicha transformacion al espacio, se consideran dos casquetes concéntricos y al
reflejar respecto de los dos casquetes, tal como se indica en la siguiente figura

Hy(z,k)
Figura 1.11: Hy(z, k) = (Az, |Alk).
Inversion
: . . . 1 Z . . .
Finalmente la inversion compleja I(z) = — = e esta dada por la relfexion del eje real (con-
z 2

jugacion) compuesta con la inversion en S', por tanto para el caso del semiespacio se tiene una
extension de la siguiente manera

~ z k
L(z,k) = , .
(:%) <|z|2+k2 |z|2+k2>

17




18 CAPITULO 1. GRUPOS KLEINIANOS

Extension de una transformacion de Mobius

. +b
La transformacion z — f(z) = az+d, a,b,c,d € C, ad — bc = 1, se puede extender a H?
cz

considerando la transformacién como una composicion de las respectivas extensiones de las trans-
formaciones elementales.

(o T .
(2, k) — f(z,k) = <_c2(]z—|—d/6‘2 T k2 + o ‘c|2(‘z+d/6|2—|—k2)) , c#0.

(2, k) —> f(z, k) = (%(z +b/a), %’ k:) , ¢=0.

Si k = 0, entonces ]?(z, k) = (f(2),0) por tanto Méb(@) deja invariante a C como subconjunto de

~

R3U{oo}, de esto se puede concluir que se tiene una accion bien definida de Mob(C) sobre H? por
isometrias. Mas ain:

Teorema 1.2.4. R
Mob(C) = Isom™ (H?).

Para una demostracion ver [MT].
La extension de Poincaré descrita en las secciones previas, permite identificar cualquier subgrupo
de isometrias que preserva la orientacion como un subgrupo de Transformaciones de Mdobius, las
cuales operacionalmente son mucho méas sencillas de manejar e intepretar geométricamente, esto
permitira en las siguientes secciones entender mejor la definicion de grupo kleiniano.

1.3. Grupos discretos
El concepto de grupo discreto puede ser muy general, pero el interés en este trabajo son subgrupos
discretos asociados a transformaciones de Mdébius.

Definiciéon 1.3.1. Un grupo I' de transformaciones de Mobius es discreto si no existe sucesion de
elementos distintos que converja a la identidad.

Definicion 1.3.2. Un grupo I' se dice elemental si y solo si éste preserva un punto o un par
de puntos en C, o un punto en H3. Equivalentemente se dice que es elemental si y solo si dos
elementos de orden infinito tienen un punto fijo comin.

En general, es dificil determinar cuando un grupo generado por un conjunto de elementos es
discreto. Una herramienta util es la siguiente

Teorema 1.3.1. Desigualdad de Jorgensen: Si ' = (A, B) es discreto entonces
| T?(A) — 4| + | Tr(ABA™'B™) — 2| > 1.
excepto en los siguiente tres casos, que son grupos elementales

I T ciclico o una estension abeliana de un grupo y | Tr*(A) — 4] < 1.

18



CAPITULO 1. GRUPOS KLEINIANOS 19

1
II. A es lozodrémica o eliptica con | Tr*(A) —4| < 5 mientras que B intercambia los puntos fijos
de A.

III. A es parabdlica mientras B es parabdlica o eliptica de orden 2,3,4 ¢ 6 y fija los puntos fijos
de A.

Demostracion. Supdngase que

p=|Tr*(A) — 4| + |[Tr(ABA™'B™") — 2| < 1

para A, B # Id. Se construye

_ -1 _ ar b . . . ap by
Tl—TOATO _(01 dl), B_TO_(CO Co)'

Caso I: si A(z) es parabolica, es conjugada a la matriz

(31)

y
ABA-1B-1 — 1+ apco+c2 1 —agco — ad
- 2 1 — ayco
y ademaés
T — an bn — 1- Ap—1Cp—1 a%_l
" Cn dn _Ci_l I+ Gp—1Cp—1
de donde ¢, = =", |ep| = ¥ < 1.

Por otro lado:

nt1 =1 —aye,
ni1 — 1 = —apey,
ant1 — 1 = |enlan| = |canl|1 — an—101
< len| (1 + [an-1])
< |enl(n + ag)

y de manera similar
|dns1 = 1| < leal(n +laol),  [bass — 1] = |aj —1].

Asi

¢, =0, lima, =limd, =limb, = 1.

Por tanto lim 7,, = A.

19



20 CAPITULO 1. GRUPOS KLEINIANOS

1
Az(g 1/p); ol = 1.

Tr(ABA™'B™) — 2 = —byco(p — p 1),
(p—p 1) =T*(A) —4
< pu < 1y se construye

Caso II:

y en particular [p — p~1|?

T = ndpp — bpcnp™" anbn(p_l —p)
nl Cadn(p—p™1)  andup ™t —bucap )

La idea es demostrar que b,c, es una sucesion decreciente para todo n, para el cason =1

blcl — |b000||(1 + b000>(p — p_1)2|
= |boco||Tr*(A) — 4 — Tr*(ABA™'B™1) + 2|
= |bocolp
= |boco|, ya que se supuso p < 1.

Por tanto, mediante un proceso inductivo se tiene

|bncn| < |boco|p"™

Por otro lado

by

b=l =)
Cn -

C+1 =du(p™" = p).

De donde se obtiene que a,, = d,, = 0 siempre que b, 1 = ¢,41 = 0 mientras que b, # 0y ¢, # 0.
Por tanto Tr(7},) = 0.

Otros casos para el caso II:

Caso II a): b,c, # 0 Vn. La sucesion {b,c,} es estrictamente decreciente y de elementos
distintos, y puesto que lima,d, = 1 de la expresion para T),.; se desprende que lima, = py
limd, = p~! y por tanto

; bn 1 _
lim === = p(p™" = p)
, Cnt1 - _
lim == = p~!(p — p7").
. o [ —1 [ 1
Si A es eliptica, entonces ] —lp—pt<ly el — |p—p~'] <1 de donde

limb,, = limc, =0

Consecuentemente lim 7, = A. Contradiciendo el hecho de ser discreto.

Caso II b): Si b,c, =0, n > N. Paran > N, Ay T, comparten un punto fijo.
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1
1. Si A es eliptica: su orden es mayor que 6, ya que p < 1 implica sen 6 < 5 ya que Tr*(A) —4 =

4sin® 0 y A tiene la forma e??z. Si A y T}, tiene un tnico punto fijo entonces I' es no discreto.
Una contradiccion.

2. Si A es loxodromica y comparten exactamente un unico punto fijo con T,, entonces (A, T),)
no puede ser discreto.

Por otro lado, si n > N, Ay T,, tiene el mismo par de puntos fijos {0, co}.

1. Si N =0, = (A, B) es un grupo elemental discreto.
2. Si N =1, entonces ag = dy = 0 y I' es elemental.

3. Supéngase que N > 2 asi Tiy_; es conjugado a A. Entonces Tr(Tx_1) = Tr(A) = 0. Pero
entonces u > 4 la contradiciendo suposicion inicial.

Corolario 1.3.1. Un grupo no elemental I' es discreto si y solo si todo subgrupo con dos genera-
dores es discreto.

Si I preserva un disco en S?, entonces I' es discreto si y solo si todo subgrupo de un generador
es discreto, esto es, si y solo si no hay transformaciones elipticas de orden finito.

1.4. Sobre grupos kleinianos

Definicién 1.4.1. Supongase que un grupo I' actiia por homeomorfismos sobre un espacio topolo-
gico X. Entonces I' actia propia y discontinuamente si para todo subconjunto compacto K C X,
el conjunto {y € T | yK N K # 0} es finito.

Definicién 1.4.2. Un grupo kleiniano I' es un subgrupo discreto de isometrias que preserva la
orientacion en el espacio hiperbdlico H?.

Puesto que las Isom™ (H?) = PSL(2,C), un grupo kleiniano también puede interpretarse como
un grupo discreto transformaciones de Mobius, al cual se le impondra una condiciéon adicional: que
tenga dominio de discontinuidad no vacio.

Definicion 1.4.3. Orbita de un punto: Sea ¢ € C y T' un grupo kleiniano
Orb(¢) = {7(Q) [y e T}

Si T no tiene elementos de orden finito, este acttia libremente sobre H? y el cociente H?/T seré
una variedad hiperbolica completa.

Lema 1.4.1. Si I' C PSL(2,C) actia propia y discontinuamente sobre un espacio topoldgico X,
entonces I' es discreto.
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22 CAPITULO 1. GRUPOS KLEINIANOS

Demostracion. Si I no fuera discreto, entonces existe una sucesion {v,} € I tal que v, — I, si se
elige K como la bola con clausura compacta, se tendria que v, K N K # () para infinitos elementos

Vi |

El reciproco del lema anterior es falso, por ejemplo si se considera I' = PSL(2, Z[i])', las trans-
formaciones de Mobius con coeficientes los enteros gaussianos es claramente discreto, sin embargo,
las T-orbitas se acumulan sobre C, esto puede verse en la orbita de 0, bajo el subgrupo PSL(2,7Z),
las cuales consisten de los ntimeros racionales extendidos Q U oo; sin embargo, otra manera de
referirnos a grupos kleinianos es mediante el siguiente teorema:

Teorema 1.4.1. Un subgrupo I' C PSL(2,C) con dominio de discontinuidad no vacio es Kleiniano
si y solo si éste actia propia y discontinuamente sobre H?.

Conjunto regular y conjunto limite

El grupo de Picard o PSL(2,Z[i]), muestra que la accion sobre C puede no ser propia y discon-
tinua, esto sugiere la siguiente definicion

Definicién 1.4.4. Fl conjunto reqular uw ordinario Q = Q(I") C C de un grupo kleiniano I' es
el abierto mds grande de C para el cual la accion de T es propia y discontinua. El complemento
de dicho conjunto es el conjunto limite del grupo kleiniano T' y se denota A = \(T') = C - Q,
equivalentemente: Un punto ( € C es un punto limite de un grupo kleiniano I' si existe £ € C tal
que

m T,,(&) = ¢

donde {T,} es una sucesion infinita de elementos de T'.

Definiciéon 1.4.5. Un grupo kleiniano I' se dird elemental si a lo sumo tiene 2 puntos limites. En
caso contrario se dird que el grupo es no elemental.

El siguiente resultado caracteriza los grupos elementales. Ver [Mar].

Proposicion 1.4.1. Un grupo kleiniano, no trivial, elemental y libre de torsion I' es conjugado a
uno de los siguientes.

a. Un grupo ciclico parabolico, T' = (z 4+ 1).
b.  Un grupo abeliano parabdlico de rango 2, T' = (z+ 1,z — ), con I(a) > 0.
c. Un grupo ciclico lozodrémico T' = (A\z) con A € C—{0,1}.

Ejemplo 1. El grupo I' = (z + 1) tiene como 6rbita T"(z) = z + n, por tanto todas los orbitas
se estaran acumulando en el infinito. La siguiente figura representa un par de familias de rectas
mutuamente ortogonales, la cual queda invariante como familia mediante la acciéon de T'.

!Este grupo se conoce como el grupo de Picard.
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Figura 1.12: Familia invariante bajo la accion de T.

En la esfera de Riemann la familia toma la forma

Figura 1.13: Familia invariante bajo la accion de T'.

1.4.1. Propiedades del conjunto limite

Para méas detalles del conjunto limite de un grupo kleiniano, puede consultarse [Mar] o [MT].

La I" orbita de cualquier ¢ € A(I") es denso en A(T).

A(T) es la clausura del conjunto de puntos fijos de elementos loxodrémicos o parabolicos.

La I ¢rbita de cualquier punto en H3 U C se acumulan en A(T).
= A(T') = C o tiene interior vacio.?

» Si I tiene indice finito en I', o si [ es un subgrupo normal en I', entonces A(I") = A(T).

2Esta afirmacion sugiere lo que se conoce como la conjetura de Ahlfor’s: Si A # (E, su medida de Lebesgue es 0.
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24 CAPITULO 1. GRUPOS KLEINIANOS

1.4.2. Sobre grupos no elementales

A diferencia de los grupos elementales, para los cuales se tiene una completa caracterizacion, los
grupos no elementales son muy dificiles de tratar, el siguiente resultado describe algunas propie-
dades, para una demostracion ver |Mar] o [MT]

Proposicion 1.4.2. Un grupo kleiniano no elemental I' satisface lo siguiente

a. | contiene un elemento loxodrémico.

b. Para cualquier elemento loxodromico v € I' existe otro loxodromico ¢ tal que

Fiz(y) N Fiz(¢) = 0.

1.4.3. Propiedades del conjunto regular

Entre algunas propiedades el conjunto regular de un grupo kleiniano:

» Q") tiene 1, 2 o infinitas componentes conexas.
» Cada componente conexa de Q(I") es simplemente conexa o infinitamente conexa.

= Si existen almenos componente [-invariantes, {21 y {29, entonces cada componente es simple-
mente conexa y 2 = Q7 U Q.

= Si existe solamente una componente I'-invariante €, entonces el resto de componentes son
simplementes conexas.

Para mas detalles sobre el conjunto regular, ver [Mar].

1.4.4. Dominio fundamental

Intuitivamente, se entendera por dominio fundamental asociado a un grupo kleiniano, a un po-
liedro hiperbolico convexo con el que se puede teselar ya sea el semiespacio superior o la bola
hiperbolica mediante la acciéon del grupo kleiniano.

Definicién 1.4.6. Un conjunto convexo F en H? limitado por una cantidad numerable de planos
hiperbolicos es llamado un poliedro fundamental para un grupo kleiniano I' si cumple:

UWEFV(]:> = H°.

y(IntF) N IntF = 0 para cualquier v € T.

Para cada cara S de F, existe otra S y un elemento v € T' tal que y(S) = 5.

Para cualquier conjunto compacto K € H?, el conjunto {~y € T|y(F) N K # 0} es finito.
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CAPITULO 1. GRUPOS KLEINIANOS 25

Un elemento v que transforma una cara de un poliedro fundamental a otra cara del poliedro
tal como indica la tercera condiciéon de la definicién anterior, se le llamaré transformacién que
empareja caras’.

Definiciéon 1.4.7. Para un grupo kleiniano ', se define el poliedro de Dirichlet con centro A € H?
como

Pa={Pe®d(P,A) < d(P,4(A)) Vy €T} .

Proposicion 1.4.3. El poliedro de Dirichlet es un poliedro fundamental.

1.5. Ejemplos

1.5.1. Grupo fuchsiano

Por definicién, un grupo fuchsiano es un grupo discreto de isometrias de H?, pensando H? como
un plano en H?, se tiene que cualquier isometria del plano se extiende a una isometria del espacio,
por tanto cualquier grupo fuchsiano I' puede ser considerado como un tipo especial de un grupo
kleiniano y la nocién de dominio fundamental puede adecuarse, el cual vendria a ser poligono
fundalmental. Si se esta trabajando en el modelo de la bola hiperbodlica, se puede pensar el plano
del Ecuador como HZ2. Si I" es Un grupo fuchsiano y se elige su poligono fundamental Fr para la
accion en el plano y luego se extiende cada unos de sus lados a un plano en el espacio hiperbdlico,
dicha extension formara un poliedro fundamental para la accién del grupo en H?.

Dominio fundamental para un grupo fuchsiano

La siguiente definicion aplica para el caso de un grupo fuchsiano I'.

Definicién 1.5.1. Una region cerrada F C H? se dice que es un dominio fundamental para un
grupo fuchsiano I' si

o) U,er () =12,

b) F°n~y(F°)=0VYyel —{Id).

Ejemplo 2. Sea I'" el grupo ciclico generado por la transformacion z — z + 1, entonces la franja
vertical que se muestra en la siguiente figura es un dominio fundamental para T'.

3El espacio que resulta del emparejamiento de las caras del poliedro fundamental es lo que se conoce como una
variedad hiperbolica H?/T.
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26 CAPITULO 1. GRUPOS KLEINIANOS

-1 0

Figura 1.14: Dominio fundamental para (z + 1).

Ejemplo 3. Sea I' el grupo ciclico generado por la transformaciéon z — ——. El dominio funda-
z
mental estd dada por la semicircunferencia unitaria, centrada en 0.

0

Figura 1.15: Regién fundamental para (—1).

z

Notese que las dos condiciones del dominio fundamental se cumplen, ya que al tomar la unién
de las imégenes del semidisco interior por los generados del grupo se obtiene todo el semiplano
superior y si |z| < 1, entonces —1/z estara fuera del semidisco y por tanto la tnica posibilidad de
que un punto del interior quede fijo, es que la transformacion sea la identidad.

Dominio de Dirichlet

Sea I" un grupo fuchsiano arbitrario y P € H? tal que no es punto fijo de ningtin elemento de I'
distinto de la identidad.

Definicion 1.5.2. El dominio de Dirichlet de I' centrado en P es
Dp(T) = {z € B | plz, P) < plz,7(P)), ¥y € T}
Para cada v € PSL(2,R) fijo
{z € H?| p(z, P) < p(z,7(P))}
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es el conjunto de todos los puntos z tales que en la métrica hiperbolica estan mas cercanos a P
que a y(P).

1.5.2. El grupo modular

SL(2,Z):{<ﬁ Z)

visto como grupo de matrices o también

El grupo modular

ad—bc:l,a,b,c,dGZ},

az+b
cz+d

PSL(2,7) = {

ad—bc:l,a,b,c,dEZ},

como grupo de transformaciones de M&bius. Es un grupo de gran importancia por sus conexiones
en diversas areas de la matematica como por ejemplo: la Teoria de Numeros.

Proposicion 1.5.1. El grupo modular estd generado por (S,T), donde

S(z):_71 y T(z)=z+1

Observacién. Para efectos operacionales, se consideran las transformaciones S(z) y T'(z) en su
forma matricial, por tanto las matrices S y T cumplen lo siguiente:

, (0 -1\ (0 -1\ _(0-1 0 \_ [10)_
a'5_<1o 10 ) U o —140)7 (o1)=7k

11 11 1 2
2 _ _ _
b'T_(Ol) (01> (01>,1ueg0
T = ( (1) 711 ), es decir, la matriz T" tiene orden infintio.
(0 -1 11\ [0 —1 . . .
c. ST = ( 10 ) : ( 01 ) = ( 11 ), donde (ST)? = —I5, entonces la matriz ST tiene
orden 6.

Demostracion. Sea I' = (S,T) el subgrupo del grupo modular generado por S y T. Sea R =

( Z Cbl ) € SL(2,Z), entonces se tiene

(0 -1 a b\ [ —c —d np (1 mn a b\ [(a+nc b+nd
se=(V (0 a) =0 ) = (o t) (e a)= (T
Supéngase ademas que ¢ # 0 y que |a] > |¢|, entonces por el algoritmo de la division, existen

enteros ¢, r tales que
a=cqg+r, 0<r<]|
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28 CAPITULO 1. GRUPOS KLEINIANOS

a—cq b—qd

ast d ibi
c d ) esta puede eSCribirse

Asi, para la transformacion T~ 7R = (

T_qR:(T b_qd), 0<r<]|e.
c d

Luego, si se multiplica a la izquierda por la matriz S se obtiene

apy [ —c  —d
S(T™R) = < rb—qd > .
Luego, utilizando el algoritmo de Fuclides nuevamente, se puede escribir

—c=rqg+r, 0<r <r

7o [ € —d  —c—qr —d—q(d—bg) \ ([ —d—aq(d—bg)
r b—qd ) r b—qd S\ b—qd

y multiplicando nuevamente por la matriz S, se obtiene

g ™ —d — q1(d — bq) _( T —d+bq
r b—qd i —d—q(d—"bq) )’

y éste proceso terminarda cuando 7, — 0, asi cualquier matriz R podra ser llevada a la forma

( jE01 :’IZ >7 es decir, existe v € I' = (5,T) tal que g - R = £T1™, para algin n € Z. -

Asi

El siguiente resultado permite describir explicitamente su dominio fundamental® para el grupo
modular mediante el uso de la definicion del dominio de Dirichlet.

Teorema 1.5.1. El dominio Fundamental para el grupo modular es el tridngulo hiperbolico limitado

por Lo, T~Y, Loy T y LoiS, dadas por las rectas verticales x = —5 r = 3 y la semicircunferencia

unitaria respectivamente.

LT ! LT

Rp

inS

-1 -1/2 1/2 1

Figura 1.16: Dominio fundamental para el grupo modular.

4Es el término utilizado para el poligono mediante el cual, la accién del grupo en el Plano Hiperbélico produce
una teselacion.
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Demostracion. Para utilizar la definicion del dominio de Dirichlet, se elige un punto que no quede
fijo por los elementos del grupo modular, puesto que esta generado por las transformaciones T'(z) =

z+ 1y S(z) = ——, las cuales tienen por puntos fijos a 0o y z = i, bastara considerar P = 2i, por

tanto, utilizando 1.2.1, se hace:
Lo T = {z € H? | p(z, 2i)

Lo T = {z € H? | p(z,2i)
LQiS = {Z € H2 ’ p(Z,QZ)

p(z, T~H(2i))},
p(z,T(2i)},
p(2,5(20))} -

Resolviendo para la ecuaciéon 1.1 se obtiene

Lo T ={z € H? | p(z,2i) = p(2,2i — 1)} .

Asi,

|z — 2i] + |z — 2i] | |z —2i— 1|+ |2 — (20 — 1)]
— = 1n ————
|z — 2i| — |z — 21| |z —2i — 1| — |z — (20 — 1)

|z 421+ [z —2i]  [z+2i+ 1]+ ]z — (20 — 1)
|z +2i] — |2 = 2] |z +2i+1]—|z— (2 —1)]

|z 4+2i] - |z —2i+ 1| = |z — 23| - |z + 20 + 1]

|22 + 24+ 4+ 2] =|2* + 2+ 4 — 2i]

(P4 24+44+2) - (R24+2+4+2)= (2 +24+4—2) (22 +2+4— 20)

—2i2% — iz + 2172 + 2iz = 2i2° + 20z — 27% — 2iz

P22 =—(2—2)
24+z=-1
1
r=—=.
2

Resolviendo para la ecuacion 1.2

LS ={ze M| p(z,2i) =p(2,2i — 1)} .

29
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Asi,
, i
p(z,2i) = p (z —)
2
2 =2+ —2] | |2—3l+]z— 3
|2 —2i] — |z — 24 |2 — I — |z — &
|2+ 2i 4+ |2 —2i]  |z+ 5]+ ]z— 3]
|2+ 2] — |2 = 2]  |z+i—|z— 1
2 — 2i - z—l—% — |2+ 2] - z—%
31 3
2 2
——z+1| = —z+1
z 22+ z5 4+ 2z+ ‘
3 3 3t '
<z2——lz+1) (22——22—1-1) = <z2+§z+1) . (22+—Zz+1>
_ 5 3 _, 3 3t 3_ 5 3, 3 3t
—22" = —22"— —z+ Z=——22"+—2Z2"+ —z— -2
z z 2 z z 2
3izZ — 3izz° — 3iz + 3iz =0
3izzZ(z — %) —3i(z—2Z) =0
3i|z|?(2iy) — 3i(2iy) = 0
2> = 1.
Por tanto,

LQZS:{ZEH2||Z|:]_}

1
De manera similar, se concluye que Lo, T = {z e H? | R(2) = 5}

Geométricamente, las geodésicas descritas por Lo, T~ !, L9;S v LoT representan la mediatriz de
los segmentos que unen z y su transformado por los generadores del grupo modular, ver figura

1.17.
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o - - T e
T'(26) =2i—1 ; T(2i) =2i+1
2% 1
1
I
I
LoiT™! ! LT
1
I
1
I
/—F\\

|
1
: ; LS
5(2i) =

-1 -1/2 1/2 1

Figura 1.17: Interpretacion de Lo;T!, Lo; v Lo;S.

1.5.3. El grupo de Picard

El grupo de Picard puede considerarse como la extension natural del grupo modular definido
anteriormente, se describiran sus generadores y dominio fundamental.

Definiciéon 1.5.3. FEl grupo de Picard:

az+b
cz+d

PSL(2, Z[i]) = {

ad—bc:l,a,b,c,deZ[z’]}.

Proposicion 1.5.2. El grupo PSL(2,7Z[i]) es discreto y en su accion sobre CU{oo}, estd generado
por cuatro transformaciones parabolicas

S(z)=z+1, T(z) = _ZZH, UR)=2+i y V()= zzir
. . 1 )
Observacién. Haciendo A(z) = ——, se tiene
z
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Por otro lado

Y ademés A(z) = (T'ST)(z) y B(z) = (VAU 'AUA)(z) = —z, lo cual implica que en realidad el
grupo de Picard es generado por 3 transformaciones, (S, U, A).
Dominio fundamental para el grupo de Picard.

El grupo de Picard pertenece a una basta familia de grupos kleinianos asociados a extensiones

cuadraticas de la forma Q(v/d). El campo cuadratico tiene la forma K = Q[i], donde su anillo de
enteros es O = Z[i]. Se construira el dominio fundamental F; C H?. Para mas detalles, consultar

1]

Definicién 1.5.4. Para K = Q[i] y sea d_y = —4 su discrimiante, se definen

By ={x+yi+rjeH||cz+d?+|d?*?*>1,Ve,d € Z[i], con (c,d)=7Z[i]}.

By

Pr={z€C|0<R() <1, 0<Y(z) <1}
1 1
FK:{ZE(C]OS\%(,ZHSE, ()g%(z)gé}.

Fx={x+yi+rjeBg|ze Fx}.
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Figura 1.19: Representacion para Fg

v—31 -3 V-3
La figura de Fx es un cuadrilatero con sus vértices en los puntos 0, 57§ '3 + 5 3

Donde puede notarse que los Pk son paralelogramos fundamentales para la latiz Z[i] C C.
Definicion 1.5.5. Sean u, A € Z[i] con (u, \) = Z[i], p # 0, se hace

S(p,N) = {p+ N+ rj € B /|pz + AP + |u*r® =1}

Los conjuntos S(u, A) son planos hiperbolicos, es decir, hemisferios euclideos que tienen su centro

en — e C y tienen radio —. El siguiente lema es utilizado para demostrar que F es la region

fu T
fundamental para PSL(2, Z[i]).

Lema 1.5.1. El conjunto By, tiene las siguientes propiedades.

I. Un punto P = z +1rj € H? pertenece a By si y solo si para todo o € PSL(2,Z[i) el punto
2 +7r'j=0c(P) cumple ' <r.

II.  Para todo punto P € H3, existe o € PSL(2,Z[i]) con oP € By,.

III. Sea o = < Z f ) € PSL(2,Z]i]) con u# 0, entonces Bx NoBy = Br NS (1, \).

Demostracion. 1. Sea P = z 4+ rj, entonces se tiene

- (=)

_ (az+b)(cz+ d) + acr? 4+ r(ad — be)j
B lcz + d|? + |c[?r?
_ (az 4 b)(cz + d) + acr? +rj

lcz + d|? + |c|?r?

:Z/—’_T/j
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r

Donde 7" = <
onder lcz + d|? + |c]?r? —

Por otro lado, si o(z +1j) = 2’ +r'j, con 7’ < r se tendrd que

z4rj =0 4+ 1))
(dz — b)(=cz + a) — de(r')* +1'j
ez 4+ d? + [c[(r)? '

II. Eligiendo k €]0, 00] y para el cual existen solamente un ntimero finito de ¢, d € Z[i] con
lcz +d|* +7*|c]* < k.

Entonces,
az+f3
o=—
e+ A
tal que
\z + Az + 12 ul? < Jez + d)? +r?|e)?.

III. Alelegir P=2z2+1rj € By y hacer P = 2’ + 1’4, de donde
, r
r’ = :
|z 4+ AP+ [puf?r?

Teorema 1.5.2. El conjunto Fg es el dominio fundamental para PSL(2,Z][i]).

Demostracion. El conjunto By es la interseccion de semiespacions cerrados, por tanto Bx v Fk
son conjuntos cerrados. El conjunto Fx es elegido como el dominio fundamental para la accion de
PSL(2, O) sobre C, luego por el lema 1.5.1 implica que

H3 = U U.FK
cePSL2.7[i])
[ |

Por otro lado se tiene 0Bk = U, \—ziy Bx N S(, A), ya que los puntos debajo de S(u, A) no
estan en Bg. Por el lema 1.5.1 B9 N By = () si 0 # I. Luego

oFk c | U Swryum
(1,A)

Donde M es la unién de 4 planos verticales en H3. Luego, OFk estd contenida en la uniéon de
conjuntos numerables de medida cero. Esto implica que 0Fk tiene medida cero.

Proposicion 1.5.3. El dominio fundamental Fop para PSL(2,Z]i]) es descrito por
- 3 1 1 .
Fop =2+ € [0S [R()| <5, 0<9() <5, ezt >1
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Figura 1.20: Dominio Fundamental para el grupo de Picard.
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Capitulo 2

Aplicaciones asociadas con acciones
de grupos kleinianos

El estudio de aplicaciones continuas por pedazos es un area relativamente nueva en matemaética
y existen algunos resultados generales para cierto tipo de transformaciones en diversos espacios,
en particular Arek Goetz demostrd que la entropia de las isometrias por pedazos es cero cuando
la particiéon es una familia convexa poligonal en el plano.

A lo largo de este Capitulo se estudiaran las construcciones de aplicaciones continuas por pedazos
asociados a grupos fuchsianos, grupos kleinianos finitamente generados sin cuspides; finalmente,
se define una aplicaciéon asociada al grupo de Picard, el cual es muy especial debido a que puede
considerarse como una extension natural del grupo modular, ambos grupo son ejemplos de grupos
kleinianos con una sola cispide.

2.1. Elementos de dindmica simbdlica

Para més detalles sobre dindmica simbolica, ver [LM] y [Dev].

Definicion 2.1.1. Se denotard por A a un conjunto finito o numerable de simbolos, el cual serd
llamado alfabeto. Usualmente A =1{0,...,.N -1} 6 A={0,1,2,...}.

Definicion 2.1.2. Si A es un alfabeto finito, entonces el corrimiento completo es la coleccion de
todas las secuencias bi-infinitas de simbolos de A. El r — corrimiento es el corrimiento completo
sobre el alfabeto {0,1,... r—1}.

Elcorrimiento completo es denotado por
Al ={z=(x)iez | €AVIi€Z} =) .

Definiciéon 2.1.3. La aplicacion corrimiento unilateral
ADIEDD

o(z;) = (i11), Vi€eZ o N

se define
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Definiciéon 2.1.4. La orbita de x € X es el conjunto

. "(xz):n €Z} o invertible

b(z) = {o"(z) :m ‘ ‘
Orb(z) { {o™(z) :n >0} o no invertible.

Un punto x es periddico para o si 0™(x) = x para algin n > 1 y se dird que x tiene periodo n
bajo o. Si x es periddico, al menor entero positivo n para el cual o™ (x) = x es llamado periodo de
x. Sio(x) = x, entonces x es llamado un punto fijo para o.

Definiciéon 2.1.5. Un espacio de corrimiento o simplemente corrimiento es un subconjunto X de
AZ tal que X = X7 para alguna coleccion F de bloques prohibidos sobre A.

Definicion 2.1.6. Sea X un subconjunto de un corrimiento completo y sea B,(X) el conjunto de
todos los n-bloques en un punto en X. FEl lenguaje de X es la coleccion

B(X) = Bu(X).

Definicién 2.1.7. Un corrimiento de tipo finito es un corrimiento que puede ser descrito por un
conjunto finito de bloques prohibidos, equivalentemente un corrimiento X que tiene la forma Xr
para algun conjunto finito F de bloques.

Ejemplo 4. El corrimiento completo X = A% es un corrimiento de tipo finito, se toma F = 0 y
asi X = X~.
Ejemplo 5. Por ejemplo, si f: X — Xy P ={F, P\, P, P3, P,}.

Si f: X — X esuna funcion y P = {P,}}_, es una coleccion de subconjuntos de X con interiores
disjuntos y X = J B;.

El conjunto A = {0,1,2,3,4} es el alfabeto.

AV =10,1,2,.. ., 4N = {(5)%, | si € A} = ..

Si z € X, I(x) es la secuencia de 0's,...,4's donde s; = 0 si f/(z) € Fy,..., s; = 4 si
fj([E)GP4.

= > la coleccion de los I(z) permitidos bajo f.

El corrimiento unilateral:

AP
! !
(50515283 ...) — (s15283...)
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Py
/ ! 6
I P. oz
l I R 3 ( )
() ()
Figura 2.1: El itinerario para z es (4102304...)
En general, para un espacio A" para algin alfabeto {0,1,2,..., N — 1} se tiene:
Proposicion 2.1.1. El espacio Y es un espacio métrico con la métrica
o |si — il
d|s,t] = —_—
[S’ ] Z Nt
=0
Proposicion 2.1.2. Sean (s) y (t) elementos de Y y supdngase que s; = t; parai = 0,1,2,... N—
1. Entonces .
d ) < —.
(9, (00] <
Demostracion. Se tiene que si s; = t; para i < n
d(s). (0] = 32 et
’ i=0 Nt
e sl — |si =t
B Sy i
=0 i=n-+1
ey Mol NIl NoL 1 1
A N? Nn 4= N7 Nt N-—-1 Nn
i=n-+1 =1
|

En general, A" es un conjunto de Cantor, es decir, un conjunto compacto, totalmente disconexo

sin puntos aislados.
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Proposicion 2.1.3. La aplicacion de itinerario I : X — > es continua.

Demostracion. Sea f: X — X una funcion continuay A = {0,1,--- , N — 1} algin alfabeto sobre
una particion {Pi}ﬁil, para x € X supongase que I(z) = $9$1S2 . .., se mostrara que [ es continua
en .

Sea € > 0, se elige n de tal forma que N < € y se consideran los conjuntos

]Dtoh...tn == Pto N fﬁl(Ptl) n...N fﬁn(Ptn)7

para todas las combinaciones de tyt; .. .t,, estos subconjuntos son disjuntos y su unién cubre a X.
Existen N"! de tales subconjuntos y Piot,..1, es uno de ellos. Luego, se elige 0 de tal forma que
|z —y| < d, donde y € X implica que y € Py, 5,. De esta manera I(x) e I(y) coinciden en los
primeros n + 1 términos y asi, por la proposicion 2.1.2

(@), I(y)] < — < e

S
[

Proposicion 2.1.4. La aplicacion de corrimiento unilateral o : > — > dada por

U(Iz’)ieN = (%’H)z’eNa
es una funcion continua.
Demostracion. Sea e > 0y sea s = (595182 . ..), Se quiere mostrar que ¢ es continua en s.
1 1
Puesto que € > 0, se elige n de tal forma que N < e. Al tomar § = N Si (t) es un punto en »

y d[(1), (s)] < 0, entonces por 2.1.2, se puede tener que para s; = t; parai = 0,1,...,n+1, es decir,
t=1(80---Sns1tniotnis...). Luego, o(t) = (81...Spr1tniotnyis - ..) tiene entradas que coinciden con
las de o(s) en los primeros n + 1 lugares. Asi, se tiene

1
dlo(s),o(t)] < N <€

Por lo tanto, o es continua en s. [

Definiciéon 2.1.8. Sea F
F:X—X

una funcion continua por pedazos y X un espacio topoldgico y sea
EDEnDY
F F
se dice que 'y o son semiconjugadas si el diagrama

XX
"
ZF—U>ZF

es conmutativo, es decir,

coh=hoF

y la funcion h es suprayectiva.

40



CAPITULO 2. APLICACIONES ASOCIADAS CON ACCIONES
DE GRUPOS KLEINIANOS 41

La existencia de una semiconjugaciéon entre dos espacios, busca trasladar informacién dinamica
del espacio de las secuencias permitidas a la dinamica de la aplicacion F': X — X. En el caso de
que h sea una biyeccion se dird que F' es una conjugaciéon con o.

2.2. Una funcién en la frontera ideal del plano hiperboélico

2.2.1. La construcciéon de Bowen-Series para un grupo fuchsiano

Para mas detalles de esta construccion, ver [BS1].

el . . ~ ~ az +b
Definicion 2.2.1. Una transformacion racional de C — C de la forma ~(z) = L con
cz

ad — bc = 1, se le asocia el circulo
C={z€C||ecz+d| =1},
que serd llamado el circulo isométrico’ de 7.

Sea I un grupo fuchsiano finitamente generado, de primer tipo?, con poligono fundamental R
con la propiedad even corners®, es posible asociarle

fp:Sl —>Sl,

que cumple: para x,y € S', 2 = yy con v € T si y solo si existe n,m > 0 tal que f*(z) = f™(x),
excepto para un ndmero finito de puntos z, y.

La construccion de Bowewn-Series, requiere caracteristicas muy particulares para la particion del
espacio, la siguiente definicion, describe como es la particion y las condiciones que debe cumplir
una funcion.

Definicién 2.2.2. La aplicacion f tiene la propiedad de Markov respecto de una particion finita
o numerable P = {I;}2°, de S' o equivalentemente:

I i es estrictamente mondtona sobre cada I; € P y se extiende a una funcion de tipo C? sobre
I;. En realidad f es igual a algin elemento fijo de I' en I;.

I Si f(Ix) N I; # 0 entonces f(Ix) D I
Il Parai,j, U2 f7(L) D1,
IV. Siint(l;) = (a;, b;), entonces

o0

1 i +h), 1 b —h .
Ll s g S f <o

i=1

Si I' no tiene cuspides, fr satisface dos propiedades adicionales:

!Este es el término empleado por Bowen-Series para referirse a las prolongaciones de los lados del poligono
fundamental asociado a un grupo fuchsiano hasta la frontera ideal, es decir, hasta S'.

2Grupo de primer tipo significa que su conjunto limite es S*.

3Las geodésicas que contienen a los lados asociados a la teselacion por T', estan contenidos en T'(OR).
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V. FExniste N > 0 tal que

fpeon] (fY) (@) > A > 1.
VI.
/" ()]

SUDreo) T g < O (Condicion de Rényi’s).

/() ?

Es posible construir una funciéon continua sobre la frontera ideal del disco, para lo cual se necesita
el siguiente lema; que garantiza que las prolongaciones de lados geodésicos no consecutivos no se
cortan, esta propiedad serd un elemento importante a la hora de definir una aplicacién continua
por pedazos. La demostracion puede consultarse en [BS1].

Lema 2.2.1. Sea R un poligono geodésico den lados, conn > 3. Si s y s’ no son lados consecutivos
de R, entonces los circulos isométricos C(s) y C(s') no se intersecan.

El siguiente Teorema es el principal resultado que se demuestra en [B51]

Teorema 2.2.1. Sea I' un grupo fuchsiano finitamente generado, de primer tipo, con region fun-
damental R que tiene la propiedad even corners, entonces existe una aplicacion de Markov

fr:St = st
que es equivalente en orbitas a I' sobre S'. Ademds:
A.  Si Sp* no tiene cuspides, la particion de Markov es finita y fr cumple I11 y IV de 2.2.2.

B. 8@ St tiene cuspides parabolicas, la particion de Markov es numerable. Existe un subconjunto
K C S, que consiste de una union de conjuntos en la particion, menos un conjunto numerable
de puntos que son preimdgenes, bajo algin iterado de f, de los vértices parabdlicos, tal que
aplicacion del primer retorno inducida por fr sobre K tiene las propiedades I1, IV, V y VI
de 2.2.2.

Para la construccion, se tiene

Sean

A. N :todas las imagenes de los lados de R
bajo elementos de T'.

B. N(vy): los arcos en N que pasan por v;.

C. W(vy): los puntos donde N(vy) cortan a
St.

Q1
Q1 5, D )
R )

48 se refiere a la superficie de Riemann cociente asociada.
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En general, si cada vértice v; no es una cuspide, se asocia una coleccion de finita de arcos
determinados por los puntos de W (v;) de la forma

Ry, (vi), Ryg,—1(vi), . .., Ra(vy),

Ly, (0i), Liy—1(vs), Ly —2(v3), .., La(vi) vy 2k = [W ()]

Sea [P;Q;) = Ly, (v;). Luego se rotulan los arcos semiabiertos de S' por cortes de puntos sucesivos
de W (v;) y se procede en sentido contrario de las agujas del reloj desde @); rotulando como Ly, 1 (v;),
Ly, —2(vi), ..., Li(v;) y se nombra T; como el punto de W (v;) que precede inmediatamente a ;1
y asi: L1(v;) = [T;Qi41). Por otro lado, se rotula en el sentido de las agujas del reloj desde P; como
Ry, (v;), Rg,—1(v;), ..., Ri(v;). Se designa S; como el punto de W (v;) que precede inmediatamente
a P,_; en el sentido de las agujas del reloj, haciendo Ry(v;) = [Pi_1S;) y Ri(v;) = [Qir1Pi—1)-

Si I" tiene al menos una cuspide v;, es posible asociar una coleccion como los Ry, (v;), L, (v;), de
manera similar, salvo que |IW(v;)| es infinita.

Se hace
L1(Uz‘) = [Tiy Qi+1)

Ry (Uz) = [QiJrl; Pifl>

La construccion anterior, demuestra

Lema 2.2.2. Existe un conjunto finito o numerable W C S tal que f(W) C W que particiona a
St en intervalos, W es finito si y solamente si R no tiene vértices parabdlicos.
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Si R tiene vértices pa-
rabolicos  v;,,...,v;;
vi.j es un punto perio-
dico de orden r; para
i\ _
Joy (ft) (vi;) = 1.

T r

K=8'"— U((UgigLs(Uij)) U (UztoiSRt(vij))) - U U fI:n(vly)

j=1 j=1n=1

2.2.2. Una funcién asociada al grupo modular

El grupo modular, es un grupo de gran importancia por sus conexiones con la Teoria de Niimeros,
Topologia, Geometria Hiperbdlica entre otras ramas de la matemaética.

az+b
cz+d

' =PSL(2,Z) = {

a,b,c,deZ,ad—bc:l}.

A. Por la Proposicion 1.5.1, sus generadores estan dados por I' = (z + 1, —%>

B. Debido al Terorema 1.5.1, su dominio fundamental estd determinado por el tridngulo hiper-

bolico de vértices —% + ﬁz’, % + ‘/752 y el oco.

Q

e Y

. S
, B
, .

Al ajustar la construccion de Bowen-Series al grupo modular se tiene
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) // v
R
1. fr(z) =241, siz € [—o0, P). /
2. fr(x) = 1 siz € [P, P). N
~ I 1 *
3. fr(@) =z —1,six € [P, 0) A Y
. Y
. 6 . o o
Py Q4 P. Q.
La construccion de Bowen-Series se redefine en [B52] por Caroline Series.

Definicién 2.2.3. Para I' = (z + 1, —%) el grupo modular, se define

z+1, r< -1
1

—— —1l<ax<l
fr(z) = x’ .

r—1, z>1

00, T = 00.

La funcién anterior, se estudia en el siguiente capitulo, donde se demuestra la existencia de 6rbitas
periddicas y como calcular 6rbitas de algin periodo especifico.

Figura 2.2: Grafico de fr(z).
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2.3. La construccion para un grupo kleiniano

Para mas detalles de esta construccion, puede revisarse [AR]. Para definir una particion en
la esfera de Riemann, se considera: I' un grupo kleiniano finitamente generado, sin elementos
parabolicos y dominio fundamental un poliedro hiperbolico R de n caras y ademaés se requiere que
la particién cumpla ciertas condiciones, la siguiente definicion, extiende la definicion 2.2.2

Definicion 2.3.1. Una particion de Markov para la accién de un grupo kleiniano I' sobre S* es
una coleccion finita P = {V;};", de subconjuntos cerrados de S* y una aplicacion f : S* — S*. Tal
que:

a. Ur,Vi=$%
b. Para i # j, el interior de V; es disjunto del interior de V.
c. La imagen bajo [ de cualquier elemento en la particion es union de elementos de la particion:

f(Vy)y=v,u...uv,.»

Se considera:

1. I'r las transformaciones que emparejan las caras del poliedro hiperboélico R.

2. Una familia de planos P(e;,), P(ei,€,), .-, Plei, .. .¢;,) donde

P(ep) : es el plano que contiene a la cara R Ne;, (R)
P(e; ei, ...€;,_,) es el plano que contiene a
€;u€iy - - - eik_1Rﬂ €iu€iy - - - elkR

3. Una familia de subespacios H (e;), cuya interseccion con R es la cara donde su exterior tiene
rotulacion e;.

4. {H(e;) : e; € T'g} tienen como union a B3.

5Esta condicién se conoce como la propiedad de Markov.
6Esta construccién puede ajustarse de la misma forma en H? y determinar una particién en C.
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Por otro lado: puesto que H(e;)
contiene una cara de R, utilizan-
do el emparejamiento de las ca-
ras para asociar una aplicaciéon f
que envia un punto z € H(e;) a
e; 'z sii es el dltimo elemento de

(7w e Hleiy flx) = xsi

r € R.
Figura 2.3: Particion de B3,
B(e;) ={z € H(e;) : f(x) = ¢; 'z}
I(ez) == Sz N B(Gl)
n
Bleo,...,en) =[] f"Ble)
r=0
- n
I(eg,e,...,e,) = S? ﬂB(eo, ceEp) = ﬂ f(e,)
r=0
B(e) I(eres)
Figura 2.4: Interpretacion de la construccion de Rocha.
En las condiciones de la construccion, si B(eg, ..., e,) # 0 entonces el didmetro de I(eq...e,) —

0, cuando n — oo.

La condicién de pedir un grupo sin elementos parabdlicos es que permite tener una particion
finita en la esfera de Riemann. Por otro lado, para demostrar que los didmetros de los I(e;, ... €;,)
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tienden a cero, se divide el grupo en el caso con o sin elementos parabolicos y se utiliza

[. SiTI no tiene parabdlicos, entonces existe una constante o > 0, tal que si g € I' — {id}
entonces dg (0, ¢0) > a|g|.

II. SiT tiene elementos parabolicos, entonces existen constantes k, ng € N tal que si I' — {id}
entonces dg(0,g0) > 2log|g| — k, si |g| > no.

En resumen tenemos: sea I' un grupo kleiniano, geométricamente finito, con poliedro fundamental
R con la propiedad even corners.

I. Sea P : el conjunto de todos los planos en I' - R que intersectan a R en una cara, un lado
0 un vértice.

II. La interseccion de cada plano con S? es un circulo y la cerradura de las componentes del
complemento de la unién de esos circulos cubren a S2.

ITI. La aplicacién f puede extenderse a S? en el mismo sentido que fue definida:
la imagen bajo f de cualquier elemento R; € R es union de elementos en R.

S2

Ry

Figura 2.5: Configuracion para los R;.

Proposicion 2.3.1. La aplicacion f tiene la propiedad de Markov con respecto a la particion

R = {Rz}f;
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82

Ry

Figura 2.6: Representacién para una configuracién de los R;.

Demostracion. Sea R; € R, OR; esta compuesta por arcos de circulos que resultan de 3 N'S%. Por
construccion R; C H(e;), para algtn j tal que f |p,= e;l.

Si ej_l empareja la cara Fj; con Fj;, entonces e; ! enviara planos en B que intersecan F} a intersec-

ciones similares en Fj,. Asi, los circulos que contienen los arcos de la frontera de R; son enviados
a circulos que son las intersecciones de las imagenes de los planos que pasan por F; con S?. Por
tanto, la frontera de la imagen de R; es union de arcos en circulos distintos, esto implica que R;
es llevado bajo ej’l a una union de regiones en fR. |

En esta etapa, el autor introduce en [AR]| un subcorrimiento de tipo finito: sobre el espacio

ST = {020 F(Re) 2 (R r = 0,1,
f

dada por

o Z — Z, U(Tk)iio = (ml)Z‘Lo-
f f
Definiendo

Q={(e;)2y: Bleoe1...¢;) #0,e; €Tr,i=0,1,...}

Para cada 7y, se define ¥(ry,) = e € I'g si f |z, = e '. La propiedad de Markov de f garantiza que
la aplicacién
Py —Q
f

definida por
V((re)ize) = (V(re))iZo
esté bien definida.

La aplicacion ¢ permite adefinir una aplicacion desde el corrimiento > s v el conjunto limite A
de I'. Utilizando el hecho que

I(egey...en) D I(egey ... €n11)
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y diam(ege; ... e,) — 0 cuando n — oo, si 7 = (r9,71,...) € Zf,

a(r) = (V1 (ro)w(r) .. .(ry))

k=0

es un solo punto en I(¢(rg)) N A.

Los puntos sobre la frontera de Rj; pueden tener mas de una f-expansion y por lo tanto la
aplicaciéon

T Z — A
f
posiblemente pueda fallar en ser una biyeccién en esos puntos.

Teorema 2.3.1. Eziste una aplicacion continua m entre el subcorrimiento de tipo finito Zf Y

el conjunto limite A de I' que es una biyeccion, excepto en algiin subconjunto ' C Zf, que es
llevado bajo 7™ en un conjunto de medida cero.

Finalmente, Rocha demuestra

Teorema 2.3.2. La aplicacion f es (eventualmente) expansiva.”

2.4. Una funcién asociada al grupo de Picard

El proceso de construccion esté inspirado en [AR] and [R], en donde se demuestra la existencia de
una funcion conforme por pedazos en la esfera de Riemann asociada a grupos kleinianos geométri-
camente finitos con la propiedad even corners, pero sin cuspide. Bowen-Series definieron el proceso
de construcciéon para grupos fuchsianos finitamente generados con o sin ciispides, construccion que
posteriormente se extiende a grupos kleinianos geométricamente finitos, pero sin ctspide. En esta
seccion se emplean las ideas de los autores para definir una funcién continua por pedazos en la
esfera de Riemann, asociada a la acciéon de grupo de Picard.

Al recordar

az+b
cz+d

PSL(2, Z[i]) = {

a,b,c,d € Z[i],ad — be = 1}.

"Expansiva significa que || D, f"(z)|| > 8 > 1Vx € $2.
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El grupo esté generado por

Z+1,Z+Z,—;

Figura 2.7: Dominio Fundamental para el grupo de Picard.

La construccion sobre H? consiste:

SeaF:{z—i—l,z—l,—%,z—i—z’,z—i}.

Sea e;; el elemento de I' que empareja la cara ¢; con c;

H(e;;) el semiespacio que cotiene a la cara ;.

R(c;) es el circulo que resulta de la interseccion H (e;;) con OH?.

Los H(e;;) determinan una particion a H* e inducen una funcionn fr tal que fr(z) = e;;' (x)

Se considera el conjunto de todos los planos en I'(OR) que intersecan a R en una cara, un lado
o un vértice. La interseccién de cada plano en esta coleccion con C es un circulo y la cerradura de

las componentes del complemento de la union de esos circulos cubre C, generando una particion
medible P = {P'}.

Figura 2.8:
Semiespacio que

contiene la cara Figura 2.9:
inferior. Semiespacio que
contiene una

cara lateral.
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Finalmente, la interseccion de los semiespacios que contienen las caras del dominio fundamental
del grupo de Picard determinan un particién en la esfera de Riemann.

A N

NV

Figura 2.10: Particion en C.

Se considera: la particién inducida en la frontera ideal OH? = ((Af, asociada al dominio fundamental
de T'; por convencion, en adelante se trabajard con la configuracion P = {P°, P! P? P3 P4}

P4
z+1 z—1

z+1

Figura 2.11: Particién asociada con C.

donde 9P, i = 0,--- ,4 estan dados por;
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« 0P =)

oP' = {2 C|[R(=) = 1,9(:) > L ufer |1 <o< 2

n OP?={" | <<

0P = {2 e CIR(:) = 1,9() < —Bhu{e” | & <o <3}

n OP = {2 <6<}

Los interiores de los conjuntos P? para i =0, 1,...,4 son disjuntos entre si y UP; = C.

Definicion 2.4.1. Sea I' el grupo de Picard, se define

P
L
(2 —1i, z€ P!
Z—|—11, Z€P2 P2 o pt
z+1 1 z—1
——, zeP® z
fr(z) = z
z+1i, z€P3
z2—1, z¢€ P?
L 00, 00. ~—
P3
z+1i

La funcion de la Definiciéon 2.4.1 extiende a la funcién definida en 2.2.3, notese ademas que si ésta

funcion se restringe a @, la funcion de la Definiciéon 2.4.1 coincide con la funcién de la Definicion
de 2.2.3.

Definiciéon 2.4.2. Sea zg un punto periddico bajo fr, es decir, f{(z0) = zo, entonces:

A Si|(ff(20))| <1, 20 es un punto periddico atractor.
B. Si|(ff(20))'| > 1, 2o es un punto periddico repulsor.
C. Si|(ff(20))| =1, 2o es un punto neutral.
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az+b
cz +

Observaciones. 1. En general, si F/(z) = es una aplicacion de Mdébius, con ad — bc # 0

se cumplird que

AD — BC
(F™)(2) = C2+ D2
(Yl = o
2. Sise elige F(z) = fr, fi(z) = éi—ig, es decir, siempre es una transformacion de Mobius

nuevamente, lo que sugiere que un punto z, es:

= Atractor si esta fuera del circulo isométrico asociado a f{*(2).
= Repulsor si esta dentro del circulo isométrico asociado a ff(z)

s Neutral si estd sobre dicho circulo.

Los siguientes Capitulos describen la dinamica de las funciones de las Definiciones en 2.2.3 y 2.4.1

respectivamente, asociando un sistema simbolico >, = {0, 1,2,3,4} para posteriormente estudiar
el espacio de secuencias permitidas ), .
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Capitulo 3

Dinamica para fr, donde I' es el grupo
modular

En este capitulo, se estudia la dindmica de la aplicacion de la Definicion 2.2.3, la cual coincide con
la restriccion a los niimeros reales de la funciéon definida en 2.4.1, ver Figura 3.1. Por otro lado, I re-

~

presentara al grupo modular y fr serd una funcién definida sobre la frontera ideal, es decir OH? = R.

r—1, r>1
1
Para fr(x) = o %€ (=1,1) = .
r+1, x<-1
00, r =00

Figura 3.1: Grafico de fr en R.

se demuestra la existencia de érbitas periddicas, su naturaleza y como calcularlas.

3.1. Resultados dindmicos

En esta seccién, las siguientes definiciones suponen que f : X — X una funcién y X tiene como
minimo estructura de espacio topologico.
Definicion 3.1.1. A la coleccion de puntos z, f(z), f2(x),- -+ se le llama la drbita de x y se denota

por Ot (z).
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Si f es un homeomorfismo, se define la orbita completa de z como O(x), como la coleccion de
puntos f"(z) con n € Z y la érbita para los negativos se denotara por O~ (z).

Definicion 3.1.2. Se dice x es un punto fijo de [ si f(x) = x. El punto x es un punto periddico
de periodo n si f*(x) = x. Al menor entero positivo n para el cual f*(x) = x se le llamard periodo
de x.

Se denota por Per,(f) al conjunto de todos los puntos periddicos de periodo n y por Fiz(f) al
conjunto de puntos fijos. El conjunto de todas las iteraciones de un punto periodico forma una
orbita periodica.

Definicién 3.1.3. Un punto x es eventualmente periddico de periodo n, st x no es periodico pero
existe m > 0 tal que [ (z) = f(x) para todo i > m. Esto es, f'(x) es periddica para i > m.

Definicion 3.1.4. Sea z € R y {x,} una coleccion de enteros. La representacion de un nimero
real x como fraccion continua es

x=|xo;x1 o a3 ]| =20+
1+
To +

1

donde xy € Z y {x;}3°,, es alguna secuencia de nimeros enteros no nulos.

Observacion. La Definicion 3.1.4 puede variar dependiendo del contexto o intereses de trabajo,
para tener una perspectiva mas amplia sobre la teoria de fracciones continuas, consultar [[<O)].

Proposicion 3.1.1. Para fr se tiene

A. x € R es periddico bajo fr siy solo si x = [xo;x1 : x2 1 ...] es un irracional periddico.
B. z € R es eventualmente periddico bajo fr siy solo six = [xo;x1 : T2 : T3 1 ...] es eventualmente
periodico.

Demostracion. A. Supongase, sin pérdida de generalidad que x # 0y que = € (—1, 1) es periodico
bajo fr, entonces existe N € Z tal que

(@) = z.
N . . 1
Y puesto que fi¥ es la composicion de las transformaciones S(z) = —— y T'(z) = z + 1, se
x
tiene que existen My, Mo, -, M, de tal forma que

™S ... TMS(z) = fN(z) =2

[My| + |Ma| + -+ + [Myn] + ng = N,

donde ng es el namero de veces en que se aplica la transformacion S(zx) = ——.
x
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1
r=—
1
M, — i
Moo=
(L)
x
Los procesos anteriores indican que el ntimero x tiene la forma [M; : My : - M, : ---].
Por otro lado, si & = [xg : 21 : x5 : -+ -] es un irracional peri6dico se tiene
1
T =x9+ T , Xy € Z.
T+
To +
T3
Por tanto
_ 1
ST ™ (x)=— | x1+ i
Ty ———
:(;3 + e
—x —x 1
T=58T "(x) = | — i
Ty + ——
ajg _|_ e

Siguiendo con el proceso anterior, se tiene que x tiene la siguiente forma
T ST o=t S TTRSTT = g,
lo anterior indica que existe N € N de tal forma que f{(z) = z, en este caso
N = |zo| + |z1]| + |z2| + - - + |20 + 1.

Por otro lado, si z ¢ (—1,1), existe M, € Z tal que fr(x) € (—1,1) y se aplica el argumento
anterior.

B. Si z es eventualmente periddico, significa que se puede aplicar a x un nimero finito de veces
cada una de las transformaciones S y T', asi, posteriormente el nimero se vuelve periddico y
por tanto, es una consecuencia inmediata del caso anterior.
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58 CAPITULO 3. DINAMICA PARA fr, DONDET ES EL GRUPO MODULAR

Teorema 3.1.1. Si x € Q, existe N € N tal que f{¥(z) = cc.

Demostracion. Para garantizar la existencia de N tal que la N-ésima iteracion de fr — oo, se
consideran los casos

s Siz es un nimero entero

‘m‘(x) =0
|m|+1(x) = 00.

= Si x es un numero racional no entero, su descomposicion como fraccion continua es finita, ya
que al ajustar el algoritmo en [I[<O], se puede escribir una fraccion equivalente tal como se

indica:

1. Si z es un entero, x = [z], el algoritmo termina. Si z no es un entero, se sustrae del
niimero su parte entera y se escribe:

-1
T —ay
2. Supoéngase que se han completado k£ — 1 pasos y se obtuvieron los ntimeros ax_o y 75_1.
Se encuentran ag_1 y 7

Se hace ag = [z] y ry =

1
Tk—1 = [Tk—l] I
The1—[Tk—1]
-1

Entonces, se hace ap_1 = [rk,l] yre=—""".
Tk—1 — Qp—1

Por tanto, si x es un ntimero racional, este puede escribirse como

_:ao_

a, —

a2—--.

donde cada a, es un entero, luego, la representaciéon del niimero racional x como fraccion
continua, permite concluir, que bajo fr, existe NV € N tal que

= Jaol + Jar] + <+ fan] 4.
fN(z) =00 VreQ.
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Observacion. Para el Teorema 3.1.1, la clave esta en escribir el nimero como una fraccioén continua
con entradas en los nimeros enteros, esta descomposicién también la garantiza [BH]. Los nimeros
racionales pueden identificarse con los vértices del GRAFO DE FAREY, los cuales resultan de la
accion del grupo modular sobre la geodésica que conecta 0 con oo.

Ejemplo 6. El nimero racional x = %, puede escribirse como

y esta descomposicion permite asociar su itinerario:

402220440,

en Z|fr'

Ejemplo 7. Para x = /2, se tiene

T =2 = 1.41421356237310 - - -
fr(V2) = =1+ V2 = 0.414213562373095 - - -

1
2(V2) = —————== —(V2+ 1) = —2.41421356237309 - - -
r(v2) B, ( )
1
J(V2)=1— ———=—v2 = —1.41421356237310 - - -
F( ) _1+\/§
1
(V2) =2 ———==—V2+ 1 = —0.41421356237310 - - -
F( ) _1+\/§
1
2(V2) = =1+ V2 = 2.41421356237310 - - -
) —
~14++2
1
S(V2)=1— = V2 = 1.41421356237310 - - -
7
142

y sus orbitas se muestran en la Figura 3.2
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Figura 3.2: Trayectoria de la 6rbita de 2 = /2.

La siguiente proposiciéon, permite determinar 6rbitas peridédicas con dos representantes en el
intervalo de (—1,1). Por otro lado, se sabe por el Teorema 3.1.1, que la 6rbita de cualquier niimero
racional z eventualmente converge a 0o, luego cualquier nimero periédico bajo fr no puede ser un
numero racional.

Proposicion 3.1.2. (EXISTENCIA DE PUNTOS PERIODICOS.) Si x € R — Q y es solucidn de la
ecuacion Nox? + Ny - Noxw + Ny = 0, N1, Ny € Z* y Ny - Ny < 0, entonces

ILN1|+\N2\+2(OC)

=X.

donde |N1| + |Na| + 2 es el orden de x.

Demostracion. Si x € R — Q, existe N; € Z* tal que

Wil@) =2+ Ny e (—1,1),
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luego, fof%N”(m) =— esta fuera del intervalo [—1,1] y por tanto, existe Ny en Z* tal que

T+ N
P o) = Ny = e (-1
luego, al resolver
1
_ = T
Ne = r+ N;
x
Tl=als - x4+ Ny

—(x+ Np) =aNy(z+ Ny) —
—x — Ny = Noz? + Ny Noz — x
NQIE2 + N1 . NQI’ + N1 = 0.

Las soluciones de Noz?+ Ny Nox+ Ny = 0 proporcionan 6rbitas periodicas de orden | Ny|+|Ny|+2
con 2 representantes en (—1,1).

Observacién. La condicion N, - Ny < 0 garantiza que la ecuacion Noa? + N; - Nox + N, = 0, tenga
soluciones reales.

Teorema 3.1.2. Six € R—Q, con |z| > 1 tal que

— =X, SZg(Nl ‘Ng"'Nanl) = —SZg(N2N4N2n),

entonces x es un punto periddico bajo fr de orden

n

> (INat)) +2- (n—1).

k=1
Demostracion. Se procede por induccion, el caso base lo proporciona la Proposicion 3.1.2. La
condiciéon
Slg(Nl . N3 e Ngnfl) = —Slg(N2 . N4 ce N2n)7
garantiza que la ecuacion tenga raices reales. |

Ejemplo 8. Al considerar N; = —1 y Ny = 1 se obtiene la ecuacion

2—r—-1=0
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62 CAPITULO 3. DINAMICA PARA fr, DONDET ES EL GRUPO MODULAR

y sus soluciones son

T = 9 y Z2= 5
donde
T =0
fr(¢)=1+2\/3 —1+\/_
2n o [(—1HVEY —2(-1-+v5) -1-5
r(¢) = fr 5 —_1+\/— ) =
f4(6) = (12“5):_1_ b1 120
Fi(6) = f( 2\/3) 1_\/5 (1_1\/_) 1+2\/3:¢‘

Proposicion 3.1.3. Toda orbita periddica bajo fr es repulsora en R.

Demostracion. Para que un punto xzy esté en una orbita periodica, la transformacion

le‘L(x) - frn71f7‘n72 T fmfro(‘r)?

contiene a fo = - para almenos un ry, por tanto, para la orbita periddica {xg, z1,- -+ ,x,_1} se

tendra que

(f{}),(l‘o) = (an—1an—2 T fT1fTo),($0)
= [ @na) - fl L (@ne) o (1) - £ (20),

: L.
donde f}. (z) =1sir, #0y f (z) = ST = 0.

Sean T, - ,Tq, los puntos de la orbita periddica que estan en el interior de (—1, 1), entonces

(flll)/(xo) = (frn—lfrn—Q e fﬁfro)/(x(])

= ;nfl(xn_l) : f;nfg(xn_2) e f7/‘1 (.’])1) ' le‘()(l‘O)
= f(l)(xak) ) fé(xak—l) e f(l)(xaz) ' f(;(xoq)

1 1 1

(Ta)? (T )P (T)?
1 1 1
| () (wo)| = : >1
' Tar? Taos P |Zan 2
de donde, zy genera una o6rbita respulsora. [ |
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3.2. Estudio numérico de o6rbitas

Trayectorias de ntimeros racionales

El Teorema 3.1.1 garantiza que las oérbitas de cualquier niimero racional bajo fr eventualmente
cotienen a 0 y a oo, aunque dependiendo del niimero racional, sus 6rbitas pueden tener varios
representantes en (—1,1) antes de alcanzar el punto del infinito.

Ejemplo 9. Para z = %, yIT= g se muestran sus trayectorias en la Figura 3.3
7/
v | K
/
/
/
/
/
/
/
/
7/
7/
7/
7/
7/
7/
7/
7/
/
/
/
/
/
7/
/.
1 5/4, fr(5/4))
7/
7/
7/
7/
/
7/
¥
7 (4/3, fr(4/3))
-1 7 1 T
7/
7/
7/
7/
( 7
/
/
/
7/
/ \
7/
7/
/
/
/
/
Pz
/
/
7/
7/
7/
7/
7/
7/
/
/
/
Figura 3.3: Trayectorias de la 6rbita de z = 3 y x = 3.
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Algunas trayectorias peridédicas

La proposicion 3.1.1 garantiza que cualquier nimero irracional cuadratico es periddico bajo fr.

1++5

Ejemplo 10. Para z =2y = = se muestran sus trayectorias en la 3.4.

Figura 3.4: Trayectorias de la 6rbita de z = V2 y = <1+2‘/5).
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Las orbitas de /p, con p un ntmero primo

Ejemplo 11. Para p = 2, se tiene

x
fr(%) 0.259921049894873

15(\3/5) = —0.847322101863072

17(3/2) = —0.22092167902521

22(3/2) = 0.52649103706065
26(/2) = 0.11189244189255

(v/2) = —0.93715413736627

(v/2) = 1.06706032671461
37(3/2) = 0.06706032671461

(V/2) = —14.9119464367611

15(/2) = —0.0755733032233

El itinerario asociado a r = /2 estaria dado por

V2 = 1.25992104989487

-10

1
12 — ——

Figura 3.5: Trayectoria de la 6rbita de z = /2.

40222204444444444440222220 - - -

y su representacion como fracciéon continua tiene la forma

La representacion como fraccion continua es infinita no periodica, lo cual garantiza que su itinerario
sea infinito, como nimero algebraico cibico, no puede ser raiz de la ecuaciéon

fr(z) =,

ya que esta siempre serd una ecuacion cuadratica con coeficientes en Q. Por tanto, ;Como son las
orbitas de estos niimeros? ;Son errantes o densas? Con base a experimentaciéon computacional, la

orbita de /2 podria ser densa.
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Las orbitas de 7

r =m = 3.141592653589793

fi(m) = 0.141592653589793

H(m) = —0.06251330593105209

27(7) = 0.9965944066841033

29(1r) = —0.003417231015000244
30(7) = 292.63459087501246

322 (1) = 0.6345908750124636

Figura 3.6: Trayectoria de la érbita de x = .

El itinerario asociado a x = 7 estaria dado por

44402222222044444444444444402 - - -

y su representacion como fraccion continua tiene la forma

1

T=3-

7

15 —
1

©999...

La representacion como fraccion continua de cualquier nimero trascendente es infinita no periddica,
ver [SH] esto garantiza que el itinerario asociado a cualquier ntimero trascendente sea infinito.
. Como son las orbitas de estos nimeros? ;Son errantes o densas? Con base a experimentaciéon
computacional, la 6rbita de m podria ser densa.

3.3. Conclusiones para fr en R

Para z € I@
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67

» Segtn el Teorema 3.1.1, todo niimero racional es eventualemente fijo; siendo oo el inico punto
fijo, la orbita de cualquier niimero racional r tiene la forma

{r, fo(r), f2(r), -+ 2 (r),0,00}

» SizeQ:

a.

IRRACIONALES ALGEBRAICOS:

e CUADRATICOS: son numeros periodicos bajo fr(z), esto se desprende de su repre-
sentacién continua, infinita peridédica.

e NO CUADRATICOS: Puesto, que la ecuacion

fI:L(x) =,
es equivalente a resolver una ecuacién de la forma
AvtB o AD_BC 0
Cr+D "

Ar+ B = (Cx + D)z
Az + B =Cz*+ Dx

0=C2?+ (D~ Az — B,

que conlleva a una ecuacién cuadratica, por tanto, otro tipo de irracionales distintos
a los irracionales cuadraticos, no pueden ser periodicos bajo fr(z). Sin embargo, su
representacion infinita como representacion continua, permite asociar una secuencia
infinita de simbolos en ) - Lo que lleva a preguntarse, si la secuencia infinita
asociada, pueda contener alguna secuencia periodica. Para ntimeros algebraicos no
cuadraticos la representaciéon como fracciéon continua periddica se conoce como el

problema de Hermite; ver |

|, por tanto, estudiar los itinerarios de estos nimeros

con la funcion fr proporciona una representacion como fraccion continua para estos

nimeros.

b. IRRACIONALES TRASCENDENTES: ;Son errantes o densos bajo fr(x)? Para el caso de
nimeros trascendentes, estos tendrian un itinerario no periodico. Esto se desprende del
hecho de que su representacién como fraccién continua es infinita no periddica. Final-
mente, de la experimentacién numérica, se puede conjeturar que estos nimeros podrian
ser errantes o densos bajo fr.

En resumen, para

- 00 ={-1,1}.

x—1, z>1
1
fl“(l’) _ —;, T € (—1, 1)
rz+1, < -1
0, T = 00
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= Spid(fr) = U f-"(0Q) = Q
» El conjunto regular de fr(z) estaria incluido en Q'.

= La cuenca de atraccion de x = oo es todo Q.
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Capitulo 4

Dinamica para fr, donde I' es el grupo de
Picard

Finalmente, en este Capitulo, se describe la dinamica de la aplicaciéon definida en 2.4.1, la cual,
extiende a la aplicacion de Bowen-Series descrita en [BS1]. En adelante, I representa al grupo
de Picard y fr serd una funciéon definida en la frontera ideal del espacio hiperbolico, es decir,
OH? = C. Se demuestran resultados analogos a los establecidos en el Capitulo anterior y se definen
algunos elementos para el estudio de la dindmica de aplicaciones conformes por pedazos, ver [CL].
Se introducen elementos como, el conjunto de discontinuidad, conjunto reqular, la telarana asociada
a la transformacidon fr, para posteriormente entender y clasificar la dindmica de las componentes
conexas asociadas a la particion definida para fr: C — C.

4.1. Generalidades

La siguiente definiciéon puede variar, dependiendo del contexto de trabajo, tanto en las caracte-
risticas que las funciones componentes tengan(pueden ser isometrias o simplemente funciones con-
tinuas), otro elemento que puede variar es como se elige la particion para la funcion F : X — X,
donde F' es una funcién continua o continua por pedazos y X como minimo es un espacio topologi-
co. En las construcciones descritas en el Capitulo 2, la particion ha sido de Markov, en el contexto
de este trabajo, se pedird tnicamente que la particion, sea una particiéon topoldgica. Para maés
detalles, consultar [CL].

Definiciéon 4.1.1. Una aplicacion conforme por pedazos en C es un par (P, F) donde

» P = {Rk}le C C es un conjunto de regiones tales que:

o Ry es un congunto abierto no vacio y conexo.

e OR, es unidn de curvas cerradas simples a trozos.
e RyNR; =0 sik+#j.

° UkK:I Ry = C.
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= :C — C donde cada funcion componente F |, = fi es la restriccion de un automorfismo
conforme de C y F estd indefinida en

K
L 9Rx.
k=1

= Si RN R; #0 es un segmento de curva, entonces f, # f;.

Observaciones. = Pese a que F esté definida en ((Aj, F puede ser discontinua en la frontera de
cada pedazo y la definicion de F' en tales fronteras podria ser no natural.

= Las transformaciones por pedazos con las mismas funciones componentes y definicion distinta
en la frontera pueden producir comportamientos dindmicos diferentes.

Definicion 4.1.2. El dominio de conformalidad de una aplicacion conforme por pedazos ({ Ry }&_,, F),
es

R=R(F)=|]J R

Definicién 4.1.3. El conjunto de discontinuidad, es el conjunto frontera o conjunto de singularidad

de ({Rp L, F), es
K

oP = | J 0Rs.

k=1

Definiciéon 4.1.4. Para un conjunto A C C y una aplicacion F : A C C— ((Aj,

F(A) = {z e C|F(z) € A} .

4.2. Definicion para fr en la esfera de Riemann

Para la funciéon fr de la Definicion 2.4.1 se elige una particién P inducida por la accién del grupo
de Picard sobre su dominio fundamental. Es de resaltar que la particion puede no ser tnica, pero
se ha elegido e incluso la definiciéon en la frontera, para que su restriccion a la recta real extendida
coincida con la funcion asociada al grupo modular.
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71

Definicion 4.2.1. LA APLICACION ASOCIADA AL GRUPO DE PICARD.
Sea fr :C —- C

z+1 1 z—1

z+1

donde OP*, i =0,--- ,4 estdn dados por;
= OP° = ).
. 8P1:{z€C||§R(z)|:%,%(z)2‘/7§}u{ew|%g@g%” .
m P2 ={" |2 <0< T}
. 8P3:{ZEC||§R(z)| =1.9(2) < —%g}u{ew | Z<o< T}
s OP ={e" | << T}
La telarana asoctada con fr es

Spid(fr) == | fr"(0P),

n>0

y el conjunto reqular
F(fr) == C — {Spid(fr)},
donde OP = UIP', con i € {0,1,2,3,4}.
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La siguiente secuencia de figuras muestra la primera, segunda y tercera preimagen de 0P bajo

Jr

pl
z—1

\ /

\“‘J/

p? P’ P I

z+1 1 z—1 ‘ Ja\

p?
z+i

Figura 4.1:
o (P)

Figura 4.2:
2 (P) Figura 4.3:
fri(P)

Proposiciéon 4.2.1. Spid(fr) es invariante hacia atrds y F(fr) es invariante hacia adelante,
equivalentemente

S (Spid(fr)) € Spid(fr)

fr(F(fr)) € F(fr).
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4.3. Espacio simboélico asociado a fr

Definicién 4.3.1. Para fr : C— @,

> ={0,1,2,3, 4" = {(sos152---) | s» € {0,1,2,3,4},n € N},

5

es el espacio de secuencias de 5 simbolos.

Definicion 4.3.2. Para (s) y (t) en > . se define

- |Sn — tn|
d(S,t) = ZT
n=0

Observacion. El par, (D ., d) es un espacio métrico.

Definicién 4.3.3. La funcion itinerario asociada al par (P, fr), donde P = |J P*, k € {0,1,2,3,4}.
Para un punto z € C: el itinerario de z es la secuencia infinita de 0's, ..., 4's

I(z) = (sos182.--.),
donde s; =0 si fi(z) € P°,... ys; =4 si fi(z) € P
Definicién 4.3.4. EL REFINAMIENTO DE P. Para cada rq € {0,1,2,3,4}, se definen los con-

jJuntos

P(Torlrz“‘rn—lrn) _ fF—n(Prn)’
donde, x € Promirz=Tn-1tn) sionifica que

x € P
fro(z) € P
F2(2) = (fri fro)(x) € P

flz‘l(x> = (f"'n—l o 'frlfr0)<5(7> e pP™.

Definiciéon 4.3.5. Se define el espacio wa donde:

> = {(Tk)io—o SRR (ﬂ fp_k(P”“)> > 0},

fr
A es la medida de Lebesgue en la esfera de Riemann. El corrimiento unilateral por

oY Y,

fr fr
donde
O (Th)rz0 = (Tht1) pmo-
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Observacion. 1. En el espacio wa un bloque de simbolos 7717512 cumple:

» Sirg =0 entonces 1,41 # 0 si el itinerario viene de algun z € Q°[i].

Siry =1y rg1 =0 entonces 111 # 3.

Siry =3y rg1 =0 entonces 1o # 1.

Siry =2y rg1 =0 entonces 1o # 2.

Siry =4y rr =0 entonces 1y o # 4.

2. Se reservard el simbolo 000---0--- para z = oo.

4.4. Resultados

4.4.1. Estudio de 6rbitas Periddicas

El siguiente resultado, permite calcular 6rbitas periodicas con exactamente un representante en
D, dicha proposiciéon es analoga a la Proposicion 3.1.2.

Teorema 4.4.1. EXISTENCIA DE ORBITAS PERIODICAS.

Si z € F(fr) con |z| > 1, tal que
2+ (m+ni)z+1=0, m,ncZ,

entonces z es un punto periddico bajo fr y tiene periodo |m|+ |n| + 1.

Demostracion. Puesto que z € D¢, existen enteros m y n tales que fle|+|n|<Z> =z4+m+ni €D,
por tanto
1
[m|+|n] c
z)=— - e D°,
folr (2) z+m+m

luego, al resolver

1
Cz 4 m At i
—1=2*+ (m+mni)z
22+ (m+ni)z+1=0, esequivalente a resolver
folz+m+ni) =z

Pl = 2, fof) =

)

=z

= Z.

El Teorema previo, caracteriza orbitas periodicas de orden |m|+|n|+1 con un solo representante
en D.
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75

Observaciones. 1. El resultado previo permite concluir que fr no tiene puntos fijos en C ya

que éstos serfan solucién de la ecuacion

sin embargo, z = =i no son puntos fijos bajo fr(z).

2. Los puntos de periodo 2 son soluciones de las ecuaciones:

22 +iz4+1=0.
La ecuacién
22 —iz+1=0,
. o 1++5, V5 -1
proporciona los puntos periédicos uq = 1Y Uy = — 5
2 4iz+1=0,
. “, 7. __1+\/5. _\/5,1. .
proporciona los puntos peridédicos v, = 50y vg = Y21, ver Figura 4.4.
1+4\/§i
.
L
[ ]
/ V-1 \
|
\ s‘
\ /,
N2

Figura 4.4: Puntos periédicos de orden 2.

3. Para cualquier N > 3, N € N existe una orbita de periodo N bajo fr(z).

75

1. Por otro lado, la ecuacion
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Ejemplo 12. Las soluciones z; = 0.13560--- + 0.37214---i y 20 = —0.86--- — 2.37---7 de la
ecuacion 22 + (1 + 2i)z + 1 = 0, son oOrbitas periodicas de orden 4, las cuales se muestran en la
Figura 4.5.

-2.0 -15 -1.0 -0.5 0.5 10 1.5 2.0

-2

Figura 4.5: Orbitas de z; y 2.
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Ejemplo 13. Las soluciones de la ecuacion z? + (2 + 3i)z + 1 = 0 son

2—-V3 2/3-3
—_ + 7;,

T 2
V3+2 2343,
9 — — — 1
2 2
y sus orbitas se muestran en la Figura 4.6.
/;'\
‘\\k//

Figura 4.6: Orbitas de z; y 2o

El siguiente resultado, extendiende los Teoremas 4.4.1 y 3.1.2, permitiendo encontrar oOrbitas
periodicas bajo fr con exactamente k representantes en .

Teorema 4.4.2. Si z € F(fr), con |z| > 1 es tal que

My, : My_q:---: My + 2] = 2,
0 bien

My + [My_q:---: My :z]=z,con M; € Z[i] y |2| <1,

entonces z un punto periddico bajo fr(z) y su drbita tiene orden

(IR(M;)] + [S(M;)]) + k.

k
J:
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Demostracion. Si se quiere una 6rbita periddica con k representantes en el disco unitario, se deben
analizar dos casos:

= Un punto representante de la 6rbita esta fuera del disco.
Existe M, € Z[i] tal que f}li)H'g(Ml)'(z) = z+ M, € D, por tanto

1
R(M7)|+|S(M)[+1

=— eC-D
r (2) M, + =z

entonces, existe My € Z[i] tal que

1
[ ROM) [+ ROM)HSM)HS(M) I+ oy c
r (2) 2 M, + =
luego,
x x 1
\F%(M1)|+\%(M2)\+\J(M1)\+|J(M2)|+2(Z) _ : cC— D,
2 My + 2
continuando de manera similar hasta algin k£ € N, al resolver
K (IR(Mi) [ +S (M) +k 1
fF <Z> == 1 =%
M, — ;
M1 — ]
M, o My —
k—2 T

las soluciones proporcionan 6rbitas peridédicas. Equivalentemente, se puede reescribir
My, : My 2+ My + 2] = 2, M; € Z[i].

1
» Un representante de la érbita z estd en D. Si 2z € D, —— € D¢ y aplicar el caso anterior, se
z

obtiene la ecuacion

o 1
i — Z,
. 1
My — N
My 2 — .
My My, — -
z
equivalentemente, se puede escribir
[My; My—y - My_o = -+ My : 2] =2z, M,; € Z]i].

Las ecuaciones anteriores, sugieren una conexiéon entre fracciones continuas complejas e ite-
raciones bajo fr(z).
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En completa analogia a la Proposicion 3.1.3 se tiene:

Proposicion 4.4.1. Todas las orbitas periodicas bajo fr son repulsoras.

Demostracion. Para que un punto w esté en una orbita periddica, la transformacion

flll(z) = f'f'n—lan—Q T lefTO(z)7

contiene a fy = —2 para almenos un ry, por tanto, para la orbita periodica {wq,wq, -+, w,_1}

se tendra que

(fg)/(wﬂ) = (frn—lfrn—Q e fT1f7”0)/(w0)
= fr, (1) - fr(wng) -+ fr (wi) - f (wo),

1
donde f] (z) =1sir, #0y f; (2) = s si rp = 0.
Sean wy,, - , Wy, los puntos de la orbita periodica que estan en D, entonces
(i) (wo) = (fro_y frn_a = frifro) (wo)

= ;n_l(wnq) : fr{n_Q(wnfz) T f;l (wl)ﬂo (wo)
= fé(wak) ’ f(;(wakfl) T f(/)(wOéQ) ’ fé(wm)

1 1 1
C(Wa)? (Way ) (wa,)?
(Y (o) = g >
|Way [* [wa, 1 [* Jwe, [?
de donde, wy genera una orbita repulsora. |

Definiciéon 4.4.1. Sea M el conjunto de todas las transformaciones de Mdbius de la forma

donde a € Z[i).

Definiciéon 4.4.2. La composicion fr es la secuencia de composiciones de elementos en M.

Observacion. Note que

fr(z) =a -

a9 —

a3—.--— 1

Los valores de fr(oo) son las fracciones continuas convergentes con entrada —1 en el numerador y
enteros gausianos a; en la parte inferior.
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Definicién 4.4.3. Una fraccion continua finita asociada al grupo de Picard es una fraccion con-

tinua de la forma
1

[ag;ay tag i+ :ap_q1] = ag —

a —

1

as—--._
Qp—1

donde a; € Z[i] para todo i =0,1,2,--- ,n.
Definicién 4.4.4. Una fraccion continua infinita asociada al grupo de Picard es una fraccion

continua de la forma

[ag;ay tag : -] = lim [ag;a; :ag: -+ ay),
n—oo

donde a; € Z[i] para todo i =0,1,2,--- ,n— 1.

En la literatura moderna, las composiciones de elementos del grupo de Picard estan relacionadas
con el grafo de Picard-Farey.

Definiciéon 4.4.5. El grafo de Picard-Farey, G estd formado por la orbita del segmento vertical L
que conecta O e 0o bajo la accion del grupo de Picard.
Entre las principales propiedades del grafo de Picard-Farey [H] se tiene que los vértices del grafo

son de la forma b donde p, g € Zli], es decir los niimeros complejos con partes real e imaginaria un

ntmero racional y el propio infinito.

Lema 4.4.1. Si 2 = a+ bi, a,b € Q existe N € N tal que fN(z) = 0.

Demostracion. La clave esta en representar cualquier niimero complejo con partes real e imaginaria
un nimero racional como una fraccion continua de la forma [ag;a; : ag : -+ : a,_1] y para lograrlo,
se utiliza la composicion fr asociada en el grafo de Picard-Farey, por tanto xiste M € N tal que

1
p+qi=lagiar:ay:-:ana]=ag— 1
ay —
1 1
ag — -+ —
Ap—1
0+ i) = an
M+ |R(an— S(an— )
fF +IR(an—1)[+S( 1)‘(p_|_ qz) =0
fé\4+|é}e(an_1)|+\‘3(an—1)\+1(p + qi) = oo.
Finalmente,
n—1
N=> ([R(ar)| +[S(ar))| + n.
k=0
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4.4.2. Dinamica de componentes conexas

Consideraciones geométricas en C

A.

Recuérdese que P = P° U P' U P2 U P3 U P*, donde P es el casquete inferior de la esfera y
P!, ... P*son tridngulos, con un vértice en el punto al infinito y los otros vértices sobre el

Ecuador. P — PY determina una particién del casquete superior en tridngulos.

» Toda geodésica que pasa por oo tiene que pasar por el polo sur: esto se desprende del
hecho, que si un punto esta sobre una circunferencia maxima, también lo esta su antipodal.

Particulamente, el antipodal de (0,0,1) es (0,0, —1).

= Al proyectar esterograficamente OP en la esfera, se obtiene la siguiente configuracion

z 4

)

]
1
|
1
1
1

"~

.‘\ /
s
~
-
-

"

P
.

Figura 4.7: La particiéon P en C.

= Sea Ty el tridngulo geodésico por oo, —% + \/ng y % + ‘/732', por tanto:

AT = o T,
(G) Oé+2+2 s

=

Lo anterior se desprende del Teorema para el drea de tridngulos esféricos.

» El area de la region transformada de P! en el disco tiene la forma

vl
—_

AP =2 [ 75 (30) - r3(0) o,
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donde r1(0) =1y ry(0) = 2cos b, luego:

A(P") —2/2 (% —200520) do
:/2d9—4/2cos29d9

3 3
Z_4[Q sen26]2
6 2 4 x

3

o T T V3

6 |4 6 8
o 2m \/§_\/§ T
6 3 2 2 6

El 4rea del tridngulo P! en la esfera, corresponde al drea proyectada via la proyeccion
esterografica en el casquete superior del area comprendida en el disco, la cual se ve
afectada en un factor de 2 al trasladarla a la esfera, por tanto

A(PY) = A(P%) =2 (? - g)

=3 g > ().68485325637,
luego, el area de P! es positiva y mediante un argumento similar, las areas de P3, P?y

P* son positivas. Para encontrar el drea de P? en la esfera, se hace uso del hecho que el
area de la superficie esférica del casquete superior es 27, por tanto,

A(PY) = A(PY) = TS
=7r—\/§+g
_47T 3
=5 -

= 2.45673939722.

B. Existe una constante C' > 0 tal que C' < A(P') < A(Tg).

a) Se biseca o hasta intersecar al lado ApA; en el punto Q1. Puesto que los puntos Ag, Q1
y A; estan alineados se cumple

d(Ag, A1) = d(Ao, Q1) +d(Q1, A1)

2 o
y el dngulo en oo es 5.
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b) Se biseca nuevamente el dngulo % hasta intersecar en un punto Q5 al arco AyQ1, luego

d(Ag, A1) = d(Ao, Q1) +d(Q1, A1)
= d(Ag, Q2) + d(Q2, Q1) + d(Q1, A1)

y el nuevo angulo en el infinito mide "I/ y al proceder iterativamente se obtiene

d(Ao, A1) = d(Ap, Q2) + d(Q2, Q1) + d(Q1, Ay)
= d(Ao, Q3) + d(Qs, Q2) + d(Q2, Q1) + d(Q1, Ar).

c¢) Siguiendo el proceso anterior:

a. d(Ag,Qn) — 0, lo que implica que @, — Ap.
b. El area del triangulo geodésico AyQ),00 siempre es positiva y vale ;‘—;

¢. Las transformaciones de Mdbius son isometrias de la métrica esférica y conservan los
angulos.

d. Al calcular el area de fr*(P'):

A(fr(PY) < A(PY).
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La constante C' es %’E 0.52359877559 ya que el area del tridngulo T; viene del area del

T
sector de area &

C. La medida de las areas de los cuadrilateros es positiva.

Demostracion. El area de cada cuadrilatero en cada P’ puede calcularse, descomponiendolo
en triangulos en la esfera o bien como una resta de las areas conocidas de los tridngulos P* y
fr1(P?) en el primer nivel de preimagenes. [

Las observaciones anteriores demuestran que las areas de las componentes conexas de fr."(P) son
positivas y estan disminuyendo a medida n — oo.

Definiciéon 4.4.6. La telarana asociada o fr es localmente finita en C*, si 0o es el unico punto
de acumulacion de las secuencias

{zn} € fr"(OP).

Corolario 4.4.1. Los unicos puntos de acumulacion de la Spid(fr) son cero y el infinito.

Lema 4.4.2. LEMA GEOMETRICO. La particion generada por fr estd compuesta por tridngulos y
cuadrildteros.

Demostracion. Como las componentes de fr y sus inversas son transformaciones conformes, man-
dan circunferencias en circunferencias y por lo tanto dejan invariantes los lados de los tridngulos
que tienen vértice comun en el punto al infinito. Como son traslaciones, los lados sobre el Ecuador
se desplazan a lo largo de los lados fijos determinando subtriangulos contenidos en el tridngulo
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original y cuadrilateros en el complemento de los subtridngulos, pero dentro del tridngulo inicial.
La preimagen de P! U P2 U P3 U P* bajo fy determina una descomposicién del casquete inferior,
el cual es la reflexion con respecto al Ecuador de la descomposicion inicial de casquete superior.
Por lo tanto fr_l(P), es una particion de la esfera por tridngulos y cuadrilateros, la cual es un
refinamiento de P de la esfera.

Aplicando este esquema iterativo para toda n > 1, se obtiene una descomposicion por triangulos
y cuadrilateros de la esfera. [ |

Corolario 4.4.2. La medida de Lebesque de las componentes de la particion generada bajo fr es
POsitiva.

Teorema 4.4.3. fr semiconjugada al corrimiento unilateral, esto es, el diagrama

C — Spid(fr) —£~C — Spid(fr)

es conmutativo, es decir
col=1o fr.

Demostracion. Sea s = (rory---7,--+) algin elemento de ) v sea
$n = (ToT1+ 7)),

por definicion de ., A(P77177™) >0y
I(PomT™) = g,.

Como [ es continua y tomando n — oo se concluye que
I(prom=mT) =g,

luego, la aplicacion I es sobreyectiva. Para la conmutatividad del diagrama, se tiene:
Para s = (rory -+ 7rn -+ +)

Por otro lado:

fF(Prorl---rn---> — prirz
Lo (fr(2)) =00 (I(2)).
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Teorema 4.4.4. CONJETURA. Sea U una componente conexa de F(fr). Dado r < 1, existe
N >> 1 de tal manera que las componentes conezas de f¥(U) intersecan a cualquier vecindad
de radio v de 0 o de co.

ESQUEMA DE LA DEMOSTRACION:

Sea U una componente conexa cualquiera. Sin pérdida de generalidad, supongase que U € P!,
por tanto, existe N; € N tal que fi"(U) € P°y f"*'(U) se descompone en una serie de com-
ponentes que son parte del refinamiento de la particion en la esfera de Riemann y pertenecen a
alguna regiéon triangular o rectangular, las cuales tienen area positiva y van disminuyendo segiin
las Consideraciones Geométricas 4.4.2, por tanto, existe Ny € N tal que féVﬁNlH(U) NPt £,
dichos puntos eventualmente entran P° y por tanto fI{VQ’LN 1+2(U ) vuelve a descomponerse en una
serie de componentes que son parte del refinamiento de la particion en la esfera de Riemann y
pertenecen a alguna region triangular o rectangular de area positiva que esta disminuyendo; conti-
nuando iterativamente el proceso hasta que las &reas de las regiones triangulares sean a lo méas r en
PV se tiene garantizado la existencia de N de la forma N, + - -+ Ny + Nj + s tal que f&¥(U) c P°
en algin vecindario de 0, el cual en la siguiente iteracion la componente caeria en algin vecindario
de oo.
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Definicion 4.4.7. Se denota C={2€ C |az*+bz+c=0, a,b,c€Qy a#0}.

Teorema 4.4.5. CLASIFICACION.
A. SizeQi|NF(fr), la drbita de z tiene la forma
{2, fr(2), f£(2), ., £ (2),0,00}.

B. Per(fr) CC.

C. Para z € C* — Q[i| U Per(fr), existe una sucesion de {N;} € N y un entero positivo M >> 1

tal que
1
N;
)< =
) <+
Demostracion. » Kl literal A es una consecuencia de que la imagen de cualquier z € Q[i]

eventualmente tiende a oo.

» Si 2z € Per(fr), existe N € N para el cual f2(z) = z y por tanto z pertenece a la 6rbita
{2, fo(2), f2(2),-++ [7H(2)}, donde [ff(2)] < R = méx(| f(2)]), asic | fp(2)] < R,

» Si z € C* — Qi] U Per(fr), su orbita es infinita, no periddica, sin embargo, cuando algin
representante estd en alguna componente conexa en el disco, | fév 7(2)| < €, paralo cual siempre
. 1
es posible encontrar un entero positivo M tal que ]flivj(z)| < i < € < 1 (Propiedad
Arquimediana de los Numeros Reales) y en la siguiente iteracion, | fév () >> 1.

Observaciones. » Siz=p+qi,con p,q€ Z, existe N tal que f{¥(z) = oo. Si 2 = p+qi, con
Py q enteros, entonces

fILP|+|q| (Z) =0

ILP|+|Q|+1 (Z) = 0.

e Siz=0=0+0-4, claramente fr(0) = co ya que 0 € P°.

e Siz=1,—-1,1,—1

£(1) = fr(0) = oo,
£(=1) = fr(0) = oo,
£ (1) = fr(0) = o0,

) (

e Finalmente, si 2 = m + ni € (S)¢, entonces z € P! U P2U P3U P* y en cualquiera de
los casos, al aplicar la transformacion |m| 6 |n| veces, se tendré
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Por otro lado:

z=mi, mEeZL

kd

"(2) =0, si z € Plo bien 2z € P*

‘Fm‘ﬂ(z) = 0.

= Si z =p+qi, con py g racionales, entonces existe N € N tal que

fr'(z) =0

N (z) = 0.
Al analizar las orbitas de los centros de los cuadrados determinados por los puntos de Z[i]
se tiene:

(m+1)+(n+1)-4

2m+T+2n+1
2 2

m+n-1

Figura 4.8: Centros de las cuadrados generados por Z][i].

Cada uno de estos centros tiene la forma

2m+1 2n+1.
z = + 1

2 2
A S
z-m+m—|—2+2@

1 1
m|+|n .

1 1
Al analizar la orbita de 3 + 52’, se tiene

g
I
N | —
+
Sl
~.

N[ =

~.

=
s E
I Il
| |
==
+ 4
~. T
+
IS
+
N

I
g = 7

g

TS
—~ Y~ Y~
S
S— N N
I
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) 2m+1 2n+1, . .
Por tanto, cualquier punto de la forma z = 5 + 5 luego de |m|+|n|+5 iteraciones
se va a 00.

Por otro lado, al analizar las 6rbitas de los puntos de la forma

11
z=—+—i,|n|>2
non

se tiene

1 1
Z=—+—
n n
1 1
mtw wte
1 1
=Lt
n? n2
n+n
=——4 =
2 2

Los puntos anteriores, son los centros de los cuadrados determinados a lo largo de la recta
identidad, los cuales también se irdn a oo.

» El caso general, para un namero de la forma z = p + ¢i con p,q € QJi] se desprende
directamente del Lema 4.4.1.
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4.4.3. Comportamiento estadistico de las 6rbitas

El siguiente resultado mide el tiempo promedio de estadia de las 6rbitas de fr para la funcion
caracteristica del disco.

Teorema 4.4.6. COMPORTAMIENTO ESTADISTICO DE LAS ORBITAS.

Para todo punto z € C.

1 .
m(z) = lim E’{O§j<n|f§(z)€]1)>}‘ < 00

n—oo

3

—S/mduﬁu(D)zﬂ,
27 Je

donde v es la medida de Lebesgue en C.

Observacion. Notese que mp(o0) = 0.

Demostracion. Primero, se demuestra que la funcién estd definida para todo z € C. El limite
siempre existe, ya que

» Siz=a+bi,abc Q,siempre es posible encontrar N € N tal que f(2) = 0, &' (2) = oo,

por el Lema 4.4.1, p(z) = 0 para cualquier z con parte real e imaginaria un nimero racional.

= Si z es un punto peridédico bajo fr de periodo N con almenos K representantes en el disco,

donde K < N.
, 1 . ;
m(z) = lim = [{0<j <n| fi(z) € DY
K-[»
= lim [N]
n—oo n
n 1 ]' S n
K - N—i—l—;Zsen(Zﬁhﬁ)
, k=1
= lim
n—oo n
) K K 1 & n
= lim (N_ on " n 2 ST N)>
K 1
=—<
N

= Si z no es un punto periddico bajo fr, z tiene un itinerario infinito, no periodico en Zfr’
porque de lo contrario, z serfa un numero irracional cuadratico. Para un punto z, cuyo
itinerario tiene la forma

[(z) = (305132"‘571"‘)7

existe una secuencia infinita {t;} tal que t; = 0Vk € N, lo cual sugiere que para algin bloque
de la forma (sgs1s2- - s,—1) la cantidad de veces que aparece 0 es n — I(n), donde I(n) es la
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cantidad de digitos no nulos y por tanto:

m(z) = lim — {0 < j <n| fi(z) € D}|

1
n—oo 1

n—1I(n) :

= lim donde [ es el nimero de digitos no nulos en 7(z)
n—o00 n
[(n
= lim <1 — (—)> .
n—oo n
Por otro lado:
@ < M — % » T par,
n -~ n <% , I 1mpar.
Por tanto
1 l(n)
- <|1—-——] <1
2 n
, . I(n) .
Notese que la sucesion < 1 — —= 3 es una sucesion monoétona y acotada, por tanto es con-
n

vergente, asi, el limite anterior existe.

Finalmente:

/\T]D)d,u:/ TDd[L
¢ {ooyuQriuPer (fryuPer”(r)

<0+ pl{oo}) +0- u(@U]) + T(Per(fo) + p(Per ()
=1-p(D)

= T.

91



92

CAPITULO 4. DINAMICA PARA fr, DONDE T ES EL GRUPO DE PICARD

92



Capitulo 5

Perspectivas

Derivado del estudio realizado en este trabajo, resulta razonable plantear las siguientes situaciones
problematicas a futuro:

[. Hacer el estudio para un grupo kleiniano arbitrario con una cispide.
IT. ;FEs posible relacionar la dindmica de un grupo asi con la del grupo de Picard?

ITI. Repetir el estudio para un grupo kleiniano arbitrario con un ntimero finito de cispides.

93



Agradecimiento

Dedico este trabajo a mi madre: Rosa Elida Rivas Chacon, por su apoyo incondicional en todo
mi trayecto profesional, a mis hermanos, a mis amigos quienes acompanaron y estuvieron moti-
vando en todo momento. A mis asesores, por su tiempo, su paciencia e ideas propuestas para la
realizacion de este trabajo. A las instituciones que financiaron este proyecto, asi como estancias de
investigacion CIMPA, CONACYT de El Salvador y sobre todo a la Universidad de El Salvador.



Bibliografia

[AR] ANDERSON, JAMES W., AND ANDRE C. ROCHA. Analyticity of Hausdorff dimension of li-
mit sets of Kleinian groups. ANNALES-ACADEMIAE SCIENTIARUM FENNICAE SERIES
Al MATHEMATICA. Vol. 22. ACADEMIA SCIENTIARUM FENNICA, 1997.

[BH| BEARDON, ALAN F., M. HOCKMAN, AND TAN SHORT. Geodesic continued fractions. Mi-
chigan Mathematical Journal 61.1 (2012): 133-150.

[BS1] BOWEN, ROBERT; SERIES, CAROLINE. Markov maps associated with Fuchsian groups,
Inst. Hautes Etudes Sci. Publ. Math. No. 50 (1979), 153-170.

[BS2| BUFETOV, ALEXANDER I., AND CAROLINE SERIES. A pointwise ergodic theorem for Fuch-
stan groups. Mathematical Proceedings of the Cambridge Philosophical Society. Vol. 151. No.
1. Cambridge University Press, 2011.

[CL] Cruz LOPEZ, MANUEL. Dynamics of Piecewise Conformal Automorphisms of the Riemann
Sphere, Ergodic Theory and Dynamical Systems 25 (2005) 6, pp.1767-1774.

[Dev] DEVANEY, ROBERT. A first course in Chaotic Dynamical Sistems, Segunda Edicion, 2020.

[EJ] ELSTRODT, F. GRUNEWALD Y J. MENNICKE. Groups acting on hyperbolic space. Harmonic
Analysis and Theory Number. Springer. Hyperbolic manifolds and Kleinian Groups. Oxford
University Press, 2002.

[H] HOCKMAN, MEIRA. The Farey octahedron graph, the Poincaré polyhedron theorem and Gaus-
sian integer continued fractions. Annales mathématiques du Québec 44.1 (2020):149-164.

[LM] LIND, DOUGLAS, AND BRIAN, MARCUS. An Introducction to simbolics dynamics system
and coding. CAMBRIDGE UNIVERSITY PREESS, 2021.

[KO|] KARPENKOV, OLEG N. Geometry of Continued Fractions. Berlin, Heidelberg: Springer Ber-
lin Heidelberg, 2013.

[KS] KATOK, SVETLANA. Fuchsian Groups. University of Chicago press, 1992.

[Mar] MARDEN, ALBERT. Hyperbolic Manifolds: An Introducction in 2 and 3 Dimensions. CAM-
BRIDGE UNIVERSITY PREESS, 2016.

[MB| MASKIT, BERNARD Kleinian groups. Vol. 287. Springer Science and Business Media, 2012.

[MT] MATSUZAKI, KATZUHIKO AND MASAHIKO, TANIGUCHI.

95



96 BIBLIOGRAFIA

[R] RocHA, ANDRE CAVALCANTI. Symbolic dynamics for Kleinian groups. Diss. University of
Warwick, 1994.

[SH| SIEBECK, H. Ueber periodische Kettenbriiche. Journal fiir die reine und angewandte Mathe-
matik. (1846) 33: 68-70.

96



	Grupos kleinianos
	Transformaciones de Möbius
	Geometría hiperbólica
	Geometría hiperbólica bidimensional
	Geometría hiperbólica tridimensional
	 Extensión de Poincaré

	Grupos discretos
	Sobre grupos kleinianos
	Propiedades del conjunto límite
	Sobre grupos no elementales
	Propiedades del conjunto regular
	Dominio fundamental

	Ejemplos
	Grupo fuchsiano
	El grupo modular
	El grupo de Picard


	Aplicaciones asociadas con acciones de grupos kleinianos
	Elementos de dinámica simbólica
	Una función en la frontera ideal del plano hiperbólico
	La construcción de Bowen-Series para un grupo fuchsiano
	Una función asociada al grupo modular

	La construcción para un grupo kleiniano
	Una función asociada al grupo de Picard

	Dinámica para f, donde  es el grupo modular
	Resultados dinámicos
	Estudio numérico de órbitas
	Conclusiones para f en R"0362R

	Dinámica para f, donde  es el grupo de Picard
	Generalidades
	Definición para f en la esfera de Riemann
	Espacio simbólico asociado a f
	Resultados 
	Estudio de órbitas Periódicas
	Dinámica de componentes conexas
	Comportamiento estadístico de las órbitas


	Perspectivas

