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INTRODUCCION

Posiblemente el origen del nombre “Analisis de supervivencia” ocurri6 en Inglaterra a
principios del siglo XVI cuando se realiz6 el registro de nacimientos y defunciones con el
cual en 1662 aparecio el primer estudio de datos poblacionales, titulado “Observations on the

London Bills of Mortality” (Observaciones sobre las partidas de defuncién en Londres).

Un estudio similar sobre la tasa de mortalidad en la ciudad de Breslau, en Alemania,
realizado en 1691, hace énfasis a la importancia del conocimiento estadistico sobre los
sucesos relacionados con la expiracion no sélo de vidas humanas sino, como se hace

actualmente, en la vida de componentes.

Hoy en dia, la Probabilidad y la Estadistica estan intimamente unidas entre si,
desempefian un papel fundamental en practicamente todos los campos del saber, tanto en las
Ciencias Naturales (Fisica, Quimica, Biologia, etcétera) como en las Ciencias Humanas
(Economia, Psicologia, Sociologia, etcétera), papel que va cobrando cada vez mayor
importancia. Con respecto a la Medicina, tiene pocos afios que se han estado utilizando los
resultados estadisticos, dando un gran impulso al desarrollo de la Medicina y la Estadistica,
llegando a fusionar algunas de ellas para dar inicio a areas como la Bioestadistica,

Biotecnologia, Biomedicina, entre otras.

El analisis estadistico, de tiempos de vida, tiempos de supervivencia, o datos de tiempo
de fallas es un tema reciente de gran importancia en muchas areas (la Biomedicina,

Ingenieria, Ciencias Sociales entre otras). La aplicacion de la metodologia de distribucién en



tiempos de vida va desde la investigacion hasta la durabilidad de los productos

manufacturados a los estudios de enfermedades humanas y su tratamiento.

El presente trabajo se dividira en 3 capitulos.

En el capitulo uno se presentan e ilustran las distribuciones mas utilizadas en el analisis
de datos de tiempos de vida. Se presenta la funcién de densidad, de probabilidad, de

supervivencia y la funcion de riesgo 6 Hazard, su definicion, y el efecto de sus parametros.

En el capitulo dos se estudian los diferentes tipos de datos de tiempo de vida que pueden
presentarse al realizar experimentos. En este capitulo se estudian los fendmenos que pueden
encontrar datos incompletos o que incluyen en incertidumbre respecto al tiempo en que
ocurre la falla, estos datos se llaman datos censurados; por lo que se definen los diferentes
tipos de censura (censura por la derecha, tipo I, tipo 1l, aleatoria, por la izquierda y censura
por intervalos). En gran parte de los estudios se presentan variables o covariables
explicativas por lo que se muestra a los modelos de regresion de tiempo de falla acelerado y

el modelo de regresion de riesgo proporcional.

Por dltimo en el capitulo tres se trabajara con algunas aplicaciones de los modelos

aplicados al analisis de supervivencia.



PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

El analisis de supervivencia es una técnica adecuada para el analisis de estudios
longitudinales caracterizado por una duracién variable del seguimiento para los sujetos que
se incorporan en momentos distintos o al existir observaciones incompletas, conocidas como
datos censurados y una funcién importante del analisis de supervivencia es incluirlos porque

aportan informacion muy util.

En los estudios de supervivencia solo se necesitan un par de valores: el tiempo del
seguimiento de un individuo u objeto y una variable que indique si el tiempo de estudio es
completo o censurado. Los modelos en las funciones de supervivencia juegan un papel
importante en muchos campos de aplicacion, como la Medicina, Psicologia, Analisis de

Conglomerados, Pruebas de Vida, entre otros.



OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION.

Los objetivos del presente trabajo son:

e Conocer la base tedrica de las principales distribuciones de supervivencia

aplicadas en las funciones de supervivencia.

e Disponer de un conjunto de distribuciones lo suficientemente flexible para

facilitar su analisis.

e Desarrollar algunas aplicaciones en los modelos de las funciones de

supervivencia.



CAPITULO 1. MODELOS Y FUNCIONES DE SUPERVIVENCIA

INTRODUCCION

El andlisis estadistico que es referido en varias ocasiones a tiempos de vida, tiempos de
supervivencia, o datos de tiempo de fallas es un tema importante en muchas areas, como son
la Biomédica, Ingenieria y Ciencias Sociales. La aplicacion de la metodologia de
distribucién en tiempos de vida va desde la investigacion de la durabilidad de los productos

manufacturados a los estudios de enfermedades humanas y su tratamiento.

En este capitulo se presenta e ilustra los métodos estadisticos y el andlisis de datos del
tiempo de vida. La metodologia de la distribucion del tiempo de vida se utiliza ampliamente
en la Biomedicina y Ciencias de la Ingenieria, de esta forma la mayoria de los ejemplos

provienen de estas areas.

Los distintos tipos de datos se denominaran por conveniencia, datos del “tiempo de
vida”, considerando situaciones en las que el tiempo de ocurrencia de algiin evento de interés
se refiere a los individuos en una poblacidn determinada. Por ejemplo, en algunas ocasiones
los eventos son muertes reales de personas y el “tiempo de vida” es la longitud de la vida de
éstas, medida a partir de algiin punto de partida en particular. En otros casos el “tiempo de
vida” y las palabras “muerte” o “falla”, denotaran al evento de interés, utilizadas en sentido
figurado. Al discutir las aplicaciones, se tiene que otros términos tales como el “tiempo

supervivencia” y el “tiempo de falla” son usados frecuentemente.



Los siguientes ejemplos ilustran algunas formas en que los datos del tiempo de vida

pueden ocurrir.

EJEMPLO 1.1. Los articulos fabricados con componentes mecanicos o electrénicos suelen
ser sometidos a pruebas de tiempos de vida a fin de obtener informacién sobre su
durabilidad. Esto implica la puesta en operacién de los elementos, a menudo en un entorno

de laboratorio y son observados hasta que fallen.

EJEMPLO 1.2. Los demografos y las ciencias sociales estan interesados en la duracion de
ciertos “estados” de vida para los seres humanos, considérese por ejemplo el matrimonio,
especificamente los matrimonios formados durante el afio 2012 en un pais en particular.
Entonces el tiempo de vida de un matrimonio seria su duracion, un matrimonio puede

terminar debido a la anulacion, al divorcio o a la muerte.

EJEMPLO 1.3. En los estudios médicos que tratan con enfermedades potencialmente
mortales se estd interesado en el tiempo de supervivencia de los individuos con la
enfermedad medida desde la fecha del diagndstico o algun otro punto de partida, es comun
comparar tratamientos para una enfermedad al menos en parte en términos de la distribucion

del tiempo de supervivencia de los pacientes que recibieron los distintos tratamientos.

EJEMPLO 1.4. Un experimento estandar en la investigacion de sustancias cancerigenas en
la que los animales de laboratorios son sometidos a una dosis de la sustancia y luego son
observados para ver si desarrollan tumores. Una variable de interés es el tiempo de aparicién

de un tumor, medida a partir de cuando la dosis se administra.



La definicion del tiempo de vida incluye una escala de tiempo asi como su origen y una
especificacion del evento (por ejemplo, falla 0 muerte) que determina el tiempo de vida, en
algunos casos es dificil decir exactamente cuando se produce el evento: por ejemplo, la

aparicion de un tumor en el ejemplo 1.4.

La escala de tiempo no siempre es real o el tiempo es cronoldgico, especialmente cuando
las maquinas o equipos son de interés. Por ejemplo, los kilémetros conducidos podrian ser
utilizados como una escala de tiempo para los vehiculos de motor, el nimero de paginas de

salida para una impresora de una computadora o fotocopiadora.

Los principales problemas en los tiempos de supervivencia consisten en especificar los
modelos que representen las distribuciones del tiempo de vida y hacer inferencias basadas en
estos modelos. El objetivo de la modelizacion y el analisis estadistico consiste en incluir una
descripcion o estimacion de las distribuciones, la comparacion de las distribuciones, el

fomento de la comprension cientifica, el proceso o sistema de mejora, prediccion y decision.

Covariables o variables explicativas que puedan ser relacionadas con los tiempos de
vida, usualmente caracteristicas prominentes en estas actividades. En algunos casos puede
haber mas de una variable asociada al tiempo de vida de un individuo o una persona, puesto
que la persona puede morir de diferentes maneras. Los tipos de modelos utilizados en una
gama de analisis del tiempo de vida se extiende totalmente de las formas clasicas de
paramétricas a no paramétricas; son comunes en estos casos los modelos semi-paramétricos

que tienen caracteristicas tanto paramétricas y no paramétricas.



El tiempo cronoldgico necesita observar que los tiempos de vidas de todos los
individuos en un estudio puedan ser lo suficientemente grandes de tal forma que existen
limitaciones practicas para impedir la observacion real. Esto nos lleva a lo que se denomina
“censurado”, en el que se conoce el tiempo de vida de un individuo s6lo cuando excede un
valor determinado. En el ejemplo 1.1, se tiene una prueba de vida que podria ser terminada
después de digamos 28 dias, si un articulo no habia fallado en ese momento, podriamos saber
que su vida 1til supera los 28 dias y se refieren a ese valor como un “tiempo de censura”. En
general, no es posible determinar con exactitud cuando una falla o0 muerte ocurre, porque los
individuos solo viven en ciertos tiempos. En ese caso solo es posible saber que el tiempo de

vida esta en algun intervalo (L, R) refiriéndose a éstos como “intervalo censurado”.

En este capitulo se revisan algunos de los modelos mas conocidos en el analisis de
tiempos de vida, para esto se da inicio a las definiciones de los diferentes tipos de modelos,
tanto continuos como discretos, se trabajan la funcion de densidad de probabilidad, la
funcion de supervivencia (o confiabilidad) y la funcion de riesgo (Hazard), para cada uno de
estos modelos. Después se mencionaran algunas observaciones de las funciones de Hazard,
ademas se ilustraran algunas funciones observando el comportamiento de la funcion de

Hazard, segun los diferentes tipos de parametros.

Para finalizar el capitulo se muestran las familias de loc-escala, es decir familias de
distribuciones que son invariantes con respecto a los parametros de localidad y escala

ademas se muestran algunos ejemplos de estas familias y la relacién entre sus parametros.



DISTRIBUCIONES DE TIEMPOS DE VIDA

1.1. Modelos Continuos

El estudio inicia considerando el caso de tiempo de vida de una variable aleatoria
continua T. Especificamente, sea T una variable aleatoria no negativa que representa los
tiempos de vida de personas en una poblacion. Luego, en esta parte se establece que todas las

funciones, a menos que se indique lo contrario, se definen en el intervalo [0, +oo.

Funcion de Densidad de Probabilidad (f.d.p). Si T es una variable aleatoria continua,
entonces la f.d.p de T es una funcion f(t) que cumple no ser negativa y tal que para dos

nameros cualesquiera, ay b, cona<b

b
Prob(a <T < b) =f f(t)dt

a

0 b
= lim f f@)dt + lim ff(t)dtzl
a——oo a b—>+c0 0

Asi, la probabilidad de que T tome valores en el intervalo [a, b] es calculada integrando

la f.d.p sobre el intervalo de tiempo deseado.



Funcién de Distribucion Acumulada (f.d.a) 6 Funcion de Distribucion F(t) de una

variable aleatoria T se define como:

F(t) = Prob(T < t).

F(t) denota la probabilidad de que la variable aleatoria T tome valores menores o
iguales a t. F(t) es una funcion continua, no negativa y mondtona creciente en todos los
reales, tal que

F(t) -0

t——oo

F(t) -1

t—+o0

Funciones Monotonas. Una funcion f se dice que es creciente en un conjunto S si
f(ty) < f(t,) para cada par de puntos t; y t, de S con t; < t,. Si se verifica la desigualdad
estricta f(t;) < f(t,) paratodo t; < t, en s se dice que la funcidn es creciente en sentido
estricto en S. Anélogamente, una funcion se dice que es decreciente en S si f(t;) = f(t)
para todo t; <t, en S. Si f(t;) > f(t,) paratodo t; <t, en S la funcién se denomina
decreciente en sentido estricto en S. Una funcion se denomina monétona en S si es creciente
0 decreciente. Mondtona en sentido estricto significa que f, es estrictamente creciente 0 es
estrictamente decreciente. En general, el conjunto S se considera, un intervalo abierto 6 un

intervalo cerrado.

10



Por otra parte, sea f(t) la f.d.p de T, entonces su f.d.a estara dada por:

F(t) = Prob(T <t) = f f(t)dt.
0

1.00 1.00
0.80 0.80
0.60 0.60
f(t) s(t)
0.40 0.40
u.zu/\ 0.20
0005 1 2 3 4 5 0-005 1 2 3 4 5
t t

Figura 1.1. Funcion de Densidad de Probabilidad y Funcion de Supervivencia.

Funcion de supervivencia. La funcion basica empleada para describir los fendmenos de
tiempo-evento es la funcién de supervivencia denotada por s(t), también llamada tasa de
supervivencia acumulativa o funcion de fiabilidad (figura 1.1). Esta funcién es la
probabilidad de que un sujeto en estudio no experimente el evento de interés (sobreviva)
antes de un momento dado, por tanto, sea T una variable aleatoria no negativa (de tiempo de

falla) con Funcion de Distribucion F(t) y Funcion de Densidad de Probabilidad f(t).

s(t) = Prob(T > t)

11



O visto de otra forma
s(t)=1—-F(t)
s(t)=1—Prob(T <t)

Se lee:uno menos la Probabilidad(un individuo falle antes del tiempo t)

Por tales caracteristicas, s(t) es una funcién monétona decreciente y tiene las siguientes

propiedades:

1.s(t) es una funcién continua monétona no creciente.

2.5(0) =1

3. lim s(t) =0
t—+4oco

Esto es, la probabilidad de sobrevivir al menos al tiempo cero es uno, obviamente, ha de
alcanzar en todo caso una edad, por pequefia que sea, mayor a la de su nacimiento, porque el
concepto de cohorte inicial, implica de nacidos vivos, no se acepta el concepto de nacidos
muertos (mortinatos). Y la de sobrevivir un tiempo infinito es cero porque no hay

probabilidad de que un individuo supere la edad extrema.
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Cuando T es una variable aleatoria continua, la funcion de supervivencia es la integral

de la funcién de densidad de probabilidad, esto es,
+o0
s(t) = Prob(T > t) =1 — F(t) = f FO)dt (1.1.1)
t

En algunos textos, la participacion de sistemas de tiempos de vida o articulos

manufacturados, es referida como una funcién de rentabilidad.

Para describir el recorrido de la supervivencia, se hace la representacion grafica de s(t).
Esta grafica es llamada curva de supervivencia. Muchos tipos de curvas de supervivencia
pueden presentarse y analizarse de manera particular, pero es importante notar que todas
tienen las mismas propiedades basicas, son mondtonas no crecientes, igual a uno en cero y a
cero cuando el tiempo tiende a infinito. La tasa de decrecimiento, varia de acuerdo al riesgo
que experimente el evento al tiempo t, pero es dificil determinar en esencia la modelacion de
la falla solamente observando la curva de supervivencia. No obstante, el uso de esta curva
representa un analisis importante en la practica, y es usual comparar dos 0 mas curvas de
supervivencia para comprender el comportamiento que tienen entre ellas a lo largo del

tiempo.

En la representacion grafica, una curva de supervivencia empinada, como la que se
muestra en la figura 1.2-(a) representa baja tasa de supervivencia o corto tiempo de
supervivencia. Una curva de supervivencia plana o gradual como la que se muestra en la

figura 1.2-(b) representa alta tasa de supervivencia 0 mayor supervivencia.
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Figuras 1.2. Curvas de supervivencia.

Funcion de riesgo. La funcion de riesgo del tiempo de supervivencia T da la tasa de
falla condicional. Esta se define como la probabilidad de falla durante un intervalo de tiempo
muy pequefio, suponiendo que el sujeto de estudio ha sobrevivido hasta el inicio del
intervalo, o como el limite de la probabilidad de que un sujeto falle en un intervalo muy
corto, t a t + At dado que el individuo ha sobrevivido hasta el tiempo t. La funcion de

riesgo queda definida como:

Prob(t <T<t+ At/T =t)
At

o=

. Prob({t<T<t+ At}n{T >t}
h(t) = lim
At—-0* Prob(T = t)At

WO = Prob(t <T <t+ At)
T atoo+ Prob(T = t)At

 F(t+ At)—P(T<t)
h(t) = Altl—l>%+ Prob(T = t)At

y F(t+ At) — F(t)
Prob(T > t) Jrac At

h(t) =

14



d
F(t)

h(t) = Prob(T > t) dt
«h(t) = % (1.1.2)

La funcidn de riesgo a veces tiene otros nombres, entre ellos tasa de riesgo y fuerza de

mortalidad.

NOTA
Cuando se trabaja en cuestiones de confiabilidad, en ingenieria, se

tienen las siguientes notaciones y definiciones equivalentes.

e R(t)=P(T>t)=1-F(t), llamada funcién de

confiabilidad

e h(t), se le conoce como funcién de Hazard.

Las funciones f(t),F(t),s(t)y h(t) son matematicamente equivalentes de la

distribucion de T.
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Se pueden deducir expresiones para s(t) y f(t) en términos de h(t).

d
f(t) = E(F(t))
f(t) = %(1 —s(t))

d
f(©) = =5

f@©) ==s"()
s f(t) ==5'(b) (1.1.3)
Partiendo de la ecuacion (1.1.2) tenemos:

Entonces sustituyendo la ecuacion (1.1.3) en (1.1.2) se tiene:

0=
Entonces
h(t) = = In(s(1)) (1.1.4)
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Luego

In(st)) = - f th(t)dt.
0

en(s®) — @I, hvdt

Entonces

s(0) = el-hroa) (1.1.5)
También es importante definir la funcién de riesgo acumulada, denotada por H(t). Donde
H(t) = [} h(t)dt (1.1.6)
Usando la ecuacion (1.1.5) se obtiene que la funcion de supervivencia esta dada por
s(t) = el-H(®]
si tl_i)grnoo s(t) = 0, entonces tl_igrnoo h(t) - 4+

Finalmente despejando f(t) de la siguiente ecuacion h(t)=% se tiene

f(t) = h(t)s(t) y sustituyendo la ecuacién (1.1.5) se obtiene el siguiente expresion:

£(6) = h(pyel-lhod) (1.1.7)
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1.2. Modelos Discretos

En el caso discreto. Sea T una v.a. discreta que toma valores t; con j =1, 2,.., n. La
funcion de riesgo se define para los valores t; y proporciona la probabilidad condicional de
falla al tiempo ¢ = ¢;, dado que el individuo estaba vivo antes de t;, por lo tanto, T puede ser

tratada como una variable aleatoria discreta.

Funcion de probabilidad (f.p). Se asume que T puede tomar los valores t;, t,, ...,n con

fie)=P(T=¢), j=12,..,n

Con funcion de densidad acumulada (f.d.a)

Flg) =Pa=n= > f(y),

Ultj>t}

Mientras que su funcion de supervivencia

s(t)=Pa>0= > f(t). (1.2.1)

{jltj>t}
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Cuando es considerada como una funcion para toda t > 0, s(t) es una funcion continua

por la izquierda escalonada no creciente,
s(0)=1

lim s(t) =0

t—>+oo
La funcién de riesgo discreta esta definida como:

h(t;) = P(T = 4|T > ¢))

P(T=6N0T>t)
h(y) = P(T]' >t) ]

P(T =t)
h() = P(T > t)

(;
o) =23

, j=1,2,...,n (1.2.2)

Pero
f(t;) =P(T =1
flt)=PT =t)+P(T=tjy,)++P(T=1t)

—[P(T = tj11) + P(T = tj3,) + -+ P(T = t;)]

() = s(t) = s(tj1)
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Asi de la expresidn anterior y sustituyendo en la ecuacion (1.2.2) se tiene:

=00

s(tj41)
s(t;)

h(t)=1- (1.2.3)

t
Pero de la ecuacién (1.1.5) s(t) = e(‘ foh(")d") = H(t), similarmente de la ecuacion

(1.2.3).

S(tj+1)

m= 1 —h(tj)

Aplicando logaritmo natural se tiene In (s(tj+1)) —In (s(tj)) = ln((l — h(tj))),

sumando todos los términos desde 0 hasta ¢, resulta

In(s(t)) =n 1_[ (1- h(tj))

j:tj<t

Finalmente, se obtiene:

s = | [[1-n(x)] (1.2.4)

j:tj<t
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1.3. Algunas observaciones sobre la funcion de riesgo

La funcion de riesgo es una caracteristica importante de la distribucién del tiempo de
vida. Indica la forma en que el riesgo de falla varia con la edad o con el tiempo y esto es de
interés en la mayoria de las aplicaciones. Informacion previa sobre la forma de la funcion de
riesgo puede ayudar a guiar la seleccion del modelo.

Por ultimo, si los factores que afectan al tiempo de vida de un individuo varian con el
tiempo, a menudo es fundamental para el enfoque del modelo a través de la funcién de
riesgo.

La figura 1.3 muestra las funciones de densidad continuas y la figura 1.4 las funciones
de riesgo y f.d.p para cuatro distribuciones continuas. Las formas de las graficas de las
funciones de riesgo son cualitativamente diferentes:

a) tiene una funcion de riesgo monotona creciente,
b) tiene una funcidn de riesgo monotona decreciente,

c) tiene una funcion de riesgo llamada forma de bafiera o0 en forma de U y

d) muestra una funcion de riesgo en forma de bafiera inversa.
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Los modelos con éstas y otras formas son Utiles en la préctica. Por ejemplo, la tasa de
muerte de los individuos de una poblacién que se siguen desde el nacimiento hasta su
muerte, tienen una funcién de riesgo en forma de bafiera. En general estamos familiarizados
con este patrén en las poblaciones humanas, puesto que después de un periodo inicial en el
cual las muertes pueden ocurrir, principalmente por defectos de nacimiento o enfermedades
infantiles, después de esta etapa la tasa de mortalidad es relativamente baja y constante hasta
la edad de 30 afios 6 menos, posteriormente se incrementa con la edad. Este patron también
se manifiesta en poblaciones bioldgicas y en las poblaciones de articulos manufacturados,

algunos de los cuales contienen defectos.

a) b)
2.0
0.64- 1.5
0.4+ f(t)1.0
fit)
0.2+ 051
0.0 —— 0.0 .
0 1 2 3 0 1 2 3
t t
d
2.0 9 )
1.5 0.6+
fit)1.0+ 0.44
fi(t)
0.5+ 0.24
0.0 | , : 0.0 | | 1
0 1 2 3 0 1 2 3
t t

Figura 1.3. Algunas funciones continuas de densidad de probabilidad
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Figura 1.4. Algunas funciones continuas de riesgo.

Algunas distribuciones con incremento en las funciones de riesgo son vistas en personas
para las que algun tipo de envejecimiento o deterioro se lleva a cabo. Ademas, las
poblaciones que muestran una funcién de riesgo en forma de bafiera a veces afectan a las
personas débiles, dejando una poblacion reducida con una funcion de riesgo creciente, por
ejemplo, los fabricantes pueden utilizar una inspeccion en el proceso, en el que los articulos
son sometidos a un breve periodo de operacion antes de ser enviados a los clientes. De esta
manera los articulos defectuosos o de mala calidad que podrian fallar se removerian de la

poblacion, lo que con frecuencia deja una poblacion residual que presenta una funcion
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creciente de riesgo. Ciertos tipos de dispositivos electronicos con visualizacién de riesgo
decreciente, como cuando los articulos con defectos fallan son removidos de la poblacion.
Alrededor de las funciones de riesgo constantes tienden a ocurrir en un contexto estable
donde la falla 0 muerte se debe a fenémenos aleatorios tales como choques o accidentes. La
forma (d) de la figura 1.4, donde h(t) aumenta primero a un maximo y luego decrece, se
encuentra en muchas aplicaciones, por ejemplo, en el caso de la supervivencia después del

tratamiento para cancer, donde algunos individuos se curan.

Los factores o covariables que afectan al tiempo de vida de los individuos, se les
conocen como, “variables en el tiempo” o “variables dependiente del tiempo”, por ejemplo,
en estudios de la edad en que los fumadores desarrollan enfermedades cronicas, el tipo y el
nivel de tabaquismo en cada individuo puede variar con el tiempo. La duracion de un
matrimonio (ejemplo 1.2) puede verse afectada por la presencia de nifios o la situacion
laboral de la pareja, la cual puede cambiar con el tiempo. Cuando hay covariables o variables
que cambian en el tiempo, por lo general es indispensable reflexionar sobre los modelos en
términos de sus funciones de riesgo. No se puede discutir la relacion del tiempo de vida y las
covariables sin considerar la covariable “historia”, es decir, los valores de las covariables
tomando el tiempo como un enfoque de utilidad general es considerar la funcion de riesgo en

el tiempo condicional t sobre los valores anteriores de la variable o covariable.
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1.4. Algunos modelos paramétricos importantes

Algunos tiempos de falla pueden ser caracterizados por familias de distribuciones
especificas que solo dependen de uno o varios pardmetros desconocidos, los cuales
proporcionan las caracteristicas especificas del modelo en estudio. La seleccion de un
modelo paramétrico es usualmente mediante la funcion de riesgo, pues de acuerdo a la
informacion que el investigador tenga del fendmeno que causa la falla, puede determinar las
caracteristicas que el modelo debe seguir en la forma de la tasa de riesgo conforme avanza el
tiempo. Por ejemplo, puede ser que el riesgo de muerte de un paciente después de someterse
a alguna cirugia sea creciente las primeras horas y después (si sobrevive), su salud se
estabilice hasta lograr su recuperacién. En este caso, una funcion de riesgo creciente en
valores pequefios del tiempo, que alcance un maximo y luego sea decreciente puede ser

conveniente para modelar este fendmeno.

Utilizar un modelo paramétrico es restrictivo en el sentido de que se pueden exigir
formas especificas del riesgo en el tiempo. Por ejemplo, el modelo exponencial que presenta
riesgo constante, resultaria inadecuado para modelar el tiempo que tarda un individuo en
morir cuando se le ha detectado una enfermedad terminal, pues en este caso, el riesgo debe
ser claramente creciente. No obstante, puede haber situaciones donde se tenga evidencia para
suponer que el riesgo puede ser constante en el tiempo, si fuera de interés modelar el tiempo
que tarda en romperse la cuerda del violin de un concertista, puede ser que éste dependa de
la dificultad de las piezas que el concertista tenga que tocar y el tiempo que invierta en

practicar para perfeccionar el sonido, de modo que podria pensarse que la falla de la cuerda
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puede suceder en cualquier momento, independiente del tiempo que lleve colocada en el

instrumento.

Parédmetros de las distribuciones. En el estudio de la distribucién de una muestra los
pardmetros juegan un papel importante para determinar la distribucion poblacional, puesto
que la poblacién puede tener la distribucién supuesta pero con otros parametros que no sean
los propuestos. De esta forma crece el interés en conocer y estudiar los pardmetros de la

distribucién que se supone tiene la poblacion.

Los parametros generalmente son del siguiente tipo:

e Localizacion: Este tipo de parametro generalmente se relaciona con la media 6
alguna medida de tipo central, se caracteriza por realizar un desplazamiento en una

distribucién de referencia, que cominmente se llama distribucién estandar.

e Escala: Este tipo de pardmetro generalmente se relaciona con la desviacién estandar
o0 alguna medida de variacion, se caracteriza por mostrar la amplitud de la grafica
sobre el eje de las ordenadas o dicho de otra manera, la misma forma que toma la
gréfica pero en escala diferente sobre el eje de las ordenadas. Es decir, los pardmetros
de escala representan una transformacion de una distribucién de referencia, que

cominmente se llama distribucién estandar.
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e Forma o asimetria: Este tipo de parametro como su nombre lo indica se relaciona
con la forma de la distribucion, ya que para algunos valores la funcién puede ser

creciente y para otros decreciente la distribucién en un mismo segmento de estudio.

1.4.1. Distribucién Exponencial

Sea T una variable aleatoria (v.a.) que representa el tiempo de vida de un componente.
Se dice que T tiene distribucion exponencial con parametro A > 0 (y se denota T~€%, si su

funcion de densidad esta dada por:

f)y=1e4 t>0 (1.4.1.1)

Donde: 4 es un pardmetro de escala, la media y varianza correspondiente a la

Distribucion Exponencial son: u = E(T) =% y V(T) = S

22’
La funcién de supervivencia correspondiente es:

s =e M  1>0 (1.4.1.2)

Considerando la ecuacion (1.1.2) su funcion de riesgo es:

he) =225 2 ) (1.4.1.3)
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La distribucién a menudo se expresa usando la reparametrizacion & = 271, en este caso

laf.d.pes:

f(O) = 6-1€7 (14.1.4)

usando la notacién T~exp(8) para indicar que la v.a T tiene distribucion definida en
(1.4.1.4). La distribucion donde 6 = 1 es llamada distribucion exponencial estandar, su f.d.p

es mostrada en la Figura 1.5.

0.80
0.60
f(®)

0.40-

0.20-

0.00

Figura 1.5. f.d.p de la Distribuciéon Exponencial Estandar

Histéricamente, la distribucién exponencial fue la primera distribucion que se utilizd
para los modelos de tiempo de vida. Esto fue en parte por la disponibilidad de métodos
estadisticos simples. Pero actualmente la suposicion de una funcion de riesgo constante es

muy restrictiva y actualmente tienen una aplicacion bastante limitada.

28



1.4.2. Distribucion Weibull

Otra de las distribuciones que se usa con gran frecuencia para modelar tiempos de vida
es la Distribucién Weibull. La aplicacion de esta distribucion a los tiempos de vida o
durabilidad de articulos manufacturados es comdn. La Distribucion Weibull es usada para
modelar los tiempos de vida de diversos tipos de articulos, tal como: componentes de un
automovil y el aislante eléctrico. Ademas es usada en aplicaciones bioldgicas y médicas, por
ejemplo, en el estudio del tiempo de ocurrencia de tumores en poblaciones humanas o en

animales de laboratorio.
Se dice que una variable aleatoria continua no negativa T tiene distribucion Weibull con

metros 1> 0 (pardmetro de escala) y B >0 (pardmetro de forma) y se denota

T ~ Weibull (4, 8) si su funcion de densidad esta dada por:
F(t) = Ap(A0)P-tel-ao’] (1.4.2.1)

La media y varianza correspondiente a la Distribucion Weibull son:

F(l + [2—;> —21“2 (1 + [1?)
A

La figura 1.6 muestra algunos tipos de f.d.p para diferentes valores del parametro
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1.0-
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f(t) 0.6-

0.4

Figura 1. 6. f.d.p de la Distribucion Weibull paraA =1y =0.5,1.5y3

Ademas la funcion de supervivencia esta dada por:

s(t) = e(-aof) (1.4.2.2)

Mientras que su funcidn de riesgo es:

h(t) = AB(A)A1 (1.4.2.3)

La Distribucion Weibull es una generalizacién de la distribucion exponencial, su tasa de

falla puede ser constante, creciente o decreciente dependiendo de los parametros, por lo que

su aplicacion es mas amplia. Su funcion de riesgo es monotona creciente si > 1,

decreciente si f < 1 y constante si 8 = 1; el modelo es bastante flexible (Figura 1. 7), se ha
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encontrado que proporciona una buena descripcion de muchos tipos de datos de tiempos de
vida, ademas este modelo tiene expresiones sencillas para las funciones de supervivencia y

riesgo lo cual explica parte de su popularidad.

e
-
(=38
= |

Figura 1. 7. Funciones de riesgo de la Distribucion Weibull paradA =1y 8 =0.5,1.5y 3

Tipicamente, los valores de g varian de aplicacion a aplicacion, pero en algunas
situaciones las distribuciones con £ en el rango de 0.5 a 3 son apropiadas. La Figura 1. 7
muestra algunas funciones de riesgo para A = 1 y diferentes valores de . Note que el efecto
para diferentes valores de A en la Figura 1.6 serian s6lo cambios de la escala en el eje

horizontal (t) y no en la forma bésica de la grafica.
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1.4.3. Distribucion Gumbel o de valores extremos

Es conveniente introducir una distribucién que estd estrechamente relacionada con la
Distribucion Weibull. Esta es la primera Distribucion Asintética Gumbel o de valores
extremos, en lo sucesivo se hara referencia a ella como Distribucion Gumbel (también se le

Ilama Distribucion de Valores Extremos).

Se dice que una variable aleatoria continua Y tiene Distribucion Gumbel, denotada por

Y ~Gumbel(u, b) su f.d.p esta dada por:

—u y-u
f@)=b*eFr_db)L —0 <y < +0 (1.4.3.1)

Donde, b > 0 (parametro de escala) y u € R, (parametro de localizacion); ademas

u=—In(l) yb= %

Una relacién importante entre la Distribucion Weibull y la Gumbel es la siguiente: Si T

tiene una Distribucién Weibull, entonces tiene una Distribucion Gumbel.

Partiendo de la siguiente ecuacion s(t) = Prob(T >t) =1—F(t) = f:oof(t)dt se

obtiene:

s(y) = P[In(T) > y] = P[e"™D > eY] = P[T > e7]
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s(y) = sp(eY) = el-aen’]

s(y) = el-erf)] = e[—eyﬁeln(aﬁ)]

s(y) = el-e"fefn@] _ e[_eﬁ(yﬂnu))]

dw=ehﬁ%]

Dondeu = —Iln(1) y b = %. por tanto:

_e%)
s(y) = e[ e ]; —00 <y <+ (1.4.3.2)

En el andlisis de datos suele ser conveniente trabajar con el logaritmo de los tiempos de

vida, por lo que en la Distribucion Gumbel frecuentemente presenta este tipo de problemas.

La funcion de riesgo de la variable Gumbel esta dada por:

h(y) = b—le[y—Tu], —0<y< +oo,

La Distribucion Gumbel, Gumbel(0,1) con u =0 y b = 1 se denomina Distribucion

Gumbel Estandar y no afectan la forma de f (y), Gnicamente la localizacion y escala.

Es decir, si Y~Gumbel(u, b) entonces, Y%~Gumbel (0,1) la Figura 1. 8 muestra una

gréfica de la f.d.p.
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Figura 1. 8. f.d.p Estandar de la Distribucion Gumbel

Los momentos para la Distribucién Gumbel Estandar son M(8) = I'(1 + 8) y en forma

general, la media y varianza correspondiente a la Distribucion Gumbel son:

212
u=EXY)=u—yby V()= %; endonde y = 0.5772 ... es la constante de Euler.

1.4.4. Distribucién Log-Normal

El uso de la distribucion normal en Estadistica es muy comun; sin embargo, para el

analisis del tiempo de vida es util solo para ciertos datos, cuando p > 0 y su coeficiente de

variacion es pequefio (5) se usa frecuentemente para modelar el logaritmo del tiempo de

vida.

La Distribucion Log-Normal ha sido usada como un modelo en diversas aplicaciones

tanto en la ingenieria como en medicina y en otras areas.
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Se dice que una variable aleatoria T tiene Distribucién Log-Normal, si Y =In(T) tiene

una Distribuciéon Normal con media p y varianza o2, con f.d.p de la forma:

f) = ——=el ] sy <ta

Partiendo de que t = €7 se puede encontrar la f.d.p para la Log-Normal.

t=€Y=>y=In(t) y Z—f = % entonces

dy 1 [— %(W)Z] 1
fr=f,(n(®). || = 1€ -
T =l |dt| o (2m) t
Por lo tanto,
1(In(t) —u\2
ft) =— e[_E( o )]; t>0 (14.4.1)

ot+2n

donde u es el parametro de localizacién y o parametro de escala.

Una variable aleatoria T tiene Distribucion Log-Normal con parametros —oo < u < oo 'y

o > 0,y se denota por T~logN (u,c?) sisu f.d.p es definida como en la ecuacion (1.4.4.1).
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Asi entonces,

F(t) = P[T < t]

F(t) = P[€eY <t] = P[Y < In(t)]

F(t)=[y‘_“gw]=P[st]

a g g

In(t)—
CRICS
Por tanto la funcion de supervivencia de la Distribucion Log- Normal esta dada por:

s =1- ¢(=2H) (1.4.4.2)

g

Donde:

X 1 _u2
p(x) = f_oo (zn)%e du

De la ecuacion (1.1.2) la funcién de riesgo es:

1 e[_ () ]
_f©®) _ ot(2n)2

Cs(t) 1—¢ (ln(t) - ,u)

o

h(t)
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Donde h(0) = 0 y crece hasta alcanzar un maximo y decrece aproximandose a 0 cuando
t — o. De esta forma se plantean muchas situaciones, por ejemplo cuando una poblacion
consiste en una mezcla de individuos que tienen cortos y largos tiempos de vida. Los
ejemplos incluyen la supervivencia después del tratamiento para algunas formas de céncer,

donde las personas que son curadas favorecen su supervivencia por un plazo largo.

La Figura 1.9 muestra algunas f.d.p de la Distribucion Log-Normal y la figura 1.10 las

funciones de riesgo para u = 0 y diferentes valores de o de la Distribucién Log-Normal.

— o=025

- ao=15

Figura 1.9 f.d.p de la Distribucion Log-Normal cony =0y o = 0.25,0.5,y 1.5.
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—_— o=025
— g=05

- a=15

Figura 1. 10 Funciones de riesgo de la Distribucion Log-Normal con u =0 y

o =0.25,05y15

La notacion Y~N(u, 02) se usa para denotar que Y es normal con media u y varianza o2

y T~logN(u,c?) es usado para denotar que T tiene la f.d.p definida en (1.4.4.1)

1.4.5. Distribucién Log-Logistica

Una variable aleatoria T tiene Distribucién Log-Logistica con pardmetros a >0 y

B > 0,y se denota por Y~LLogist(a, B) sitiene f.d.p definida por:

f(t) =-2%—; t > 0. (1.4.5.1)
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Donde, a es parametro de escala y B es parametro de forma, su forma estandar se

obtiene cuando a = 1, es decir LLogist(1,B) Y ésta dependera del pardmetro . Ademas,

T

los momentos estan dados por E(T") = a'T (1 + %) r (1 — E)’ para 8 > r en otros casos no

existe, luego E(T) = al' (1 + %) r (1 — %) para f > 1.

La funcion de supervivencia esta dada por:

-1

s(t) = [1 + (ﬁ)ﬁ] (1.4.5.2)

y su funcion de riesgo es definida como:

L@ | |
o @] @] @ 6T @6 [+6)]
s(®) [1+(§)5] [1+(§)3] [1+(£)ﬁ] (é)[1+(é)ﬁ]
(@ O
@+ @] @

h(t)

h(t) =
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Por lo que:

O™
h(t) = =57 (1.4.5.3)
[”(&) ]
La Distribucién Log-Logistica recibe el nombre del hecho de que Y = In(T) tienen una

Distribucion Logistica con f.d.p.

b_le[(y;u)]

I1 + e[(y;u)]r ;

fQ) = —00 <y < +00 (1.4.5.4)

donde u = In(a) parametro de localizacion y b = B~ parametro de escala, donde

—o<u<+ooyb>0.

La notacién Y~Logist(u, b) indica que Y tiene f.d.p definida en (1.4.5.4), se puede
observar que su forma estandar se obtiene cuando u = 0y b = 1; es decir, Logist(0,1) y su

forma no depende de los pardmetros. La media y varianza correspondiente a la Distribucion

Log-Logistica son: E(Y) =uyV(Y) = @

La Figura 1.11 muestra la f.d.p para b = 0.14, 0.28 y 0.83, estos valores son elegidos de
modo que la varianza de Y sea mas o menos la misma que la varianza de una Distribucién
Normal con o = 0.25, 0.5 y 1.5 respectivamente, note la similitud de la Figura 1.9 con la

Figura 1.11. La Distribucion Logistica y Normal tienen formas similares y se puede ver que
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para f > 1 la funcion de riesgo tiene la misma caracteristica de forma que la Log-Normal;
ademas h(0), creciente hasta alcanzar un maximo y luego se aproxima a cero en forma

mondtona cuando t — +oo, para § < 1 la funcidn de riesgo es monotona decreciente.

i+
=]

- b=0.14
- b=0.28
— b=0.83

Figura 1. 11. f.d.p de la Distribucién Log-Logisticaconu =0 y

b =0.14,0.28,y 0.83

Figura 1. 12. Funciones de riesgo de la Distribucion Log-Logisticaconu =0y

b =0.14,0.28,y 0.83

También es conveniente sefialar la similitud entre las gréaficas de las figuras 1.10 y 1.12.
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1.4.6. Distribucion Gamma

Es una distribucién adecuada para modelizar el comportamiento de variables aleatorias
continuas con asimetria positiva. Es decir, variables que presentan una mayor densidad de
sucesos a la izquierda de la media que a la derecha. En su expresion se encuentran dos
parametros, siempre positivos, (k) y (4) de los que depende su forma y alcance por la
derecha, y también la funcion Gamma TI'(k), responsable de la convergencia de la

distribucion.

Una variable aleatoria T tiene Distribucion Gamma con parametrosk > 0y A > 0, si su

f.d.p es de la forma:

l(lt)k_le_)“t .

o t>0 (1.4.6.1)

f@©) =

donde A es el parametro de escala y k parametro de forma, de manera que si denotamos a la
Distribucion Gamma(4,t), la Distribucion Gamma Estandar se obtiene cuando A =1,
Gamma(1,t) y su forma de la distribucion depende del valor del pardmetro k. Ademas, en
general el valor esperado viene dado por E(T") = A"k(k+ 1)(k+2) ...(1 4+ r — 1), luego

y E(T) = Ak y la varianza por V(T) = A%k.
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La f.d.p de la Distribucion Gamma Estandar es:

tk—le—t
T(k) ’

f@®) =

t>0 (1.4.6.2)

Esta Distribucion, como la Distribucion Weibull incluye la Distribucion Exponencial

como un caso particular (k = 1), las Funciones de Supervivencia y de Riesgo involucran a la

Funcion Gamma incompleta dada por:

1 ‘ -la-u
I=(k,t)=mjouk e “du (1.4.6.3)

Integrando la ecuacion (1.4.6.2), se puede encontrar la Funcidn de Supervivencia s(t).

t ﬂ,(ﬂ,t)k_le_/lt

F(t) = fotf(t)dt =j; 0

1

F(t):m

t
f Ak te-Age
0

Seau = At = du = Adt

1 ‘ -1a-u
F(t) :mLA(U)k e t“du

F(t) = I(k, At)
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Por lo que la Funcion de Supervivencia es:

s(t) =1—1(k,At).

AApk-1eH

La Funcion de Riesgo viene dada por h(t) = T o(I0AD)

; para 0 < k <1, h(t) es

monaotona decreciente con:

lim h(t) =2
t—+o0

limh(t) = +oo
t—0

Caracteristicas de la Funcion de Riesgo de la Distribucion Gamma:

e h(t) escreciente si k > 0.

e Constante sik = 1.

e Decreciente si k < 1.
La notacion Y~Gamma(1, k) serd usada para indicar que la variable aleatoria Y tiene

f.d.p. definida en (1.4.6.2). Note que si T tiene f.d.p definida en (1.4.6.1) entonces

AT~Gamma(1, k), la Distribucion Gamma con un pardmetro esta estrechamente relacionada
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con la Distribucién Ji-Cuadrada (x?2). Si Y~Gamma(1, k) entonces 2Y tiene distribucién y?

con 2k grados de libertad, siendo referida como )(Z(Zk).

La Figura 1.13 muestra las f.d.p y la Figura 1.14 las funciones de riesgo para algunas
Distribuciones Gamma. La Distribucion Gamma no es tan usada como la Weibull, Log-
Normal y Log-Logistica que ajustan una variedad de datos de tiempo de vida
adecuadamente; sin embargo, también se plantea porque en algunas situaciones afectan a la
Distribucién Exponencial, esto porque se sabe que el resultado de la suma de variables
aleatorias exponenciales independiente e idénticamente distribuidas (i.i.d) tienen una
Distribucion Gamma. Especificamente, si T4, ...T,, son independientes, cada una con
Distribucion Exponencial dada en (1.4.1.1), entonces T, + ---+ T, tiene Distribucion

Gamma con parametros Ay k = n..

1.0+ k=0.5
—_— k=2
0.81 — k=3
0.6+
f(t)
0.4
0.21
0.0 I I I I I
0 1 2 3 4 5
t

Figura 1. 13. f.d.p de la Distribucion Gammaparad =1y k = 0.5,2,3
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=
4

t

Figura 1. 14. Funciones de riesgo de la Distribucion Gamma parai =1y k = 0.5,2,3

1.5. Modelos Log-Loc-Escala

Por todo lo expuesto anteriormente se nota que existen modelos que se obtienen por
medio de la transformacion logaritmo de otro modelo conocido, que es la representacion
estandar de este Gltimo, y la forma de la distribucién no depende de ningun parametro de
forma. A estos modelos los Ilamaremos Logaritmicos de Localizacion y Escala,

Log-Loc-Escala.

1.5.1. Distribucién Weibull (Log-Gumbel) con la Distribucion Gumbel

Sisu f.d.p es definida como (1.4.2.1), donde t > 0, A > 0 (parametro de escala) y
B > 0 (parametro de forma). La distribucién Weibull Estandar, Weibull (1, ), depende del

parametro de forma S.
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Sea T una variable aleatoria con Distribucion Weibull, con pardmetro de escala A y de

forma B, entonces Y = [n(T) tienen una Distribucion Gumbel, Gumbel(u, b), con

u=-ln(A)yb = % parametros de localizacion y escala, respectivamente. Luego,

1 [r-u_ o9
f(y)=5e[ 5 -7 ]; paray € Rf,u € Rf y b > 0.

La Distribucién Gumbel Estandar es % ~Gumbel (0, 1).

1.5.2. Distribucién Log-Normal con la Distribucion Normal

La f.d.p dada en la ecuacion (1.4.4.1) con parametros de localizacién exp(u) y forma

o?. La Distribucion Log-Normal Estandar LogN (0, 52) depende de la varianza.

Sea T una variable aleatoria con Distribucion Log-Normal, con pardmetros de
localizacion exp(u) y forma o2, entonces Y = In(T) tiene una Distribucion Normal,

N(u, o), con parametro de localizacién u y escala o2. Luego,

1 _1ry—py?
fy) = ﬁe[ ) ]; —00 <y < 400,

La Distribucién Normal Estandar es @~N(O, 1).
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1.5.3. Distribucion Log-Logistica con la Distribucion Logistica

La f.d.p definida en la ecuacion (1.4.5.1), con a > 0 (parametro de escala) y 8 > 0
(parametro de forma). La Distribucién Log-Logistica Estandar Y~LLogist(1,) depende

del parametro S.

Sea T una variable aleatoria con Distribucién Log-Logistica, con parametro de escala «
y forma g; entonces Y = In(T) tiene una distribucion, Logistica(u, b), con parametro de

localizacién u = In(a) yescala b = p~1L.

Luego,

1 _[-w
f&y) = Be[b]

—g paray € R¢.
[1+e[ ; ]]

La Distribucién Logistica Estandar es % ~Logist (0,1).

Una variable aleatoria Y definida en ]—oo,+oo[ que provenga de un modelo

Log-Loc-Escala tiene una f.d.p de forma:

f) = %fo (%); —00 <y <+ (1.5.3.1)
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donde u es el parametro de localizacién y b > 0 es pardmetro de escala; ademas, f,(z) es
una funciéon de densidad especifica en ]—oo,+oo[. Para estas variables aleatorias las

(y—u)

funciones de supervivencia y distribucion son s, [(y;fu)] y F, ] respectivamente;

donde:
Fo = f fow)dw =1 — 5,(2).

De los tres casos analizados, note que la estandarizacion de la variable aleatoria
7= bu) tiene las funciones anteriores f,(z) y sq(z) en su forma estandar determinada en

(1.5.3.1) cuando u = 0, b = 1. Asi en los casos vistos se tiene que —oo < z < 4o0:

£(2) = elz=€’]; de donde s, = ee9) Gumbel

fl2) = %e[‘ %ZZ]; dedonde s,=1-— ®(z) Normal

f(z) = de donde So =

o ez))z ; Logistica.

Como se ha revisado en los modelos de Localizacion-Escala la distribucion para los
tiempos de vida se obtiene a través de la transformacion T = €Y. Asi, en forma general la

funcion de supervivencia para T puede ser expresada como:

P(T > t) = 5, (W) = [(é)ﬁl (1.5.3.2)
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donde a = €% B = b1y si(x) la funcién de supervivencia definida en (0, +c0) por la

relacion s;(x) = sg(In(x)).

Las familias de distribuciones con 3 6 mas pardmetros pueden ser obtenidas por la
generalizacion (1.5.3.1), donde f, = (2) = Fy(z) = so(z) para que incluyan uno o mas

parametros de forma.
1.6. Modelos Log-Gamma y Gamma Generalizado

Se analizaron algunos ejemplos de los Modelos Log-Loc-Escala, ahora se revisara un
ejemplo de un modelo generalizado con tres parametros, el Modelo Log-Loc-Escala llamado
Log-Gamma Generalizado y su correspondiente Modelo Loc-Escala llamado Gamma

Generalizado. Para el Modelo Log-Loc-Escala Generalizado se tiene una version original

L P L .,
con la Distribucibn Gamma para (E) con k > 0, es decir, si en la expresion para

yk—le—y
(k)

Gamma (1, k)~ , se hace un cambio de variable, f; = fy(e(t)e@’'(t)), con

B
y=q(t) = (é) , al derivarse se tiene:
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Luego, sustituyendo este valor en la funcion de densidad para la Distribucion

Gamma (1, k) definida en la ecuacion (1.4.6.1)

k-1

T e ) e

f() =

Es, decir, la funcion de densidad que se considerd inicialmente estara dada por:

fe) =L [(i)]ﬁk_le‘(i)ﬁ; donde t, k, B > 0 (1.6.1)

al(k)
Aqui, a es un parametro de escala y k, § parametros de forma.

Un problema con esta definicion consiste en este caso que la media y la varianza

correspondiente a esta Distribucién viene dada por u = E(T) = V(T) = k, dependen del

(Y—u,q)

1

parametro de forma. Para evitar este problema se puede considerar W = , donde

= In(T), u; = In(a) y b, = B~1, de tal forma que se tiene:

Y ;lul = B(In(T) - In(a)) = B [ln (g)] - g —e

Realizando el cambio de variable para (1.6.1), tomando en cuenta que:

ln(T)’B— In(a) _p [l ( >]
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Se tiene:

w\B

Bk—1 -
ron =L () e ) [red]

1 VAN R4
f(W)=m<eWkeﬁ>e_e [eﬁ

fw) = s @vee”.

Finalmente, se tiene:

F(o) = ﬁe(Wk-eW); —o < W <+, k>0 (1.6.2)

Siendo la Distribuciéon Log-Gamma con valor esperado E(W) = :—kln(l“(k)) y varianza

2
v(w) = jﬁln(r(k)). Ademas, se sabe que los comportamientos para ambas funciones

cuando k —» +oo son In(k) y k=1, respectivamente.

Por tanto, actualmente se define la transformacion Log-Gamma para la variable

Z =k (W — In(k)). Para determinar su funcion de densidad se tiene:

Z aw 1
Z=vk (W—ln(k))::»W:ﬁ+ln(k):>E:\/—E
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Realizando el cambio de variable en la ecuacion (1.6.2)

_ [L+ln(k)]k—e[%+m(k)] 1
f(z) = T (k) elvk 3
_ 1 |ovRem(c)- evFein®
f(2) = —_ Gl [ ]

Asi, se obtiene la funcion de densidad correspondiente es:

—% [Z\/I?—keﬁ]
F(k) ; —o0 < z < 400,

fo(z, k) =

Con funcion de supervivencia, en la cual la variable estandarizada &=

) -k
so(z, k) = (1 +;e2) ; —00 < z < 400,

(1.6.3)

es la forma:

(1.6.4)

donde k > 0 es el tercer parametro, el caso especial cuando k = 1 es igual a la Distribucion

Logistica Estandar y el limite cuando k — +co da el valor extremo de la distribucion.

La Figura 1.15 muestra diferentes f.d.p  definidas en la ecuacion (1.6.3) para

k =0.5,1,10.
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f(z)

Figura 1.15 p.d.f de la Distribucion Log-Gamma para k = 0.5, 1, 10.

Luego, se obtiene el modelo Log-Gamma Generalizado cuando sus otros dos parametros

de la familia de distribuciones de la ecuacién (1.6.3) con Z =@. Obteniendo los

parametros de localizacion u, escala b y forma k.

. _1 LY kk_% (%)\/E—ke(%)
fOy;u, b k) = Bfo (z;k) = NG e (1.6.5)

Propiedades de los Modelos Log-Generalizado

a) Cuando k = 1 coincide con la Distribucion Gumbel.

b) Cuando k — +oo converge a la Distribucion Normal Estandar.

c) El valor esperado E(Z) y la varianza V(Z) dependen de k.
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De forma inversa se obtiene la Distribucion Gamma Generalizada para T = €Y ¢
Y=In(T) con u=In(a) y b=p"1, para el cambio de variable Z—’t'= %ln(t) =%

sustituyendo en la ecuacion (1.6.5)

L [B(ln(t)—ln(a))]
ﬁkk—ie B(in(t)-n(a) Wk—ke 0 l 1

ft; a,B. k) =

r'(k) :
1 t £ln(i)
gtz pEIn(3)-keVE \@
f(t a B k)= a’;(k) e[ ]
k—1 t BVE t BVk
ft; a,B,k) = me[‘k(a) ]

al'(k)

Finalmente, se obtiene el Modelo Gamma Generalizado

k_;(ﬁ)m-le[—k@%

a

ft; a,Bk) = —L—k

ar' (k) ; donde t,a, B,k >0 (1.6.6)

Aqui a es un parametro de escala y 8, k parametros de forma.

La figura 1.16 muestra las f.d.p para el Modelo Gamma Generalizado con

k =0.5,1,10.
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fz)

Figura 1.16 f.d.p del Modelo Gamma Generalizado para k = 0.5,1, 10.
Propiedades del Modelo Gamma Generalizado.
a) Cuando k = 1 coincide con la Distribucion Weibull (Log-Gumbel).
b) Cuando k — +oo converge a la Distribucion Log-Normal Estandar.

c) El valor esperado y la varianza del Modelo Gamma Generalizado dependen de k.

Esto se obtiene del r-ésimo momento.

s (%

r e de = L5 [ er (X d
E(T)—f_wtf(t.a.ﬁ.)t—ar(k) f e(o) e ‘
I vk R
(L) o B (X)B _ @ (B
Conx—(a) = _() zdt-ﬁ\m(k) dx
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r

E(T) = rg L cda (ﬁ @x<ﬁiﬁ) )m
r 1 [t +r\/ﬁ

E(TT) = af(k) kk‘ijo (%)k Pt exgy
a” 1 r\/_

E(T) =15 ¥ .f e—*(x)" Py Tx

Obteniendo los momentos,

3| ®

r(k)

r 7'\/];>
F<k+—
E(Tq:( ) 7
k

Con la formula anterior se obtiene facilmente la esperanza y la varianza de T
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1.7. Distribucion Inversa Gaussiana

Surge en un proceso Wiener de tiempo continuo con parametro y > 0 y parametro de

dispersion o2 primero cruza un origen determinado d > 0. El proceso Wiener es un proceso

Gaussiano Estocastico {X(t),t > 0} con X(0) =0 y una de sus propiedades es que

X(t)~N(yt,o%t) parat > 0. La variable aleatoria T = (t: X(t) = d) tiene f.d.p

—(d-yt)?

d
f() = —18[ 202t I, t>0.
o(2mt3)z

Esta f.d.p depende solo % y g; ademas es comun reparametrizar definiendo u =% y

d? o .
A= pe; Con esta reparametrizacion la funcion queda como:

su f.d.aes:

f() = A2 T e[_lz(;g)z] t>0 (1.7.1)
(2mt3)2
Fo=o|(t-1) ()] + e¥e[- ¢+ 1) (Y| 172

Donde @ es la f.d.a de la Distribucién Normal Estandar. Denotaremos este modelo por

1G(u, A).
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La Distribucién Inversa Gaussiana algunas veces es plausible en ajustes de modelos
donde la falla ocurre cuando un proceso de deterioro alcanza un cierto nivel. En general se
trata de una cierta flexibilidad de los modelos de dos pardmetros con propiedades que son
similares a los de la Distribucion Log-Normal. La figura 1.17 muestra las funciones de
densidad para u =1 y varios valores para A, mientras que la figura 1.18 muestra las

correspondientes funciones de riesgo.

1.2-

1.0+

0.8+

|
|

e

nmuwn

P

f(t) 0.6

=
(]
|

L — e
3-'] — O -
- A

—_—
— —
e

B
h -

Figura 1.18. Funciones de Riesgo de la Distribucion Inversa Gaussiana parau = 1y
A=1,2y4
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CAPITULO 2. CENSURA Y MAXIMA VEROSIMILITUD

INTRODUCCION

En el capitulo anterior se mostr6 que los datos de tiempo de vida a menudo tienen la
caracteristica de terminar después de realizar las observaciones; por lo tanto, representan un
tipo de censura en las observaciones. Sin embargo, la informacion disponible sobre un
conjunto de datos del tiempo de vida puede presentar otras restricciones, como el problema
de encontrar datos incompletos o que incluyan incertidumbre respecto al tiempo en que
ocurre la falla. Un desafio importante para el analisis de este tipo de datos de vida consiste en

desarrollar una metodologia que se ocupe de la censura.

Por otro lado, en los procedimientos de inferencia estadistica son bien usadas las
funciones de verosimilitud basadas en los datos observados. En este capitulo se establecera la
forma de verosimilitud bajo censura y otras condiciones asociadas con la seleccion y

observacion de los individuos del estudio.

Supdngase que la distribucion de probabilidad de posibles datos observables en un

estudio se especifica hasta el vector de parametros 8. La Funcidén de Verosimilitud para 6,

es proporcional a la probabilidad de los datos que se observaron, es decir:

L(0) «< P(Datos ; 0).
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Donde Datos denota a los datos observados y P a la densidad de probabilidad o la
funcion masa de la cual se supone que los datos surgen. Una notacién mas formal para L(8),

podria ser L(8: Datos).

Una pregunta que surge con frecuencia en el andlisis de supervivencia es ;Como los
individuos son seleccionados y observados en el estudio de las distribuciones de tiempos de
vida?. La motivacién a esta pregunta se debe a que en el analisis de supervivencia esto tiene
una variedad de formas dependiendo de los factores tales como el tiempo (cronologico)
necesario para observar los eventos que definan el tiempo de vida, la viabilidad de los
individuos sobre el paso del tiempo y el mecanismo para el registro del tiempo de vida y el

valor de las covariables.

Luego, muchos estudios individuales de seguimiento longitudinal a través del tiempo
son referidos como prospectos de estudio, algunos ejemplos incluyen pruebas de vida,
examenes clinicos y otro tipo de seguimiento de estudio (ver ejemplos 1.1 y 1.3). El grupo o
cohorte de individuos en tales estudios es frecuente, pero no necesario, son seleccionados
aleatoriamente de una poblacion de individuos que se encuentran en el tiempo de origen
(t = 0) para el tiempo de vida de la variable T. Con frecuencia en este tipo de estudio las
limitaciones en la informacion colectada pueden ser impuestas por el tiempo disponible para
su recoleccion, por el costo u otras limitaciones. En estos casos en que el seguimiento
termine antes de que el individuo falle son causa que su tiempo de vida sea censurado por la

derecha. En algunos ajustes solo para determinar si un individuo falla o0 no como una
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sucesion de puntos a; < a, < - < a,, en este caso, el tiempo de vida se encuentra en el

intervalo [a;_4, a;[, conocido como intervalo censurado.

Algunas veces, los individuos no pueden ser seleccionados aleatoriamente y por
consecuente t = 0. Una posibilidad es que sean seleccionados aleatoriamente de una
poblacién de individuos con vida; si u es un individuo y t el valor del tiempo de seleccidn,
entonces la condicion inicial sobre los datos en que t > u debe reflejarse en la funcion de
méaxima verosimilitud. Otra posibilidad es que la observacion de datos para los individuos es
por lo menos en la parte retrospectiva, esto significa que al menos en algunos de los datos
utilizados en la funcién de maxima verosimilitud se presenta en forma cronolégica antes del
tiempo en que los individuos son seleccionados, en este caso puede haber condiciones no

ignorables que se aplican a los tiempos de vida para los individuos que son seleccionados.

De esta forma en esté capitulo se revisan los siguientes temas: el primero relacionado
con los experimentos de censura, seguido de los tipos de censura, revisaremos el método de
méaxima verosimilitud para la estimacion de parametros introducido por Fisher, este método
sera utilizado en la propuesta del trabajo para estimar los pardmetros en el siguiente capitulo

y se refiere a los modelos de regresion, modelos de riesgo proporcional de Cox.
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2.1. Experimentos de censura

Debido a factores que escapan del control experimental se presenta pérdida de
informacién que se produce en estudios de supervivencia y confiabilidad cuando los tiempos
de vida de las unidades muestrales presentan algin tipo de censura. En supervivencia
algunos pacientes pueden sobrevivir al final del ensayo clinico, o pasar a otro tratamiento, o
morir por otra causa ajena a la enfermedad en estudio, produciéndose en cualquier caso una
observacion incompleta para algunas unidades muestrales, admitiendo que dichas unidades

estan censuradas. A continuacion se muestran experimentos con datos censurados.

2.1.1. Experimento con censura tipo |

El mecanismo de censura tipo | se aplica cuando se observa a cada individuo en un
tiempo C; > 0 fijo de antemano, tal que T; es observado en el i-ésimo tiempo, si T; < C;, de
otra manera sélo se conoce que T; > C;. La censura tipo | surge a menudo como un estudio
de especificaciones en un periodo de tiempo. Este tipo de censura también es denominada

temporal y es la mas habitual en estudios médicos.

Luego, al realizar un estudio sobre “tiempo de falla o muerte” en un paciente se tiene un
tiempo limitado, por ende no es posible esperar a que todos los pacientes en estudio mueran.
Esto indica que parece razonable detener el estudio en un tiempo de falla prefijado C;,

obteniendo solamente los tiempos de falla inferiores a C;.
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Una notacion general para la censura tipo |, es:

EJEMPLO 2.1. Los resultados de un examen clinico, en los que la droga 6-mercaptopurina
(6- MP) se comparé con un placebo con respecto a la capacidad de mantener la remision en
pacientes con leucemia aguda. La tabla 2.1 muestra el tiempo de remision para dos grupos de
21 pacientes cada uno. Un grupo recibio el placebo y en el otro la droga 6-MP. Las
observaciones son tiempos censurados; para estos pacientes, la enfermedad esta en un estado

de remision al final del estudio.

Tabla 2. 1. Tiempos de remision (semanas) para dos grupos de pacientes

6-MP |66 |6(67|7 (97|10 |10(117 |13 |16 |177| 197 |20%|22|23|25%|327 (327|347 (357

Placebo| 171|212 34 (4 |5 |5 [8 |8 |8 |8 |11 |11|12|12 |15 |17 |22 |23

* Observaciones censuradas

La censura es comun en pruebas clinicas, por lo que a menudo la prueba termina antes
de que todas las personas han “fallado”. Ademas, las personas pueden entrar en estudio

varias ocasiones, por lo tanto puede estar bajo observacion en diferentes periodos de tiempo.

El ejemplo 2.1 discute una prueba clinica concerniente a la duracion de remision de
pacientes con leucemia, la cual fue planeada para llevarse a cabo durante un afio con

pacientes que estuvieron a prueba durante ese periodo. El tiempo de vida de la variable para
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T; un paciente fue la duracion de la remisién a partir del momento de estudio y C; puede ser

el tiempo entre su fecha de inicio y el fin del estudio.

2.1.2. Experimento con censura aleatoria

Un proceso simple aleatorio de censura que es a menudo uno de los objetivos en el cual
se asume que cada individuo tiene tiempo de vida T y tiempo de censura C, donde T y C son
variables aleatorias continuas e independientes, con funcion de supervivencia s(t) y G(t)
respectivamente, ademéas todos los tiempos de vida y tiempos de censura se asumen
mutuamente independientes, ademas se asume que G(t) no depende de alguno de los

parametros de s(t).

2.1.3. Experimento con censura tipo 11

El término de censura tipo Il se refiere cuando se inicia el estudio de n individuos
durante un tiempo, el estudio se termina una vez que la r-ésima falla ocurra. Aunque
algunas pruebas de vida son formuladas con censura tipo Il, tienen la desventaja que el
tiempo total r(t) en que la prueba se ejecutara es aleatorio, luego se desconoce al principio

de la prueba.
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Por lo anterior se puede decir que la censura tipo | es mas comln en experimentos
planeados. Las propiedades exactas del muestreo de los procedimientos estadisticos son

basadas en la censura tipo 11.

2.2. Datos censurados

Al realizar un andlisis en general y en tiempos de vida se espera utilizar todos los datos
que se encuentren disponibles, pero en el analisis de tiempos de vida a menudo ocurre que
todos o algunos de los datos presentan el problema de estar incompletos o incluyen

incertidumbre respecto a cuando ocurrio la falla.

Para esto, los datos de vida seran clasificados en dos categorias:

e Completos o no censurados (toda la informacidn esta disponible)

e Censurados (en donde un poco de informacion esta perdida)

Datos completos. Un dato (u observacion) al tiempo t se dice que es completo si

representa el tiempo “exacto” en el que ocurri6 la falla de la unidad o individuo (tiempo de

vida). Por ejemplo si los tiempos exactos en que fallan cinco unidades puestas a prueba son:

25, 50, 52, 53 y 60 horas, respectivamente, entonces se tienen datos completos.
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Note que para tener datos completos es necesaria una observacion constante de las n
unidades o individuos puestos a prueba, ademas, el experimento finaliza cuando falla la
altima unidad en funcionamiento, siendo esto a veces una de las desventajas. Pero cabe
mencionar que son los mas faciles de analizar, porque pueden utilizarse los métodos

estadisticos directamente para realizar inferencias.

Datos censurados. Son datos donde no se conoce el tiempo total hasta la aparicién del
fracaso/exito, bien porque el individuo/componente se retiro del estudio, 0 bien porque se

acabo el estudio.

En muchos casos cuando los datos de vida son analizados, todas las unidades o
individuos en la muestra podrian no haber fallado (el evento de interés no fue observado) o
los tiempos exactos de vida (tiempos en que ocurrieron las fallas) de las unidades no son

todos conocidos.

Se introducira una notacion para los datos censurados, se supone que n individuos tienen
tiempos de vida representados por las variables aleatorias T, ..., T,,, luego t; es el tiempo de

vida o tiempo censurado. Por otro lado, sea la variable

Llamada indicador de censura o indicador de estado para t;, ya que indica si t; es

observado en el tiempo de vida §; = 1 o si presenta censura de tiempo §; = 0.
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Los principales tipos de censura que suelen considerarse son: censura por la derecha, por

la izquierda y por intervalo.

2.2.1. Datos censurados por la derecha

Censura por la derecha: se define asi porque el limite inferior en el tiempo de vida es
valido para algunos individuos. Los datos censurados por la derecha pueden ocurrir por

varias razones:

e Cuando las pruebas se planifican, como cuando se decide terminar la prueba antes de

que todos los articulos tengan fallas.

e Cuando las pruebas no se planifican; por ejemplo, cuando una persona en estudio
presenta “perdida durante el seguimiento” porque, se alejan de la region donde se
lleva a cabo el estudio. Es decir, este tipo de censura ocurre cuando el tiempo exacto
de vida t de un individuo no es observado, pero se conoce que excedid un cierto

tiempo, por decir t*, ver (Figura 2.1)
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'l @ Fallo cbservado
o Bl Fallo NO observado

=
i
0 o *Tiempo

L LT T I - T

Inicio del ensayo Final del ensayo: La unidad sigue en funcionando
Figura 2.1. Censura por la derecha

El proceso de censura a menudo no es ninguno de los tipos discutidos hasta ahora,
algunas veces puede ser complicado e imposible hacer un modelo. Por ejemplo, la decision
de terminar una prueba de vida o un analisis clinico al tiempo t, o retirar ciertos individuos
puede estar basada en informacion de fallas antes del tiempo t. Afortunadamente se puede

mostrar que bajo ciertas condiciones, en general la verosimilitud es de la forma:
n
TOR N ORECR
i=1

Puede ser empleada de la forma usual al hacer inferencia acerca de la distribucién de

tiempo de vida bajo estudio.

La idea clave, para un enfoque en general, es considerar la falla y el proceso de censura

para un grupo de individuos en el paso del tiempo.
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Suponga que n individuos son observados a partir de t = 0 hasta que fallen o sean
censurados. Asumiendo que el tiempo de vida y el tiempo de censura son casos discretos, por
conveniencia y sin pérdida de generalidad asuma que los valores para cada uno son
t=0,1,2,..,n. Suponga ahora que las covariables no varian en el tiempo, y sea h;(t) y
s;(t) la funcion de riesgo y supervivencia (ver las ecuaciones (1.2.3) y (1.2.4) para el

individuo, condicionada a los valores observados en las covariables.

Introduciendo una notacion adicional dirigida a la evolucion de las fallas y el proceso de

censura sobre el tiempo, parat = 0,1, 2, ..., n; sea

Y;(t) = I(T; = t;, El individuo i no es censurado antes de t)
dN;(t) = Y;(O)I(T; = t)

dC;(t) = Y;(t)I(El individuo i es censurado en t).

La variable Y;(t) es a menudo llamada la indicadora de riesgo, toma el valor 1 si el
individuo i estad vivo y no censurado antes del tiempo t. Las variables dN;(t) y dC;(t)
indican cuando se observo una falla y el evento de censura en el tiempo t, respectivamente.
Entre todos los valores {dN;(t), dC;(t),t = 0} s6lo uno es diferente a cero para cualquier

individuo.

Ademas se definen los vectores

dN;(t) = (AN, (t), ...,dN,(®),  dC;(t) = (dC,(t), ..., dC, (D).
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H(t) = {(dN(s),dC(s)), s=0,1,2,..,t—1}.
Refiriéndonos a H (t) como el historico de fallas y el proceso de censura al tiempo t.
Consta de la informacion acerca de todas las fallas y los eventos de censura que han ocurrido

hasta el tiempo t — 1.

El punto importante en este momento es que los datos que se observan pueden ser

representados como:
Datos = (dN(t),dC(t);t =0,1,2,...,n).

Ademas, la probabilidad de Datos se puede descomponer como:
P(Datos) = 1_[P(dN(t)|7—[(t))P(dC(t)|dN(t),}((t)) (2.2.1.1)
t=0

Donde #£(0) es nula. En la ecuacion (2.2.1) todas las probabilidades son condicionales

sobre el valor de las covariables, pero por simplicidad se suprimié en la ecuacion.

2.2.2. Datos censurados por la izquierda

Censura por la izquierda. EIl tercer tipo de censura es similar a la censura por

intervalos y es llamado censura por la izquierda. Este tipo de censura resulta cuando se sabe
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que el tiempo exacto t a la falla de una unidad ocurri6 antes de un cierto tiempo, digamos t
(ver Figura 2. 2). Asi, en datos censurados por la izquierda, por ejemplo, se puede conocer
que cierta unidad fall6 antes de las 100 horas pero no se conoce exactamente cuando. En
otras palabras, tal unidad podria haber fallado en algtn tiempo entre 0 y 100 horas. Esto es
idéntico a datos censurados por intervalos en los cuales el tiempo de inicio del intervalo es

cero.

[ t

7 9

5 L

s —

4 9

3 &5

2 &
11— X
0 i *Tiempo

@ Fallo observado
[ Fallo NO observado

Figura 2.2. Censura por la izquierda

2.2.3. Datos censurados por intervalos

Una ocurrencia comun para individuos en un estudio para observar de forma
intermitente en puntos discretos del tiempo. Empezaremos por considerar un sistema donde
cada individuo i = 0,1, 2, ...,n son observados en un conjunto de tiempo pre-especificado
0=ay <aj.. <ay, <+, si los individuos no han presentado fallas en el tiempo

a;j—1(j = 1,..,m;) se observa al tiempo a;;. En este caso se desconoce el tiempo exacto en
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que ocurre la falla de una unidad, la Unica informacion que se tiene es que la falla se presenta

en un cierto intervalo de tiempo Ja;;_4, a;;].

Los datos observados se encuentran en el intervalo U;,V;] para cada individuo, donde

U; < T; <V, asise dice que los tiempos son censurados por intervalos (ver figura 2.3)

R R T - S
L

=]

ti ts

Inidad en funcionamiento Inidad va ha fallado

B Fallo observado
B Fallo NO observado

Figura 2.3. Censura Arbitraria o por Intervalos

En este tipo de datos censurados los supuestos de los tiempos de observacion se fijan de

antemano.

A veces la falla de una pieza de un material o equipo sélo puede determinarse por

inspeccidn.
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EJEMPLO 2.2. Un tiempo de vida asociado con componentes metéalicos tales como cuerpos
de un avion, tubos de presion en los reactores nucleares o el tiempo en que las vias del

ferrocarril presentan algun tipo de error.

En algunos estudios longitudinales en humanos es posible observar Unicamente en
intervalos, en donde sélo se pueden hacer observaciones durante uno o dos afios. El tiempo

de algunos tipos de eventos puede ser determinado, pero otros no.

EJEMPLO 2.3. La determinacion en que un nifio ha alcanzado la pubertad, la prueba se
llevaré a cabo en un periodo, por lo que la edad de inicio de la pubertad se encuentra en un

intervalo censurado.

EJEMPLO 2.4. Si se corre una prueba sobre cinco unidades y se inspecciona cada 100
horas, solamente se sabra si una unidad fall6 o no fallo entre las inspecciones. Mas
especificamente, si se inspecciona una cierta unidad a las 100 horas y encontramos que esta
operando Yy luego al realizar otra inspeccion a las 200 horas encontramos que ya no se
encuentra funcionando, entonces solamente se sabe que tal unidad fallo en el intervalo 100 y

200 horas.

2.3. Méaxima Verosimilitud

El método de Maxima Verosimilitud es uno de los métodos estadisticos mas utilizados
en la estimacion de pardmetros, consiste fundamentalmente en maximizar la funcion de
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densidad conjunta de una muestra aleatoria T, ..., T,,, pero con respecto a los parametros de
la funcion de densidad de la variable aleatoria cuando se proporciona una realizacion de la

muestra aleatoria.

Supdngase que se tiene una muestra de observaciones independientes t,, ..., t,, de la
poblacién de interés, en donde ninguna de las observaciones es censurada y t; son tiempos
de vida. Ademas su funcién de densidad es f(t; 8); (6@ = 6,,6,, ..., 6,,), donde la funcién f
es conocida con parametros 6, 8,, ..., 8,,. Entonces la funcion de verosimilitud esta definida

por:

n

1o = [reo

i=1

En las propiedades del procedimiento estadistico basadas en datos censurados es
necesario considerar el proceso por el que los tiempos de vida parecen tiempos censurados.
Para hacer esto, se requiere de un modelo de probabilidad de tal forma que pueda
establecerse un mecanismo de censura. Curiosamente, se torna a observar la funcion de
verosimilitud para que los parametros de tiempo de vida tomen la misma forma bajo una
amplia variedad de mecanismos. Luego, se requiere considerar algunos tipos especificos de

censura en los siguientes ejemplos se dara una formulacion general.
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Entonces los datos observados consisten en (t;, 6;), i = 1,2,...,n con esta notacion
ocasionalmente t; representara a una variable aleatoria 6 el valor de una realizacion, por lo

que hay que tener cuidado de no confundir en esta parte con la realizacién de la variable.

La funcién de Méaxima Verosimilitud toma la forma:

L) = | [ Fealorisce 10y (2.3.1)

El estudio de la funcion de Maxima Verosimilitud se lleva a cabo para obtener los
Estimadores de Maxima Verosimilitud (EMV) 85, ,, ..., 8,, de los parametros 6, 6,, ..., 6,,
y son los valores que maximizan la verosimilitud L(@), o equivalentemente, maximizan el

logaritmo de la verosimilitud £(8).

En el caso de funciones diferenciables no mondétonas los estimadores de maxima

verosimilitud pueden encontrarse de las formas siguientes:
1. Resolviendo el sistema de ecuaciones:

6{’(0)_0 12
70— paraj=1,2,..,m.

J
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El sistema de ecuaciones puede ser demasiado complejo y en general casi nunca se

puede resolver analiticamente.

v . . . 0¢4(0 .- e o
Para la solucion al siguiente sistema #= 0 suelen utilizarse métodos numéricos,

j

como el de Newton-Raphson.
Se calcula la matriz Hessiana.
Los valores estacionarios encontrados en el paso 1, se sustituyen en la matriz Hessiana y
se aplica el criterio de decisién para determinar si se trata de puntos maximos de la

funcion.

Para saber si se tiene un maximo se forma la Matriz Hessiana, y los valores criticos se

sustituyen en las variables. Posteriormente, se calculan los determinantes de los menores de

los elementos de la diagonal principal.

a) Sitodos los determinantes son positivos se tiene un minimo.

b) Si los determinantes cambian de signo alternativamente, iniciando con menos,

entonces se tiene un maximo.
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De los cursos de céalculo se sabe que la matriz Hessiana se forma con las segundas
derivadas parciales de la funcion en estudio. Por ejemplo, sea f(x,y) una funcién en

dos variables la matriz Hessiana estara dada por:

02 02
| ) 5o
/= & N

De tal forma que en este caso los determinantes de sus valores seran:

2

d0xdy

[
I
deq

|

?f (x,y) f(x,y)

62

0

aZ
dyad

1
|

|

02 |

xf(xl)/) a_yzf(xly)J

El problema aumenta en complejidad conforme aumenta la cantidad de parametros, por
tales condiciones es recomendable utilizar algun paquete matematico para resolver el

problema.

EJEMPLO 25. Sea X;, X,,...,X,, una muestra aleatoria de densidad normales con

parametros u y o2. Entonces los estimadores de maxima verosimilitud de u y o2.
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En este caso la Funcion de Verosimilitud esta dada por:

o = el
L , O =1_[ e 20
# i1 ovV2nm
1Nz /12 2 e
(@) @ e (S
i=1

Aplicando el logaritmo natural:

n
2 __E _E 2 _LZ . — )2
t(u,0%) = 2ln(Zﬂ) 2ln(a) Zazll(xl 12
=

Derivando parcialmente, con respecto a cada parametro

9 1 = 1%
a[f’(llﬁz)] =-0-0 —F(—Z)Z(xi ) :;Z(Xi )

) 1 <
7[{’(%02)] = m[zoﬁ - w? - nffz]-

i=1
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Igualando a cero cada ecuacion se obtiene el sistema de ecuaciones:

1 n
EZ(%’ —u)=0
i=1

1 Y 2 2
207 [;(x"_“) - ]= :

Resolviendo se obtiene los valores criticos:

Para saber si es un maximo se calculan sus segundas derivadas parciales:

2

n n

g o N@on =~ no?) 67
d n 1 1 L n
3g2 LoD .07 = [E(wy) } (az)szl(xi ) “)2]( RNICRE
1= ﬁ' 6.2
0° 1 n
duae? LW @ = [(W>Z(xi - u)] =0
i=1 (ﬁ' 62)
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Se forma el determinante de la Matriz Hessiana:

n
_ﬁ 0
n
2(6—‘2)2

Por otro lado, los determinantes de los menores son:

n <0 n >0
52 Y2623~

Segun la regla, se tiene un maximo, ya que los determinantes de los menores cambian su
signo de menos a mas. Por lo tanto, los estimadores de Maxima Verosimilitud para la media

y varianza poblacional (i, a2) son, respectivamente:
1 n
— —\2
p=Xyé? =£Z(xi—X)
i=1

2.3.1. Maxima Verosimilitud para datos con censura tipo |

La funcidén de verosimilitud para la censura tipo | esta basada en la distribucion de
probabilidad de (t;,6;) parai=1,2,....,n, donde t; y &; son variables aleatorias en la

ecuacion (2.1.1.1), C; son constantes fijas y t; pueden ser valores menores que C; con:
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P(t; =C;,6; =0) =P(T; > ()
P(t;,6;,=1) =f(t); ;<G
Donde la probabilidad de la segunda expresion denota la f.d.p o funcion masa de

acuerdo si T; tiene una distribucion continua o discreta como t;, por lo que, sus puntos tienen

una funcidn de distribucion de probabilidad.

f® (P(r > ) ™") (23.1.1)

Asumiendo que los tiempos de vida T, ..., T,, son estadisticamente independientes, se

obtiene la funcion de Verosimilitud de la ecuacion (2.3.1.1) como:
n
L(6) = ﬂf(tile)‘sis(tfle)l“?i (2.3.1.2)
i=1

Note que el termino s(t;") es igual a P(T; > t;), en general si s(t;) es continuo en t;,
entonces s(t;) = s(t;). El ajuste para la ecuacién (2.3.1.2) cuando las covariables x; estan
presentes en el modelo se hace reemplazando a s(t) por f(t) con s;(t) =s(t) =€y

f:(t) = f(t|x,), respectivamente.
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EJEMPLO 2.6. Supbngase que los tiempos de vida T; son independientes y tienen
Distribucién Exponencial con f.d.p f(t) = A€ y 5(t) = €4, entonces su Funcion de

Verosimilitud (2.3.1.2) esta dada por:

L(A) = 1_[(/18"“1’)6" (e—/lti>1_8i

n n

L) =2e""; donde W* = —AZ t; y r= Z(Si

i=1 i=1

r es el nimero de observaciones de los tiempos de vida que estan censurados, por lo que la

Funcion de Log-Verosimilitud £(1) = in(L(1))

20 = rin() — AZ t
i=1

aft (/1)

La estimacion de Maxima Verosimilitud esta dada por la solucion de —= =0

d{’(/l):£ it‘ =>i=r<iti)

i=1 i=1
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Para verificar si la funcién de méaxima verosimilitud alcanza su maximo se calcula la

segunda derivad de £(A).

0? ) r 0%
- = —
FYe 2702

<0

Por lo que el logaritmo de verosimilitud alcanza su maximo en A.

2.3.2. Maxima Verosimilitud para datos con censura aleatoria

Como en el caso de la censura tipo I, t; = min(T;,C;) y 6; =1; si T; < C; (no hay
censura) y 6; = 0; si T; > C;; (si hay censura). Los datos de los n individuos se asumen
consistentes para los pares (t;, 6;), parai = 1,2, ...,n, asi mismo los posibles resultados de
C; para todo i = 1,2, ...,n. Entonces, si f(t) y g(t) son f.d.p para T; y &; su funcion de
densidad de probabilidad es la siguiente:

P(t;=1t68,=0)=P(C;=tT; >C;) = g(t)s(t).

P(t;=t6,=1)=P(T; =t,C; >T;) = f(t)G(t).

Esto puede ser mezclado en la siguiente expresion:

p(e=c [0 27) = rwe@Ig@s@I-

~
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Por lo tanto, la distribucion de (t;, 6;),i = 1,2, ...,n es:

n

(680 = | [reeceolgsteor-

i=1

Entonces G(T) y g(t) no involucran a algin parametro de la funcién f(t), los cuales
pueden pasarse por alto, por lo tanto el nlcleo de la funcion de maxima verosimilitud queda

dado por:

1@ = | [retoriscrion-s.
i=1

La cual tiene la misma forma que la ecuacion (2.3.1.2)

2.3.3. Maxima Verosimilitud para datos con censura tipo |1

Con la censura tipo I, el valor de r se elige antes de que los datos sean colectados y los
r tiempos de vida mas pequefios en una muestra aleatoria T+, ..., T,,. Para las distribuciones
continuas se puede ignorar la posibilidad de lazos y denotar a los r tiempos de vida mas
pequefios como Ty < Ty ... < T(p,y. Si T; tiene funcion de densidad de probabilidad f(t)

y funcién de supervivencia s(t), entonces toma la forma general de:

s ner
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La funcion de Verosimilitud para los datos con censura tipo Il esta basada en (2.3.3.1).
Note que en términos de la notacion (J;, t;), se tiene que 8; = 0y t;) = t( para aquellos
individuos cuyo tiempo de vida estd censurado, la ecuacién (2.3.3.1) da la funcién de

Verosimilitud de la forma (2.3.1.2) como censura tipo I.

EJEMPLO 2.7. Considere la distribucion exponencial como en el ejemplo 2.6, pero

suponga que ahora los tiempos de vida tienen censura tipo I1.

La Log-Verosimilitud sigue la forma del ejemplo 2.6.

2(1) = rin(1) — AZ ”
i=1

por lo que se puede escribir como sigue:

() = rin(1) — A[W].
Asi, el estimador de Maxima Verosimilitud para el estimador de 1 es A = % donde

n
W = ( tl-) + (n =1ty
i=1

1
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Puesto que r es fija, la estadistica w es suficiente para A. Se puede mostrar que con los

- - - 2 ). H = - -z
datos considerados como variables aleatorias, ZAW:%NX(ZZr) tiene una distribucion

ji-cuadrada con 2r grados de libertad.

2.3.4. Maxima Verosimilitud en datos censurados por la derecha

Hasta ahora no se han hecho suposiciones sobre los mecanismos de censura, sin
embargo es necesario. Los supuestos que se han convertido en estandar en el anélisis de

datos de tiempo de vida requieren que:
n
P(AN(t)|H (b)) = 1_[ h; (£)NiO[1 — b, (¢)]Yi®OA-aNi(®) (2.3.4.1)
i=1

Efectivamente, se requiere la probabilidad dado H'(t) y el valor de la covariable, el
mecanismo de falla para los individuos como riesgo al tiempo t que opera

independientemente, parat = 0,1, 2, ..., n.
P(dN(t) = 1|3 (1)) = Y (D) h; (D). (23.4.2)

En la ecuacion (2.3.4.1) el efecto de que si Y;(t) = 0 es que, no hay informacion acerca
del individuo i en el tiempo t, y el término en la verosimilitud es igual a uno. Note que el

valor de Y;(t) es determinado por 7 (t).
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La condicién (2.3.4.2) representa una independencia condicional (en H(t) y en los

valores de la covariable) entre la falla y la censura en el tiempo t.

En ecuacion (2.3.4.2), la probabilidad de que un individuo que esta vivo, no censurado,

s6lo antes del tiempo t es observado que falla en el tiempo ¢t es h;(t).

Si el término P(dC(t)|dN(t)) en (2.2.1.1) no involucra ninguno de los parametros que

especifica h;(t), el plan de censura es llamado no informativo.

Estos términos pueden reducir la forma de Verosimilitud, usando (2.3.4.1) en (2.2.1.1)

obteniendo:

n +oo

[ ] [0 - neoraot-omw) (2343)

i=1 t=0

Cada individuo es observado a su falla o a ser censurado en algln tiempo t. En este
caso, la falla al tiempo t, dN;(t) =1 vy Y;(s) =I(s <t); en caso de censura en t,

dN;(t) =0 yY;(s) =I(s < t). Entonces (ver la ecuacion (1.2.2) y (1.2.4)).

s =] [(1-rm®), £ =rnOs.
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Por lo que la ecuacion (2.3.4.3), en notacion (t;, §;) se puede escribir asi:
n
L(6) = Hﬁ-(tile)‘gi si(t; + 1]@)1% (2.3.4.4)
i=1

Entonces, s;(t; + 1) = s;(t*), la Verosimilitud es exacta de forma (2.3.1.2) encontrada

previamente para el tipo | y otras formas de censura.

2.3.5. Maxima Verosimilitud en datos censurados por intervalos

La funcién de verosimilitud para la muestra de n individuos independientes para datos

censurados por intervalos esta dada por:

n

L= [troo - Rl (2.3.5.1).

i=1
Donde F;(t) es la funcion de distribucién de T; asumiendo que F;(0) = 0.
Asi, los datos censurados por intervalos reflejan incertidumbre respecto al tiempo exacto

en que las unidades fallaron dentro de un intervalo. Este tipo de datos frecuentemente viene

de pruebas o situaciones donde los individuos de interés no son observados constantemente.
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Como se puede apreciar el método de méaxima verosimilitud es simple en su esencia,

pero obviamente tiene todas las dificultades de la localizacién de maximos en una funcién.

2.4. Modelos de Regresién

En la mayoria de los estudios hay covariables o variables explicativas, tales como:
tratamientos, indicadores de grupo, caracteristicas individuales o condiciones ambientales,
cuya relacion con el tiempo de vida es de interés. Esto lleva a la consideracion de los
modelos de regresion. En el ejemplo 2.1 se describe una situacion en la que se presentan

covariables, el siguiente es un ejemplo adicional.

EJEMPLO 2.8. En un estudio realizado a 65 pacientes con problema de mieloma para
determinar si el tiempo de supervivencia estaba relacionado con las variables explicativas
fueron examinados en relacion con 16 variables explicativas. Incluyendo medidas
fisiologicas, tales como el recuento de glébulos blancos de la persona en el momento del
diagnostico, los factores cualitativos, como la presencia o ausencia de infeccién al momento

del diagnostico y las caracteristicas personales como el sexo y edad.

Las covariables pueden variar con el tiempo de tal forma que centraremos la atencion en

los métodos paramétricos, principalmente en covariables fijas (donde el tiempo no varia).
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El analisis de regresion del tiempo de vida involucra las especificaciones para la
distribucion de un tiempo de vida T, dado un vector de covariables x. Por ejemplo,

considerando la distribucion de Weibull con f.d.p de la forma:

fie)=2 (i)ﬁ_1 @], (2.4.1)

o \a

Con parametro de escala a y parametro de forma £, un modelo de regresién para el que

a 0 f dependan de x, puede ser considerado. Como a y B son valores positivos, un par de

especificaciones convenientes son como a(x) = €™ y g(x) = €™, donde § y y son
vectores de coeficientes de la regresion de la misma longitud que x, en este caso, a(x) > 0y

B (x) > 0, sin restricciones para § 0 y.

Un modelo Weibull que en muchas situaciones resulta util, cuando s6lo a estd en

funcion de x, por lo que la funcién de supervivencia de T es:

t \B
s(t]x) = el ]; t>0. (2.4.2)

El log-tiempo de vida Y = logT en este caso; tiene funcion de supervivencia dada por:

)
]; —0 < y < 400, (2.4.3)
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Donde u(x) = In(a(x)) y b = f~*. Note que es una Distribucion Gumbel (o de valor

extremo) de forma:

[_e[

(yzu)]]
)

y—uw)
fiy) = %e[T]e —0 <y <+, conu = u(x).

En términos de T, el modelo (2.4.2) se conoce como un modelo Log-Loc-Escala o
modelo de tiempo de falla acelerado, éste es uno de los mas utilizados en el tipo de regresion

parametrica.

2.4.1. Modelos de Regresion Log-Loc-Escala (Tiempo de falla acelerado)

Los modelos de regresion Loc-Escala que consideran la funcidén de supervivencia de y

dado x toman una forma similar a la ecuacion siguiente:

s(I%) =50 (222); —o0 <y < +o0. (2.4.1.1)

Donde, s,(z) es independiente de x. Otra manera de expresarlo es:
y = u(x) + bz. (2.4.1.2)

Donde Z es una variable aleatoria con funcion de supervivencia s, (z).
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La familia de modelos para los que Z tiene una distribucion normal estandar es una base
del anélisis de regresion, es decir, con datos de tiempo de vida el uso de las Distribuciones

Gumbel (valor extremo), Logistica y otras distribuciones para Z son comunes.

La funcion de supervivencia para t dado x correspondiente a la ecuacién (2.4.1.1) es de

la forma:
0t VB
S(th) =Sy [(@) ]; t=>0. (2.4.1.3)

Donde a(x) = €t®I § = g1y si(t) = so(In(t)).

Las covariables efectivamente modifican la escala de tiempo y la ecuacion (2.4.1.3) es
referida como un modelo de tiempo de falla acelerado. En particular, si a(x) > 1 el efecto
del vector de covariables es reducir el tiempo de aceleracion y si a(x) < 1 el efecto es

acelerar a éste.

Las Figuras 2.4 y 2.5 muestran el efecto de las covariables en las funciones de densidad
de probabilidad y de supervivencia del Log-Escala de vida "y". Diferentes vectores de
covariables x; y x, dan funciones que son transformaciones de ellas, tienen la misma forma
pero estan separadas por una distancia u(x,;) — u(x,). Tales modelos son especificamente
utilizados cuando los tiempos de vida para individuos diferentes pueden variar por érdenes

de importancia por ejemplo las fallas de un fluido aislante eléctrico.
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Figura 2.4. Funciones de Densidad para Modelos de Regresion Loc-Escala
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Figura 2.5. Funciones de Supervivencia para Modelos de Regresion Loc-Escala

Muchos modelos en ingenieria cuando la falla es acelerada por la corriente eléctrica,
voltaje u otras tensiones son de este tipo y tienen especificaciones lineales u(x) = 6'x. Por

ejemplo, el modelo con u(x) = 6, + §;X, Yy x = In(tension) es referenciado como el
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modelo de la ley de potencia inversa. Entonces, &; es generalmente negativo, se usa a
menudo con tensiones de alto voltaje. Para temperatura como factor de tension el modelo de
Arthenius con u(x) = 6, + 6;x y x=d~! es usado a menudo, donde d es la temperatura

en grados Kelvin.

El tiempo de falla acelerado o el Modelo Log-Loc-Escala también son utiles en otros

campos de aplicacién y dominan en muchas areas del analisis de regresion.

2.4.2. Modelos de Regresion de Riesgo Proporcional

Hay dos enfoques principales para el tiempo de vida en los modelos de regresion. Uno
es usar transformaciones del tiempo, asumiendo que el efecto de covariables es equivalente a
alterar el tiempo pasado, solo se hablara de este tipo para el modelo de tiempo de falla
acelerado. El segundo enfoque asume las especificaciones en la direccién en que las
covariables afectan la funcion de riesgo para T. EI modelo mas comin de este tipo es el
modelo de Riesgo Proporcional, para el que la Funcion de Riesgo para t dada X, es de la

forma:

h(t]x) = hy(t)r(x). (2.4.2.1)

Donde r(x) y hy(t) son funciones con valores positivos. La funcién h,(t) es
usualmente Ilamada el punto de partida de la Funcion de Riesgo (o Funcion de Hazard), ésta

es la funcion de riesgo para un individuo de quien el vector de covariables x es tal que
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r(x) = 1. Una especificacion comin para r(x) es e(8) en este caso ho(t) es la Funcién
de Riesgo cuando x = 0. El nombre riesgo proporcional (RP) proviene de que cualquier

individuo tiene Funciones de Riesgo que son multiplos constantes de otras.

El Modelo RP (completamente paramétrico) especifica hy(t, @) y r(x,8) en (2.4.2.1), de

éste se desprende la siguiente relacion:

s(s|t) = e-HEW] = @l nuhoau]
entonces la Funcion de Supervivencia para t dado x es:
s(t]x) = s5,(£)™™® (2.4.2.2)
Donde s, = €l~Ho(®)] gg |a base de la Funcion de Supervivencia. La Figura 2.6 muestra
las Funciones de Riesgo y la Figura 2.7 la correspondiente Funcion de Supervivencia para

dos vectores diferentes de covariables x; y x,. Note que una de las Funciones de

Supervivencia debe estar completamente por encima de la otra, por la ecuacion (2.4.2.2).
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Figura 2.6. Funciones de Riesgo para Modelos de Regresidn de Riesgo Proporcional
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Figura 2.7. Funciones de Supervivencia para Modelos de Regresion de Riesgo Proporcional
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Una caracteristica de los modelos RP es que si sy(t; @) esta en alguna familia de los
modelos paramétricos, entonces s(t|x) no es de la misma familia, aunque si hy(t) es de la
forma a,h,(t; a,) para los pardmetros a; y a,. Esto esta en contraste con la situacién para
modelos de tiempo de falla acelerado, y quiza una de las razones del porqué los modelos RP
paramétricos se utilizan menos que los semiparamétricos donde h,(t) en la ecuacién

(2.4.2.1) es arbitraria.

Un modelo paramétrico usado frecuentemente es el modelo RP de la familia Weibull, se

puede verificar que de la funcion (2.4.2) es un modelo RP con funcion de riesgo:

Rl = 2 %X)][H = (BtFV)ax). (2.4.2.3)

2.5. Modelo de Regresion de Cox

En este contexto, se introduce el método de Verosimilitud Parcial que permite realizar la
estimacion de los parametros del Modelo de Regresion de Cox. Se distinguen las tres

situaciones posible segln el tipo de datos: completos, incompletos y empates.

En los estudios longitudinales que tienen por objetivo el estudio de cambio se
recomienda (Tuma y Hannan, 1984, p.22), para la recogida sistematica de la informacion
pertinente, la utilizacion del plan de observacion denominado Event-History Data. La ventaja

de este disefio frente al clasico disefio de panel, es el que permite la maxima informacién de
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cada cambio producido, recogida por medio de las secuencias de cambio y del momento
temporal en que éste se produce, y permite utilizar asimismo la informacién de las

observaciones en las que no se ha producido ningin cambio (datos incompletos).

En esta situacion, el modelo de riesgo proporcional es el modelo méas utilizado para
representar los efectos de un conjunto de variables explicativas (variables independiente)
sobre las variables tiempo de cambio (tiempo de supervivencia), o mas bien sobre la
probabilidad condicional de cambio, es decir sobre la funcion de riesgo h(t). Suponemos
que para cada sujeto tenemos un vector x de variables explicativas. Las componentes de
dicho vector pueden representar tratamientos, definidos por medio de variables indicadoras
(dummy variables), propiedades intrinsecas de los sujetos, tales como, por ejemplo, la edad,
el sexo, caracteristicas individuales, agrupaciones cualitativas de los sujetos, o bien variables

exogenas, como pueden ser las propiedades ambientales del problema.

El Modelo de Regresién de Cox (1972) viene dado por la relacion:

h(t|x) = hy()E&'A (2.5.1)
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Donde la dependencia temporal esta incluida en la tasa de riesgo de linea base, hy(t), y

las variables pronostico actdan en forma Log-Lineal, e®'® donde B es un vector de

coeficientes de regresion desconocidos que parametrizan el modelo.

Este modelo puede describirse (Allison, 1984) como semiparamétrico o parcialmente
paramétrico. Es paramétrico ya que especifica un modelo de regresién con una forma
funcional especifica; es no paramétrico en cuanto que no especifica la forma exacta de la

distribucion de los tiempos de supervivencia.

En este modelo las variables concomitantes actuan sobre la funcion de riesgo de forma
multiplicativa. Las variables explicativas ademéas pueden ser dependientes o independientes

del tiempo.

El Modelo de Cox puede utilizarse en los siguientes casos:

e Cuando no se tiene informacién previa acerca de la direccion temporal de la Funcion

de Riesgo.

e Cuando siendo conocida la direccion, no puede ser determinada por un Modelo

Paramétrico.
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e Cuando se esta Unicamente interesado en la magnitud de los efectos de las variables

concomitantes, teniendo controlada la direccion temporal.

Debido a las existencias de datos incompletos, los parametros del modelo de Cox, no
pueden ser estimados por el Método Ordinario de Méaxima Verosimilitud al ser desconocida
la forma especifica de la funcién arbitraria de riesgo, lo cual no se encuentra habitualmente
en los textos y pensamos que es un ejercicio muy recomendable ya que permite tener una

idea mas clara del funcionamiento de dicho proceso.

Cox (1975) propuso un método de estimacion denominado Verosimilitud Parcial,

siendo las verosimilitudes condicionales y marginales casos particulares del anterior.

El Método de Verosimilitud Parcial se diferencia del Método de Verosimilitud Ordinario
en el sentido de que mientras el Método Ordinario se basa en el producto de las
verosimilitudes para todos los individuos de la muestra, el método parcial se basa en el

producto de las verosimilitudes de todos los cambios ocurridos.
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Para estimar los coeficientes 8 en el Modelo de Cox, en ausencia de conocimiento de

ho(t), éste propuso la siguiente Funcion de Verosimilitud:

'p)
e ] (25.2)

L(B) = H[W

Donde L(B) no es una verdadera Funcién de Verosimilitud ya que no puede derivarse
como la probabilidad de algun resultado observado bajo el modelo como indica Cox (1975),

tratarse como una Funcidn de Verosimilitud ordinaria a efectos de realizar estimaciones de

B.

Dichas estimaciones son consistentes (Cox, 1975; Tsiatis, 1981) y eficientes (Efron,

1977).

Cuando un mismo instante t; se produce mas de un cambio, lo cual puede ocurrir cuando
la variable tiempo se mide de forma discreta, la probabilidad de ocurrencia de los d; cambios
observados, condicionados al conjunto de riesgo R; viene dado (Cox, 1972) por la siguiente
ecuacion:

e('s)
X(Z'B)

L(B) =
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Donde cada elemento z; del vector Z es la suma de los valores x; sobre los d; individuos
que realizan un cambio en el instante t; y la suma de los denominadores se efectla sobre R;

sujetos expuestos al riesgo en t;.

El logaritmo de la Funcion de Verosimilitud Parcial viene dada, entonces por:

k k
(L)) = Y () — Y [ty (€5 (253)

Las estimaciones Maximo Verosimiles de S son estimaciones que maximizan la funcion

n(L(B)).
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CAPITULO I11. APLICACIONES

INTRODUCCION

En este capitulo se presentan e ilustran algunas aplicaciones, haciendo uso de los
métodos estadisticos y el andlisis de datos del tiempo en semanas que una persona que
depende de las drogas ha estado incluida en el programa “Fe y Esperanza”, y el tiempo en
horas de vida util de veinte focos, en la Granja de Pollos de Engorde “Martinez”. Con esta
informacion se aplicara la metodologia de algunas de las distribuciones de supervivencia
vistas en los capitulos anteriores, para estimar sus respectivas funciones de supervivencia de

estos datos.

Por otro lado, en los procedimientos de inferencia estadistica son usadas las funciones de
Verosimilitud basadas en los datos observados. En la primera aplicacion se establecera la
forma de Verosimilitud Parcial (VP) y en la segunda aplicacion las condiciones asociadas

con la seleccion y observacion de los individuos y los focos del estudio.

De manera que en las aplicaciones, se hara uso del método de Méaxima Verosimilitud

para la estimacidn de parametros, entre otros calculos estadisticos.

En la primera aplicacion se realizara de forma numérica y exhaustiva, todos los pasos
presentes en el proceso de estimacion de parametros, su significacién y su interpretacion.
Para estudiar el proceso de estimacion de pardmetros en el Modelo de Regresion de Cox

tomaremos los datos proporcionados por el Centro de Rehabilitacion  “Fe y Esperanza”,
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durante los meses de Enero a Octubre del afio 2013, sobre un programa de tratamiento libre
de drogas. El tratamiento de drogodependencia es un proceso continuo formado por
diferentes fases y programas. Se empieza por la preparacion al tratamiento y diagnostico,
seguido por la desintoxicacién. Luego se procede a la deshabituacion, tras el cual se lleva a
cabo el Programa de reinsercion socio-laboral y finalmente se realiza un Programa de

seguimiento.

En la segunda aplicacion, como parte de la investigacion, la cual consiste en la
observacion de la vida util de 20 focos, en la Granja de Pollos de Engorde “Martinez”,
durante los meses de Julio a Octubre del afio 2013. Se observaron en el periodo establecido
el tiempo de vida para determinar la durabilidad de los mismos, el tiempo de falla de estos
componentes fue medido en horas, hasta su falla final, por lo cual los datos no presentaron
ningun tipo de censura debido a que se les conocio el tiempo exacto de vida util y no parcial.

Por lo tanto hablaremos de datos no-censurados.

En esta aplicacion se presenta de forma ilustrativa la estimacion de la funcion de
supervivencia, la tasa de fallo y el valor esperado de la Distribucién Exponencial, mediante
el método de Maxima Verosimilitud, aplicando la teoria antes expuesta en los capitulos
anteriores. Asi también, el ajuste del Modelo Exponencial, por medio de la estimacion de la
Funcion de Distribucion Corregida de los datos, y la representacion grafica tal que si el

modelo elegido es correcto los datos presentan aspecto lineal.

La decision de usar este Modelo, esta sustentada por las caracteristicas de los datos

obtenidos, donde se observé que el tiempo de falla de los focos, no dependia de lo que habia
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sucedido anteriormente. Cumpliendo asi con una de las propiedades de la Distribucion

Exponencial.

3.1. Primera aplicacion

En la primera aplicacion la metodologia del Modelo de Regresion de Cox es referido en
situaciones, en donde se presentan dos 0 mas variables, necesarias para el anlisis de interés.
Para mayor comodidad, las variables en estudio se presentan en una matriz de datos, y
posteriormente en esquemas graficos, que permiten visualizar el instante de tiempo t; en que

se han producidos los cambios.

En esta aplicacion se presenta e ilustra, el modelo estadistico propuesto, Modelo de
Regresion de Cox. Tomando los datos proporcionados por el centro de rehabilitacion como
base, sobre el programa de tratamiento libre de drogas con dicha informacion, se calcula la
funcion de Verosimilitud Parcial (VP) y la funcién de densidad de probabilidad en un

instante t;, relacionada con la funcion de riesgo, vista en la ecuacién (1.1.2).

Para poder analizar, los tiempos de cambio, la tasa de riesgo, es necesario: el proceso de
estimacion de parametros, la estimacion del coeficiente f (Método de Newton-Raphson),
calculo de valor B* en cada iteracion, calculos finales para el coeficiente obtenido e

interpretacion del coeficiente del Modelo de Regresion de Cox.
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3.1.1. Método propuesto Modelo de Regresion de Cox

En los estudios longitudinales para el analisis del cambio, el Modelo de Riesgo
Proporcional permite estudiar el efecto de un conjunto de variables explicativas sobre la
funcion de riesgo. En este contexto, se introduce el Método de Verosimilitud Parcial (MVP)
que permite realizar la estimacion de los parametros del Modelo de Regresion de Cox. Se
distinguen las tres situaciones posibles segun los tipos de datos: completos, incompletos y
empates. En esta aplicacion se permite seguir, de forma numérica y exhaustiva, todos los
pasos presentes en el proceso de estimacion de parametros, su significacion y su

interpretacion.

Para estudiar el proceso de estimacion de parametros en el Modelo de Regresion de Cox
tomaremos los datos proporcionados por el Centro de Rehabilitacion “Fe y Esperanza”,
durante los meses de Enero a Octubre del afio 2013, sobre el programa de tratamiento libre

de drogas, mediante un enfoque bio-psico-social.

El programa de desintoxicacién, llevado a cabo desde el marco ambulatorio, puede

realizarse con medicacion o bien por medio de un soporte psico-social del entorno.
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La tabla 3.1 presenta una matriz de datos que incluye las variables necesarias para el

andlisis.

Las variables son:

TIEMPO: El Tiempo en semanas de la persona que depende de las drogas ha estado

incluido en el programa.

ESTADO: Define la situacion del sujeto en su ultima observacion

(0 = Sano, 1 = Recaida), obtenida por la determinacion de drogas en la orina.

GRUPO: Diferencia a los sujetos segun el tipo de desintoxicacion observada.

(0 = Psico: Con soporte psico-social, 1 = Forma: con medicacion).

EDAD: La edad del sujeto esta medida en afos.
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CASO TIEMPO ESTADO GRUPO EDAD (afios)
1 3 1 1 45
2 5 0 1 20
3 5 0 1 39
4 8 1 1 51
5 8 1 0 30
6 13 0 0 35
7 16 1 1 44
8 19 0 1 28
9 20 1 0 35

10 20 0 0 35
11 21 1 0 38
12 25 0 0 24

Tabla 3.1 Matriz de Datos

Para mayor comodidad, los sujetos se han ordenado en funcion de la variable tiempo de

inclusion en el programa.

La figura 3.1 muestra el esquema grafico de los datos (O=incompleto, x=cambio) que
permite visualizar el momento en que se han producido los cambios, asi como saber, en cada

instante t;, el conjunto de riesgo R;.
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=1 X

= 0

=3 s 0

= x x: Cambio en el sujeto

o S < 0: Incompleto

=6 0

=7 x

=3 0

=9 o

=10 0

=11 x

=12 e
t: 0 5 10 15 20 253

Figura 3.1. Esquema grafico de los datos

Utilizando los datos de la matriz de datos (tabla 3.1) podemos construir la tabla 3.2
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t; i |k [R(t)] Sujeto que cambia Sujetos del conjunto de riesgo
3 | (M 1] 12 1) 82),),((21),1)%)1,34), (5), (6). (7), (8). (9),
5 120

8 (@G| 3] 9 4) (5 (4), (5), (6), (7), (8), (9), (10), (11), (12)
137 | (6)

16| () |[4] 6 O (7). (8), (9), (10), (11), (12)

197 [ (8)

20| (9 |5] 4 9) (9), (10), (11), (12)

20" | (10)

21 | (1) | 6] 2 (11) (11), (12)

25 | (12

Tabla 3.2. Sujetos expuestos al riesgo y cambio en los datos.

En la tabla 3.2 se han ordenado los tiempos observados en la muestra en forma
ascendente, sefialando con un asterisco aquellos tiempos incompletos. Asi pues, t; representa
el tiempo observado para el sujeto (i). En la tercera columna los valores de k representan los
cambios ocurridos hasta el tiempo t; inclusive. La cuarta columna R(t;) representa el
namero de sujetos expuestos al riesgo de un cambio en cada tiempo t;. La quinta columna
identifica a los sujetos que han realizado un cambio en el instante t; y la sexta columna

enumera a los sujetos expuestos al riesgo en cada instante en el que ocurre un cambio.
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Asi pues, con la informacion proporcionada por la tabla 3.2. Se puede calcular la funcién
de Verosimilitud Parcial como un primer paso, que viene dada en funcion de los parametros
desconocidos y de los datos observados y el segundo paso es hallar el maximo de dicha

funcién, el cual vendra determinado por un conjunto concreto de valores de los pardmetros.

La funcién de Verosimilitud Parcial (VP) viene dada por el producto de las siguientes

probabilidades condicionales:

VP = P(i = kIR(t)) = [ (3.1.1.1)

R(t;)

Aplicando a cada uno de los k cambios observados en la ecuacion (3.1.1.1) en la

muestra estudiada. Es decir:

ol S

Partiendo de h(t) = fg 3 se tiene la funcion de densidad en un instante t;:

f(@) = h(®)s(®) (3.1.1.2)
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Donde f(t) representa la probabilidad de que ocurra el cambio en el instante t y s(t)

representa la probabilidad de que el cambio se produzca pasado el tiempo t.

Cada uno de los términos de la expresion anterior que permite obtener la funcién de

Verosimilitud Parcial, VP, puede expresarse en términos de riesgo.

Para comprobarlo procedemos a calcular uno de los elementos de la siguiente ecuacion

VP = P(i = k|R(t)) = [izk]

R(t;)

Por ejemplo, el valor de P [E].

En el instante t = 20, correspondiente a k = 5, hay cuatro elementos expuestos al

riesgo de un cambio: R(t = 20) = (9),(10),(11), (12).

La probabilidad que el cambio le ocurraa i = (9) en lugar de i = (10) 6 i = (11) 6

i =(12)es:

f9(20)510(20)511(20)5,2(20) = hg(20)59(20)s10(20)511(20)s,,(20) €Y
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Igualmente la probabilidad de que el cambio le ocurrieraa i = (10) viene dada por:
59(20)£10(20)511(20)51,(20) = 59(20)h1¢(20)510(20)511(20)5;,(20) (2)

Y que la ocurriera al sujeto i = (11):

59(20)510(20)£11(20)51,(20) = 59(20)510(20)h;,(20)s11(20)5;,(20) 3)

y que ocurrird i = (12)

59(20)510(20)511(20)f12(20) = 59(20)510(20)511(20)h12(20)512(20) (4)
Asi pues:
_ i=5 _ f9510511512
VP =P =
R =4 foS10811S12 + Sof10511512 + S9S105f11512 + S9S10S11 /12

Sustituyendo cada término por las igualdades anteriores se simplifica

59(20)s,7(20)s,,(20)s,,(20) del numerador y del denominador:

B hq(20)s9(20)s,,(20)s11(20)512(20)
hgsgs,yS11512 + N10S9S(S11S12 + R11595,(S11S12 + h1259S,,S11512

VP
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(59510511512) g

VP =
(59510511512) (ho+hyg + hyg + hy3)

Quedando finalmente:

ho(20) e

P= = ,
W = L 20) g (20) + hyy (20) + hip(20) - 3 €

La expresion anterior que depende unicamente de los valores de las variables vistas en la

ecuacion expresada h(t|x) = hy(t)€*® en términos de exponenciales.

Cada uno de los términos de la ecuacién (3.1.1.1) de VP viene determinado siguiendo
este mismo proceso, de manera que la expresion general de la Funcién de Verosimilitud

Parcial sera el producto de cada una de las expresiones halladas.

Podemos distinguir, seguin el Modelo de Regresion Cox, tres situaciones distintas en la

obtencién de la funcién de Verosimilitud Parcial:

A continuacion se presentan las tres situaciones posibles segun los tipos de datos:
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Caso I. Datos completos sin empates: son aquellos que provienen de individuos o
componentes de los que se les conoce con exactitud su tiempo de supervivencia, sin

presentar empate con otros individuo o componentes sobre el suceso estudiado.

Este caso es realista en cuanto la variable tiempo de supervivencia tenga una
distribucion continua y su valor se registre de forma exacta, desapareciendo la probabilidad

de empates.

Sean t; <t, < - <t, los n tiempos ordenados correspondientes a los n sujetos del
estudio, sea R(t;) = [i: t; = t;] el conjunto de riesgo justo antes del tiempo t; y sea r; el

tamafo de dicho conjunto. La figura 3.2 ilustra el esquema de datos sin empates.

=1

-

gt PR I——, X

B

= 4 -
fa
~ 7
[
—+
=

Figura 3.2. Esquema de datos completos sin empates.

En la figura 3.2 podemos ver los tiempos de supervivencia de 4 sujetos:
tl < tZ < t3 < t4 Slendo R(tl) = [1I 2; 3; 4]: R(tZ) = [1, 2; 4]; R(t3) = [1! 2] y

R(t,) = [2]. Los conjuntos de riesgo en cada tiempo.
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La probabilidad P(3, 4,1, 2) de obtener la configuracion conjunta de la figura 3.2 puede

obtenerse por medio de la regla de la cadena para probabilidades condicionales:

PG4 12 = P () P () P ()7 ()
el \1,2,3,4 1,2,4 1,2 2

En la Funcién de Verosimilitud Parcial cada uno de estos elementos puede expresarse en

términos de exponenciales. Asi pues:

3 e®
d (1, 2, 3,4) “el+e®ted +e®

4 e®
P (1, 2, 4) - el +e® e

1 e 2y e®
P (ﬁ) “evyew Y F (E)z e®

De manera que:

=k
VP = P(i = k|R(t)) = (;(—t))
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n . n

P12 =] [P (i) =] | sew

=1

Donde R representa a cada uno de los sujetos expuestos al riesgo en cada tiempo ¢;.

Caso Il. Datos Incompletos: Datos que contienen informacion parcial sin empate sobre el

suceso estudiado, que se caracteriza por un dato incompleto.

En este caso supongamos que tenemos “d” desenlaces (cambios, sucesos) observados en
la muestra de tamafio n y ordenados los tiempos t; < t, < --- < t,. La figura 3.3 ilustra los

datos de este caso:

1=l =ccccmcmccccmccciamaaas "ll
= | -------------------- x
|
| I
1=3ccmmmememmema x | [
| |
| a | 1‘] | c
I
1= p ===~ Rttt e T i S
[ I |
[ [ [
t1 2 ts

Figura 3.3. Casos de Datos Incompletos
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En la figura 3.3 podemos ver los tiempo de 4 sujetos con un dato incompleto y 3 datos
completos: t; < t, < t5 siendo R(t;) = [1,2,3,4], R(ty) =[1,2], R(t3) = [2] el conjunto
de riesgo en cada tiempo y a, b, ¢ son las posibles posiciones que puede tomar el tiempo de la

observacion incompleta.

La probabilidad de obtener la combinacidon de desenlaces observadas en la figura 3.3,
siguiendo el esquema anterior, viene dada por el producto de probabilidades condicionadas al
conjunto de riesgo que, como hemos visto anteriormente, puede expresarse en terminos de

exponenciales:

d . d 0
P(3,1,2) = D P (ﬁ) = HZ[%(R)]

i=1

De manera que:

P(3,1,2) = P (1, 2,33, 4)1’ (1,12) P @

e® e® e®
P(3,1,2) = (eu) re@ +el® + e(4)> <e(1) n e(2)> <e(2>>
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Esta probabilidad puede obtenerse asi mismo como suma de todas las probabilidades
condicionales consistente con el patrén de desenlaces y datos incompletos observados. Es

decir:

P(3,1,2) = P(3,4,1,2) + P(3,1,4,2) + P(3,1,2,4)

El calculo de cada sumando se realiza siguiendo el método descrito en el apartado

anterior, a partir del cual se obtiene:

a® e@® e e®
P(3,41,2) =
e t+e@+e® +e®)\e +e@ +e®)\e e /\e®

a® e® e® e®
P(3,142) =
e t+e@ +ed +ew)\e® e +e®/\e@ +e® ) \e®

a® e® e® e®
P(3,1,2,4) =
e t+e@ +ed +e@®/\ed® +e@ +e@/\e@ +e™®/\e™

Caso I1l. Empates: Datos que se caracterizan por tener dos cambios o doble informacion

incompleta o parcial sobre el suceso estudiado.
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La Verosimilitud hallada en el apartado anterior, para datos incompletos, no es
apropiada para distribuciones discretas del tiempo de supervivencia en las cuales podemos

hallar empates en dichos tiempos.

El calculo de Funcién de Verosimilitud puede obtenerse sumando todos los términos de

la funcién de verosimilitud marginal que son consistentes con los datos observados.

Asi pues si las observaciones 1 y 2 realizan un cambio en el tiempo t siendo el conjunto

de riesgo las observaciones 1, 2, 3y 4, la contribucion en la Funcion de Verosimilitud seria:

de® a@ B e® e®
[>(e®)H]d T lere®+ed® e® )/ \e@ +ed +e®

e® e®
+ (e(l) +e®@ +e® + e(4)> <e(1) +e® + e(4)>

Para simplificar los términos se aumentan todas las sumas de los denominadores para
todas la R observaciones del conjunto de riesgo, lo cual permite escribir la expresidn anterior

como.

dre®  e@ 2eMe®@

> (e®)]d [e® +e® +ed® +e™]?
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Esta expresion puede generalizarse para el caso de que existan d desenlaces en un

instante t:

dre®  e@®
[X(e®)]d

3.1.2. Estimacion de los parametros

Para no complicar excesivamente los calculos y las expresiones numéricas, y para
efectos de una mayor simplicidad se realizara el analisis utilizando Unicamente una variable

explicativa: la edad del sujeto en afios.

Asi pues, lo que se pretende es averiguar como afecta la edad del individuo en el riesgo
de que un adicto a las drogas tenga una recaida en su tratamiento de desintoxicacion. A
continuacion vamos a exponer los distintos pasos que se deben realizar para obtener la

estimacion de los parametros del modelo.
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3.1.2.1. Calculo del logaritmo de la Funcion de Verosimilitud Parcial

Sean t; <t, < - <t los k tiempos diferentes en los que ocurre algiin cambio entre

los n tiempo de supervivencia.

Las estimaciones Ma&ximo-Verosimiles se obtienen maximizando la siguiente ecuacion:

in(L(B)) = i(zim —i [aitn (Y (e®))]

i=

Siendo Z; la suma de los valores de la variable explicativa para todos los d; individuos

que realizan un cambio en el instante t;.

Desarrollando la expresion general para cada uno de los 5 instantes en los que se
produce algiin cambio, se obtiene el Logaritmo de la Funcién de Verosimilitud, en funcién

del parametro que se desea estimar:
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m(L(B)) = 458 — 1(In[€@F) + @@0B) 1 ... 4 @B8F) 1 @4h)])
+818 — 2(In[€61A) 4 €GB 4 ... e(388) 1 e@4h)])
+44B — 1(In[€@“*A) 1 ©@8P) 4 ... 4 e(88) 1 e@4h)])
+358 — 1(In[€G5A) + @GS 4 ... 4 eG8h) 1 @(@1h)])

+38p — 1(In[€G8h) + e@4h)])

3.1.2.2. Calculo del valor de las primeras derivadas

Las derivadas parciales del logaritmo de la funcién de Verosimilitud Parcial, respecto a

cada uno de los coeficientes, se calcula de acuerdo a las siguientes ecuaciones:

k ,
Z; —m;(Tg,(Xxe¥A))
AOESY [ S
i=1 t

La sumatoria general para los k instantes en los que se produce algun desenlace. Las

otras sumatorias se realizan para los sujetos expuestos al riesgo.
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Desarrollando la expresion general para cada uno de los 5 instantes en los que se
produce algin cambio, se obtiene el vector de primeras derivadas, en funcion del parametro

que se desea estimar:

45@U5B) 4 ... 4+ 24(248)

U(B) = 45— a@sp) 1 @20P) + ... + @@4h)
51€618) 4 ... + 24e(4B)
+81 — 2
eG1B) 4 @BB) 4 ... @4p)
44@0G4B) 4 ... 4 24(24P)
+44 — eM4p) 4 @28B) 4 ... 4 @(48)
35@B58) 4 ... 4 24e(24P)
+35

- eB58 1 @BG5h) 4 ... + @24

38@(38B) 4 ... 4 24e(24P)

+38 eG36) 1 )
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3.1.2.3. Calculo de la matriz de segundas derivadas

Las segundas derivadas parciales de la Funcion de Verosimilitud Parcial, respecto a cada

uno de los coeficientes, se calcula de acuerdo a las siguientes ecuaciones:

(XX e®'P)  Txe®P)(Tg X eW's)
NG (S X0 %

Iggr (B) = i lmi

Desarrollando la expresion general para cada uno de lo 5 instantes en los que se produce
algin cambio, se obtiene la matriz de segundas derivadas, en funcién del pardmetro que se

desea estimar:

1(B) =

(45)(45)e¢*3A) 4 ... 4 (24)(24)E©@4F)
eUsh) 1 ... + @4

(45€U5) 1 ... 4 24€24R)) (45€145F) 1 ... 4 24©(24R))
B (e(45ﬁ) I e(24ﬁ))2

-

(38)(38)€G%A) + (24)(24)€®H  (38€08H) 4 24€(45))(38€08H) + 24€(24R))
+ eI 1+ ) - (€GB 1 e@h)?
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3.2. Caélculo del valor B* en cada iteracién

Pasos para estimar el coeficiente g utilizando el método (Método de Newton-Raphson).

1)

2)

Se realiza una estimacion inicial g = ,. Generalmente se toma cero como primer

valor. Asi pues, la primera estimacién es g = 0.
Se calculan los valores de U (B,) y de | (B,); para ello se sustituye el valor § = 0 en
las expresiones anteriormente halladas del vector de primeras derivadas U (£) y de la

matriz de segundas derivadas | ().

Para calcular U(0) se sustituyendo el valor inicial # = 0 en la expresién general del

vector de primeras derivadas U(f), se obtiene el valor:

=)+ (02 () (4 5) (o) < (03)

U(0) = 38.555
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Para calcular 1(0) se sustituye el valor inicial 8 = 0 en la expresion general de la

matriz de segundas derivadas asi:

12 122

11916 ((320)(320)
+2< ot (X ))
7190 [(204)(204)
7% _< 62 >
4470 ((132)(132)
T2 _< 42 >
2020 /(62)(62)
(- (%))

1(0) = 312.827

H0) = (15862 ~ <(424)(424)>)

3) Se calcula la siguiente aproximacion g* de 3, por medio de la expresion:

B* = Bo+ 171 (Bo)U(Bo)
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La segunda estimacion viene dada por:

38.555

B*=0+ (m) = (0.12324881

4) Se repiten los pasos 2 y 3 reemplazado g, por 5*.

UB) = 45 68394.50347 81 (51856.71381)

)= 1577.160825

: 9801.841895 © 38 4571.648199
276.8360083 127.4019026

2 1186.808914 4

20652.72618
534.9127812

U(B) = 1.634414 — 6.388480 + 5.390479 — 0.406673 + 2.116327

U(B) = 2.346067175

1) = 1577.160825  (1577.16)2

3047460.317 (68394.5)(68394.5) 5 2337766.067 (51856.7)%
1186.808914 (1186.8)2

534.9127812  (534.9)2

167251.6532  (4571.6)2
1274019026 (127.4)2

813621.5166 (20662.7)2 N 350308.4325 (9801.8)2
276.8360083  (276.8)2

I1(B) = 51.6704386 + 2(60.6048327) + 30.3407495 + 11.7680724 + 25.1497456
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I1(B) = 240.1386715

La siguiente iteracion proporciona la estimacion:

*=0.12324881 + 2:346067175 _ 0.133018445
B =0. 240.1386715

A partir de este valor f* = 0.133018445 y siguiendo los pasos anteriores, se llega en la

altima iteracion al valor g** = 0.133293.

3.3. Calculos finales para el coeficiente obtenido

Una vez obtenido el valor final f** = 0.133293. Se puede estimar la Verosimilitud de
la distribucion muestral del coeficiente, asi como proceder al estudio de la significacion

global del modelo.
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Valor del logaritmo de la Funcién de Verosimilitud Parcial:

In(L(B)) = 5.9985 — In[402.82 + 14.38 + 181.03 + 158.44 + 24.51]
+10.7973 — 2In[896.32 + 54.54 + 106.2 + 158.44 + 24.51]
+5.8652 — In[352.55 + 41.78 + 158.44 + 24.51]
+4.665 — [n[106.2 + 106.2 + 158.44 + 24.51]
+5.0654 — In[158.44 + 24.51]
In(L(B)) = 5.9985 — In[2445] + 10.7973 — 2In[1845.71] + 5.8652 — [n[788.65] +

+4.6655 — In[394.32] + 5.0654 — [n[181.92]

In(L(B)) = —8.3132

Calculo del error estandar del coeficiente g hallado.

Puesto que el valor hallado del coeficiente 8** es una estimacion del valor real, vendra
afectado por un determinado error. El valor del error estandar puede ser obtenido por medio
de la matriz de informacion de Fisher. Para ello se obtiene el valor de la matriz de segundas

derivadas para el coeficiente f** = 0.133293 obtenido.
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Este valor resulta ser: I1(8) = 226.81

La matriz de varianzas covarianzas de los coeficientes viene dada por la inversa de la
matriz de informacion. En nuestro caso, al ser Unico coeficiente, la varianza viene dada por

la inversa del valor obtenido:

= 0.004409

1B =Var(B) = 5oeay

De donde resulta que el error estandar (EE) buscado es:

EE(B) = 0.0664.

Calculo del test Ji-cuadrado global

A partir del vector de primeras derivadas y de la matriz de segundas derivadas, el test de
Rao (score test) permite estudiar la hipotesis nula que el vector de coeficientes es un valor
nulo. Bajo la hipotesis nula este test (Miller, 1981, p.125; Lawless, 1982, p.440; Hill et al,
1990, p.83) sigue una Distribucién Ji-cuadrado con grados de libertad igual al orden del
vector de coeficientes estimado.
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En este caso, el orden del vector es 1. Asi pues:

¥2 = U'(0)U-1(0)U(0) = 38.553( )8.55 = 475

312.827

3.4. Interpretacion del Coeficiente del Modelo de Regresion de Cox

Los coeficientes del Modelo de Regresion de Cox indican la relacion existente entre la
variable explicativa correspondiente y la funcidn de riesgo. Un valor positivo del coeficiente
supone un aumento en el valor de la funcion de riesgo para el sujeto, lo cual con lleva una
relacion negativa con el tiempo de cambio. Es decir, un coeficiente positivo indica un mayor

riesgo de que se produzca el cambio.

El siguiente Modelo de Regresion de Cox visto anteriormente queda de la siguiente

manera:

h(t|x) = hy(t)@(0:133293(EDAD))

El valor g = 0.133293 significa que el incremento de un afio de edad aumenta el
logaritmo de la tasa de riesgo en 0.133293 (controlando las otras variables incluidas en la
ecuacion).
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De esta manera concluimos que el Modelo de Regresioén de Cox, puede ser utilizado,
cuando sea necesario estimar la funcién de riesgo h(t|x), dentro de un conjunto de variables
explicativas (variables independiente) 6 mas bien cuando sea necesario la probabilidad

condicional del individuo en investigacion.

Ademas, 100(€0133293 — 1) = 100(1.1426 — 1) = 14.26 proporciona el cambio en
porcentaje en la tasa de riesgo que se produce con cada unidad de cambio en la variable
independiente. Es decir, que en ocho meses aumenta la tasa de riesgo en un 14.26% respecto

a su valor inicial, para los sujetos en estudio del Centro de Rehabilitacion “Fe y Esperanza”.

3.5. Segunda aplicacion

En la segunda aplicacion se utilizara la Distribucion Exponencial, vista y analizada en el
capitulo I la decision de usar este modelo, esta sustentada por las caracteristicas de los datos
obtenidos. Donde se observé que el tiempo de falla de los focos, no dependia de lo que habia
sucedido anteriormente. Cumpliendo asi con una de las propiedades de la Distribucién

Exponencial.

A continuacién se presenta de forma ilustrativa, la estimacion de la funcién de
supervivencia, la tasa de fallo y el valor esperado de la Distribucién Exponencial, mediante
el Método de Maxima Verosimilitud, aplicando asi la teoria menciona en los capitulos

anteriores.
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Distribucion Exponencial. Para esta aplicacion se comenzara definiendo a T como una
variable aleatoria, que representa el tiempo de vida util de los componentes electronicos. Se

dice que T tiene una Distribucion Exponencial con parametros A > 0. Optaremos por usar

. . -, . - 1 - -
esta Distribucién con reparametrizacion 6 = S en este caso haremos uso de la siguiente

ecuacion:
-t
ft)y=0"1€e
Donde:
w _
6=—=t
n
n
w = Z ti
i=t
Y
1= 1
)

Entonces la ecuacion s(t) = €~ se convierte en:

s(t) = ev (35.1)
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Como ya se menciono en los capitulos anteriores, es el Gnico modelo con tasa de fallo

constante.

/le—/lt
e—/lt =4

h(t) =

La probabilidad de fallo condicionada a que el elemento o componente este en uso no

varia con el tiempo. Esta propiedad se denomina falta de memoria.

La Distribucion Exponencial, es una de las méas comunes en los textos estadisticos y en

los modelos de supervivencia.

Por ejemplo para calcular la probabilidad que un componente electronico (foco) con

vida media de 638.75 horas funcione mas de 700 horas. Se usara la ecuacion (3.5.1)

Sustituyendo 1=

en la ecuacion (3.5.1) se tiene:
2] 638.75

—700

s(T > 700) = €63875 = 0.3342
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3.5.1. Estimacion Paramétrica

El proceso de ajuste del modelo estadistico a partir de datos muestrales se obtienen de la

siguiente manera:

e Se estudian los datos mediante técnicas de Estadistica Descriptiva.
e Se elige un modelo de Distribucion de Probabilidad.

e Se estima la funcion.

En la investigacion, y como parte de una de las aplicaciones, se recopilé informacion en
la Granja de Pollos de Engorde “Martinez”, donde se tiene un control de la duracién de la
vida util de los focos, entre otras observaciones que ahi se utilizan, 20 de estos focos se les

conocid el tiempo de falla en horas.

A continuacidn se presenta una matriz de datos, que contiene los tiempos de vida util de

los 20 focos.

Para mayor comodidad, en la tabla 3.3 el tiempo de vida util de los focos se han

ordenado en funcion de la variable tiempo de durabilidad de los productos.
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CASO TIEMPO EN HORAS (FOCOS)
1 372
2 388
3 397
4 412
5 427
6 453
7 477
8 498
9 515
10 547
11 591
12 608
13 657
14 702
15 758
16 796
17 867
18 956
19 1076
20 1278

Tabla 3.3 Matriz de Datos recopilados
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3.5.2. Estimacion de la Funcion de Supervivencia.

Si conocemos la funcién de supervivencia, podemos obtener una estimacion de la misma

a partir de los datos observados mediante el método de la Maxima Verosimilitud.

Para ello, debemos construir la Funcion de Verosimilitud que dependerd de cémo se
recogen los resultados. El caso més sencillo es cuando disponemos del tiempo t; en el que se
presenta el suceso en cada uno de los individuos o componente observados. En este caso, Si

la funcion de supervivencia y la correspondiente densidad es la siguiente expresion:
s(t,0) - f(t,0) (3.5.2.1)

Podemos indicar la Verosimilitud como:

n
L= 1_[ £(t,0) (3.5.2.2)
i=1
Siel vectores 6 = (01, s Hp), podemos obtener los estimadores a partir de las ecuaciones:

—=0; j=1,..,p (3.5.2.3)
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La varianza de los estimadores puede obtenerse calculando la siguiente matriz de datos

de Fisher:

R 92in(L)
@ =-("55),
6
v(@)=1(8)" (3.5.2.4)

3.5.3. Funcion de Supervivencia Exponencial sin Censura

Supongamos que f(t) = A@~*. En este caso, si hemos observado el suceso en todos

los individuos o componentes y haciendo uso de la ecuacion (3.5.2.2) tenemos:

n
L= ﬂae-“
i=1

Aplicando logaritmo natural y sus respectivas derivadas parciales a la ecuacion anterior,

se obtienen los siguientes estimadores: 1 y la varianza estimada V(ﬁ), respectivamente.

In(L) = In <1l[ Ae"“)
In(L) = i In(1) — Zn: At;
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h
N
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l
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Il
S
/-~
NgE
ot
~_
AR

i=1 i=1
0%In(L) n . A2
922 2 V(1) n

Por lo tanto, a partir de las observaciones del momento en que se producen los sucesos,
podemos obtener el parametro requerido para caracterizar la funcién de supervivencia

exponencial.
3.5.4. Funcién de Supervivencia Exponencial con Censura Tipo |

La situacién mas comun en el analisis de supervivencia se caracteriza por la presencia
de censura por la derecha. En este caso, tenemos dos tipos de observaciones. En primer
lugar, los focos para los cuales se observa el suceso en un tiempo t; (no censurados). Por
otra, los focos para los cuales no se observa el suceso antes de dicho tiempo (censurados).
Por lo tanto, para los focos censurados tenemos el suceso: T >t;. En este caso, si
disponemos de n focos no censurados y m focos censurados, la Funcion de Verosimilitud

puede construirse asi:

L= ﬁ f () ﬁ s(¢;) (3.5.4.1)
i=1 j=1

En el caso de la Distribucién Exponencial la funcién de supervivencia correspondiente
es de la forma s(t) = @~*, formando la Funcién de Verosimilitud tenemos:
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n m
L= nle—ui 1_[ oAt
i=1 j=1
n m
in(L) = In 1_[ 1e-it 1_[ et
i=1 j=1

n m
(L) = nln@ =2 =2 )
i=1 =1
n m
i@ =na-2| Y t+ >y
i=1 =1

In(L) =nl—2Am

oln(L) n P n

= — — - = —

or 1 " w
0%In(L) n ~ A2
oz~ eV =W=7

A partir de aqui podemos inferir muchas propiedades de la Distribucion Exponencial.

Para la investigacion, como los datos observados no presentaron ningun tipo de censura,

debido a que se les conocio el tiempo de vida util, por lo tanto no haremos uso de la ecuacién

(3.5.4.1), ni de la expresion anterior.
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Consideremos las observaciones de la tabla 3.3 de la matriz de datos anterior con n = 20

n
W=Zti=372+388+397+412+427+453+477+498+515+547+591

i=1
+ 608 + 657 + 702 + 758 + 796 + 867 + 956 + 1076 + 1278

W =12,775
Por lo tanto la media muestral correspondientes a estos datos es:

E_H_W_12,775
7 n 20

= 638.75

Donde:

o)

n
w

20
12,775

o)
Il

A= 0.00156555773

Y la varianza correspondiente a estos datos es:

o A2

_ (0.00156555773)%

V(1) >0

V(4) = 0.0000001225485503
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Por lo tanto la Funcion de Supervivencia correspondiente a estas observaciones es:

s(T > t) = @~(0.00156555773)(1)

Por ejemplo, la probabilidad de que un componente dure mas de 800 horas sera:

s(t) =et

S(T > 800) — e—(0.00156555773)(800) = 0.2858

3.5.5. Ajuste del Modelo Exponencial

Al estimar la Funcion de Distribucion Empirica de los datos y representarla en unas

escalas tales que si el modelo elegido es correcto los datos presentan aspecto lineal.

Pasos para el Ajuste del Modelo Exponencial

e Ordenamos los datos de menor a mayor

e Estimacion de la Funcion de Distribucion corregida mediante:

_(i-03)

Tt 04) (3.5.5.1)
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e Construccion del gréfico adecuado hasta que los datos formen una recta.

Construccion del grafico exponencial. Para comprobar que nuestros datos son

Exponenciales, retomamos la Funcidn de Supervivencia s(t).

s(t) = ed

Y aplicando logaritmo natural a la ecuacion anterior se tiene:

In(st)) = In (e‘g)

t

In(st)) = - ]

Como:

Fit)=1—-s(t)=>s(t)=1-F(t)
s(t) =1-F(t)
€s =1-F(1)
In (e%t> = In(1 - F(D))
t

In(1-F(t)) = -3
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A continuacién se realizan los calculos necesarios, para determinar si los datos

recopilados en la investigacion son Exponenciales.

Estimacion de la Funcién de Distribucion Corregida mediante la siguiente ecuacion:

_(i-03)
ET (n+04)

Los n registros de los tiempos de fallo se ordenan de menor a mayor (como estéan en la

tabla 3.4) y se les asigna un nimero de orden i del 1 an.
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TIEMPOS ORDEN _ (i—0.3)
(20 + 0.4)
372 1 0.03
388 2 0.08
397 3 0.13
412 4 0.18
427 5 0.23
453 6 0.28
477 7 0.33
498 8 0.38
515 9 0.43
o547 10 0.48
591 11 0.52
608 12 0.57
657 13 0.62
702 14 0.67
758 15 0.72
796 16 0.77
867 17 0.82
956 18 0.87
1076 19 0.92
1278 20 0.97

Tabla 3.4 Matriz de Datos de la Funcion de Distribucion Corregida
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TIEMPOS ORDEN  F = (go_+0(.)2) In(1—F(t))
372 1 0.03 0.03
388 2 0.08 0.08
397 3 0.13 0.14
412 4 0.18 0.20
427 5 0.23 0.26
453 6 0.28 0.32
477 7 0.33 0.39
498 8 0.38 0.47
515 9 0.43 0.55
547 10 0.48 0.64
501 11 0.52 0.74
608 12 0.57 0.85
657 13 0.62 0.97
702 14 0.67 111
758 15 0.72 1.27
796 16 0.77 1.46
867 17 0.82 1.70
957 18 0.87 2.02
1076 19 0.92 2.44
1278 20 0.97 3.38

Tabla 3.5 Matriz de Datos de la Funcién de Distribucién Corregida con aspecto lineal.
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Colocando en el eje y la variable y = ln(l - F(t)) y en eje X la variable t, los datos de

la tabla 3.5 se obtiene la siguiente figura.

4
1-r
¥ 35 ry
3
25 +
2 *
*
15 ¥
+
1 :++
05 /’
0 T T T T T T 1 X
0 200 400 600 800 10400 1200 1400
t
Figura 3.2

Como se puede observar en la figura 3.2, los datos presentan una escala lineal, por lo

tanto corresponden a una Distribucion Exponencial.

De esta manera concluimos que los datos corresponden a una Distribucién Exponencial,
ademas, este Modelo Exponencial, puede ser utilizada cuando se tiene la posibilidad de tener
datos que no presentan ningun tipo censura, es decir, que se les conoce el tiempo de falla, y

datos censurados a los que no se les conoce el tiempo en que presentaron la falla.
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Por lo tanto, la Funcion de Supervivencia s(t), correspondiente a la Distribucién
Exponencial, con la informacion obtenida en la Granja de Pollos de Engorde “Martinez”

queda finalmente de la siguiente manera:

s(t) = @~(0.00156555773)(t)

La cual representa, el valor de la Funcién de Supervivencia en el tiempo "t" vy la
probabilidad de que un foco en estudio en la Granja de Pollos de Engorde “Martinez”,

funcione mas alla de ¢ horas.

En muchas situaciones de interés conviene considerar el efecto de un conjunto de
variables predictoras (covariables) en la supervivencia. Asi, en un estudio acerca de la
respuesta a un tratamiento, puede ser interesante estimar la supervivencia en funcion de la
edad, sexo, gravedad, etc. En este caso, debemos especificar el efecto de las variables

predictoras.
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CONCLUSIONES

El uso de la estadistica en distintas areas ha ido adquiriendo cada vez mayor auge, en
particular las Ciencias Naturales. EI Modelo de Riesgo Proporcional es en ocasiones
utilizado para representar los efectos de un conjunto de variables explicativas (variables
independientes) sobre las variables tiempo de cambio (tiempo de supervivencia), 0 mas bien

sobre la probabilidad condicional de cambio, es decir sobre la Funcidn de Riesgo

Para los estudiosos es de gran interés conocer modelos probabilisticos diferentes a los
comunes con los que sea posible realizar predicciones confiables sobre tiempos de vida
(muertes/fallas) en individuos o componentes. La Distribucion Exponencial es una de las

Distribuciones utilizadas para el estudio de tiempos de vida de componentes.

En este trabajo se mostraron las bases teoricas de las principales Distribuciones
aplicables en las Funciones de Supervivencia en una forma general para el analisis de

tiempos de vida.

Sin embargo, en la naturaleza existen fendmenos aleatorios en los cuales no siempre se

puede ajustar satisfactoriamente alguna de las Distribuciones revisadas en el Capitulo 1.

Después de recopilar toda la teoria acerca de los Modelos de Supervivencia, se
obtuvieron finalmente las aplicaciones para modelar de forma practica mediante la
informacion facilitada por el Centro de Rehabilitacion “Fe y Esperanza”, y por la Granja de

Pollos de Engorde “Martinez”, empleando asi el Método de Méxima Verosimilitud para la
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estimacion de los pardmetros, del Modelo de Regresion de Cox y de la Distribucién

Exponencial.

La importancia de este trabajo de investigacién se fundamenta en la parte tedrica y la

parte de aplicaciones. Una vez mencionado lo anterior, estamos seguros de que este trabajo

sera una buena guia para las personas interesadas en el anélisis estadistico de tiempos vida.
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