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INTRODUCCION

Los procedimientos estadisticos que no requieren plantear ciertas suposiciones fuertes previas como
se hace con la inferencia clasica acerca de las distribuciones poblacionales o cuando no hay un
supuesto de trabajo paramétrico previo, es decir, las cuestiones que se tienen que resolver son mas
generales: estimar una cierta caracteristica de una poblacion que no tiene un modelo probabilistico
conocido, verificar si el comportamiento de una poblacion corresponde a un determinado modelo
probabilistico, etc. Los procedimientos que resuelven dicha cuestiones, se le conocen como
métodos no paramétricos o de distribucion libre.

Actualmente en nuestro pais es dificil encontrar aplicaciones donde se utilicen métodos no
parametricos, dado que en la mayoria de los casos los investigadores y en muchos de los libros de
estadistica hace referencia al uso de la estadistica Paramétrica. Para tal efecto, el presente trabajo
de graduacion tiene como finalidad mostrar los conceptos generales sobre la Estadistica no
Paramétrica como una alternativa de los métodos paramétricos cuando éstos no se puedan aplicar;
ademas se presenta ciertas pruebas no paramétricas mas relevantes para el contraste de hipétesis
estadistico. Esta investigacion esta conformada por cuatro capitulos siguientes: 1) Introduccion y
conceptos basicos de estadistica no paramétrica, 2) Teoria para los procedimientos de pruebas
métodos no paramétricos, 3) Estimaciones Robustas y 4) Aplicaciones de Estadistica no

Paramétrica.

En el primer capitulo constituye una introduccion general de los conceptos basicos de la Estadistica
no Paramétrica, donde se conocen definiciones especificas de los métodos paramétricos y no
paramétricos, asi como también las diferencias principales. Se menciona ademas una introduccion

de las estadisticas de orden cuya objetividad es manipular las muestras de manera ordenada.

En el capitulo dos desglosa pruebas de inferencia de tipo no paramétrico, centrandose en los casos
de los contrastes de hipétesis. Tras justificar la necesidad de la inferencia, se comentaran algunos
de los contrastes no paramétricos mas conocidos y los resultados generales en los que se basan.
Revisaremos algunas de las pruebas No Paramétricas mas generales existentes tales como:
Pruebas de bondad de ajuste, Pruebas de asociacién, Pruebas de Rachas y Pruebas de

Localizacion.



El capitulo tres contiene una introduccion sobre los métodos robustos, éstos pretenden minimizar la
influencia de datos atipicos u otras observaciones anomalas cuando éstos llevan una equivocacion
en las suposiciones basicas. Dentro de los métodos robustos tenemos el Bootstrap, el cual es
valioso en situaciones donde la teoria existente es intratable o dificil de aplicar. La caracteristica
principal de este método es que la distribucion del estadistico se determina simulando un numero
elevado de muestras aleatorias con reemplazamiento construidas directamente a partir de los datos

observados.

En el capitulo cuatro desarrolla una aplicacion especifica del uso adecuado de la inferencia
estadistica no paramétrica, para proporcionar herramientas necesarias en el anélisis de la
informacion. La aplicacion esta enfocada en aspectos sociales tomando como base a la Encuesta de
Hogares de Propdsitos Maltiples (EHPM) presentando una metodologia de base, tales como: 1)
Busquedas de pruebas no Paramétricas sobre ciertas variables socioeconémicas para una muestra,
dos muestras 0 mas muestras 2) Aplicaciones sobre métodos de remuestreo el mas conocido el

Bootstrap para estimacion de varianzas.

Finalmente se muestra un apéndice de tabla que es necesario para contrastar los estadisticos de

prueba, asi también referencias bibliograficas de esta investigacion.
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Capitulo |

1.1 Introduccion

Una manera de definir la estadistica es considerando una serie ordenada de métodos que se
ocupan de la recoleccién, organizacién, presentacion, analisis e interpretacion de datos
cualitativos o cuantitativos. Se acostumbra a dividirla, segun el propésito que se persigue ya sea
en descriptiva o inferencial. La estadistica descriptiva consta de una serie de procedimientos
disefiados para recoger, organizar, resumir y presentar la informacion contenida en una muestra
extraida de una determinada poblacion; es decir la descripcion de los datos y la estadistica
inferencial engloba una serie de estrategias que permiten generalizar (inferir, inducir) las
propiedades de ese conjunto de datos contenida en una muestra al total de datos (poblacion) a
los que representan; es decir la extraccion de conclusiones. La inferencia estadistica paramétrica
es una de las herramientas principales e importantes para el anélisis de datos, se aplica
fundamentalmente en la estimacién de parametros y pruebas de hipétesis; la base de estas
pruebas se fundamenta en modelos probabilisticos determinados. Muchas veces se asumen
determinados modelos por caracteristicas que poseen los estadisticos como es el caso de la

normal para X por el teorema central del limite, independientemente del modelo F(X);

también esta el caso de la Chi-cuadrado en la prueba de bondad de ajuste para muestras
grandes, etc. Sin embargo, muchas veces, en aplicaciones practicas no se cumple el supuesto
de normalidad o ninguna distribucion clésica. Lo ideal entonces serd buscar técnicas de

inferencia que sean validas independientemente de la distribucion de la poblacion F(X) en

estudio.

Para tal efecto, el presente capitulo constituye una introduccion general de los conceptos basicos
de la Estadistica no Paramétrica, donde se conocen definiciones especificas de la estadistica
paramétrica y no paramétrica, ejemplificandose particularmente la necesidad de transcender a
los procedimientos de pruebas no paramétricas. En la estadistica no paramétrica se menciona
ademas una introduccion de las estadisticas de orden cuya objetividad es manipular las
muestras de manera ordenada, son especialmente utilizadas en aplicaciones como:
- El valor méximo en la muestra estadistica ordenada es de interés en el estudio de
inundaciones y otros fendmenos extremos meteorologicos.
- El' minimo valor en la muestra estadistica ordenada son usados para fenémenos donde,
por ejemplo, la fuerza de una cadena depende del eslabdn méas débil.

- Los estadisticos de orden son usados para estudiar datos atipicos (outliers).

B B N B B A B B B B N B B N B B B B A B B B S A N A S A M
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1.2 Escalas de medicién de las variables.

El analisis estadistico o andlisis de datos se basa, obviamente, en datos o variables, rasgos o
propiedades de un grupo de elementos que toman diferentes valores, magnitudes o
intensidades, etc. Lo cual significa que, para poder analizar datos, es necesario asignar numeros
0 cadigos a las caracteristicas que se desean estudiar, este proceso se le denomina Medida o
medicidn, que es ajeno a la estadistica. De este proceso se encarga: La teoria de la medida?.

Para analizar datos referidos a la variable sexo, puede atribuirse el numero 1 a la modalidad
varon y el nimero 2 a la modalidad mujer. La relacion que se establezca entre estos numeros
solo podra ser de igualdad o desigualdad. No se podré, por ejemplo, establecer una relacion de
orden (es decir, de mayor a menor), pues el valor 2 no indica mayor cantidad de sexo (ser mujer
no indica, como es evidente, mayor posesion de la caracteristica sexo que ser hombre, a pesar
de que 1< 2).
Por lo tanto, dependiendo de la riqueza de las relaciones que se pueden establecer entre los
diferentes valores de una variable, existiran diferentes niveles o escalas de medida.
Tradicionalmente se han distinguido cuatro escalas o niveles de medida2:

a. Nominales (conceptos cualitativos clasificatorios )

b. Ordinales (conceptos cualitativos comparativos)

c. De intervalos (concepto cuantitativos discretos o discontinuos)

d. Proporcional o de razén (conceptos cuantitativos continuos).

1.2.1 Escala Nominal

Sea X una caracteristica observable en una poblacién. Diremos que X esta medida en una
escala nominal si la Unica relacién que se establece entre las modalidades es la relacién de
igualdad. Consiste en clasificar en categorias a los sujetos u objetos, de modo que todos los
sujetos u objetos clasificados dentro de una misma categoria sean equivalentes respecto a la
variable o propiedad que se esta midiendo. Tras esto, se asignan simbolos 0 numeros a las
categorias establecidas. Las categorias utilizadas (que seran tantas como niveles o categorias
tenga la variable que se desea medir) deben reunir tres propiedades: exhaustividad (cada sujeto
u objetos pueden ser clasificado en alguna de las categorias establecidas), complementarias

1 Tiene por objeto el estudio de los diferentes modelos que permiten establecer las reglas que es necesario seguir
para una correcta asignacion de numeros.

2 En esta investigacion se tomard como jerarquia esta clasificacion para las escalas de medida. Por ejemplo: una
medida nominal sera inferior a un dato de razén, asi como una ordinal es inferior a una medida de intervalo.
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(todos los sujetos u objetos pueden ser clasificados y cada uno de ellos sera el complemento del
conjunto universo) y exclusividad (cada sujeto u objeto pueden ser clasificados en sélo una de
las categorias establecidas; las categorias no se repiten). Esta escala de medida es la mas débil
de todas ya que los numeros asignados actian simplemente como nombres o rétulos para
identificar cada una de las categorias establecidas, la Unica relacion que es posible establecer

entre los sujetos u objetos medidos es la de igualdad- desigualdad.

Hay muchos ejemplos de variables en las que sélo puede conseguirse un nivel de medida
nominal: el sexo (masculino, femenino), el estado civil (soltero, casado, divorciado, etc.), etc.
También notemos que entre estos valores, no cabe, obviamente, ninguna jerarquia, no esta

trazando ningun ordenamiento para que las categorias de clasificacion sean Utiles.

Un caso particular, seria la variable color de ojos con la siguiente categoria establecida café,
azul, verde, negro. A cada uno se le puede asignar simbolos que servira como etiquetas para
sustituir los nombres que permiten facilitar la estructura de una base de datos y los analisis
respetivos.

Y podemos usar las siguientes etiquetas: A = café, B = azul, C = verde, D = negro; también
podria ser 1 = café, 2 = azul, 3 = verde, 4 = negro.

Pero es necesario reiterar que esta asignacion de valores alfabéticos o numéricos no indica
orden sino simplemente una identificacion a cada categoria sin involucrar una jerarquia. En
sentido matematico; toda clasificacion constituye una particion de un conjunto universo no vacio.

Sea el conjunto universo = El color de los 0jos de las personas de El Salvador.

Una particion como la anterior requiere una relacion de equivalencia (~) que implica tres
propiedades: reflexiva (A ~ A), simétrica (si A~ B, entonces B ~ A) y transitiva (siA~ByB~C
entonces A ~ C).

Para nuestro conjunto universo que hemos ejemplificado vamos a definir la siguiente relacion de
equivalencia: A esta relacionado con B si A posee igual color de ojos que B.

Abreviadamente lo denotamos por: A~ B

Y trataremos de verificar que esta es una particion del conjunto universo

B B N B B A B B B B N B B N B B B B A B B B S A N A S A M

Estadistica no Paramétrica 12



Capitulo |

P1 Reflexiva

A~ A es obvio ya que se habla de la misma persona y por lo tanto tiene el mismo color de ojos.
P2 Simétrica

A~B=B~A

Si A~ B entonces A posee igual color de ojos que B, pero el orden de esta relacién es lo mismo
que se diga que B posee igual color de ojos que A, por lo tanto B ~ A.

P3 Transitiva

SiA~ByB~C = A~C

Si A tiene igual color de ojos que B y B tiene igual color de ojos que C, es légico que A tiene el
mismo color de ojos que Cy A~ C.

Una escala nominal, no es otra cosa que una clasificacion, debe cumplir, entonces, con alguna
relacion de equivalencia. La escala nominal permite calcular, en el ambito de la estadistica

paramétrica, frecuencias, proporciones, porcentajes, moda.

1.2.2 Escala Ordinal

Sea X una caracteristica observable en una poblacion. Diremos que X esta medida en la
escala ordinal si, ademas de la relacion de igualdad, la unica relaciéon que podemos establecer
entre las modalidades es la relacién de orden. Consiste en asignar a los sujetos u objetos
medidos un numero que permite ordenarlos segun la cantidad en la variable que poseen. En la
escala ordinal, ademas de estar presente la relacion de igualdad- desigualdad propia de la
escala nominal, los numeros asignados permiten afirmar si la cantidad de variable que posee un
sujeto u objeto es mayor que 0 menor que la cantidad de variable que posee otro sujeto u objeto
cualquiera.
En las ciencias sociales y de la salud es frecuente encontrarse con variables en las que resulta
apropiado utilizar una escala de medida ordinal por ejemplo: Cuando se realizd el Mapa de
Pobreza en El Salvador 3 en el afio 2004 se clasificd la pobreza del pais de la siguiente manera

4+ No Pobres

+ Pobreza Relativa

+ Pobreza Extrema
Esta clasificacion supone un orden de “mayor 0 menor que” es decir se establecio un criterio
donde se compara la canasta basica con los ingresos per- capita de los hogares en El Salvador.
Por ejemplo si en un hogar su ingreso per - capita caia en menos de $100 mensuales se

clasificaba como pobreza extrema.

3 Fuente: Mapa de Pobreza realizado por el FISDL -DIGESTYC.
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Ademas las variables que se pueden medir con esta escala son de tipo cuantitativo y en ésta,
las variables pueden tomar diferentes valores clasificatorios, como se ha mencionado
anteriormente se puede ordenar en forma ascendente o descendente, pero no se puede saber si

la diferencia entre dos valores es la misma o diferente entre otros dos valores.

Asi, si medimos, por ejemplo, el grado de satisfaccion y le asignamos numeros del 1 al 5, no

podemos afirmar que x; =2x; aunquex; =4 y x; =2, tampoco tendria sentido operaciones
algebraicas tales como x; +x; 0 x; — ;. SOlo tienen sentido las relaciones de igualdad y

orden. Ejemplos: Grado de Satisfaccion, Calidad de Servicios, Nivel de Estudios...

En resumen, se usa la escala ordinal cuando se pueden detectar diferentes grados del valor de
una variable y que los datos recopilados a partir de ella, se pueden ordenar por rangos. Por
ejemplo, a una persona se le presentan tres refrescos diferentes y se le pide que exprese su
preferencia (ver tabla 1.1), podemos utilizar la escala ordinal y establecer un orden de 1°, 2°, 3°
lugar en cuanto a sus preferencias, pero la diferencia en las puntuaciones no tiene importancia,
pues no se puede saber si la diferencia entre un tres y un dos es la misma que entre un uno y un

dos.

Tabla 1.1. Preferencia de refrescos

[ Refresco | Prefeencia
Pepsi 90
Coca Cola 150
Fanta 60
n 300

Especificando que: 1° Coca, 2° Pepsi y 3° Fanta

o Ladiferencia absoluta entre el 2°y 1° es 1

e Ladiferencia absoluta entre el 3°y 2° es 1
Ambas diferencias, aunque son iguales no tienen sentido porque la verdadera diferencia entre 1°
y 2° son 60 preferencias; mientras que entre el 2° y 3° es 90 y por tanto no son iguales, con esto
ejemplificamos que las operaciones algebraicas entre la escala ordinal no tiene sentido.

B B N B B A B B B B N B B N B B B B A B B B S A N A S A M

Estadistica no Paramétrica 14



Capitulo |

1.2.3 Escala de intervalos

Este tipo de escala posee las caracteristicas de ser nominal y ordinal; ademas la principal
caracteristica que la define es que se puede determinar la magnitud de la diferencia existente
entre dos objetos medidos, los objetos de la variable se pueden distribuir en intervalos
igualmente espaciados, es decir, la unidad de medida esta claramente determinada y se asigna

a cada objeto medido un numero indicativo que lo ubica en uno y solo un intervalo.

Asi un objeto al que se le asigna la puntuacion 12 en una escala de intervalo tiene, en cantidad
de variable, 2 unidades de medida mas que un objeto al que se le asigna la puntuacién 10; del
mismo modo, un objeto al que se le asigna la puntuacién 6 tiene 2 unidades de medida mas que
un objeto al que se le asigna la puntuacion 4. Entre 10 y 12 existe la misma diferencia, en
cantidad de variable, que entre 4 y 6. Sin embargo, en la escala de intervalo no se puede afirmar
que 12 es el doble de 6. En la escala de intervalo no existe el cero absoluto, es decir, no existe
un valor numérico que indique ausencia total de cantidad de variable. El valor numérico 0 es un
punto mas de la escala, un punto arbitrario. La temperatura, por ejemplo, es una variable que se
mide utilizando una escala de intervalo. Cuando se dice, en escala Celsius, que ayer hubo 20
grados de temperatura méxima y hoy 25, se esta diciendo no so6lo que hoy hubo mas
temperatura que ayer (afirmacion propia de la escala ordinal), sino que hoy hubo 5 grados mas
de temperatura que ayer. Del mismo modo, 20 grados son 5 mas que 15. La diferencia entre 15
y 20 grados es la misma que entre 20 y 25, y esto va mas alla de lo que puede afirmarse con una
escala ordinal. Sin embargo, no es posible afirmar que 20 representen el doble de temperatura
que 10. Esto es debido a que, en la escala Celsius, el punto cero es un punto arbitrario de la
escala y, por tanto, no indica ausencia de cantidad de variable.

1.2.4 Escala de Razon

Diremos que una variable esta medida en una escala de razon si a través de un proceso de
medicién es posible asignar valores numéricos (valores reales) a la variable, en los que el cero
representa la ausencia de dicha variable. Este tipo de escala posee todas las caracteristicas de

las escalas anteriores, es decir, es la escala mas completa de medicion.

Ejemplos de escala de razén son las siguientes: el tiempo, la extension, el peso, la longitud, la
masa, la intensidad de la corriente eléctrica y otras variables del mundo fisico. Pero si medimos

ciertos cuerpos en metros, no solo es posible afirmar que la diferencia existente entre 300 y 600
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metros es la misma que entre 600 y 900 (afirmacién valida también en la escala de intervalo),
sino, ademas que 600 metros son el doble de 300 metros.

Otro situacion sera, la variable gasto mensual de una persona que no tuvo gastos durante la
semana, entonces es valido decir que sus gastos mensuales fueron iguales a cero; también es
posible realizar ciertas operaciones matematicas, tales como la obtencién de proporciones y
cocientes. Esto quiere decir que un valor de 20 en una escala de este tipo es el doble de un valor

de 10, o de las dos terceras partes de 30.

Dificilmente las escalas que intervienen en las ciencias sociales son medidas con escalas de
razones, ya que son contados los casos en que dichas variables pueden ser definidas con la
exactitud y la precision necesarias. La economia y la demografia son, entre estas disciplinas, las
que mas utilizan escalas de razones. También son de interés en la economia y administracion
estos tipos de variables, otro ejemplo, podria ser la antigliedad de una persona en una empresa;
si sabemos de alguien que apenas va a entrar a trabajar ahi y no tiene antigiiedad se puede
decir que su antigliedad es igual a cero afios 0 meses. En resumen; este tipo de escala
constituye el nivel mas completo de medicion y admite todas las técnicas y pruebas tanto

paramétricas como no parameétricas.

1.3 Diferencias en los requerimientos de los métodos paramétricos frente a los no

paramétricos.

Como hemos venido mencionando, al realizar un andlisis de datos el investigador se enfrenta o
se predispone a un conjunto de herramientas estadisticas que metodoldgicamente se ocupan de
analizar e interpretar la informacién. Uno de los métodos estadisticos méas importantes en la
rama de la estadistica es hacer inferencias a los datos, es decir, “extraccion de conclusiones’.
Tal es el caso cuando estamos estimando y realizando algun tipo de prueba de hipétesis, esta
metodologia que hemos mencionado han sido basados en las pruebas paramétricas cuya
objetividad primaria es que se distinga o se identifique a la poblacién de donde procede, es decir,
identificamos el tipo de distribucién clasica basandose principalmente en un conjunto de
suposiciones. Pero este método tradicional sigue un procedimiento o una especificacion de

pasos para el analisis inferencial que a continuacion se muestra:

1) Eltipo de medida de la variable a analizar. Se distingue en que clasificacion de escala se

encuentra la variable.
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2) Ladistribucion que caracteriza a la medicion de la variable.

3) Lahomogeneidad de las varianzas en los grupos de ellas, el impacto de los residuos y el
tamano de la muestra.

4) El poder de la prueba que se usara, es decir, la capacidad de aceptar o rechazar,
correctamente, la hipotesis nula. Es decir el tipo de test que se aplicara para justificar la
aceptacion o rechazo de la hipétesis. En el Tabla 1.2 se presenta una guia para la

valoracién de los datos estadisticos de caracter cuantitativo.

Tabla 1.2: Valoracion de las caracteristicas de los datos

1. Determinar el tipo de medida de la variable de interés. Es decir identificar en las
variables de estudio el tipo de escala al que pertenece.

2. Valorar la distribucion de las variables.

Medidas de tendencia central para cada variable. (si es posible calcularla)
Sesgo y curtdsis para cada variable (calcular la curtésis y la simetria)

Valoracion visual de la distribucion de los datos (graficando las variables en
plots Q-Q)

Examinar los diagramas de las probabilidades de la distribucion.

Si se considera necesario transformar las variables.

Ver los resultados de la transformacién.

3. Ver el tamafio de muestra total y de los subgrupos

4. Determinar que prueba estadistica paramétrica o no paramétrica es la mas adecuada.

Se enumera el procedimiento o valoracién de las caracteristicas a los datos en estudio; asi
pues, conociendo tal procedimiento de andlisis las pruebas usadas aqui son las de la

estadistica paramétrica.

Los procedimientos estadisticos no requieren plantear suposiciones previas como se hace con la
inferencia clasica acerca de los parametros poblacionales o cuando no hay un supuesto de
trabajo paramétrico previo, es decir, las cuestiones que se tienen que resolver son mas
generales: estimar una cierta caracteristica poblacional que no tiene expresion paramétrica
conocida, verificar si es cierta o no determinada afirmacién sobre la distribucién de la poblacién,
afirmacion que no es expresable en funciéon de parametros, se le conoce como métodos no

paramétricos o de distribucion libre.

A continuacion se presentan los conceptos basicos de los Métodos paramétricos y No

paramétricos, a fin de visualizar la diferencia entre ambos métodos:
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1.3.1 Métodos Paramétricos

En el desarrollo de los métodos estadisticos modernos las primeras técnicas de inferencia que
aparecieron fueron las que hicieron buen nimero de suposiciones acerca de la naturaleza de la

poblacion de la que obtuvieron los datos.

Dentro de las pruebas paramétricas, se tienen para muestras grandes y para muestras
pequefias. Un supuesto que se aplica es que la muestra que se toma debe haber sido
seleccionada en forma aleatoria o probabilistica y que sus observaciones son independientes
entre si. Y como se ha venido mencionado anteriormente las pruebas paramétricas identifica el

tipo de distribucidn clasica basandose principalmente en las suposiciones.

Pero es importante mencionar que las pruebas paramétricas o la inferencia estadistica clasica,
realmente, es el método mas conocido por la mayor cantidad de aplicaciones en problemas

concretos. Pero a qué llamaremos Pruebas Paramétricas:

Todas aquellas pruebas que se basan en la suposicién de que las muestras aleatorias se
seleccionan de poblaciones que pueden modelarse mediante distribuciones clasicas (normal,
ji-cuadrada, exponencial, entre otras.). Afortunadamente, la mayor parte de estas pruebas
son confiables cuando experimentamos leves desviaciones de un modelo tedrico como las
mencionadas, en particular cuando el tamafio de la muestra es grande, puede estudiarse con

méas facilidad la tendencia de algin modelo. Tradicionalmente, estos procedimientos de

prueba se denominan métodos paramétricos.

¢De qué se ocupa los métodos paramétricos? El planteamiento, a grandes rasgos, es mas o
menos el siguiente:

El investigador se encuentra estudiando una gran poblacion (caracteristicas poblacionales, el
rendimiento de combustible por millas, tornillos, automoviles, etc.) y quiere disponer de algunos
valores promedios, desvios, tendencias, forma de la distribucion, etcétera, que sean validos en
forma general, para toda la poblacidn en estudio. Sin embargo, le resulta imposible acceder a
toda la informacion, medir la variable analizada en todos y cada uno de los integrantes de la
poblacion.

¢ Qué hace dicho método?

Apela al estudio de muestras, que son subconjuntos de la poblacién original, pero que intentan
representarla del modo mas fiel posible. En algun sentido puede decirse que una muestra

seleccionada honestamente es un modelo reducido a escala de la poblacién. Por supuesto, al
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tomar la muestra siempre se producen errores y se pierden detalles, debido a razones

economicas, falta de tiempo, etc.

Existen numerosas técnicas para seleccionar muestras. Este paso es de vital importancia en un
estudio estadistico, porque las conclusiones que se obtienen dependen esencialmente de la/s
muestra/s analizada/s. Las técnicas que proporcionan las mejores muestras son las aleatorias,
en las que cualquier integrante de la poblaciéon tiene la misma probabilidad de ser elegido. La
cantidad de elementos que integran la muestra (el tamafio de la muestra) depende de multiples
factores, como el dinero y el tiempo disponibles para el estudio, la importancia del tema
analizado, la confiabilidad que se espera de los resultados, las caracteristicas propias del
fendmeno analizado, etcétera. A partir de la muestra seleccionada se realizan algunos calculos y
se estima el valor de los parametros de la poblacién tales como la media, la varianza, la

desviacion estandar o la forma de la distribucion.

Estimacién y Prueba de Hipotesis

La parte mas importante de la inferencia con respecto al estudio de muestras es realizar
Estimaciones y Pruebas de hipotesis de parametros poblaciones. Se detalla de manera breve

cada una de estas etapas fundamentales en la inferencia.

a) Estimacion

Existen dos formas: la estimacion puntual y la estimacion por intervalo de confianza. En la
primera se busca, con base en los datos muestrales, un unico valor estimado para el parametro.
Para la segunda, se determina un intervalo dentro del cual se encuentra el valor del parametro,

con nivel de confianza.

Algunos criterios para seleccionar un buen estimador se menciona a continuacion:

1. Insesgamiento. Se dice que la estadistica T =u(X,, X,,...,X,)es un estimador
insesgado del pardmetro @, si E(T) = & para todos los posibles valores de &.

2. Eficiencia. Un estimador es eficiente cuando su varianza es minima.

3. Consistente. Sea T el estimador de un parametro &, y sea T,,T,,...,T, una

secuencia de estimadores que representan a T con base en muestras de tamafio

1,2,...,n, respectivamente. Se dice que T es un estimador consistente para € si
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Lim PQTn -0 < g)zl. Es decir, si un estimador es consistente, convergen en

n—o
probabilidad al valor del parametro que esta intentando estimar conforme el tamafio de
la muestra crece.

4. Suficiencia. Una estadistica es suficiente para un parametro & si utiliza toda la

informacién contenida en la muestra aleatoria con respecto a 6.

Las propiedades antes mencionadas son importantes para los contrastes de hipdtesis, que
hacemos con respecto a un parametro de poblacion. Siempre que se hace un contraste de
hipétesis se plantean dos opciones: la hipétesis nula (H,) y la alternativa (H,). Después
recolectamos datos de muestra, producimos estadisticas de muestra que estimen a dicho
parametro y usamos esta informacion para decidir que tan probable es que sea correcto nuestro

parametro de poblacion acerca del cual hicimos la hipétesis nula H,, .

b) Pruebas de hipétesis

En este caso se establecen contrastes de proposiciones, para verificar la aceptacion o rechazo
de las hipotesis que se plantean, que mas adelante se detallan la realizacion de la prueba de

hipétesis.

Una hipoétesis es una proposicion acerca de algo. En Estadistica, puede ser una suposicion
acerca del valor de un parametro desconocido, de la forma de la distribucion de una poblacion,

independencia entre datos, etc.

Pasos en la prueba de hipotesis:

1. Definir la hipotesis nula: establecer la proposicion paramétrica a contrastar.
Formular una hipotesis alternativa: es una contra-hipotesis nula.

Definir el estadistico de prueba con su distribucién.

Definir un criterio de decisidn para rechazar o no la hipotesis nula.
Recabar datos de la muestra.

Calcular el valor del estadistico de muestra.

N o g~ wDd

Utilizar la estadistica de muestra y su distribucion para determinar la region de rechazo y
evaluar la hipotesis.

El propésito de la prueba de hipdtesis no es cuestionar el valor calculado de la estadistica de

muestra, sino hacer un juicio respecto a la diferencia entre esa estadistica de muestra y un
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parametro de poblacion hipotetizado. El siguiente paso después de establecer la hipdtesis nula 'y
la alternativa consiste en decidir qué criterio utilizar para decidir si aceptar o rechazar la hipdtesis
nula. Para cada tipo de prueba de hipdtesis se selecciona un nivel de significancia que oscilan
entre 1% y 10%. Siempre que afirmemos que aceptamos la hipdtesis nula, en realidad lo que

queremos decir es que no hay suficiente evidencia estadistica para rechazarla.

Para la prueba de hipétesis existen dos tipos de errores:

= Error de tipo I: Es la probabilidad de rechazar la hipétesis nula cuando en realidad es
cierta, es representada por el simbolo de « .
= Error de tipo II: Es la probabilidad de aceptar la hipétesis nula cuando esta es falsa, es

simbolizado por S .

Para aplicar los Métodos Paramétricos se requiere el cumplimiento de al menos las siguientes

condiciones.
1. Requieren que las variables se midan con escalas de intervalo o de razén4.

2. Asumen conocida a F(x); es decir; dependen de ella.

1.3.2 Métodos No Paramétricos

Se ha venido hablando de manera general todo lo relacionado a las pruebas Paramétricas, pero
se debe presentar ciertos conceptos en cuanto a lo que se refiere las pruebas no paramétricas.
Estas pruebas no requieren el conocimiento de la distribucidn de la poblacién, por lo que a estas

técnicas también se les conoce como de libre distribucién.

Cuando se realizan ciertos experimentos o investigaciones, no siempre se obtienen respuestas
de que se hayan medido al menos con una escala de intervalo, por ejemplo, cuando los datos se
encuentran en una escala ordinal como: las habilidades de los vendedores, el atractivo de cinco
modelos de casas, la preferencia por sopas de cinco marcas diferentes, resultados de este tipo
solamente los podemos ordenar, a luz del ejemplo es imprescindible hacer uso de las pruebas

no Paramétricas.

¢A que llamaremos Pruebas No Paramétricas?

* www.medigraphic.com/pdfs/pediat/sp-2003/sp032i.pdf.
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Se denominan Pruebas No Paramétricas aquellas que no presuponen una
distribuciéon de probabilidad para los datos, por ello se conocen también como de
distribucién libre (distribution free). En la mayor parte de ellas los resultados estadisticos
se derivan Unicamente a partir de procedimientos de ordenacidn y recuento, por lo que
su base logica es de facil comprension. Cuando trabajamos con muestras pequefias
(n <10) en las que se desconoce si es valido suponer la normalidad de los datos,
conviene utilizar pruebas no paramétricas, al menos para corroborar los resultados
obtenidos a partir de la utilizacién de la teoria basada en la normal. En estos casos se

emplea como parametro de centralizacion la mediana, que es aquel punto para el que

el valor de X esta el 50% de las veces por debajo y el 50% por encima.

¢,Por qué los administradores, estadisticos, analistas, etc.; deben tener conocimientos sobre
Estadistica no Paramétrica? Estas pruebas, se usan ampliamente en las aplicaciones de
negocios, lo que demuestra la importancia de la habilidad para manejar datos categéricos o

jerarquizados ademas de los cuantitativos.
Las pruebas no paramétricas se caracterizan® por:

1. Independencia de las observaciones aleatorias a excepcion de datos apareados.
Pocas asunciones con respecto a la distribucion de la poblacion.

El punto primario es el ordenamiento por rango o por frecuencias.

>~ wn

Las hipotesis se hacen sobre algun estadistico de prueba a través de los
rangos, las medianas o frecuencias de los datos.

5. No se cumplen las suposiciones de normalidad o se desconoce la distribucion
de la poblacién.

6. Eltamafo de muestra generalmente es pequefio.
Algunas limitaciones que tienen las pruebas no paramétricas son las siguientes:

1. Aveces, ignoran, desperdician o pierden informacién®.
2. Enmuestras grandes las pruebas no paramétricas son muy laboriosas.
3. Llevan a una mayor probabilidad de no rechazar una hipétesis nula falsa (incurriendo en

un error de tipo Il).

> Revista Mexicana de Pediatria, Vol. 70, nim. 2, 2003 Pag. 91-99

6 http://html.rincondelvago.com/estadistica-no-parametrica.htm|
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Para aplicar los Métodos no Paramétricos se requiere el cumplimiento de al menos las siguientes

condiciones.

1. Son pruebas de hipétesis que no dependen de F(x) la forma de la distribucién de la

poblacion.

2. Los datos no necesariamente son medidos con una escala de intervalo o de razén. Es posible
también que la escala sea nominal u ordinal, pero debemos recordar que también las variables

cuantitativas continuas pueden utilizarse en estos tipos de pruebas.

3. Algunas pruebas no se relacionan con el estudio de un parametro de la poblacién si no
también con la independencia entre poblaciones, homogeneidad y la estimacion de modelos

probabilisticas.

A continuacién se detalla el siguiente ejemplo:

Un crimindlogo realizdé una investigacion para determinar si la incidencia de ciertos tipos de
delitos variaba de una zona a otra en una gran ciudad. Los delitos en particular de interés fueron
asalto, robo en casas, latrocinio y homicidio. La tabla siguiente muestra el numero de delitos

cometidos en cuatro zonas de la ciudad durante cierto afio:

Distrito Tipo de delito
Asaltos Robo en casas Latrocinios | Homicidios
1 162 118 451 18
2 310 196 996 25
3 258 193 458 10
4 280 175 390 19

¢,Se puede concluir de estos datos, con un nivel de significancia de 0.01, que la ocurrencia de

estos tipos de delitos depende de la zona de la cuidad?

H , :La ocurrencia de estos tipos de delitos es independiente de la zona de la ciudad.

H, :La ocurrencia de estos tipos de delitos depende de la zona de la ciudad.

" Probabilidad y estadistica. Walpole.
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Distrito Tipo de delito Total
Asaltos Robo en casas | Latrocinios | Homicidios
1 162 (186.37) 118 (125.85) | 451 (423.49) | 18(13.29) 749
2 310(379.96) 196 (256.57) | 996 (863.38) | 25(27.08) | 1527
3 258 (228.67) 193(154.41) | 458(519.68) | 10 (16.30) 919
4 280 (214.99) 175 (145.17) | 390 (488.51) | 19(15.32) 864
Total 1010 682 2295 72 4059
Aplicando el criterio de prueba ji-cuadrado se tiene
2 2 2
» _ (162-186.37) N (118 -125.85) - (19-15.32)" _ 124 59

186.37 125.85 15.32
Con grados de libertad

v=(r-I)c-)=4-1)4-1)=33)=9
Yoo =21.66 con v=9 entonces y’ > y2,

Por lo tanto la hipdtesis nula se rechaza con un nivel de significancia de 0.01 y se concluye que

la ocurrencia de estos tipos de delitos depende de la zona de la ciudad.

Observe entonces que el tipo de prueba que se realizd en el ejemplo no se relaciona con la
prueba de un parametro, si no mas bien con la independencia entre poblaciones, en este caso,

los tipos de delitos y los diferentes distritos.
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A continuacion se presenta un analisis comparativo entre los métodos Paramétricos y no

Paramétricos.

Tabla 1.3. Diferencias de los Métodos Paramétricos frente a los No Paramétricos

METODOS PARAMETRICOS

METODOS NO PARAMETRICOS

a. Las pruebas de hipdtesis se basan en la
suposicién de que las muestras aleatorias se
seleccionan de poblaciones que pueden
modelarse mediante distribuciones clasicas de
probabilidad.

a. Se definen como pruebas que no
presuponen una distribuciéon de probabilidad
para los datos, por ello se conocen también

como de distribucién libre.

b. Se recomienda que el tamafio muestral sea

como minimo de 30.

b. El tamafio de muestra requerido pueden ser

menor o igual a 20.

c. Las poblaciones pueden ser discretas o

continuas.

c. Las poblaciones son discretas o continuas.

d. Se usan tablas de probabilidades que
estan asociadas al modelo probabilistica

de la poblacién.

d. Se usan tablas de probabilidad asociados
a un modelo probabilistico del estadistico de
prueba construido, que es independiente

(libre) del modelo poblacional.

e. Eltipo de escala de variable que se ocupan

para realizar pruebas inferenciales clasicas

sond: de intervalo y razon en su mayoria

esta ultima.

e. El tipo de escala de medicion de variable
que ocupan para realizar pruebas inferenciales
no paramétricas son: todas las escalas de
medida ° : Nominal, Ordinal, Intervalo y de

Razon.

En la estadistica paramétrica como se ha venido mencionando es uno de los métodos mas

relevantes para los investigadores, con éste se logra realizar inferencia cuando se cumplen los

principales supuestos clasicos. Pero se presentan muchos casos en los que no se cumplen las

asunciones para poder ejercer dicho método. A continuacion se presenta un caso donde no se

puede aplicar la inferencia clasica ya que se desconoce la distribuciéon de la poblacion en

estudio.

8 Métodos no Paramétricos aplicados al tratamiento de variables cualitativas, Universidad de Buenos Aires.

9 Conover, Practical Nonparametric Statictic, Pag 94.
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Ejemplo 1.1: Un Monitoreo Atmosférico se realizé en la Escuela de Fisica, del 01 al 25 de
noviembre de 2000; report6 los siguientes promedios de datos diarios de velocidad del viento
empleando un anemoémetro, cada dato tiene como -——“—“
unidad de medida Km.h y a continuacién se

muestra:

3.78, 3.08, 4.08, 3.71, 3.47, 2.70, 2.46, 3.25, 2.75,
2.66, 2.88, 2.81, 2.36, 4.28, 4.20, 2.93, 2.44, 2.80,
2.43,5.30,6.19,6.53, 5.20, 2.23, 2.21.

El tamafio de la muestra es n = 25 con un tipo de

variable cuantitativo continuo. Con los datos

anteriores se pretende analizar si proceden de alguna poblacién con un determinado modelo

probabilistica para poder aplicar inferencia paramétrica sobre la muestra.

Una alternativa mas factible para verificar la normalidad de los datos son los graficos de

normalidad’®, entre los mas comunes tenemos:

4+ Los Histogramas

Fig. 1.1: Histograma correspondiente a la Velocidad del viento

Std. Dev = 1.22
Mean = 3.47
N=25.00
2,00 250 3.00 3.50 4.00 450 500 550 6.00 6.50

Velocidad del viento

En el grafico anterior se muestra un histograma de la variable velocidad del viento y se observa
que los datos tienden hacia la izquierda, por lo que no se visualiza una tendencia normal.
Ademas se observa cierta uniformidad en la cola derecha del grafico. Entonces concluimos que

los datos no provienen de una distribucion normal.

1% Los graficos se obtuvieron a través del paquete estadistico SPSS.
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4+ Los gréficos de normalidad Q-O

En un gréfico Q- Q normal, cada valor observado (Y;) es comparado con la puntuacién tipica NZ;
que tedricamente le corresponderia a ese valor en una distribucion normal estandarizada. En el
eje de las abcisas estan representados los valores observados ordenados desde el mas
pequefio al mas grande (Yi), en el de las ordenadas estan representadas las puntuaciones
tipicas normales (NZj). Cuando una muestra procede de una poblacién normal, los puntos
correspondientes a cada par se encuentran agrupados en torno a la diagonal representada en el

diagrama. Las desviaciones de la diagonal indican desviaciones de la normalidad.

Fig. 1.2: El grafico de normalidad Q- Q

Grafico Q-Q de velocidad de viento

oog

Normal Esperado

o
1 2 3 4 5 6 7

Valor Observado

En el grafico se observa para la variable velocidad del viento, muchas desviaciones con
respecto a la diagonal, por lo que podemos concluir que los datos no procede de una poblacion

normal.

Ademas de los graficos, se tienen pruebas de hipotesis formales para verificar la normalidad de
los datos como la bondad de ajuste, Kolmogorov — Smirnov y Shapiro- Wilk, entre otras. Para
este ejemplo en la siguiente tabla mostramos los estadisticos de Kolmogorov — Smirnov y
Shapiro- Wilk acompafiados de su significancia. Ambos estadisticos permiten contrastar la
hipdtesis nula de que los datos muestrales proceden de poblaciones normales: se rechaza la
hipotesis de normalidad cuando la significancia muestral (P-valor) es menor que el nivel de

significancia establecido (0.05).

Tabla 1.4 Pruebas de normalidad

Kolmogorov-Smirnova Shapiro-Wilk
Estadistico gl Sig. Estadistico gl Sig.
velocidad de viento 191 25 .020 .852 25 .002

a. Correccion de la significacién de Lilliefors
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Observemos en la tabla 1.4 que la significancia muestral es menor que el nivel de significancia
establecido. Lo que nos lleva a concluir que la velocidad del viento no procede de distribucion

normal.

Ademas no basta comprobar que el supuesto de normalidad no se cumple. Faltaria verificar, por
lo menos, que no podemos emplear ningun otro modelo de inferencia paramétrica clésica. Para
tal efecto se verifica a través del gréfico Q-Q si la variable velocidad del viento tiene algun

comportamiento con algin modelo probabilistico sefialado a continuacion.

Fig. 1.3: Gréficos Q-Q con respecto a la variable velocidad del viento

ji-cuadrado Q-Q de velocidad de viento Gamma Q-Q de velocidad de viento

Expected Chi-square Value
-

Expected Gamma Value

Observed Value Observed Value

t-Student Q-Q de velocidad de viento

20

10

-10

Expected Uniform Value

-20
-20 -10 0 10 20

Expected Student t Value

Observed Value Observed Value

Los graficos anteriores proporcionan informacion para conocer el tipo de distribucion en que se
comportan los datos. Se tiene que para las distintas distribuciones que se han mostrado
podemos decir que los datos no se distribuyen con ningun tipo de distribucion de las
consideradas, ya que los datos precisamente presentan desviaciones extremas en cuanto ala

diagonal.
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Dado que no se cumple ningun supuesto basico de la inferencia clasica, también la muestra es
pequefa y los datos son continuos. Entonces para analizar este problema se debera acudir a
otros métodos que favorezcan a la inferencia de estos datos, porque es preciso mencionar que lo
fundamental de la estadistica es realizar inferencias confiables y consistentes. Para tal efecto se
necesita conocer otros métodos que respondan a estos casos como el planteado en este

ejemplo 1.1 de este capitulo.

1.4 Transformaciones de probabilidades continuas.
a) Sea X,,X,,...,X, una muestra de n variables aleatorias continuas con funciéon de
probabilidad conjunta f(x,,X,,...X,) que no se anula en la region n-dimensional S, .

Definimos la transformacion

Yy, = Ul(Xl,X2,...,Xn)
Y, = U, (X, X505, X,)

Yo = U (X, Xy, X))
Una transformacion biunivoca’ de R" en R", es decir, existe la transformacion inversa definida

sobre el recorrido de la transformacion,

Xl = Wl(yl7y23'~7yn)
X2 = Wz(ylayza"-yyn)

Xn = Wn(ylﬂ yza"' b yn)
b) Suponemos que tanto la transformacién como su inversa son continuas.
c) Suponemos que existen las derivadas parciales

ox, OX, X, = OX, OX, oX, OX

O 0y, Oy, oy, Oy,

y que son continuas

n axn
oy, oy,

d) Suponemos que el jacobiano de la transformacion

1 Biunivoca: correspondencia de un elemento de un cierto conjunto con uno y sélo uno de otro conjunto.

B B N B B A B B B B N B B N B B B B A B B B S A N A S A M

Estadistica no Paramétrica 29



Capitulo |

0% 0% 0%,
oy, o9y, 0,
J= O(X5 Xy, %) _ 0%y 0%, 0X,

(Y Yoo Y) OV OV, Oy,

o,

oy, oy, oy,
Es distinto de cero en el recorrido de la transformacion.

o,

n

Pues bien, bajo estas hipotesis, la variable aleatoria n—dimensional (y,,Y,,...,Y,)es
continua y tiene por funcion de densidad conjunta.

LYy Yaoeeos Yo ) = FOW (Y10 Yaoee s Yo s Wo (Vs Yaoeeos Vi oo e os Wy (Vs Yoo Yo DY)
Ejemplo 1.2

Veamos un ejemplo enfocado a las transformaciones de funciones de probabilidades continuas

en el caso particular n=2.

Sea (X,,X,) una variable aleatoria bidimensional uniformemente distribuida en el circulo
unidad. Sea la variable aleatoria
Y, = \/m
Y, = arctan(X2 / Xl)
Determinar la funcién de densidad conjunta del vector (Y,,Y, ).
1° Se debe determinar la funcién de densidad conjunta (X, X, ).

Hagamos un bosquejo previo en los reales para tener una idea de la funcién de densidad
conjuntaen (X, X,).

La distribucion uniforme [a,b]esta determinada de la siguiente manera

1

_ as<x<b
f(x)=<b-a
o,

en otros casos

Graficamente tenemos
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1/(b_a) ——

Entonces si la imagen de esta funcion es " a el area (A) de esa region se determina base por
-a

altura = la distancia de “a” hasta “b” por la altura de la imagen de esa funcion b;; entonces
-a

tenemos A=(b —a)(%j =1 . Ademas se esta comprobando uno de las condiciones
-a

para que sea una funcién de densidad ya que el area es 1.
Ahora , volvemos al analisis del ejemplo anterior.

f (X1,X2)

y

A
/ Xa, X2, f (X1, X2))

\ '/
1 - -~
T
P el S X2+ X2<1
\_‘"" A/..%q
A .\
‘0‘ ‘0. X2
e ®(x1,x2) s
2 2
X+ X, =1

Nos interesa conocer el volumen de la regién del cilindro, que viene dada por:
V = (Altura)(Area del cilindro) = h.A.
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A. = 7R* ,donde R=1 entonces

A= z()’'=nx
Para que el volumen nos de 1 la altura tendra que valer l. Determinamos el V asi
T
V=h. A
= l =1
T

A su vez demostramos que es una funcién de densidad, ya que su volumen nos da 1y es una
funcion no negativa. Por tanto, determinamos la funcion de densidad bidimensional
uniformemente como.

1
f(XDXz): T
0 , en otros casos

, 0< X7+ X5 <1

Siguiendo la definicion se debe encontrar las transformaciones inversas, en este caso nos
auxiliamos de las transformaciones polares para lograr tal objetivo.

Sea

X, =rCosé
X, =rSené

X2+ X2 =r’Cos’0+r’Sen’d=r> — r=,X/+X =Y,

Ahora, la transformacién inversa, es:

X, =rCosé@ =/ X} + X3 Cosé =Y,Cos &

X, =rSend =Y,Send

X, =Y,Cos@
X, =Y,Sené
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tanﬁzﬁ — @ =arctan X =Y,
X X

1 1

Finalmente quedan determinadas las transformaciones inversas en términos de (Y,,Y, ).

X, =Y, CosY, O0<Y, <L0O<LY,<2x
{Xz =Y, SenY, O0<Y, <1;0<Y,<2x
Evidentemente, estas transformaciones inversas son continuas.
Se determina las derivadas parciales con respecto a la transformacion inversa encontradas

anteriormente y se tienen.

X _ cosy, XK~y seny,
1 2

% _ seny, % _y Cosy,

%, 9,

Observe que las derivadas parciales encontradas son continuas.

Determinamos el Jacobiano
oX, OX,
J= a(xl,xz) _ ay1 ayz

oYY, |OX, 0%
8y1 y2
CosY, -Y,SenY,
SenY, Y,CosY,

J =Y,Cos’Y, +Y,Sen?Y,
J =Y,(Cos’Y, +Sen?Y,)
J=Y,

Asi, la funcién de densidad del vector (Y,,Y, ) sera
f\(],\(Z (YI’YZ) = f(Xl,XZ)(Xlﬂ Xz)‘|~]|
fy v, (Y,Y,) = fx x,, (Y,CosY,,Y,SenyY, ) Y|
1
f\(1 Y, (Y1 ’Yz) = _'Yl
T

O equivalentemente,
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Y, .

-1 Si 0<Y, <1, 0<Y,<2rx
fY,,YZ(Yl’Y2)= T : ?

0, En otros casos

Ahora paraelcaso n=1

Si X es una variable aleatoria continua con funcién de densidad de probabilidad f, que
satisface f, (x)>0para a < X < b,y y=H(x)es una funcién de x continua estrictamente
creciente o estrictamente decreciente, entonces la variable aleatoria Y = H (x)tiene la funcién
de densidad.

£, (y) =f x<x>j;

Con x = H™'(y) expresada en términos de y.

Ejemplo 1.3
Sea X una variable aleatoria con dominio (0 , 3) y funcién de densidad
X 2
fx(x)z T ,0 < X < 3
0 , En  oftros  casos

Sea Y = H(X) = X’ la variable aleatoria transformada.

En esta situacion es una funcion estrictamente creciente sobre el rango 0 < X < 3 y la funcion

inversa sera la siguiente
1
H'W=yy - HYW=—F
2y

Es continua, y esta definida si 0 <y <9.Asi pues, Y es una variable aleatoria continua con

dominio 0 <Y <9 y funcién de densidad

(ﬁ)z 1 :ﬂ ,0<Y <9
fb(W=y 9 "2y 18
0 ,En otros casos
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1.5 Estadisticos Ordenados

1.5.1 Estadisticos de Orden en muestras de variables aleatorias continuas.

Sea X,,X,,...,X, una muestra aleatoria de una poblacion con funcion de distribucion

n

acumulada continua F, . Dado que F, es continua, la probabilidad de que X; =X, esigual a

cero, para todo i = j. Por lo tanto, existe un unico orden dentro de la muestra. Supongamos

X, €s el mas pequefio de estos valores X,, X,,..., X ;

n?’

M X, es el segundo mas pequefio,

etc.; y X, es el mas grande. Entonces
Xy <X <. <X

La muestra aleatoria original esta ordenada en forma creciente, y asi se definen en términos

generales los estadisticos de orden de muestras aleatorias X, X,,...,X,. El X

n (n
paral <r <n, se llama el r-ésimo estadistico de orden. El asunto de las estadisticas de orden

generalmente se trata con las propiedades de X, o funciones de algin subconjunto de los n

(r)
estadisticos de orden.
Las estadisticas de orden son particularmente Utiles en la estadistica no Paramétrica porque la

transformacion U, = F, (X ,,) produce una variable aleatoria que es el r- ésimo estadistico

()
de orden para una poblacion uniforme en (0,1). Sin tener en cuenta a F, ya que no se tiene

alguna suposicion de Y =F, (X), por consiguiente U es de distribucion libre. Esta

(n
propiedad se debe a la llamada transformacién de probabilidad integral, que se demuestra en el

siguiente teorema.

Teorema 1.1 Transformacion de Probabilidad integral

Dado una variable aleatoria X tenemos una funcion de distribucion acumulada F, . Si F, es
continua, entonces la variable aleatoria Y producida de la transformacion Y = F, (X) tiene

una distribucion de probabilidad uniforme en el intervalo (0,1).

Prueba.
Se tiene que 0<F, (X)<1para todoXx, tenemos F, (Y)=0para y<0y F, (Y)=1para
y>1. Para 0<y<1, se define ucomo el numero mas grande satisfaciendo F, (u)=1y.

Entonces F, (X)<y sisolosi X <u,Yy se tiene que
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F (y) =P[R, (X)<y]=P(X su)=F, (u)=y
que es una distribucion uniforme. 12

Como consecuencia de este teorema, podemos concluir que si X, X,,..., X ,es una muestra

aleatoria  para una  poblacion  con  distribucién  continua F,, entonces

F. (X)), Fy (X),),..., F, (X,) constituye una muestra aleatoria para una poblacién uniforme.

De manera similar, si X ;, < X ,, <...< X, son los estadisticos de orden de la muestra

original, entonces.
Fo (X)) <Fx (X)) <. < Fe (X))

Son los estadisticos de orden de la distribucion uniforme sobre (0,1).

Una aplicacién practica importante de las distribuciones de las transformaciones de
probabilidad- integral es la generacién de observaciones de distribuciones de probabilidad
continua especificas. Por ejemplo, supéngase que generamos una observacion X para una
distribucion exponencial con media 2. Podemos hacer lo siguiente. La funcion de distribucion
continua (fcd) de X es £, (x) =1 - e %,y por el Teorema 1.1 la transformacion de la variable

aleatoria Yy = 1- e esta distribuida en U , una observacion de la distribucién uniforme en el

intervalo (0,1). Haciendo l—e_)% =U vy resolviendo para X =-2In(1-U). Usando un

generador de nimeros aleatorios (los paquetes estadisticos o calculadores de bolsillo pueden
proporcionarlo), obtenemos Uy entonces el valor deseado X de la transformacion

X =-=-21In(1-U). Otras aplicaciones de la transformacion de probabilidad — integral son dados

en el tema 1.5.2. Para cada muestra aleatoria queremos generar una 0 mas de una distribucion
de probabilidad continua especifica, podemos generar una muestra aleatoria de la distribucion

uniforme (0,1) y aplicar la transformacion apropiada a cada observacion en la muestra.

Algunas aplicaciones conocidas de estadisticos de orden que son obvias se muestran a
continuacion:

1. X, es el valor maximo en la muestra, es de interés en el estudio de inundaciones y

()’
otros fendmenos extremos meteorolégicos.

2. X, es el minimo valor, son usados para fendmenos donde, por ejemplo, la fuerza de

H?

una cadena depende del eslabon mas débil.

128 Simboliza que termina demostracion

B B N B B A B B B B N B B N B B B B A B B B S A N A S A M

Estadistica no Paramétrica 6



Capitulo |

3. La mediana muestral, definida como X, ,, para nimpary, cualquier nimero entre
Xz ¥ Xz Para n par, es una medida de localizacion y una estimacion de la

tendencia central.

4. El rango medio de la muestra, es definido como (X, + X, )/2, es también una

medida de tendencia central.

5. Elrango muestral X — X, es una medida de dispersion.

6. Elrango intercuartil de la muestra (Q, —Q,)/2 es también una medida de dispersion.

7. En muestras censuradas, el proceso de muestreo algunas veces termina después de
completar las r observaciones de n. Por ejemplo, en la prueba de la duracion de un
bombillo eléctrico, uno puede comenzar con un grupo de n bombillas pero detenerse

antes de que salga el r —ésimobombillo quemado. Entonces la informacién soélo ésta
disponible en X, < X, <...< X, donde r <n.
8. Los estadisticos de orden son usados para estudiar datos atipicos (outleirs) o valores

extremos, es decir, llamados valores contaminados (manipulados) son datos

sospechosos.

El estudio de los estadisticos de orden en este tema, esta limitado a sus propiedades
matematicas y estadisticas, incluyendo la distribucién de probabilidad conjunta, distribucion de
probabilidad marginal, momentos exactos, momentos asintoticos y distribuciones marginales

asintoticos.

1.5.2 Distribucién conjunta de n estadisticos de orden

Sea X,,X,,..., X, una muestra aleatoria independiente e idénticamente distribuida tomada de

la poblacién continua con una funcién de densidad de probabilidad f, , la funcién de

probabilidad conjunta es:
fx,.,xz,...,xn (X, X550, X, ) = H fx(X)
i=1

La distribucidn conjunta de las n estadisticas de orden para esta muestra aleatoria no es la
misma, dado que las estadisticas de orden, obviamente no son ni independiente ni idénticamente
distribuidas. Estas distribuciones son faciles de derivar, usando el método del Jacobiano para

transformaciones.
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Por ejemplo:

e Para n=2, supongamos que la muestra es (X,, X,)y se tiene la transformacion:

Yy =X, =min (X;,X,)
Y, = X;=max (X, X,)

0(X1,X2)_0 1
oYY, 10

=-1
Ahora, otra posible transformacion es:
Yy =X, =min (X, X,)
Y, = X,=max (X, X,)

(X, %,) _[1 0
oYY, 01
=1

En general, el nimero de transformaciones posibles serdn n!. Para n=3, se tendrian que
analizar 3!= 6 transformaciones posibles, asi como se hizo en n=2. El objetivo es que los

determinantes de todas las transformaciones posibles, siempre sean -1 6 1.

De manera general, si se tiene una muestra X,, X,,..., X, definimos los estadisticos de orden:
Y, =el mas pequefiode ( X,,X,,...,X,)

Y, =segundo mas pequefio de ( X, X,,..., X))

Y, =r-ésimo mas pequefiode ( X,, X,,..., X,))

Y, =elmasgrande (X,,X,,..., X,)

Estas transformaciones no son de uno a uno. En efecto, ya que n! es el nimero posible de
arreglos de la variable aleatoria original en orden creciente y de magnitud, entonces existen n!

inversos para la transformacion.
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Una de estas n! permutaciones podria ser
X< X, <X <...< X, <X,

Y las correspondientes transformaciones inversas son

Xs =Y]
X1=Y2
Xn 1 :Y3
Xn =Yn—l
X, =Y,

Como ya enfatizamos anteriormente, el Jacabiano de esta transformacion puede resultar
ser -1 6 1. Asi, la funcién de densidad conjunta de las variables aleatorias en estas

transformaciones particulares seria:
fx,,xz,,..,xn (Y2ana---oY3oyn—1)“]‘ = H fy(y;) paray, <y, <...<y,
i=1

Esta misma expresion resulta para cada uno los n! arreglos, puesto que cada Jacobiano tiene
valores absolutos 1y la multiplicacion es conmutativa. Por lo tanto, aplicamos la técnica general
del Jacobiano descrito en el tema anterior, resulta lo siguiente.

fx(l),xm,..‘,x(n) (yls Yoseees yn) = ZH 1:x (y|)

i=1 i=1
=n]fe(v)
i=1

para y, <Y, <...<Y,,donde n! es el niumero de transformaciones inversas.

En otras palabras, la funcién de densidad conjunta de las n estadisticas de orden es n!de la
distribucion conjunta de la muestra original. Por ejemplo, para una muestra aleatoria de tamafio

n para una distribucién normal, tenemos:

n! I < 2
P X oy X(n>(xl’x2""’xn):Wexp{_ ;(Xi — i)

207~

para —oo < X, < X, <...< X, <
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1.5.3 Distribuciones marginales de Estadistica de orden

El método usual para encontrar la distribucion marginal de cualquier variable aleatoria puede ser
aplicado al r —ésimo estadistico de orden por integracion entre las restantes n—1 variables

conjunta encontrada en 1.5.2.

Para el elemento mas grande de la muestra, X , se tiene:
Yn Yn-i Y3 Y2 n-1
e =ty [ | o] fy (yody,
—0 —® —w—oo 1=1
Yo Yn-i Y3 n-1
=t (v | [ TP f (T fx (yody, . dy
—00 —00 —o0 i=3

Yn Yn-1 Y4 Fx s 2
it | j[ ;g))]

[FX (yn )]”—1
(n—=1)!

=n[F, (v £, (v,)

n-1
fu (D] T fx (yodys...dy,
i=4

= n! fX (yn)

Similarmente, para los pequefios elementos, X, ,

fy, (y)=n! fx(yl)ﬁ... T T H fy (y)dy,dy,, ...dy,dy,

ViYa  Yno Yoo 172

=n! fx(yoﬁ... j [l—Fx<yn_1)]fx<yn_l)ﬁ fx (y)dy,, ...dy,

Yi Y2 -

) fx(yl)”...yj [I‘F;((g“)] fx(yn_z)];[ Fe (Y)Y, -..dY,
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=nll-F (y)]"™ f, (y)

Para los r —ésimoestadisticos de orden, se tiene: el orden de integracién que son mas faciles

de trabajar o>y, >y , >...>y, seguido por —o<y <Yy, <...<Y,, de modo que

técnicas usadas para X, Yy

tengamos las siguientes combinaciones de

X(l)
a0 =0t ) [ [ o [T T T TT (900, - Oy, gy,
—00 —© —0Y, Yo Yoo 1T

Y2 r-1

=Rl 1F
=t (T [ JTT ey, vy

—00 —00 —o0 1=1

o IRl [Ron)
=N (yy) (n—r)! (r—1!

T —1)?(.n _ I‘)![Fx (YOI =Fe (v £ (v,)
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Capitulo Ut
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2.1 Introduccién.

Se ha venido mencionando definiciones generales tanto de las pruebas paramétrica como las
pruebas no paramétrica. Si se conoce la forma funcional de la funcién de distribucién que sigue
la variable aleatoria, objeto de estudio, s6lo tenemos que estimar los parametros que la
determinan, estamos en un problema de inferencia estadistica paramétrica; por el contrario
cuando no se conoce la forma funcional de la distribucion que sigue la variable aleatoria continua

objeto de estudio, estamos ante un problema de inferencia estadistica no paramétrica.

Hasta ahora, casi todos los procedimientos para realizar inferencia que se han examinado,
trabajan bajo hipdtesis paramétrica. Asi, en el caso de querer realizar inferencia sobre una cierta

poblacion a la que asociamos una v.a. X,y que suponemos que f, (x)( es decirque X se

distribuye de algunas distribuciones clasicas conocidas).
Sin embargo, en mas de una situacion real, no se dispone de la informacidn suficiente que
permita mantener esa hipétesis de trabajo. El ejemplo tipico, tiene lugar cuando lo que se desea

es, precisamente, establecer la distribucion de la variable aleatoria X .

Aunque se restrinja el grupo de herramientas a manejar, al conjunto formado por los métodos de
contraste no paramétricos, las cuestiones que se pueden abordar con ellos son de muy variada
indole. Y obviamente, también es muy amplio el conjunto de contrastes resultantes. El presente
capitulo de esta investigacion, comentaremos algunos métodos no paramétricos de los que se
conocen como contrastes de una muestra, dos muestras y k muestras; que sirven para hacer

inferencia sobre una o varias variables con respecto a una poblacién.

Este capitulo desglosa pruebas de inferencia de tipo no paramétrico, centrandose en los casos
de los contrastes de hipdtesis. Tras justificar la necesidad de la inferencia, se comentaran
algunos de los contrastes no paramétricos mas conocidos y los resultados generales en los que
se basan.
Revisaremos algunas de las pruebas No Paramétricas mas generales existentes tales como:

a) Pruebas de bondad de ajuste

b) Pruebas de asociacion

c) Pruebas de Rachas
d)

Pruebas de Localizaciéon
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Estadistica no paramétrica 43



Capitulo Il

Presentando un panorama general de las pruebas inferenciales no paramétricas en la
Figura 2.1. Explicando con detalle cada una de estas pruebas que se ponen a disposicién las
herramientas posibles para que se cuente con el recurso necesario en el analisis estadistico

inferencial de la informacion.

| Pruebas no Paramétricas

|Pruebas de Bondad de ajuste I Pruebas de Asociacion | Pruebas de Rachas Pruebas de Localizacion
Chi Kolmogorov | S
cuadrado Smirnov
Basada en
Independencia ‘Rxde Sperman Tau de Kendall ‘ Nimero total ‘ Easadaien
rachas Rangos
| Una muestra | Dos muestra
| Una cola | Dos colas Prugba 2 Ll qel Kruskal - Wallis Cuantiles
Signos Rango con signo

Figura 2.1 Panorama de las Pruebas Inferenciales no Paramétricas.

2.2 Pruebas de bondad de ajuste.
Trataremos en este topico los tres métodos de prueba de bondad de ajuste mas generales, los
cuales son:

e La prueba de ji-cuadrado

e Laprueba de Kolmogorov-Smirnov.

e Laprueba de Smirnov.

2.2.1  Prueba de ji-cuadrado.

La prueba ji-cuadrado permite averiguar si la distribucion empirica de una variable aleatoria
nominal se ajusta a una determinada distribucion teorica (uniforme, binomial, multinomial, etc).
Es el contraste mas antiguo y consiste en comparar las frecuencias observadas en la muestra

para cada intervalo o clase del histograma, con las que se obtendrian segun el modelo tedrico
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propuesto para ser contrastado. Para ello, como se ha dicho, los datos de la muestra se agrupan
en intervalos, porque el tamafio de la muestra es grande, como lo requiere la prueba. En este
caso, el primero y el ultimo de los intervalos se dejaran abiertos, con objeto de abarcar todo el
recorrido de la variable en los reales cuando la variable sea continua.

Los datos X, X,..., X, consisten de observaciones independientes de una variable aleatoria

X, observados en una muestra de tamafio n, es que ha de ser lo suficientemente grande

(n>25), suponemos que la caracteristica sigue un modelo probabilistico determinado.

Algunas definiciones de las que haremos uso en esta prueba son las siguientes:

Definiciéon 2.1

Las variables aleatorias X ..., X,,, son independientes si y solo si para toda [x,x,.,...,x,]-

(X0 X0en X ) = T (%) T3 () B (X,) - 13
Donde f,(x ) es lamarginal de X;.
Definicion 2.2
Al tratar con vectores aleatorios n dimensionales el dominio es el espacio euclidiano R" y para
n>4,y no son posibles las representaciones graficas. A pesar de ello, las distribuciones
marginales estan en una dimension y la distribucion condicional para una variable dados los
valores correspondientes a las otras variables esta en una dimension. La distribucion condicional

de X, dados los valores (x,....,x,) se denota por

o9 Ap

f(X,....X
in/XI’XZ""’Xi—laxi+1’~~sxn(Xi)_ — ( IERERE) n) |
I (X5 Xysee0s X, ) X,

—00

En muestras sucesivas, el nimero de observaciones pertenecientes a cada intervalo constituye

una variable aleatoria. EI experimento consiste en obtener n, observaciones en la clase 1, n,
observaciones en la clase 2, ..., y n, observaciones en la clase k, siendo p,,p,,..,p, las

probabilidades de cada uno de los k resultados posibles. La distribucion de las variables

aleatorias X, X,,...,X, sigue un modelo de probabilidad multinomial, que da la probabilidad de

13 Hines, William, W. and C. Montgomery, Douglas (1993). Probabilidad y estadistica para ingenieros y administracion. segunda
edicion. Editorial Continental, S.A. de C.V. México. Pag 156.
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obtener una muestra con una distribucién de frecuencias determinada para las k categorias

contempladas.

El numero n,, de observaciones contabilizadas en la muestra para el intervalo i-ésimo, son las

frecuencias absolutas reflejadas en la primera columna de la Tabla 2.1. Es preciso que el valor

esperado de la frecuencia e, , en todas las clases sea mayor o igual a 5. Si este requisito no se

cumple, es necesario unir las clases con los valores mas proximos de frecuencias observadas

mas frecuentes.

El problema radica, por tanto, en encontrar el estadistico adecuado para evaluar la discrepancia
entre valores observados y valores teoricos de las frecuencias. Veamos como se puede

consequir.

Tabla 2.1: Contraste y* de Pearson

. . Valor del
Frecuencias Frecuencias

Probabilidad estadistico
observadas esperadas
Intervalos /H e )
ni pl 0 ei (n 1 eI )
e.

(nl - & )2

e

Menos de

2

(n, - e )2

e

2

(n; - e )2

Hipdtesis de prueba

Sea F(x) una funcion de distribucion desconocida de X y sea F*(x) alguna funcion de

distribucién hipotética, tenemos que
H,:F(x)=F *(x) para todo x

H, : F(x) = F *(x) para algin X

B B B B B B B B B B B B B B A N B I N N B N I I i
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La hipétesis se lee de la siguiente forma:

H,,: La funcion de distribucion de la variable aleatoria observada es F *(x).

H, : La funcion de distribucion de la variable aleatoria observada es diferente que F *(x).

Estadistico de prueba
El valor esperado de n;, por tanto, vendra dado por E(n,)=¢, =np, , tal como se refleja en la

pendltima columna de la Tabla 2.1.

Hemos considerado el caso para k =2:
=b(pi’n) ~N (npionpi (1_ pi))

por tanto,
_hione N(0,1) Parai=1,2
np,
Asi:
2
N —Np Sy parai=1,2
np; (1_ pi)
(n, np1 2 (n, —npI 5
np, (1- Z 1

Para el caso de k=2 tiene aproximadamente una distribucion ji-cuadrado con un grado de
libertad conforme n va tomando valores cada vez mas grandes. El estadistico adecuado, si

fuese cierta la hipotesis nula, para evaluar la significacion estadistica de la discrepancia sera:

~ ;(kz_l , € =np, , P,:probabilidad de la clase i bajoH,.

S (n-e)

izzl i

Regla de decisién
La region critica para el contraste (rechazo de la hipdtesis sobre el modelo propuesto) estara
situada en la cola de la derecha, para valores grandes del estadistico, indicando que cuanto

mayor sea la discrepancia entre n, y e,, mas razones tendremos para rechazar H,. Para

valores pequefios de esta expresion, se concluira que no hay evidencia estadistica suficiente
para rechazar que la muestra proviene del modelo enunciado en la hipétesis nula.

Ahora bien el resultado del valor observado ( .. ) para la variable »* que mide la discrepancia.
Si este valor supera el punto critico (cuantil) determinado por el nivel de significacion « en la

distribucion y/_, , se rechazara el modelo poblacional propuesto en la hiptesis nula.
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Ejemplo 2.1

El gerente de una planta industrial pretende determinar si el nimero de empleados que asisten
al consultorio médico de la planta se encuentra distribuido, en forma equitativa, durante los cinco
dias de trabajo de la semana. Con base en una muestra aleatoria de 4 semanas completas de

trabajo, se observo el siguiente niumero de consultas:

Lunes | Martes ’ Miércoles ‘ Jueves ’ viernes

Con a =0.05, ;existe alguna razén para creer que el numero de empleados que asisten al
consultorio médico, no se encuentran distribuidos en forma equitativa durante los dias de trabajo
de la semana?

Una distribucién uniforme implicaria que para cada dia de la semana sean iguales.

Solucién:
Probaremos las siguientes hipotesis:

H,: Esta muestra aleatoria representa observaciones de una distribucion uniforme p, =0.2,
i=12,..,5,donde p, esla probabilidad correspondiente a cada dia de trabajo de la semana.
H,: Esta muestra aleatoria tiene una funcion de distribucion diferente a la descrita en la
hipétesis nula.

Dado que el tamarfio de la muestra es n=200, la frecuencia esperada para cada dia es
np, =40 . Entonces, el valor de la estadistica de prueba es

2 2 2 2 2
. _(49-40)" (35-40)° (32-40)° (39-40)" (45-40)
40 40 40 40 40

.9

Para k=35 clases, se observa en la tabla B que el valor critico es ;o5 =9.49. Ya que

27 =4.9< x505.4 =949, no puede rechazarse la hipotesis nula.

Con base a esta evidencia, no existe ninguna razén para creer que el nimero de empleados
que acuden al consultorio no se encuentre distribuido en forma uniforme a lo largo de la semana

de su trabajo.
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2.2.2 Prueba de Kolmogorov-smirnov

2.2.2.1 Para una sola muestra.

En la prueba de bondad de ajuste de la >, la comparacion entre las frecuencias observadas y
esperadas es hecho por un conjunto de k grupos. Solo k comparaciones son hechas para las
n observaciones, donde k<n. Si las n observaciones de la muestra son valores de una
variable aleatoria continua, a distincion de los datos estrictamente categoricos, las
comparaciones pueden ser hechas entre frecuencias acumuladas relativas para cada valor
diferente observado.

Si x

0 X X denota los estadisticos de orden de una muestra aleatoria, la funcion de

distribucion acumulativa empirica esta definida por:

0 si X< X(l)
k .

S, (X) = o si X(k) <X< X(k+1) para k=1,2,...,n—1
1 si X > X(n)

S, (x) es también algunas veces llamado la imagen estadistica de la poblacion.

Esta prueba estadistica de bondad de ajuste es una estimacién de la poblacion, son funciones
de las desviaciones entre la distribucion acumulada observada y la correspondiente probabilidad
acumulada esperada bajo la hipétesis nula.

Hipotesis de prueba

Asumimos una muestra aleatoria X, X,,...,X, tomada de una poblacion F, continua y

desconocida. Las hipotesis de interés son:
A. Prueba de dos lados.

H,:F, (x)=F,(x) paratodo x
H, : F, (x)# F,(x) paraalgin X
B. Prueba de unlado (F, (x)< F,(x)):
H, : Fy (x)>F,(x) paratodo X
H, : F, (x) < F,(x) paraalgin x
C. Prueba de un lado (F, (x) > F,(x))-
H, : Fy (X)<F,(x) paratodo X
H, : F, (x)>F,(x) paraalgin x
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Estadistico de prueba
La prueba estadistica de una sola muestra de Kolmogorov-Smirnov esta basada en la diferencia

entre las hipotesis de la funcion de distribucion acumulada F, (x) bajo H, y la funcion de
distribucion empirica de la prueba S, (x) para todo X. Adicionalmente, declara que la funcion
S, (X), con saltos ocurriendo en los valores del estadistico de orden X(1)> X(2)5e5 X () Para la

prueba, se acerca a la funcion de distribucion real para todo x. Por consiguiente, para n

grande, la desviacion entre la funcién empirica y la funcién real

S, (X)—Fy (x)|, muestra ser

pequeno para todo valor de X, este resultado sugiere que el estadistico sea:

S, (x)—Fy (%) (2.1)

D, =sup

para algun n, una medida razonable de la exactitud de nuestra estimacion.

Este estadistico D,, llamado la prueba estadistica de una sola muestra de Kolmogorov-
Smirnov, es particularmente usado en inferencia estadistica no paramétrica porque la
distribucion de probabilidad de D, no depende de F, (x) siempre y cuando F, sea continuo.
Por consiguiente, D, es un estadistico de distribucion libre. Esto es el resultado del teorema 2.1

que probaremos posteriormente.

Las desviaciones direccionales definidas como
D; =sup|[ S, (x)-F,(x)] D, =sup| F,(x)-S,(x)] (22)
X X
Son llamados estadisticos unilaterales de Kolmogorov-Smirnov, donde D, es el estadistico

de la cola superiory D, es el estadistico de la cola inferior.

El valor del estadistico Kolmogorov-Smirnov de la prueba de bondad de ajuste puede ser
calculado si toda observacion n tiene diferente valor numérico (Ninguno de los empates). Sin
embargo, la expresion siguiente es considerada mas facil para el calculo algebraico y se aplica

cuando hay empates presentes. La férmula es
S, (%)= Fo (x)|
S, (x)-F, (x)|.

D, =sup

=max[
X

S, (x-¢)-F, (x)|]
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Donde ¢ denota algun nimero pequefio positivo. El ejemplo ilustrard este método algebraico
facil de calculo D, . Los cuantiles de la distribucion nula exacta estan dados en la tabla C para

n <40, junto con valores aproximados para n > 40.
A continuacion se presentan los teoremas que se utilizaron para deducir el estadistico de prueba

de Kolmogorov-Smirnov para una muestra.

Teorema 2.1
Los estadisticos D,, D, y D, tienen distribuciones completamente libres para algun F,

continuo.

Prueba

D, =sup|S, (x)—F, (X)|=mflx(Dn+,Dn_)

n+l)

Definiendo adicionalmente los estadisticos de orden X 0 ="°Y X (ne1) = puede ser escrito

sn(x)zl para X(i)£x< X( i=0,1,2,...n

n i+1)

Por consiguiente, tenemos
D) =sup[S,(x)-Fy (x)]

=max sup [S,(x)-F, (x)]

0<i<n X ()€ X< X (111

:
= max sup [—— Fy (X }

0<i<n X(|)£ng(i+l) n ( ) (2.3)
()]

:max[l—— inf F

o<i<n | n X (i) X< X (i)

“max 5 P (X))
rFe (o) o

>

Il
=
o
ol
—
=
I
ol
1
|
m
<

Similarmente

D, = max{rlriiz?n({Fx (X(i))—i%},O}

o, = mox fmax| £ R (%) | omax | R (%)= o) 24)

La distribucion de probabilidad de D,, D, y D, se ve que depende sélo de las variables

aleatorias F, (X(i)) para i=1,2,....n. Estos son los estadisticos de orden de las distribuciones
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uniformes (0,1), sin importar la F, original, por la transformacion de probabilidad integral. Asi

D,, D; y D; tiene distribuciones que son independientes de la F, particular.

Teorema 2.2

Para D, =sup Sn(x)_FX(X)| donde F, (x) es alguna funcion acumulativa continua (cdf),

tenemos
0 para V<0
L 3y 2n-1
1 2n 2n 2n+v 2n_1
P(Dn <—+vj: I I .. | f(u,u,,..,u )du,..du, para 0O<v<
2n 1 3 2n-1 2n
n " 2! 2n-v
2n-1
1 para V2>
2n

n! para U <U,<..<U <l
donde f(ul,uz,...,un)={ o "

0 otro caso

Prueba

Como esta explicado anteriormente, F, (x) puede ser asumido como la distribucion uniforme
en (0,1). Primero determinaremos el dominio pertinente de v. Puesto que S, (x) y Fy (X)

estan entre 0 y 1, 0< D, <1 siempre. Por eso debemos determinar P(D, <c) solo para

0 <c <1, que aqui requiere 0<L+v<1 6 _ 1 _, 201,
2n 2n 2n

=1

(n+1) —

Ahora, para todo - <y < 2"=! donde X0
2n 2n

P(Dn <i+vj= P{sup
2n X

=0y X ,

)

1
S (x)=X<—
2 (x) x|<2n+v}

=P Sn(x)—x|<i+v para todo X}
i 2n

=P l—X<i+v para X(.)£X<X(.1 para todo i=0,1,...,n}
n n i i+1)

=P l—i—v<x<ﬂ+v para X. <X<X. . para todo 1=0,1,..,n
n 2n 2n ® ()

=P E—V<X<M+v para X(i)SX<X(M) para todo i=0,1,...,n}
| on 2n

14 M simbololiza que termina demostracion
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Considerando algunos valores consecutivos de i. Debemos tener, para algin 0<i<n-1,

ambos

2i-1 2i+1
A.{T—v<x< o +V para X(i)£x<x(m)}

y

271 V< <2|+3+v para X(i+1)sx<x(i+2)}
n

Donde X, es la variable aleatoria comun en ambos eventos y el conjunto comin de los X es

—2I2_1—v<x< 211\ para v> 0, entonces el evento ANA, paraalgin 0<i<n-1es
n
?_ <x<2+3+v para v=0

n

En otras palabras,

ﬂ—v<x<2+1+v para X, <x<X. . para todoi=1,2,..,n
m n (i) (i+1)
Siy solo si
2I2+1—V<X(i+1)<2l+1+v para todo i=0,1,2,..,n—1 v>0
n

La probabilidad de distribucion conjunta de los estadisticos de orden es

X, Xy5e Xy ) =N! para 0<X <X, <..<X, <1

Juntando todo lo anterior, tenemos

P[Dn<L+vj para todo —L<v<2n+1=
2n 2n 2n
2i+1 2i+1 .
:P(I+ —V<X0m< 1+ +V para todo I:OJpwn—lj para todo
2n 2n
=P (L—v< X(1)<L+vjm(i—v< X(2)<i+v)m...m(2n_l—v< X o
2n 2n 2n 2n 2n
para todo 0Sv<M
2n

Es equivalente a la integral indicada. ™

Por ilustracion, consideremos n=2. Paratodo o<y < 3,
4

2n-1
2n

0<v<

2n-1
) < +V
2n
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- . 1
Los limites supuestos cuando 1. ,>3_,, 6 VZZ' Cuando ogv<l, tenemos u, <u,
4 4 4

automaticamente. Por lo tanto, para 0 <v < i,

1.3
| raalirand )

D, <—+v| =2 du,du, =2(2
P( , < vj 1'[ J u,du, =2(2v)

——V v
4 4

Mientras que en el intervalo ! ., .3, la region de integracion que esta ilustrada mas adelante
4 4

en la figura 2.2. Dividiendo la integral en dos piezas, tenemos para 1 ., _3
47 4

1 3
—+V

1 o [ 1
P[D2 < 7t vjz 2 3{ ] du,du, + .([ 3{ du,du, | = —2v2+3v—§
4

Colectivamente los resultados para todo v.

0 para V<0
2(2V)2 para OSV<%
P(Dz<l+vj= i ! 1 3 (2.5)
4 —-2V°+3v—— para —<V<—
8 4 4
1 ara V>i
P 4

Para cualquier v y n, podemos evaluar p[D < Lﬂ,j. El procedimiento inverso es encontrar
" 2n

ese nimero D,, tal que p(D,>D,,)=a- En nuestro ejemplo numérico con n=2 vy
a =0.05, encontramos Vv tal que p (Dz S %+ Vj —0050pP (Dz < %Jr \,j ~095
Y luego el conjunto p, | - i+ v - De la ecuacion (2.5) la distribucion muestral de D,, se tiene
2(2v) =095 Yy OSV%
6

v 4+3v-0.125=095 y Loy.3
4 4
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Figura 2.2 Region de integracion.
El primer resultado no tiene solucion, pero el segundo tiene raiz doble v=0.5919. Por

consiguiente D, , s =0.8419.

Para muestras grandes, Kolmogorov(1933) derivd de la siguiente aproximaciéon para la

distribucion de muestreo de D, , y Smirnov (1939) dio una prueba mas simple. El resultado esta

dado en el siguiente teorema.

Teorema 2.3

Para D; =sup[S(x)-F(x)] donde F,(x) es la distribucién acumulada continua de una

variable aleatoria X, tenemos

0 para ¢c<0
P(D; <c)= _1[ li[ T u_ff(ul,uz,...,un)dul...dun para 0<c<1
e 21
o 1 para ¢ > 1
0 para c<0

e
=

s
)

<
o

f(u,,U,,...,u,)du,..du, para O0O<c<l

n

o
—_
O
S+
AN
(]
N —
[l
Te—r—
Te—
‘N-—,
—

—_

T
o
T
o
T
o

1 para c=>1
donde

n!' para O<u <U,<..<U <1
f(u,u,,... un)={ P b "

0 otro caso
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Prueba
Como antes, primero asumimos sin pérdida de generalidad que F, tiene distribucion uniforme

en (0,1). Entonces puede ser escrita como

D, = max[max (L— X(i)j,O}
1I<isn \

Paratodo 0 <c <1, tenemos

P(D; <c) = P{r@g}n{%— x(i))<c}

= P (L—X(i)j<c para todo i=1,2,...,n}
n

= P —X(i)<C—L para todo i:1,2,...,n}
n

Il
o

X(i)

>L—C para todo i:1,2,...,n}
n

Il
—38

I ]j £ (X5 Xysene X, )X X,

donde

n! para 0<X <..<X <1

0 otro caso

f (X0 Xy0ees X%y ) AX,...0OX :{

Es equivalente a la integral indicada. ™

Teorema 2.4

Si F, es alguna funcion de distribucion continua, entonces para todo d >0,

. + d kil i-1 2
lim P| Dy <—=]= L(d) donde L(d)=1-2>"(~1) e

i=1

La funcion L(d) fue tabulada en Smirnov'® (1948). Como resultado de este teorema, puede ser

usada la tabla de ji-cuadrada para la distribucion de una funcion de D, .

Regla de decision

Rechazaremos H, con un nivel de significancia «, si el estadistico de prueba apropiado D,,

D, y D, excede el cuantil o, que esta dado en la tabla C.

!5 Nonparametric statistical inference. Jean Dickinson Gibbons y Subarata Chakranorti. Third edition. Pag
110.
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Los valores numéricos de D, , estan dados en la tabla C para n <40y la seleccion de la cola

de probabilidades « , y valores aproximados estan dados para valores grandes de n.

Ejemplo 2.2
Las 20 observaciones estan seleccionadas al azar de una distribucion uniforme continua sobre
(0,1), registrado para cuatro cifras significativas, y reacomodado en orden de magnitud creciente.

Determine el valor de D, y probar la hipotesis nula que las raices cuadradas de estos numeros

también tienen la distribucién uniforme continua usando « =0.01.
0.0123, 0.1039, 0.1954, 0.2621, 0.2802, 0.3217, 0.3645, 0.3919, 0.4240, 0.4814, 0.5139, 0.5836,
0.6275, 0.6541, 0.6889, 0.7621, 0.8320, 0.8871, 0.9249, 0.9634.

Solucion:

Los célculos necesitados para encontrar D, se muestran en la tabla 2.3.

Tabla 2.3 Procedimiento para encontrar D, .

X 1S (0) [ R[S, (0=R 00l | X |8, (x) | R(x) | [8, ()= (x)
0.1 0.05 0.11 0.06 072 | 0.55 0.72 0.17
032 | 0.10 0.32 0.22 0.76 | 0.60 0.76 0.16
044 | 0.15 0.44 0.29 079 | 065 0.79 0.14
0.51 0.20 0.51 0.31 0.81 0.70 0.81 0.11
053 | 025 0.53 0.28 083 | 075 0.83 0.08
057 | 0.30 0.57 0.27 087 | 0.80 0.87 0.07
060 | 035 0.60 0.25 0.91 0.85 0.91 0.06
063 | 040 0.63 0.23 094 | 0.90 0.94 0.04
065 [ 045 0.65 0.20 09 | 095 0.96 0.01
039 | 050 0.39 0.19 0.98 | 1.00 0.98 0.02

La entrada en la primera columna, etiquetada con X, no son las observaciones planteadas al

principio, sino que son sus respectivas raices, porque la hipotesis nula es equivalente a la

distribuciéon de las raices cuadradas. Los Sn(x) son la proporcidén de valores observados

menores 0 iguales para cada diferente valor observado x. La hipotesis de distribuciéon es

F, (x)=x, la tercera columna es exactamente igual a la primera columna. La cuarta columna es

la diferencia

S, (x)—Fy (x)|. El supremo es la entrada méas grande en cualquier de las ultimas

dos columnas; su valor es D, =0.36. Se muestra en la tabla C que para « =0.01, n=20 y

B B B B B B B B B B B B B B A N B I N N B N I I i
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D, >0.352, rechazaremos la hipdtesis nula de que los numeros estan uniformemente

distribuidos.
La justificacion tedrica de este ejemplo es como sigue. Dado Y que tiene distribucion uniforme

continua en (0,1) tal que f (y)=1 para 0<y<1. Entonces la distribucion de x =+ es

f,(x)=2x para 0 <x <1, porlo que no es uniforme.
2.2.2.2 Para dos muestras.

El estadistico de Kolmogorov-Smirnov para una muestra puede ser adaptada para el problema
de dos muestras. La prueba para una muestra compara la funcién de distribucion empirica de
una muestra aleatoria con una distribucién acumulativa hipotética. En el caso de dos muestras,
la comparacion es hecha entre la funcién de distribucién empirica de las dos muestras.

Para dos muestras aleatorias de tamafio m y n poblaciones continuas F, y F, sus

estadisticos de orden son X 1, X )5, Xy Y Y)Y (2005 V()

Sus respectivas funciones de distribucion, denotadas por S (X) y S,(X), son definidas como
sigue:
si x< X

(1)

0
k
Sm(x)= H

Si Xy SX< Xy, para k=12,..,m-1

L osi x=X.,

0 si x<Yy

Sn(x)=E Si Yo $X<VY4, Ppara k=12,..,n-1

L osi x>V,

En una combinacion de arreglos ordenados de las m + n variables aleatorias, S, (X) y S, (X)

son las proporciones respectivas de las muestras X y Y que son menores o igualesa X y que

estimana F, (x) y K ().

Hipédtesis de prueba

Asumimos dos muestras aleatorias de tamafio m y n de poblaciones continuas con funciones

de distribucion F, y F,. Sus estadisticos de orden son X ,X,,.... X, y

Yo, Y Y

> 7 (2)> > (n)
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A. Prueba de dos lados.

H,:F, (x)=F, (x) paratodo x

H, :F, (x)# R (x) paraalgin x

B. Prueba de un lado. ( Fy (x)>F, (X))

H,:Fy (X)< R (x) paratodo x

H, :F, (X)>F, (x) paraalgin x

C. Prueba de un lado. (F, (x) < F, (X))

H,:F, (x)>F (x) paratodo x

H, : F, (x)<F, (x) paraalgin x

Estadistico de prueba

El estadistico de dos colas para la prueba de dos muestras de Kolmogorov-Smirnov, denotado

por D_ , es el supremo de las diferencias absolutas entre las dos distribuciones empiricas

Dy, = sup‘Sm (x)-S, (X)‘

m,n?

La region de rechazo apropiada para la alternativa bilateral de diferentes poblaciones D, son

mayores. La distribucion nula acumulada exacta de mnD,  estd dado en tabla D para

2<m<n<12 6 m+n<16. En la tabla también se dan los valores de los cuantiles m=n
entre 9y 20, junto con la aproximaciéon de muestra grande.

Los elementos de entrada de la tabla D pueden ser usados para el estadistico unilateral de
Kolmogorov-Smirnov de dos muestras utilizando una de las colas de la prueba bilteral.

Para calcular P(D, . >d), donde d es el valor observado de sup|Sm(X)—Sn(X)|, primero

m,n =

arreglamos la muestra combinada de m+ n observaciones en orden creciente de magnitud. El
arreglo puede ser bosquejado graficamente en un sistema de coordenadas cartesianos por un
trayecto que comienza en el origen y moviendo un paso a la derecha para una observacion x y
un paso arriba para una observacién vy, finalizando con (m,n). Por ejemplo, los arreglos de la
muestra X Yy Yy X X Yy Yy esrepresentado en la Figura 2.3. Los valores observados
de mS, (X) y nS, (x) son, respectivamente, las coordenadas para todos los puntos (u,v)en el
trayecto donde u y v son enteros. El numero d, el mayor de las diferencias

u v
m n

:M. Si una linea es dibujada conectando los puntos (0,0)y (m,n)en este

mn
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gréfico, la ecuacion de la linea es nx —my = 0y la distancia vertical de algun punto (u,v)en el

v—1Y. Por lo tanto, nd para la muestra observada es la distancia de
m

trayecto de esta linea es

la diagonal para el punto en el trayecto que esta mas lejos de la linea diagonal. En la Figura 2.3

el punto mas lejos es denotado por Q ,y el valor de d es 2/4.

a ] A(m,n)

0,0

Figura 2.3 Los valores observados de mS_ (X) y nS, (x)

El nimero total de arreglos de mX y nY variables aleatorias es (”” ”j, y bajo Hcada uno
m

de los correspondientes trayectos es igual de probable. La probabilidad de un valor observado de
D

m,n

es no menos que d ademas es el nimero de trayectos que tiene puntos para una

distancia de la diagonal no menos que nd , dividido por (m * nj.
n

La prueba unilateral derecha (F, (x)> F, (x)) de dos muestras puede ser definida, basada en

el estadistico
D, =sup[ S, (x)=S,(X)]
Y por dltimo la prueba unilateral izquierda (F, (x)<F, (x))de dos muestras puede ser

definida, basada en el estadistico
D, =sup[ S, (x)-S,(x)]

Regla de decision

Se rechaza H, si el estadistico de prueba segun corresponda D D,. Y D, excede el

m,n ? n

cuantil C,,.

B B B B B B B B B B B B B B A N B I N N B N I I i
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Ejemplo 2.3

Mostraremos que la distribucion estandarizada de una variable ji-cuadrado con grados de
libertad grandes puede ser aproximada por una distribucion normal estandar. Este ejemplo
provee una investigacion del arreglo entre estas dos distribuciones para moderados grados de
libertad. Dos muestras aleatorias mutuamente independientes, cada una de ellas de tamafio
ocho, fueron generadas, una de distribucién normal estandar y la otra de distribucién ji-cuadrado

con v =18 grados de libertad. Los datos resultantes son los siguientes:

Normal ‘-1.91 -1.22 ‘ -0.96 ‘ 0.72 ‘ 0.14 ‘ 0.82 ‘ 145 ‘ 1.86

Chi-cuadrado ‘ 4.90 | 7.25 ‘ 8.04 ‘ 14.10 ‘ 18.30 ‘ 21.21 ‘ 23.10 ‘ 28.12

Solucion:

Antes de probar la hipotesis nula de que las distribuciones son iguales (H, : F, (x) = F, (X)),
los datos de la muestra de ji-cuadrado deben ser estandarizados sustrayendo la media v=18 y

dividiendo por la desviacion estandar J2v =+/36 . Los datos trasformados son respectivamente
-2.18,-1.79, -1.66, -0.65, 0.05, 0.54, 0.85, 1.69

Combinamos los datos normales y estos datos trasformados dentro de un arreglo singular, los

datos subrayados son los trasformados de ji-cuadrado,

-2.18,-1.91,-1.79, -1.66, -1.22, -0.96, -0.72, -0.65, 0.05, 0.14, 0.54, 0.82, 0.85, 1.45, 1.69, 1.86

Las funciones empiricas se definen de la siguiente forma:

0 si x<X

S,6(X) = % si X

(€]

<x< X

w0 < wn para k=1,2,...,15

L osi x= X,

0 si x<Y,

<x<Y

k.
S,s(X) = e sl Y, <

(k+1) para K :1,2,...,15

L si x2Y,,
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Tabla 2.4 Calculo de funcién empirica y sus diferencias

Calcularemos su funcién de distribucion empirica y sus diferencias asi como se muestra en la

tabla 2.4. Elmaximoes D, ,=1/8 6 mnD,  =16.Latabla D para m=n=8 muestra que el

P valores P >0.283, asi que no se rechaza la hipétesis nula de distribuciones idénticas.

2.2.3 Prueba de Smirnov para k muestras

Los datos consisten de k muestras aleatorias de igual tamafio n. Sus fu nciones de distribucion

empiricas respectivas son denotados por S, (x),S, (X),...,S, (X), desconocemos las funciones
de distribucion, denotadas por F,(x),F,(X),...,F, (x) de las que fueron elegidas las k

muestras.

Para esta prueba suponemos que:

1. Son muestras aleatorias, mutuamente independientes entre si.
2. Laescala de medida es por lo menos ordinal.
3. Para que las pruebas sean exactas las variables aleatorias necesitan ser continuas. De

lo contrario la prueba es probablemente conservadora

2.2.3.1 Pruebas de Smirnov para una cola

Hipdtesis de prueba

Las hipotesis para una cola de la prueba de Smirnov son las siguientes:
H,:F(X)<F(X)<...< K (X) para todo X

H,:F(x)> Fj (X) para algin i<j, y para algin X

Estas hipotesis son usadas cuando la hipétesis alternativa es que la i —ésima muestra tiende a
tener valores pequefios que la j —ésima muestra, para algun i menor que j . La hipétesis nula

es usualmente interpretada como, “Todas las muestras provienen de poblaciones idénticas,”
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porque esta prueba unilateral es usualmente apropiada si, por alguna razén fisica, las diferencias
entre poblaciones so6lo ocurren en la direccion indicada por H, .

Estadistico de prueba

El estadistico de prueba T, es igual al supremo, para todo X,y para todo i menor que K (el
numero de muestras) de las diferencias S;(x) menos S,,,(X), donde las pruebas adyacentes

estan siendo comparadas con i rangos para 1 a k—1. Esto puede ser denotado

matematicamente como

T, =sup [Si (X) =S, (X)] (2.6)

X,i<k
Para evaluar, se define primero para las muestras 1y 2, luego para la muestra 2 y 3, y asi

sucesivamente para mas muestras k —1y k,y T, igual al mas grande de estos.

Regla de decision

Se rechaza H,con un nivel o si T, excede el cuantil (1— ¢ ) que es dado en la tabla E. En la

Tabla E es introducida un k, el nimero de muestras y n, el tamafo de cada uno de las k

muestras. La entrada en la columna debajo p =1-« es dividido por npara dar el cuantil
1 -« . La aproximacién basada en la distribucidén asintotica, dado al pie de cada columna,

requiere ser dividido por Jn.

Ejemplo 2.4

Cuando el ojo humano se envejece pierde su habilidad de enfocar objetos cerca. Esta es una
caracteristica reconocida en personas con mas de 40 afios de edad. Para ver si las personas
entre los 15 y 30 afios de edad, pierden la habilidad de focalizar objetos, se seleccionaron ocho
personas de cada uno de cuatro grupos de edades; cerca de 15, cerca de 20, cerca de 25, y
aproximadamente de 30 afios de edad. Fue asumido que estas personas se comportarian como
una muestra aleatoria de su grupo de edad. Cada persona mantuvo un escrito impreso delante
de su ojo derecho, con el ojo izquierdo cubierto. El escrito fue movido acercandose al ojo
derecho hasta que la persona declarara que la impresion comenzaba a verse borrosa. La
distancia mas cercana que la persona enfocara mejor fue medida.

Solucion:

La hipdtesis nula es que la distancia medida fue idénticamente distribuida para todas las
poblaciones. La hipbtesis alternativa fue que los grupos mayores tendieron a proveer medidas

con distancias mayores. Las pruebas fueron numeradas de 1 a 4 en orden ascendente.
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H, : F (xX)=F,(x) = F(X) = F,(X) paratodo X

H, : F(x) > F;(x) paratodox yalgin i < j.

Asumimos que la habilidad de focalizar objetos cercanos no se mejora con la edad, y por
consiguiente podemos declarar la hipotesis nula ya citada anteriormente. Las distancias,

medidas en pulgadas, son dadas en la siguiente tabla. Las pruebas son ordenadas por

conveniencia.

(1) 15 afios de edad | (2) 20 afios de edad | (3) 25 afios de edad | (4) 30 afios de edad
46 6.3 4.7 6.4 5.6 6.8 6.0 8.6
49 6.8 5.0 6.6 5.9 74 6.8 8.9

5.0 74 5.1 71 6.6 8.3 8.1 9.8
5.7 7.9 5.8 8.3 6.7 9.6 8.4 11.5

La diferencia entre los valores mas grandes de S,(x) y S,, (x) ocurre en los puntos de
aumento de S;(X), que son los valores de la i-ésima muestra aleatoria. Entonces la diferencia
S;(X)-S,,,(X) necesita que se calculen solamente para los n=8 numeros en la i-ésima

muestra.

Sl(x)_sz(x) SZ(X)—S3(X) 33(X)—S4(X)

s [8,00 = 5.00T= & [ s [s.00 - s, 00T= 3 s [s,00 - s, 00l 5

El estadistico de prueba T, esiguala 4/8, es la mas grande de las diferencias dadas al pie de

las columnas de la tabla anterior. La region critica corresponde a los valores de T, mas grandes
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que W,,s, con a =0.05, donde w,,,, para Kk =4muestras y n=28 observaciones por

0.95

muestras, esta dado en la tablaE como . . — > — 2
n 8

Como T, no se excede a 5/8, la hipdtesis nula es aceptada. El p-valor puede verse en la

Tabla E que es mayor que 0.10.

La distribucion exacta de una cola de k - muestras de la prueba estadistica de Smirnov puede
ser obtenida considerando cada arreglo ordenado combinando k muestras para ser igualmente
probable, evaluando la prueba estadistica, y luego tabulando la funcion de distribucion del

estadistico de prueba. La funcion de distribucion de T, esté construido en Conover (1967b) es

una funcion matematica de ky n.

2.2.3.2 Prueba de Smirnov para dos colas

Hipotesis de prueba

Las hipotesis para dos colas de la prueba de Smirnov son las siguientes:
H,:F(X)=F,(x)=...=F.(x) paratodo x (Las funciones de distribucién poblacionales son
idénticas)

H,:F(x)=F,(x) para algin i, j y x (Las funciones de distribucion poblacionales no son
idénticas).

Estadistico de prueba

El estadistico de prueba es evaluado comparando la muestra “mas grande” con la muestra “mas
pequefia”. Esto es, encuentra la observacion mas grande en cada muestra y denota estos por

Z,,Z,,....Z, . Lamuestra con el Z, més grande es llamada “La muestra de rangos k”, y su
funcion de distribucion empirica es denotada por S™ (x) . La muestra con el Z, mas pequefio

es llamada “muestras de rango 1”, y la funcién de distribucion empirica es denotada por S (x).
El estadistico de prueba T, es el supremo en X de las diferencias S (x) menos S®(x).
Matematicamente esto puede ser escrito como

T,=sup[ SV (0)-S¥ (0]  (27)
Regla de decisién
Se rechaza H, con nivel o si T, excede el cuantil 1 -« dados por la tabla F, en la fila
correspondiente al tamafio de muestra correcto n, y la columna correspondientea p=1-«.

Luego seleccione en la tabla el nimero correcto de muestras k. Esta tabla esta dividida por n
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para obtener el cuantil deseado. El cuantil aproximado para la distribucion asintética requiere

solo la division por /n, y no depende de k.

Ejemplo 2.5

En los siguientes datos se han tomado una docena de voluntarios y fueron asignados a cada uno

de los tres planes para adelgazar. La hipdtesis nula es que no hay diferencia entre planes para

adelgazar, y la alternativa existe alguna diferencia. Los datos fueron los siguientes.

PlanA | PlanB Plan C
2 |17 |17 5 |29 5
12| 4 (156 | 3|25
5125 3 |19|25]32
6 19| 4 | 28 | 24
26 (2159|1136
8 |6 |14 7 |7]2

Las observaciones mas grandes para cada muestra estan subrayadas.

Z,=26
Z,=19
Z,=36

El valor més grande para Z, es 36, para Plan C es llamado la muestra de rango 3. El valor mas

pequefio para Z; es 19, para el Plan B es llamado la muestra de rango 1. El estadistico de

prueba es calculado para aquellas dos muestras. Las diferencias S (x)—S* (x) necesitan

ser calculadas solamente como los numeros listados en la muestra de rango 1. La muestra sera

ordenada como sigue:

S (x)-S%(x)

SV (x)-S%(x)

El estadistico de prueba T, , definido por la ecuacion (2.7) es

T, = sup[S“)(X) - S(k)(x)]

Estadistica no paramétrica
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Esigual a 8/12 para estos datos. La region critica de tamafio & = 0.05 corresponde a valores
de T, mayores que W,,,, que son dados por la tabla F para n=12 y k =3 como

6_6
n 12

095 —

Puesto que T, excede 6/12, la hipotesis nula es rechazada. De hecho la hipétesis nula puede

ser rechazada a un nivel de significancia tan pequefio como 0.01, puesto que el p-valor esta

cerca de 0.01.

2.3 Pruebas de asociacion

Cuando se tiene una muestra de datos bivariados, surge la necesidad de conocer si las variables
estaran o no relacionadas y qué tan fuerte seran. Para saber esto, generalmente se piensa en
obtener un coeficiente de correlacién que nos indique el grado de relacion lineal entre las
variables, pero debe tenerse cuidado de no interpretarlo como una medida de la relacion causal
entre las variables y también tomar en cuenta que si la relacidén no es lineal, la correlacién no

detecta la relacién existente entre las variables.

2.3.1 Prueba de independencia. Ji-cuadrado.

Una tabla de doble entrada es una matriz, en donde los datos de cada casilla representan el
total de elementos que hay entre dos categorias de variables ambas cualitativas o ambas

cuantitativas o una cuantitativa y una cualitativa.

Por ejemplo, un entomologista observd 37 insectos, de diferentes tipos, los cuales pueden ser

ordenados usando una tabla de contingencia de 2x3, como la siguiente:

Polillas | Saltamontes

Estado
Vivo 21

Muerto 1
Total 22

Como vimos en el ejemplo anterior es relativamente frecuente encontrarse con informacion
referida a la observaciéon de dos caracteristicas de una poblacién, en las que se establecen
modalidades o categorias, mediante las cuales se clasifican los individuos o elementos que
constituyen una muestra de la misma. Este tipo de distribucién bidimensional de frecuencias

suele presentarse en forma de tabla de doble entrada, también llamada Tabla de Contingencia.
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Estas tablas permiten analizar si existe asociacion o dependencia entre las frecuencias
observadas por fila y columna, y en definitiva, si las dos variables inmersas en la clasificacion
son independientes, aun sin conocer cuales son sus correspondientes funciones de probabilidad.
Haremos referencia al estudio de tablas de contingencia con sélo dos criterios (variables) de

clasificacion, tal y como la reflejada en la siguiente tabla:

Tabla 2.5: Tablas de contingencia con sélo dos criterios de clasificacion.

Categorias de la caracteristicas B
_ Total
1 2 ] S
1
Ny, N, n, i Ny n 1
2 n,, Ny, n, j Ny, n
< 2
S
g =
5 &
g % ,
S 8 Ny i, Ny N n.
< I.
) |
r n n n n
rl r2 rj rs n
r.
Total n, n, n_j n . n

El cuerpo central de la tabla define la distribucion conjunta de frecuencias de las caracteristicas

A'y B, mientras que la fila y columna de totales definen, respectivamente, sus correspondientes
frecuencias marginales. También se sabe que:
r S r S
2= =yn;=n
i=1 j=1 i=1 j=1
Hipotesis de prueba.

Supongamos que p; es la probabilidad de que un sujeto extraido al azar de la poblacion
pertenezca a la categoria (i, j) de la tabla anterior. Sean p. 'y p, las probabilidades

marginales de que se encuentre en la categoria i —ésima de Ay en la categoria j—ésima de

B, respectivamente. Siempre que ambas categorias sean independientes, la probabilidad
conjunta ha de ser igual al producto de las marginales. Por tanto, si postulamos como hipétesis

nula a contrastar la independencia entre las dos variables, podremos escribirla como sigue:

Ho:py=p.p;, 1=12,..,r; j=12,.,5
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En otras palabras las hipdtesis a probar se escriben de la siguiente forma:

H , : Las categorias entre las caracteristicas son independientes.
H, :Las categorias no son independientes.

Estadistico de prueba
Por otro lado, aplicando el criterio del contraste > de bondad del ajuste, discrepancia entre

frecuencias observadas y frecuencias esperadas, para las rxs casillas de la tabla 2.4, se puede

escribir que:
2
s (n.. — e..)
ij ij 2
Z — = Z(H)(H) , con g; =np,;

Pero, si la hipotesis de independencia es cierta, se tiene que p; = p;.p; , por lo que la

expresion anterior, para n suficientemente grande, queda como sigue:

2
e (n —npp., n n;
33 o BP) e donte 0y,

Para realizar el contraste anterior, es preciso conocer la funcién de probabilidad de las variables
Ay B. Sin embargo, esto no es lo mas frecuente, por lo que se habran de estimar a partir de las

observaciones muestrales. Habra que corregir los grados de libertad, restando el numero de

parametros estimados. Dado que ipi - Z P =1 habré que estimar (r —1) parametros de Ia
i=1 j=1

r-1

caracteristica A (dado que el parametro r -ésimo se calcula de la siguiente forma p :1_2

i=1

p)Y

(s—1) de la caracteristica B (dado que el parametro s-ésimo se calcula de la siguiente forma

s—1

p ). Por consiguiente, cuando no se conocen las probabilidades tedricas y se

P =1-

i=1
estiman con las frecuencias relativas de la muestra, habra que restar (r —1)+(s —1) grados de
libertad a los (rs — 1) anteriores, y los grados de libertad del estadistico ji-cuadrado

seran:

(rs=1)-[(r=1)+(s-1)]=rs—1-r+1-s+1
=rs—r-s+1
=r(s-1)-(s-1)
(s-1)(r-1)

Si el valor muestral del estadistico es muy grande, cabe pensar que hay mucha discrepancia
entre las frecuencias de la distribucién conjunta y las obtenidas a través del producto de las

distribuciones marginales, por lo que no hay evidencia de que las variables sean independientes.
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Por el contrario, para valores pequefios se concluye que no hay evidencia empirica suficiente
para rechazar la hipotesis de independencia.
Algunas limitaciones que se deben tomar en cuenta para estas pruebas ¥ * antes de su

aplicacion son las siguientes:

@ Sila variable esta compuesta por dos categorias, las eij para cada una de ellas deben

ser 50 mas.

@ Sila variable esta compuesta por mas de dos categorias solo sera aplicable si mas del

20% de los €jj son 50 mas.

Regla de decision

Se rechaza H, si el valor observado del estadistico de prueba excediera a ;(j,(r_l)(s_l) :

Ejemplo 2.6

Un grupo de investigadores formuld a un grupo de 44 personas, la siguiente pregunta ;El
comportamiento de los adolescentes se debe a la educacion que se les da en casa?. Recogieron
opinién de 75 personas seleccionadas aleatoriamente y se obtuvieron los resultados que se

presentan en la siguiente tabla de contingencia:

Opinion

Sexo De acuerdo | Desacuerdo | Indiferente
Varones 15 24
Mujeres 7 22
Total 22 46

Los investigadores desean saber, con un nivel de significacion « = 0.05, si en esta situacion

particular el sexo y la opinion son independientes.

Las hipotesis a probar son:

H , : La opinion es independiente del sexo.
H, :La opinidn no es independiente del sexo.
Célculo de las frecuencias esperadas en cada celda: e;; = np;;

Después de efectuar el computo las frecuencias esperadas quedaran asi:

B B B B B B B B B B B B B B A N B I N N B N I I i
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Opinion
Sexo De acuerdo | Desacuerdo | Indiferente | Total
Varones 12.9 27.0 41 44
Mujeres 91 19.0 29 31
Total 22 46 7 75

Como se puede observar en los valores esperados de las columnas de la tabla anterior, hay un
porcentaje alto de datos mayores que 5, por tanto no seria posible ocupar la distribucion ji-
cuadrado como funcién de decision. En casos como este podriamos eliminar toda la columna o
suponer que las personas que no opinan no estarian de acuerdo. La opinion a tomar depende de
cada situacién particular. Nos inclinamos por clasificar en “de acuerdo” y “no de acuerdo”,
incluyendo en el dltimo grupo los indiferentes.

En la siguiente tabla se presentan las frecuencias observadas y esperadas

Opinién

Sexo De acuerdo Desacuerdo
Varones 15 129 | 29 27.0
Muijeres 7 91| 24 19.0

Total

Calculando el estadistico de prueba se obtuvo un valor de 1.16 con un grado de libertad.

La regla de decision es rechazar la hiptesis nula para cualquier valor de »; >a de la prueba

estadistica tal que la P(;(f 2a)=0.05, (a=3.84 segun tabla B, aleatoriamente), estos

resultados nos conducen a aceptar la hipétesis nula que las variables sexo y opinion en la

situacion planteada son independientes.

2.3.2 Coeficiente de correlacion R, de Spearman.

Un coeficiente de correlacion que se basa en rangos y que es muy utilizado, es el de Spearman

R, este resultado es muy facil de calcular porque su calculo es semejante al de correlacion de

Pearson que generalmente se usa. Spearman desarrollé un trabajo en 1940 donde presentd este
coeficiente que en lugar de utilizar los valores de las variables, utilizaba los rangos asociados a
ellas, mediante éste se tiene una medida de asociacion y ademas permite probar hipétesis; el
Unico supuesto que tiene es que la escala de medida de la variable en estudio es al menos

ordinal.'é

16 Alberto Castillo M. y Mario Miguel Ojeda R., op.cit. pp. 143-146.
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Los datos provienen de una muestra aleatoria bivariada de tamafio n,
(X1,Y)).(X,.Y,),.(X,.Y,)- Sea R(X,) la representacion de los rangos de X; para
i=12,.,nYy R(X<i))=i ya que X (i) es el estadistico de orden i-ésimo. En el caso de

empates se le asigna el promedio de los rangos correlativos.

Este coeficiente nos permite medir la asociacion lineal entre dos variables, hay otras medidas de
asociacion para aquellos casos en los que la escala con la que se miden las variables es de tipo

nominal.

El coeficiente de correlacion de Spearman oscila en el intervalo —1< R, <1; y mide el grado de
asociacion lineal que existe entre los rangos de X y Y . El coeficiente Ry mide la tendencia
relacional entre X y Y, es decir si es monotona creciente o decreciente, si R se encuentra

cercano a 1 6 a -1, se sugiere una asociacibn mondtona creciente o decreciente

respectivamente para X y Y 7.

Hipotesis de prueba

El coeficiente de correlacion de rangos de Spearman a menudo es usado para probar la
independencia entre dos variables aleatorias. Las hipdtesis a probar toman la siguiente forma:
A. Prueba de dos colas

H,: Las poblaciones X e Y son mutuamente independientes. (H, : R, =0)
H,: (a) Hay una tendencia para los valores grandes de X para ser arreglado en pares con

valores grandes de Y y (b) Hay una tendencia para los valores pequefios de X para ser

arreglado en pares con valores grandesde Y .(H,: R, #0)

B. Prueba de una cola para correlacién positiva

H,: Las poblaciones X e Y son mutuamente independientes. (H, : R, =0)
H,: Hay una tendencia para valores grandes de X y Y para ser arreglado en pares
conjuntamente. (H,: R, >0)

C. Prueba de una cola para correlacion negativa

17 Canavos G.C. (1989). Probabilidad y Estadistica. Aplicaciones y Métodos. Editorial Mc Graw Hill.
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H,: Las poblaciones X e Y son mutuamente independientes. (H,: R, =0)
H,: Hay una tendencia para valores pequefios de X para ser arreglado en pares con valores

grandes de Y,y viceversa. (H, : R, <0)

Estadistico de prueba

Para una muestra de n pares (X,,Y,),(X,.Y,),...(X,.Y,) medidos al menos con la escala

ordinal. El coeficiente de correlacion de Spearman puede escribirse en la forma siguiente:

63 d?
i=1

- n(;{2 -1

Ry

En donde se llama correlacion o coeficiente de rango de Spearman. En esta formula, d, es la
diferencia entre los rangos de las observaciones apareadas (X,,Y,), es decir

d, =R(X;)-R(Y;), R(X;)=rango(x ), R(Y;)=rango(y;) y n es el nimero de pares

en la muestra. La formula anterior para R se obtiene de la formula de correlacion de Pearson

cuando no hay empate en los rangos.
Si hay empates, se calculara del modo siguiente:
(n —1) 6> D - (u/ +v/)
o \/[n(n ~1)-12u’ ]*[n(n —1)—12v/]

donde

ZU ZU-

12

U es el numero de observaciones empatadas entre los valores de X (Por ejemplo, si la

observacion X, se repite 3 y la observacion X,; se repite 5 veces, entonces u=3,5). La

suma es extendida sobre todo conjunto u de rangos empatados en la muestra X .

Del mismo modo

:ZW—ZV;

12
v es el numero de observaciones empatadas entre los valores de Y . La suma es extendida
sobre todo conjunto de v rangos empatados en la muestrade Y .

D, es la diferencia entre los rangos de los pares relacionados.

B B B B B T B T I T it
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Bajo la hipotesis nula de que las muestras X y Y son independientes, los rangos R
correspondientes a la muestra X'y S, correspondientes a la muestra Y son independientes
para todo i, j.Las mediasy varianzas de R son facil de calcular como sigue:

n(n+1)2

(ZR j—nE (R)E(S ):T

V(iR,S,j:nvar(R,)var(Si)+n(n—l)cov( 0 ])(S S)

i=1
n(n2 4—1)2 + n(n—l)(n+1)2
a 144

_ n’(n-1)(n+1)’

144

El estadistico R, es de distribucion libre (el estadistico de distribucion de Spearman no depende

de la funcién de distribucion de la poblacién) y se aproxima a una normal con media cero y

varianza __L_ cuando el nimero de pares relacionados es, segun algunos autores mayor que 30
n-1

y segln otros 10 0o mas'® y el valor estandarizadoes Z = R.v/n—1.

Regla de decision

Segun las hipotesis de prueba mencionadas anteriormente:

A. Serechaza H, si el coeficiente R_ excede el cuantil 1—a/2 o si es mas pequefio que el
cuantil /2 .
B. Se rechaza H, si el coeficiente R, excede el cuantil 1-¢ .

C. Serechaza H, siel coeficiente R, es mas pequefio que el cuantil 1 -« .

Ejemplo 2.7

Se realiza un estudio para determinar la asociacién entre la concentraciéon de nicotina en la
sangre de un individuo y el contenido de nicotina de un cigarrillo, los valores se presentan en la

siguiente tabla:

18 Estadistica no paramétrica a modo de introduccion. Emma Fernandez Loureiro de Pérez. Ediciones cooperativas. Pag. 110
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Concentracion de . o
o Contenido de nicotina
nicotina o
en cigarrillo
en sangre
. (mg)
(nmol/litro)
189.7 1.51
197.3 0.96
204.2 1.21
199.2 1.66
199.1 1.1
192.8 0.84
207.4 114
183.0 1.28
2341 1.53
I 196.5 0.76 I

Los rangos asignados son los siguientes:

Concentracion de nicotina | Contenido de nicotina
en sangre en cigarrillo di2
(nmolflitro) g (X)) (mg) r )

2 8 36
5 3 4
8 6 4
7 10 9
6 4 4
3 2 1
9 5 16
1 7 36
10 9 1
4 1 9

Solucion:

El planteamiento de la hipétesis quedaria de la siguiente manera:

H,: La concentracion de nicotina en la sangre depende de la concentracion de nicotina en los
cigarrillos. (H, : R, =0)
H, : Hay una correlacion positiva en la concentracion de nicotina en la sangre y la concentracion

de nicotina en los cigarrillos (H,: R, >0)
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* 2
S 620y 720

— - L= -———=0.27
° n(n*-1) 10(99) 990

Dado que el estadistico R; de Spearman es préximo a cero se concluye que no hay correlacion

lineal 0 que se acepta la hipdtesis nula que la concentracidn de nicotina en la sangre depende de
la concentracidn de nicotina en los cigarrillos. Por otra parte el P =0.247 segun tabla |.

2.3.3 Coeficiente = de Kendall.

El estadistico  de Kendall es otro coeficiente de correlacion de rangos. Para utilizarlo en la
medicion de la asociacion entre dos variables ordenadas.

Es aplicable en los mismos casos que el coeficiente de correlacion de Spearman pero mide la
asociacion entre las variables en un sentido diferente y por tanto, en algunos casos, su valor es

distinto al de Spearman.

Hipotesis de prueba
A. Prueba de dos colas

H,: Las poblaciones X e Y son mutuamente independientes. (H, : 7 =0)
H,: (a) Hay una tendencia para los valores grandes de X para ser arreglado en pares con

valores grandes de Y o (b) Hay una tendencia para los valores pequefios de X para ser

arreglado en pares con valores grandesde Y . (H, : 7 # 0)

B. Prueba de una cola para correlacién positiva

H,: Las poblaciones X e Y son mutuamente independientes. (H, : 7 =0)
H,: Hay una tendencia para valores grandes de X y Y para ser arreglado en pares

conjuntamente. (H, : 7 >0)

C. Prueba de una cola para correlacion negativa

H,: Las poblaciones X e Y son mutuamente independientes. (H, : 7 =0)
H,: Hay una tendencia para valores pequefios de X para ser arreglado en pares con valores

grandesde Y , y viceversa. (H, : 7 < 0)

Estadistico de prueba

Para cada conjunto de pares (xi,yi),(xi,yi) de las observaciones de la muestra, se define el

siguiente indicador:
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Aj =sgn(Xj - Xi)sgn(Yj —Yi)

Donde -1 siu<o0
sgn(U)=40 siu=0
1 si u>0

Entonces los valores asumidos para A; son

q; Variable indicador para la clasificacion de (Xi LY ) y (X Y. )

I

1 Si los pares son concordantes

-1 Si los pares son discordantes

I 0 Si los pares no son concordantes ni discordantes por un empate en cualquier componente. I

Es obvio ver que a, =a, ¥ a; =0, por tanto, el posible total de parejas de pares a considerar

son [n] es decir, (”j _ n(n-1) _m Numeros de parejas de pares a considerar.
2 2 2

Sea la 7 de Kendall una medida de asociacién entre variables aleatorias de alguna poblacién

bivariada, definida como:

2(N,—Ny)

n(n—1)

Donde para dos pares independientes de observaciones (x,.y,),(x,.,) de dos poblaciones,

N, = Numero de pares concordantes.
N, = Numero de pares discordantes.

Esta medida de asociacion de observaciones pares es llamada coeficiente tau de Kendall's.

Por tanto, se trata de construir un intervalo de confianza para 7 al nivel deseado 100(1-«),

utilizando sus tablas, y rechazar la hipotesis de ausencia de asociacion si el valor numérico de
cae fuera de dicho intervalo.

Si los rangos de Y resultasen quedar ordenados cuando hemos seguido el orden natural de las
observaciones de X, entonces la suma S tomaria su maximo valor numérico, que con el nimero
total de comparaciones, y el estadistico = seria igual a 1. Si los rangos de Y quedasen en un
orden exactamente inverso al natural, el estadistico 7 tomaria entonces su minimo valor posible,
que es -1. En general, —1<7<1. La hipdtesis nula de ausencia de asociacién entre ambas

variables hara que en cada comparacion de rangos de Y haya la misma probabilidad de que sus
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rangos estén o no invertidos, por lo que habra aproximadamente tantos 1 como -1, y la suma S
sera proxima a cero.

Para muestras de tamario superior a 10, la distribucion del estadistico puede aproximarse por:

7~ N (O,Z(Zn—JrS)]
on(n—1)

La division de 7 por su respectiva desviacion estandar resulta en una variable aleatoria que es
distribuida aproximadamente como una variable aleatoria normal estandar para valores grandes
de n. La aproximacidn es considerada bastante buena para estandarizar los valores de 7 para

n>8.

Regla de decision
La 7 de Kendall puede ser usado como un estadistico de prueba para probar la hipétesis nula

de independencia entre X y Y, con alternativas unilateral y bilateral. Usaremos T como
estadistico de prueba de Kendall , donde T esta definido como

T=N_-N,
Los cuantiles de T son dados en la tabla G . Si T excede al cuantil 1—« se rechaza H, a

favor de la hipétesis alternativa unilateral de correlacidn positiva, con nivel de « . Valores de T
menores que el cuanti « conducen a la aceptacion de la hipdtesis alternativa de correlacion

negativa.

Ejemplo 2.8

Doce conjuntos de gemelos idénticos recibieron pruebas psicoldgicas para determinar si el
primer nacimiento de los gemelos tiende a ser mas agresivo que el otro. Los resultados fueron

los siguientes, donde la puntuacion mas alta indica mas agresividad

Conjunto 112 (3|4 |5|6|7 |89 10]11]12

Primer nacido | 86 | 71 | 77 | 68 | 91 | 72 | 77 | 91 | 70 | 71 | 88 | 87
Segundo nacido | 88 | 77 | 76 | 64 | 96 | 72 | 65 | 90 | 65 | 80 | 81 | 72

Los arreglos de datos (X;,Y;) conforme incrementan los valores de X de la siguiente forma:
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Pares concordantes | Pares discordantes

Par no concordante

( XY, ) ( XY, ) ni discordante (neutral)

—_
—_

o O N W N M O o B B ©

Solucion:
La = de Kendall sera

C2(N,-N,) 2(49-12) 74

nn=1) (2 132

Esta es una correlacion de rango positiva entre lo pares.
Siguiendo el ejemplo probaremos una hipotesis de alternativa bilateral planteada de la siguiente
manera:
H,:7=0
H :z#0
Primero calcularemos el estadistico T , el cual queda de la siguiente manera
T=N,-N,=49-12=37
En la tabla G los cuantiles para la prueba bilateral de tamafio « =0.05 es encontrado para

n=12, son Wi_gy = Woo75 = 28y W, = Wo g5 = —28

Dado que T cae en la region de rechazo concluiremos que se rechaza la hip6tesis nula de que
X y Y son mutuamente independientes y se acepta que hay tendencia en los datos, en
nuestro caso que hay correlacidén positiva, es decir, que el comportamiento de los gemelos

depende del orden de los nacimientos.
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2.4 Pruebas de rachas

De la misma forma que un jugador de apuestas habla de “malas rachas” cuando pierde,
podemos hablar de diferentes tipos de rachas. En estadistica, cualquier secuencia de
observaciones, delimitada por un tipo diferente de observaciones, es llamada una racha. Por
ejemplo, una moneda es lanzada 20 veces y el resultado H (cara) o T (cruz) se lleva registrada

segun el orden en que ha ocurrido, como sigue:
THHHHHHTHTHTTHHHTHTH

La serie comienza con una racha de cruz con longitud 1, seguida por una racha de cara con
longitud 6, y asi sucesivamente. En la serie se puede observar dos tipos de observaciones, en

total hay 12 rachas de observaciones de las cuales 6 son del tipo T y 6 son del tipo H.

El nimero total de rachas es un estadistico que puede ser usado para probar la hipétesis nula:

H, : El proceso que genera la secuencia es un proceso aleatorio.

La prueba de rachas es presentada como una prueba de aleatoriedad de un proceso que genera
la secuencia y como una prueba de dos muestras para diferencias de cualquier tipo entre dos
poblaciones. Una racha consiste de una secuencia de valores X consecutivos de tipo | o
valores Y de tipo Il.

Cuando el nimero total de rachas es usado de esta forma es llamada la prueba de rachas de
Wald-Wolfowitz, puede ser utilizada como una alternativa para otras pruebas de dos muestra
como la prueba de Mann-Whitney, o la prueba de Smirnov. La prueba de rachas no es

muy poderosa en el problema de muestras, pero es facil de aplicar.

2.4.1 Prueba basada en el nimero total de rachas.
Asumimos una secuencia ordenada de n elementos de dos tipos, n, del primer tipoy n, del
segundo tipo, donde n, +n, =n. Si 1, es el numero de rachas de los elementos de tipo 1y r,

es el numero de rachas de elementos de tipo 2, el numero total de rachas en la secuencia es de
r=r+r,. Que es usada como una medida de aleatoriedad del proceso que genera la
secuencia en la variable R, para derivar una prueba de aleatoriedad basada en la variable

aleatoria R, el nimero total de rachas. Podemos construir la distribucién de probabilidad de R,

para encontrar las probabilidades de significancia « , pero no es necesario en este momento ya
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que hay tablas de probabilidad para dicho estadistico, sin embargo lo haremos posteriormente

en el orden en que ocurre.

Prueba de rachas wald-wolfowitz
A. (prueba de aleatoriedad) los datos consisten de una secuencia de observaciones. Las
observaciones son de dos tipos, o pueden ser reducidos a datos de dos tipos, denotados por

a y b en esta representacion, donde n, denota el nimero de observaciones del tipo a y
n, el nimero de observaciones del tipo b en la secuencia observada.

B. (prueba de dos muestras) los datos consisten de dos muestras aleatorias, mutuamente

independiente una de otra. Una muestra X,..., X, es detamafio n, ylaotra V,,...Y, es

de tamafio n,. Un arreglo posible de muestras ordenadas combinadas, es como sigue:

X<X<Y<X<...<Y<X

que representa un arreglo de n, +n, elementos.

Se necesita recordar de la identidad de las observaciones, es decir, de qué tipo es la
observacién, si es del tipo X o del tipo Y como se hizo anteriormente, aunque el valor
numérico actual es sin importancia después del ordenamiento. Si varias observaciones son
iguales, esto causa una ambigiiedad en el numero total de rachas, es recomendado hacer dos
arreglos combinados, como sigue, el primer arreglo considerado sera el que tenga el menor
numero rachas, el segundo arreglo sera el que tenga el mayor nimero de rachas, y sea el
estadistico de prueba igual al promedio de estos dos numeros de rachas.

Para pruebas de aleatoriedad la Unica suposicién es que las observaciones sean registrables ya
sea en un tipo (a) o tipo (b). Para las pruebas de dos muestras tenemos las siguientes
suposiciones.

1. Las pruebas de dos muestras son aleatorias, cada una mutuamente independiente entre si.

2. Las variables aleatorias son continuas.

Hipotesis de prueba

A. Prueba de aleatoriedad.

H, : El proceso que genera la secuencia es un proceso aleatorio.
H,: Las variables aleatorias en la secuencia son dependientes una de otras, o son distribuidas

en forma diferente una de la otra.
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B. Prueba de dos muestras.

H,: Los datos de la poblacion de la variable X y los datos de la poblacion de la variable Y

tienen idénticas funcion de distribucion.

H,: La funcion de distribucion de la poblacion de variable X es diferente a la funcion de

distribucién de la poblacién de variable Y .

Estadistico de prueba

A. (Prueba de aleatoriedad) El estadistico de prueba R es igual al numero total de rachas de
los elementos en la secuencia de observaciones.

B. (Prueba para dos muestras) El estadistico de prueba R es igual al nimero total de rachas

de las observaciones, en la muestra combinada ordenada.

Construccion de la distribucion de R
Bajo la hipdtesis nula que las muestras vinieron de poblaciones idénticas, cada arreglo ordenado

es igualmente probable, y tiene probabilidad 1 , porque estas son [”2 + ”lj arreglos
n, +n, n
")
ordenados de la muestra combinada. La distribucién de probabilidad del estadistico de prueba es

encontrada al contar el numero de arreglos que resulta en un especifico numero r, es decir,
T , n2 + nl . H ! !
dividimos el numero por . Por ejemplo, si tenemos 4 X' y5 Y', ylarachade X
nl

comenzando con X, X® y X® ylasrachasen Y comienzancon Y®, Y® y©® y®y

Y®, Luego sdlo los arreglos ordenados posibles son

XD e Xx@ oy o x0) y@ o x@) o y0O) oy oy06)

YO e xM o x@ y@ o x0) o yO) y(@) o y6) o x(@)

Cada uno contiene seis rachas. Este hecho significante nos posibilita contar facilmente el

numero de arreglos produciendo exactamente r rachas, de la siguiente manera.

: . r r .
Si r es un numero par, entonces hay 5 rachas de X y 5 rachas de Y . La primera racha X

, . « , r
comienza con X ¥, la mas pequefia de X , mientras las faltantes 5—1 rachas de X pueden
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n -1
. ! .
comenzar con algin 5—1 de la faltante (n, —1) X . Hay | formas de seleccionar estos

2

(%—1] X dela (n,—1) X . La misma afirmacion puede estar hecha de Y ; esto es, la primera
racha Y comienza con Y™ pero la racha faltante (%—lj Y puede comenzar con algun

27 1 ’
;—1 de la faltante (n2 —1) Y . Estos Y pueden ser seleccionados en nr formas. Asi,
——1

2
cuando r es par, tenemos
n,—-1
Ny = numeros de formas especificas de rachas que comienzan con X .
——1
2
n —1 . .
2) |, = numeros de formas especificas de rachas que comienzan con Y .
—-1
2
n-1y(n,-1 ) - .
I ; = numeros de formas especificas de rachas que comienza con X yconY .
——1 -
2

Cada arreglo puede comenzar con una X o0 una Y cuando res par, el nimero citado
anteriormente de formas de especificar que X' yconY' comience necesidades de rachas a ser

duplicado para obtener el numero de arreglos de la muestra ordenada que resultan en r

rachas.
n—-1)(n,-1

4) 2| | r =numero de arreglosde X y Y de r rachas, cuando r es par.
——1 || =-1
2 2

Dividiendo por el nimero total de arreglos obtenemos la probabilidad deseada.
n-1)(n,-1
5 5 , cuando r es par.

Esto da la probabilidad de T igualando r cuando r es par.

P(T=r/H, es verdadero)=

Por ejemplo si tenemos las condiciones en cada muestra X, < X, y Y, <Y,, dado que n, =2
y n, =2,y de los arreglos anteriores podriamos probar que la P(T =r= 4) usando la férmula

escrita anteriormente tenemos que:
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o))

P(T=r=4/H, es verdadero)= [2+2] = [4] =

2 2

Para comprobar lo anterior podemos generar los siguientes arreglos:
X, XYY, >r=2
XY, XY, > r=4
XYY,X, >r=3
YY,X, X, >r=2
Y, X, X,Y, >r=3
Y XY, X, >r=4

Y efectivamente hay 2 arreglos de 6 donde r =4
(r-1) en

Si r esimpar, hay una racha mas de X, (r;l) rachas, que son rachas de Y,

este caso la secuencia comienza y termina con una X , o lo contrario si hay una racha mas de
Y que de X la secuencia comienza y termina con una Y . El mismo razonamiento usado
anteriormente cuando r es par puede ser usado cuando r es impary obtenemos lo siguiente

o (r+1) (r-1)
6) (r=1) || (r-3) = numero de arreglos dados 5 X rachasy 5 Y rachas.

2 2

n n = numero de arreglos dados ( ) rachas de X' ( 1) rachas de
(r-3){| (-1 9 2 Y

2 2
Y'.
8) [ n -1 H n, -1 J { m -1 ]{ 2 J— el nimero total de arreglos que produce r  rachas,
(r=D) || (r=3)|*| (r=3) 1] (r-1)

2 2 2 2

cuando r esimpar.

n -1 n,—1 n -1 n, -1

(r=1){| (r=3) (| (r=3) || (r-1)

2 2 2 2

9)

P(T=r/H, es verdadero)=

cuando r esimpar.
La Ultima ecuacion da la probabilidad de T igualando r rachas cuando res impar. Esta
funcidn de probabilidad de T es especificada por 5) cuando r es pary 9) cuando r es impar.

Hay una diferencia leve en teoria entre la prueba de dos muestras y la prueba para la

aleatoriedad. En la prueba de dos muestras los tamafios de muestra n, y n, son conocidos en

el proceso, y las probabilidades son encontradas considerando cada arreglo ordenado para ser
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igualmente probables para n, y n,. En la prueba para aleatoriedad el nimero de objetos de tipo

a y objetos de tipo b no es conocido hasta que la secuencia entera de observaciones sea

conocida, n, y n, esta en parte de la incertidumbre de los datos. Es todavia verdadero que
cada arreglo de tipo a y cada arreglo de tipo b es igualmente probable cuando son dados n,
y n,, asi la funcion de probabilidad derivada anteriormente todavia es cierto para la prueba de
aleatoriedad. La prueba descrita es legitima también, porque la region critica depende de un n,
y n,. Después la secuencia es observada, n, y n, son notadas, y entonces la tabla H es
introducida con esos valores de n, y n, para determinar la region critica. Una region critica de
tamafio o es usada para los tamafios n, y n, obtenidos. Por lo tanto la prueba de Wald-

Wolfowitz puede ser usada como prueba para aleatoriedad en una secuencia.

Regla de decision

Se hace uso de tabla H para obtener los cuantiles w, del estadistico R, bajo la suposicion que
H, es verdadera. En la prueba para aleatoriedad use la region critica de dos colas, y rechace
H, con un nivelde o si R>w, ,, 0si R<w,_,. En la prueba de dos muestras sélo es
usada la region bajo la cola inferior, se rechaza H, con un nivel & si R es menor quew, . La
tabla H provee algunos cuantiles w, para seleccionar valores de p (.005, .01, .025, .05, .10,
.90, .95, .975, .99, .995) y para muestras seleccionadas de tamafio n, y n, (2, 5, 8, 11, 14, 17,
20). Para otros valores de n, y n, menores que 20, use los mas cercanos a ellos dados en la

tabla H. Si n, o n, excede 20 use la aproximacion de muestra grande dada al final de la tabla H.

2.4.2 Una prueba basada sobre los rangos

Otra forma de prueba para aleatoriedad es comparando la magnitud de cada elemento con el
elemento inmediatamente precedente en la secuencia. Si las magnitudes de estos elementos
son reemplazadas por sus rangos respectivos en la secuencia antes de calcular los cuadrados
de suma de desviaciones sucesivas, podemos obtener una prueba no paramétrica.

Especificamente, dada la secuencia de tiempo de observaciones ordenadas en el tiempo

S, =(X,,X,,...,X,). El estadistico de prueba

NM = E[rank(xi)—rank(xm)]z (2.8)
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Fue propuesta por Bartels (1982). Una prueba basada en una funcion estadistica es la version
de rango de la prueba de la razén para la aleatoriedad desarrollada por von Neumann usando
teoria normal y es una trasformacion lineal del coeficiente de correlacion serial de rango
introducido por Wald y Wolfowitz (1943).

El estadistico de prueba NM esta entre (n—1) y (n-D)(n"+n1-3) sines par y entre
3

(n-1)y (n-1)(n*+n-3)  4in esimpar La distribucién nula exacta de NM puede
3

ser encontrada por enumeracion y esta dada en Bartels (1982) para 4 <n <10. Para muestras
de tamafio grande, el estadistico de prueba

r\Zjl[rank(Xi)—rank(XM)]Z (29)
RVN = i:'n 5
Z,I [rank(Xi)f n(n2+ 1)}

4( n—2)(5n2 —2n—9)

es asintoticamente como la distribucion normal con media 2 y varianza .
5n(n+1)(n-1)

, la

cual es aproximadamente igual a % Si no hay empates, el denominador de RVN es igual a
_|_

la constante "™

12
Ya que una tendencia en cualquier direccion estara reflejada por un valor pequefio de NM y
por consiguiente RVN , la apropiada region de rechazo para probar la aleatoriedad contra una
hipdtesis alternativa de tendencia son los valores pequefios de NM o RVN . La tabla J da las
colas de probabilidad exactas para valores seleccionados de NM para n<10 y
aproximadamente valores criticos de la cola izquierda (basada en la distribucion beta) seré de
RVN para muestras de tamafio grande. El correspondiente valor critico de la cola derecha es
encontrado usando el hecho de que la aproximacion Beta de RVN es simétrica

aproximadamente alrededor de 2.0.

Ejemplo 2.9
llustraremos la prueba de rangos de von Neumann utilizando una muestra de tamafio n=13
donde la hipotesis alternativa es que los datos tienen tendencia positiva. Primero asignando
rangos al nimero de turistas del menor al mas grande y obtenemos

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 12,13, 11
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Solucion:

El valor de NM , el numerador del estadistico RVN de la ecuacion (2.8) es

NM =(1-2)" +(2-3)" +..+(13-11) =18

, 13(13*-1) 3 18
Y el denominador es T 182 . De la ecuacion (2.9) RVN :@ =0.0989, y la tabla

J muestra que los valores criticos de la cola izquierda basada en la aproximacién beta debe
rechazar la hipétesis nula de aleatoriedad en el nivel de 0.005 si RVN <0.74. Puesto que
rechazamos la hipétesis nula y concluimos que es una tendencia positiva significativa. También
usamos estos datos para ilustrar que la prueba basada en la aproximacion normal para la

distribucién de RVN . La media es 2 y la varianza para n=13 es 0.2778.

El estadistico de la distribucidon normal estandar es w =-3.61. En un nivel de 0.005,

v0.2778

por ejemplo, la region de rechazo apropiada de la tabla A es Z <-2.58, asi que concluimos

que hay tendencia positiva significativa.

2.5 Pruebas de localizacion.

En el analisis de las pruebas de localizacion se supone las k muestras independientes y la

funcion de distribucion F, continua, en esta seccion trataremos las siguientes pruebas de

localizacion:
= Prueba de signos
= Prueba de Wilcoxon del rango con signo
= Prueba de Kruskal-Wallis unidireccional
= Prueba de Cuantiles.

2.5.1 Prueba de signos.

Una muestra aleatoria de n observaciones independientes X,, X,,..., X, extraidas de una
poblacion con distribucion F, con mediana M desconocida, donde F, es continua, al menos
en la proximidad de M y P(X =M ) = 0. La hipotesis nula de esta prueba concierne al valor
de la mediana poblacional H,:M =M, con la correspondiente hipotesis alternativa uni y

bilateral en los valores de M .
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Para cualquier distribucion que satisface P(X :M)=O, por definicion de M tenemos

P(X>M)=P(X <M)=0.50. Dado que la hipotesis declara que M, es el valor de X

que divide el area bajo la distribucion de frecuencias en dos partes iguales, una equivalencia
simbdlica en representacion de H,, es

Hy:0=P(X >M,)=P(X <M,)=0.5

Si los datos de la muestra son consistentes con el valor mediano de la hipétesis, la mitad de las
observaciones de la muestra estaran por encima del numero M, y la otra mitad por debajo. El
numero de observaciones arriba de M, sera denotado por el estadistico K. Cuando las
observaciones son divididas en dos partes, esto constituye un conjunto de n variables
aleatorias independientes de la poblacion de Bernoulli con pardmetro @=P(X >M,),
independientemente de la poblacion con funcién de distribucion F, . La distribucion de muestreo

de la variable aleatoria K es la distribucion de probabilidad binomial con parametros n y &,

para @=0.5 la hipotesis nula es verdadera, dado que K es el numero de signos + entre las

n diferencias X, —M, parai=12,....,n.

Hipotesis de prueba
Ya que la distribucion binomial con 8 =0.5 es simétrica para cualquier n. La apropiada regién
de rechazo en términos de K, es el ndmero de signos mas entre

X, =My, X, =M,,..., X, —M,, como sigue:

Hipdtesis de prueba | Region de rechazo
Hy:M <M, sza(a)
Ho:M >M,

Hy:M =M, KSk;(b)
H:M <M,

Ho:M =M, K<k',6 K>k
Ho'M =M, al2 al2

(a) k, representa el punto critico de la distribucion binomial con p=0.5 que deja una

probabilidad por arriba de « (a la derecha)

(b) k. representa el punto critico de la distribucion binomial con p=0.5 que deja una

probabilidad por abajo de « (a laizquierda: k!, =n—k )
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La tabla K con §=0.5 y n puede ser usada al determinar los valores criticos. La tabla L, sin
embargo, es mas simple para usar porque da las probabilidades de la cola izquierda y las de la
cola derecha, para n <20 en casos especiales donde & =0.5 aprovechando la simetria de la
distribucion.

Para muestras grandes la apropiada region de rechazo esta basada en la aproximacion normal a

la distribucion binomial con correccion de continuidad, como se muestran a continuacion:

Hipotesis de prueba Region de rechazo
Hy:M <M, K20.5n+0.5+0.521_a\/ﬁ
H M >M,
H, M > M, K <0.5n—0.5-0.52,_n
H M <M,
Hy:M =M, Ambos citados anteriormente con z, ,
H:M =M,

Donde Z, , esel cuantil 1— o de la normal estandar.

Si algunos ceros se presentan, los ignoraremos y reduciremos n consecuentemente.
Para una alternativa unilateral, la direccién apropiada es determinada por la hipotesis

alternativa. Por ejemplo, con la hipotesis alternatva H,:M >M,, el P valor es

P :(K > k|M = MO) donde k es el numero observado de signos mas. Similarmente, el P

valor es P :(K <k |M = MO) para H,:M <M, . Para una hipétesis alternativa bilateral si la

distribucion nula es simétrica, el procedimiento comun es definir el P valor, como el doble de los
P valores unilaterales. Por ejemplo, supdngase que de una muestra de tamafio n=12
observamos k =4 signos mas, teniendo en cuenta que ninguna de las diferencias de la muestra

X, —M, es cero, en la tabla L se muestra para la cola izquierda que el P valor es 0.1938;

dado que en la cola derecha respecto al valor del estadistico que es 4 la probabilidad P excede
a 0.5, entonces, el valor mas pequefio de una cola es P =0.1938, este valor seria duplicado
para dar 0.3876, que corresponde al P - valor de la hipétesis bilateral.

La correspondiente estimacion del intervalo de confianza es facil para encontrar en la tabla L. La
eleccion de niveles de confianza exactos esta limitada por 1—2P donde P es una probabilidad
de cola en la tabla L para un n apropiado. El punto extremo de la izquierda del intervalo de

'

confianza es el (ka R +1)-ésimo estadistico de orden en la muestra, donde k,,, es el valor

critico de la cola izquierda del estadistico K de la prueba de signo de la tabla L dados P y n.
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Asi, en la practica, una vez el nivel de significancia es seleccionado como 1— 2P, determinamos
el rango de valores criticos para la cola izquierda de P entre los elementos de la tabla L para
éste n y lo denota por u. Los puntos fin del intervalo de confianza son los u -ésimos pequefios

y los  u-ésimos grandes entre los n estadisticos de orden de la muestra, o

Xy <M <X

Para n> 20, encontraremos U de u=0.5n-0.5-0.5z,,,~/n.

(n-u+1)

Y si el resultado no fuera un numero entero se toma el entero inferior al valor dado. Si ocurren
ceros en los datos, se cuenta el nimero de veces que aparecen para determinar los puntos y los

intervalos de confianza.

Estadistico de pruebay regla de decision
La apropiada region de rechazo depende de la hipétesis alternativa. Una posible hipétesis
alternativa unilateral de interés es que la mediana verdadera exceda el valor de la hipotesis, que
seria equivalentes a decir que la probabilidad de un signo mas exceda la probabilidad de un
signo menos. Simbdlicamente, escribimos
H:M>M, 0 0=P(X>M,)>P(X <M,)
La muestra reflejara esta condicion si existe un exceso de diferencias positivas. Por lo tanto, la
region de rechazo para una prueba con nivel de significancia « en la cola superior es
KeR para K>k _,
donde k,_, esta seleccionado para ser el menor entero que satisface
Zn: (EJ 05"<a
k=k,
El nivel de significancia deseado « , usualmente no puede ser logrado exactamente, por ser K
un estadistico de prueba discreto.
Cualquier tabla de la distribucién binomial, la tabla K puede ser usada con €=0.5 para
encontrar el valor de k, dado n y «, pero la tabla L es méas facil de usar. Similarmente, para
una prueba unilateral con la hipétesis alternativa
H :M<M, 0 O=P(X>M;)<P(X <M,)
La region de rechazo para un nivel  de la prueba es

KeR para K<k,

Donde k;, es el entero mas grande que satisface
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k., n
Z( ]0.5n <a
oLk
Si la prueba es bilateral,
H:M =M, 0 O=P(X>M,)=P(X <M,)
La regidn de rechazo mostrada consiste en valores de k demasiado grandes o demasiado

pequefios. Dado que la distribucidn binomial es simétrica con &=0.5, la intensidad maxima es

lograda escogiendo las dos colas simeétricamente. Asi rechazamos cuando K>k , 0

K<k

., donde k,, vy k,, son respectivamente, los enteros menores y mas grandes

satisfaciendo
K,
nn a 2.(n a
0.5" <= 05"<= 2.10

k=k

SIE

Obviamente, tenemos la relacion k,,, =n—Kk,,,, ya que, por simetria se tiene:

k!,, = Media — distancia de la media a k,, ,

=n- kvt/2
La prueba estadistica de signo con estas regiones de rechazo es consistente en contra de su
respectiva hipdtesis alternativa uni y bilateral. Aplicando el criterio de consistencia'®, dado que

E (K_j _ oV Var(ﬁjze(l—g)%o cuando n—>o0, K provee una prueba estadistica
n n n

consistente.

Sabemos por el teorema del limite central que la distribucion binomial se aproxima a la
distribucién normal cuando n—oo. La aproximacion normal a la binomial es buena
especialmente con &=0.5. Por lo tanto, para los valores discretos y grandes de n (al menos
12), es satisfactorio usar la aproximacion normal a la binomial para determinar regiones de
rechazo. Dado que ésta es una aproximacion continua a una distribucion discreta, una correccion

de continuidad de 0.5 puede ser incorporada en el calculo. Por ejemplo, para la hipétesis

alternativa H,:M > M, si n es grande H, es rechazado por K >k, donde k, satisface
que

k, =0.5n+0.5+0.5v/nz, (2.11)

19 Dickinson Gibbons, Jean and Chakraboroti, Subhabrata (1992). Nonparametric Statistical Inference. Third Edition.Editorial
Marcel Dekker, Inc. Pag. 19
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Una diferencia de cero se origina cuando x, =m, para al menos un i. Teodricamente, las

diferencias de cero no causan ningun problema porque la poblacién se asume continua
aproximadamente alrededor de la mediana.

En realidad, las diferencias que den cero pueden ocurrir, ya sea porque la suposicion de
continuidad es un error o porque las medidas son imprecisas. Muchos ceros pueden ser evitados
llevando las medidas a un numero mayor de cifras significativas. Sin embargo, el tratamiento
mas comun de ceros es simplemente ignorarlos y reducir n consecuentemente. Las inferencias
estan luego condicionadas al numero observado de diferencias de que no tengan cero. Una
aproximacion alternativa es tratar la mitad de los ceros como positivos y la otra mitad como
negativos. Otra forma de manipular los ceros es asignar para todos los ceros el signo para que

conduzca al menos al rechazo de H, .

Ejemplo 2.10

Algunos investigadores afirman que la receptividad para la hipnosis puede ser adquirida o
perfeccionada a través de entrenamiento. Para investigar esta afirmacién seis temas fueron
evaluados en una escala de 1 al 20 segun su susceptibilidad inicial para la hipnosis y luego se
dieron cuatro semanas de entrenamiento. Cada sujeto fue evaluado otra vez después del
periodo de capacitacion. En los promedios presentados en la siguiente tabla, los numeros mas
altos representan susceptibilidad mayor para la hipnosis. ;Estos datos dan soporte a la

afirmacion?

Después

18
19

Solucion: La hipotesis nula H,:M; =0y la hipotesis alternativa apropiada H,:M >0
donde M, es la mediana de las diferencias, “después de entrenarse” - “antes de entrenarse”. El
numero de diferencias positivas (de signo mas) es k =4. El P valor de la cola derecha para
n=6, k=4 de la tabla L es 0.3438. Los datos no dan soporte a la afirmacién de que la

hipotesis puede ser adquirida o perfeccionada a través de entrenamiento, ya que el P -valor es
mayora « = 0.05.
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La funcion potencia

En contraste a la mayoria de pruebas no paramétricas, la funcion de potencia de la prueba de
signo es simple de determinar. La variable aleatoria K sigue la distribucion de probabilidad
binomial con parametros n y & cuando la hipotesis nula es falsa. La potencia es una funcién de

@, de tal manera que una curva general de potencia puede ser representada para H,:0> 0.5

calculada para valores arbitrarios de 6 >0.5:

K, -1
B =P (aceptarH /H esfalsa)= ) (E]Hk (1—9)'1_k
k=0

-1-h=3 [F]oera-oy e

k=k,
La funcion de potencia es utilizada para un tipo de situaciones mas paramétrico donde la

distribucion de la poblacion es completamente especificada, el parametro 9=p(X >M,) puede

ser calculado. Este tipo de funcién de potencia es utilizado para las comparaciones entre la
prueba del signo y algunas pruebas paramétrica para localizacion.

Como ejemplo, calculemos la potencia de la prueba del signo de H,:M =28 versus
H,:M >28 para n=16 con nivel de significancia de 0.05, bajo la suposicion que la
poblacion es normalmente distribuida con media 29.04 y desviacion estandar de 1. La Tabla L
ilustra que la regién de rechazo es K >12 (se toma esta region dado que segun la tabla, hasta

donde se cumple el nivel de significancia de 0.05). Bajo la suposicién dada, podemos evaluar

X -—u

=P (X >28):P[ >—1.04j:1—CD(—1.04):0.8508:0.85

Vemos

P, (0.85)= i(llfj(o.ss)k (0.15)°* =0.9209

k=1

Esto estaria directamente comparable con la teoria de la prueba normal de H, : . =28 versus
H,:1#=29.04 con o =1, dado que la media y la mediana coincide para las distribuciones

normales. La region de rechazo para esta prueba paramétrica con a =0.05 es X >28.41,yla

potencia de la prueba es

X —u

Jn

P, (29.04)=P (X >28.41|u=29.04)="P

>-2.52 |=1-®(-2.52)=0.9941
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El procedimiento de intervalo de confianza
La técnica de la prueba de signo puede ser aplicada para obtener una estimacion de los
intervalos de confianza para la mediana desconocida de la poblacion. Los estadisticos de orden

para la muestra aleatoria son X 1 X apoeees Xy - Aceptariamos la hipdtesis nula para una prueba

bilateral con nivel de significancia « para todos los valores M que son exactamente K

numeros positivos entre las n diferencias X(i)—M donde i=1,2,....,n, para todo K que

satisfaga la desigualdad

'

K ,+1<K<k, -1 (2.13)

Donde k_ ,, y k_,, son enteros seleccionados en corcondancia con la ecuacion (2.10).

al2
Para obtener una estimacién de intervalo de confianza de M , necesitamos trasladar la
desigualdad de la ecuacion (2.13) para una expresion equivalente implicando estadistica de
ordeny M . Aplicando intervalos de confianza para cuantiles p =0.5, tenemos

P(X <M <X,)=P(r<K<s-1)
Por consiguiente nuestro intervalo de confianza estimado para M con (1 —a)lOO% , €S

X <M<X, (2.14)

Koo+l /2

En un arreglo de observaciones, el intervalo de confianza tiene como puntos extremos los

elementos que ocupan la posicién (k' en las observaciones ordenadas.

)2 +1)-ésimo y Kk

al2

Para muestras grandes donde n excede el rango de las tablas binomiales disponibles, la
aproximaciéon normal a la binomial puede ser usada para un coeficiente de 1—« la afirmacion
de probabilidad en K, puede convertirse para un porcentaje de (1-o)100% estimado de

intervalo de confianza de M mencionado anteriormente. De la ecuacion (2.13) tenemos que:

'

P(k, ., +1<K <k, ,~1)=1-a siysdlosi P(X,  <M<X_ )=l-a

2+
Usando la aproximacion normal con correccion de continuidad dada en la ecuacion (2.11),

tenemos que

Kyp=05-0.5n _
0‘5\/5 l-a/2
k,,=0.5n+05+05z_,,J/n=s
Ky +0.5-0.5n _ .
0.5Vn -2

K. ,+1=0.50+0.5-0.5z,  ,Jn=r

Los ceros no presentan un problema en la conclusion de la estimacion del intervalo de confianza
de la mediana y siendo este procedimiento basado en la prueba de signo. Como un resultado,
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las muestras de tamafio n no estan reducidas para ceros y los ceros son contados muchas
veces como empates ocurridos al determinar los puntos del extremo de los intervalos de
confianza. La potencia de la prueba sera mayor si la prueba es efectuada usando la

aproximacion de un intervalo de confianza.

Procedimientos para muestras apareadas
Los datos proceden de observaciones de una muestra aleatoria bivariada (dos variables)

(X,,Y,).(X,.Y,),.(X,.Y,), donde son n pares de observaciones.
Dentro de cada par (x,,v,) se hace una comparacion, y los pares son clasificados como “+" si

wn

X, <Y,, como “" si X, >Y,, 0o como “0” si hay empates, es decir, si X, =Y,. Asi la escala

necesaria s al menos ordinal.

Para la prueba de signo de muestras apareadas asumimos que:

1. La variable aleatoria bivariada (Xi,Yi) , 1=1,2,...,n, son mutuamente independientes.

2. La escala de medida es al menos ordinal en cada par. Es decir, cada par (X,,Y;)

» o

puede ser determinado por un “mas”, “menos* o “empate”.

3. los pares (x,Y,)son internamente consistentes. En que si P(+)>P(-) para un par

(X,.Y,), luego P(+)>P(-) para todos los pares. Lo mismo es cierto para P(+)<P(-) ¥

P(+)=P(-)-

Hipdtesis de prueba

A. Prueba para dos colas.

H,:P(X; <Y,)=P(X;>Y,) para todo i .

H, :P(X; <Y;)<P(X,>Y;) para todo i, o P(X; <Y,)>P(X;>Y;) para todo i.
B. Prueba para cola izquierda.

Hy:P(X, <Y,)<P(X, >Y,) para todo i

H,:P(X, <Y,)>P(X, >Y,) para todo i

C. Prueba para cola derecha.

Hy:P(X, <Y,)>P(X, >Y,) para todo i

H,:P(X; <Y;)<P(X;>Y,) para todo i .
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Notaremos que la prueba de signo es insesgada y consistente cuando probamos la hipotesis. La
prueba de signo puede ser usada para probar las siguientes contrapartes de las hipdtesis

mencionadas anteriormente, en este caso ninguna es insesgada ni consistente a menos que se

hagan suposiciones adicionales a la distribucion de (X;,Y;).

A. Prueba para dos colas. La hipotesis es interpretada como “X. y Y; tiene el mismo

parametro de localizacion” y por consiguiente
H,:E(X;)=E(Y;) para todo i
H,:E(X;)#=E(Y;) para todo i

Para ver si X, y Y, tienen diferentes medias. Similarmente, se puede hacer la prueba de las

medianas.

H,:La mediana de X, esigual a la mediana de Y; para todo i.
H,: X, y Y, tienen diferentes medianas para todo i .

B. Prueba de cola izquierda. La hipdtesis nula puede ser considerada para indicar que los

valores de X, tienden a ser mayor que los valores de Y;, porque H, afirma que X, puede
exceder a Y, . Por lo tanto la prueba de signo para una cola es la siguiente:
H,:E(X;)>E(Y,) para todo i
H,:E(X;)<E(Y,) para todo i
C. Prueba de cola derecha. La hipotesis nula en C anteriormente puede ser considerada para
indicar que X, tiene una tendencia para asumir valores pequefios que Y,, y por lo tanto la

prueba unilateral puede ser usada para probar:
H,:E(X;)<E(Y;) para todo i
H,:E(X;)>E(Y;) para todo i

Y similarmente un conjunto de hipétesis puede ser para los casos B y C en términos de la

mediana.

Estadistico de prueba.

El estadistico K es igual al nimero de pares (Xi,Yi) tal que X, es menor que Y;.

K = nlmero total de +.
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Regla de decision
Primero haremos caso omiso de los empates, y sea n igual al numero de pares que no son
empates:

n=total de +y -.

Sea «a el nivel de significancia aproximado.

Use la regla de decision A, B o C dependiendo de la hipétesis a ser probada segun la

clasificacion de categorias mencionadas anteriormente.

A. Prueba para dos colas. Para n <20, use tabla B con los valores apropiados de n, y con

p=1/2. Seleccione un valor proximo a «a/2 y sera llamado ¢,. El valor de Y
correspondiente para «, es llamado k. La region critica de tamafio 2¢, correspondiente a
valores de K menores o iguales que k, o mayores o iguales que n—k . Rechazamos H,

si K<k osi K>n-k, conun nivel de significancia de 2« . En otro caso se acepta H,
1
k= E(n + WA\/H)

donde w,, es el cuantil obtenido de la tabla A. Si & =0.05, entonces w,, =—1.96 segin

la ecuacion anterior. Una forma més sencilla de ser recordada es la siguiente:
n
k=2 —Jn

B. Prueba de cola izquierda. Valores grandes de K indica que un signo positivo es mas

probable que uno negativo, como es indicado por H,. Por consiguiente la region critica
correspondiente para valores de K mayores o iguales que n—k , donde k se encuentra al
ingresar en la tabla B con p=1/2 y n, y localizamos en la tabla el valor de k
correspondiente a «, igual a o o0 aproximado a «, es decir ¢, . Para n mayor que 20, k

puede ser encontrado con la aproximacion:
1
k = E(n + Wa \/ﬁ)

Donde w, es el cuantil obtenido por tabla A. H,, es rechazada con un nivel de significancia

a, (0 a)si K esmayoroigual que n—k .
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C. Prueba de cola derecha. Para valores pequefios de K indica que un signo menos es mas
probable que un signo mas, de acuerdo con H,. Por consiguiente k es encontrado
exactamente en B. la region critica de tamafio ¢, [] o correspondiente a los valores de K
menores o iguales que el cuantil «, -ésimo k. Rechazamos H, si K <k, con un nivel de

significancia de &, (0 o en el casode n>20). En otro caso aceptamos H,,.

2.5.2 Prueba de rango con signo de Wilcoxon

Dado que la prueba de signo de una muestra singular utiliza solo los signos de las diferencias
entre cada observacion y el valor de la mediana M, bajo H,, las magnitudes (medidas) de
estas observaciones relativas a M, son ignoradas. Asumiendo que esta informacion esta

disponible, una prueba estadistica que tenga en cuenta las magnitudes relativas individuales se
espera de mejor desempefio. Si estamos dispuestos a hacer la suposicion que la poblacion de
origen es simétrica, la prueba estadistica de rango con signo de Wilcoxon provee una prueba
alternativa de localizacion que es afectado por las magnitudes y signos de estas diferencias.

Dada una muestra aleatoria con n observaciones X, X,,..., X, con funciéon continua F, y
mediana M , asumimos que la poblacion con funcion de distribucion F, es simétrica en torno
de M . Bajo la hipotesis nula

H,:M =M,
Las diferencias D, = X, —M, son distribuidas simétricamente en torno de cero, asi que las

diferencias positivas y negativas de igual magnitud absoluta tienen la misma probabilidad de
ocurrencia, es decir para cualquier ¢ >0,

Fo(—¢)=P(D,<—¢)=P(D, >¢c)=1-P(D, <c)=1-F,(c)
Como asumimos una distribucion continua, no hay necesidad teéricamente de preocuparse de

ceros o diferencias absolutas empatadas |Di|. Suponemos que ordenamos las diferencias
absolutas |D|,|D,|....,|D,|de menor a mayor y asignamos los rangos 1,2,...,n, manteniendo el
signo original de las diferencias D,.Si M, es la mediana verdadera de la poblacion simétrica,

lo esperado de la suma de los rangos de las diferencias positivas T es igual a lo esperado de

la suma de los rangos de las diferencias negativas T . Puesto que la suma de todos los rangos

N . ra 0
es una constante T+ 4+T- =>i= ”(n”), la prueba estadistica basada unicamente en T,
2

i=1
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T 6 T"+T  son linealmente relacionadas y los criterios por consiguiente equivalentes. En
contraste a la prueba ordinaria de signo de una sola muestra, el valor de T, es influenciado no
solo por el nimero de diferencias positivas sino que también por sus magnitudes relativas.
Cuando la simetria asumida es justificable, T* puede proveer mas pruebas eficientes de
localizacidn para algunas distribuciones.

Hipédtesis de prueba

La apropiada regién de rechazo para T*, llamada la suma de rangos positivos, son las

siguientes:
Hipétesis de prueba Regi6n de rechazo

H,:M =M, T >t, (a)

H:M>M,

H,:M>M, T <t (b)

H :M<M,

Hy:M =M, | T <t, 6 T"2t,
H:M=M, 2 2

(c) t, representa el punto critico de la distribucion binomial con p=0.5 que deja una

probabilidad por arriba de « (a la derecha)

d t

a

representa el punto critico de la distribucién binomial con p=0.5 que deja una
probabilidad por abajo de « (ala izquierda: t, =n—t_)
Asi la tabla puede ser usada para encontrar los valores criticos exactos para un « dado para

encontrar el P valor exacto. Para n>15, la region de rechazo apropiada basada en una

aproximacion normal con correccion de continuidad son las siguientes:

Hipétesis de prueba Regién de rechazo

H,:M <M, SLIUER) 0 n(n+1)(2n+1)
H :M > M, _—4 +0.5+2z_, 4

oM >Mg T+Sn(n+1)_0.5_21a\/n(n+l)(2n+l)

M <M, 24

M =M, Ambos citados anteriormente con Z,,,,

M=M,

donde z,_, eselcuantil 1-« de lanormal estandar.

Definicién 2.3
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N(N+1
Los promedios de Walsh son las magnitudes relativas de los %promedios de pares

X=Xy para todo i <K.

El correspondiente intervalo de confianza estimado de la mediana tiene puntos extremos que son

los (t,,,+1)-ésimo pequefios y grandes de los promedio de Walsh, donde t,,, es el valor

critico de la cola izquierda en la tabla M para los n dados. Los niveles exactos de confianza
estan limitados por 1-2P donde P es una probabilidad de cola en la tabla M. Por lo tanto t_,
es el valor critico de la cola izquierda del P elegido.

Asi, en la préactica, el intervalo de confianza y puntos son los U -ésimos pequefios y los u-

ésimos grandes de n(n+1) promedios de Walsh.

:% paratodo 1<i; k<n

ik

Y se redondea hacia el entero pequefio si el resultado no es un entero. Si ocurren ceros o
empates en los promedios, todos deberian ser contados en determinados puntos del extremo.

En la prueba de rango con signo de Wilcoxon se usan procedimientos aplicados anteriormente
en la prueba de signo, M, es interpretado como la mediana de la diferencia D = X Y .

Como en el caso de la prueba de signo, la estimacion del intervalo de confianza de la mediana o
mediana de diferencias puede ser basada sobre todas las n observaciones medianas de
diferencias si hay ceros y empates. Asi una prueba de hipdtesis concerniente a valores para la
mediana o la diferencia mediana cuando los datos contienen ceros y empates seran mas

poderosos si la decisién es basada en la estimacion del intervalo de confianza.

Estadistico de prueba

Esta prueba estadistica es basada en la definicion del conjunto de n rangos enteros (1,2, ..n} ¥

n cantidad de signos mas y menos. El rango i es asociado con un signo mas 0 menos de

acuerdo con los signos de D, : X; -M,, donde D; ocupa la i-ésima posicion en el arreglo
ordenado de diferencias absolutas ‘Dj‘. Si r() denota el rango de una variable aleatoria, el

estadistico de rango con signo de Wilcoxon puede ser escrito simbélicamente como

T*=izir(|Di|) T-=Y (1-2,)r(p))) (2.15)

Donde
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{1 si D, >0
Zi: .
0 si D;<0
- PR n(n+1)
Por consiguiente, T -T zzzZir(|Di|)_ >
i=1

Bajo la hipétesis nula, los Z. son variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas segun una Bernoully con p(z, =1)=P(z,=0)=y tal que E(z)=% Y var(Z)=}%-

Dado que T* en la ecuacion (2.15) es una combinacion lineal de estas variables, la media y la

varianza bajo H, son facil de determinar, tenemos

e(rH,)=3 2l

i=1

r|D| n+l) 2.16)

También puesto que Z; es independiente de r(|D/) bajo H,

n+1 )(2n+1)

% (2.17)

Var( T"/H ) Z[ |DH

Para determinar la region de rechazo de prueba debe obtenerse, la distribucidén de probabilidad
de T* bajo la hipétesis nula.

Hy:0=P(X >M,)=0.5

n(n+1
Observe que los valores extremos de T* son cero y ( ), ocurren cuando todas las
2

diferencias son del mismo signo, negativo o positivo, respectivamente. La variable aleatoria T*

esta completamente determinada por la variable indicador Z, en la ecuacion (2.15). El espacio
muestral puede ser considerado para el conjunto de todas las posibles n-adas (z,,7,,...,zy )

con componentes ya sea uno o cero, de los cuales hay 2" n-adas en el espacio muestral.

Cada uno de estos arreglos distinguibles es igualmente probable bajo H,. Por lo tanto, la

distribucion de probabilidad de T bajo la hipbtesis nula esta dado por

P(T*:t):ﬂ

2n
Donde u(t) es el numero de caminos para asignar signos mas y signos menos a los primeros

n enteros tal que la suma de los primeros enteros positivos iguales a t. El conjugado de T~ es:

n+1 n

Zn:i(l_zi) Z
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Esto se debe a que cada asignacion ocurre con igual probabilidad, lo que implica que la

distribucién nula de T* es simétrica alrededor de su media w, segun la ecuacion (2.16).

Por la propiedad de simetria, sélo se necesita determinar la mitad de la distribucién de T dado

H, (calcular la probabilidad de T* a partir de la mediana hacia arriba o de la mediana hacia

abajo). Un método sistematico de generar la distribucion completa de T* para n=4 se

muestra en la tabla 2.6, sabemos que el valor minimo que puede tomar T* es 0 y el valor

maximo es 10, como ya se menciono anteriormente son los valores extremos, el procedimiento
para encontrar el valor de T es el siguiente:

Paso 1: Calcular las diferencias D, .

Paso 2: Aplicar valor absoluto a todas las diferencias.

Paso 3: Asignar los rangos de 1 hasta 4, en orden ascendente.

Paso 4: Para calcular T* se suman los rangos que provienen de diferencias positivas.

Tabla 2.6 Rangos asociados a diferencias positivas

Valorde T* Rangos asociados con El nimero de muestra U (t)
diferencias positivas
10 1,2,3,4 1
9 2,3,4 1
8 1,3,4 1
7 1,2,4,3,4 2
6 1,2,324 2
5 1,4,2,3 2

L t=0,1,2,8,9,10
16

2 1=3,4,5,6,7
16
0 otro caso

Las probabilidades para t=0,1,2,3y4 se deducen del hecho que f_, (t) es simétrica
alrededorde T =5.
Las tablas pueden ser construidas en este camino para todo n. De forma similar al proceso

realizado para n=4, se pueden construir las tablas de probabilidad para T~y T", para cualquier

n.
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Un conjunto de valores criticos es suficiente para una prueba bilateral, por la relacion de

zn(n+1)

T +T y la simetria de T*. Valores grandes de T* corresponden a valores

pequefiosde T, T* y T~ son idénticamente distribuidos ya que

P(T"2¢)= P{T* - n(n4+1) >c— n(n+1)}

4

T+_n(n+1>gn<n+1>_c}

Regla de decision
Dado que es mas conveniente trabajar con sumas pequefias, las tablas de los valores criticos de

lado izquierdo son generalmente establecidas para la variable aleatoria T , que puede denotar
cualquier T 6 T~ segun cual sea el valor mas pequefio. Si t, es el nimero tal que
P(T<t,)=a, las regiones de rechazo apropiadas para una prueba de tamafio « de
H,:M =M, son las siguientes:

T <t, para H,:M >M,_,, masdel 50% de diferencias positivasy T~ es el mas pequefio.
T"<t, para H,:M <M,, mésdel 50% de diferencias negativasy T es el mas
pequenio.

T"<t,, 6 T <t ,, para H,:M=M,,unadelasanteriores con &/2 en lugar de

.

Ahora supongamos que n =38 y que los valores criticos son encontrados para una o dos colas

con a=0.05. Yaque 2° =256 y 256(0.05)=12.80, necesitamos al menos 13 casos de

asignaciones de signos, dado que son demasiadas. Enumeraremos los valores mas pequefios

de T* en la tabla 2.7, si para n—1 rangos tenemos que P (T <6)=14/256~0.055, es
decir que t,,; =6 es la probabilidad de la cola izquierda (ver tabla M), trabajaremos la tabla

hasta T =6 . En tabla 2.7 se sigue mismo procedimiento que en tabla 2.6.
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Tabla 2.7 Rangos asociados a diferencias positivas

Rangos asociados con ;
Valorde T | . y El nimero de muestra U (t)

diferencias positivas

0 1

1 1 1

2 2 1

3 31,2 2

4 4;1,2 2

5 51,4,2,3 3

6 6;1,524,123 4

La tabla M da las probabilidades de la cola derecha y la cola izquierda de T (6 T ") para
n<15. De una generalizacién del teorema de limite central, la distribucién asintética de T es

la normal. Por consiguiente, usando los momentos dados en la ecuacion (2.15), la distribucion de
4T —n(n+1) (2.18)

\/2n (n+1) 2n3+ 1

Se aproxima a la normal estdndar cuando n— oo. La prueba para H,: M > M, puede ser

Z =

realizada para n grande por calculos de la ecuacion (2.18) y rechazando H, para Z >z, .La

aproximacion es generalmente adecuada para n de 16 en adelante. Una correccion de

continuidad de 0.5 puede ser usada.

Funcion potencia
La distribuciéon de T* es aproximadamente normal para muestras grandes a pesar de que la
hipétesis nula sea cierta. La distribucion de D bajo la alternativa necesitaria ser especificado

para calcular las probabilidades.
La distribucién de probabilidad de T no es simétrica cuando la hipotesis nula no es verdadera.
Adicionalmente, T* y T~ no son idénticamente distribuidos cuando la hipétesis nula no es

verdadera. Todavia podemos encontrar la distribucion de probabilidad de T~ a partir de T,

cuando la hipétesis nula es falsa, utilizando la relacion

P(T:k):P{M—T*:k} (2.19)
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Procedimiento de muestras apareadas
Los datos consisten de n'observaciones (X,V,),(X,,Y,),...,(X,,Y,)en las variables
aleatorias bivariadas respectivamente (X,,Y,),(X,,Y,),...,(X,.Y,), las diferencias absolutas
(sin considerar un signo).

D,|=Y, - X,| » i=12,....,n
Son calculados para cada uno de los n pares (X;,Y;).
Se omiten las consideraciones para todo par con una diferencia de cero (es decir, donde X,
igual Y; o D, =0).
Rangos de 1 a n son asignados a estos n pares apropiados para los tamafios relativos de la
diferencia absoluta, son los siguientes:
El rango 1 es dado al par (X;,Y;)que tienen la diferencia absoluta |Di| mas pequefa; el
rango 2 es dado al par con el segundo pequefio de las diferencias absolutas, y asi, con el rango
n sera asignado al par con el mayor de las diferencias absolutas.
Si varios pares tienen diferencias absolutas que son iguales entre si, asignamos a cada uno de
esos pares el promedio de los rangos (esto es, si los rangos, 3, 4, 5y 6 son parte de los 4 pares,
pero no conocen que rango son asignados a cada par porque las 4 diferencias absolutas son

exactamente iguales a cada uno, asignan el promedio rango (1/4)(3+4+5+6)=4.5 a cada

uno de estos 4 pares.
Las suposiciones que se hacen para muestras apareadas son las siguientes:

1.-El' D, es una variable aleatoria.

2.- La distribucion de D, es simétrica.

3.- Los D, son mutuamente independientes.
4.- Los D; tienen la misma mediana.

5.- La escala de medida de los D, es al menos de intervalo.

Hipotesis de prueba

La mediana de los D, es denotada por d,,. Entonces la hipétesis puede ser denotada de

varias formas, dependiendo si la prueba es de una cola o de dos colas.
A. Prueba de cola derecha.

H,:dy5, <0
H, :d,5, >0
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La hipotesis alternativa denota: “Los valores de los X, tienden a ser mas pequefios que los
valores de los Y, ”.

B. Prueba de cola izquierda.

H,:d,5 20
H,:d,5, <0

La hipotesis alternativa denota: “Los valores de los X, que tienden a ser mayores que los
valores de los Y, ”.

C. Prueba de dos colas

Hy:dys5 =0
H, :dy,,#0

Otras suposiciones de hipotesis, que son alternativas a las mencionadas anteriormente son las
siguientes:

A HotE(X)ZE(Y)
E(X)<E(Y)

H,:

H,:E(X)<E(Y)
H, :E(X)>E()
H,:E(X)=E(Y)
H,:E(X)=E()

En caso de A, By C originalmente dados si E(X)y E(Y)existen.

Estadistico de prueba

El estadistico de prueba T es igual a la suma de rangos asignados a estos pares (X,,Y;)
donde Y; excede a X;.Es decir, R, se define para cada par (X,,Y,) de la siguiente forma:

R, =0, si X;>Y, (D,es negativo); R; =el rango asignado a (X.Y), si X; <Y;(D,es
positivo)

Donde el estadistico de prueba T puede ser escrito como

T=-YR
i=1

Regla de decisién
La regla de decision puede ser expresada de tres formas diferentes, correspondientes a los tres

conjuntos de hipdtesis, A, By C. Sea w/, el p -ésimo cuantil, obtenido por la tabla N, entonces

las reglas de decision son las siguientes:

Estadistica no paramétrica (g
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A) Prueba de una cola a la derecha: Valores altos de T indica que H,es falsa, se rechaza H,
con un nivel de significancia « si T excede w, . Se acepta H, si T es menor o igual a
Wi_,

B) Prueba de una cola a la izquierda: Valores pequefios de T indica que H, es falsa, se rechaza
H, con un nivel de significancia e si T es menor que w, . Se acepta H, si T es mayor o
iguala w,_ .

C.) Prueba de dos colas: Se rechaza H,, con un nivel de significancia o si T excede w, ,,,0

si T esmenorque w, ,,.Si T estaentre w,,, y w,__,,, 0igual a cualquier cuantil, se acepta

H,.

Ejemplo 2.14
A doce conjuntos de gemelos idénticos se les aplican pruebas psicolégicas, se ha determinado
que los primogénitos tienden a ser mas agresivos que el segundo. Los resultados son los

siguientes, donde los resultados superiores marcan ser mas agresivos.

Conjunto 1123 |4]|5 |67 8 9 (10| 11| 12

Primeros en nacer Xi 86 | 71| 77 |68 | 91 [ 72| 77 | 91 | 70 | 71| 88 | 87

Segundos ennacer Y; | 88 | 77 | 76 | 64 | 96 | 72| 65 | 90 | 65 | 80 | 81 | 72

Diferencias D, 2|+ 1 | 4|+ 0 |12 4|5 |+ |7 15
Rangos de |D; | 3|7 |15] 4 |55[ - |10[15|55| 98|11
R, 3|70 0|55[-|0]|0]0]|9]0]0O

Solucion:
Las hipotesis son:

H, : El primogénito de los gemelos no tiende a ser mas agresivos. (d, 5, > 0)
H, : El primogeénito de los gemelos tiende a ser més agresivos. (d,s, < 0)

Este corresponde al conjunto de hipétesis B, asumimos que la prueba marca las medidas

correctas de las agresividades de los individuos. El estadistico de prueba es T _ i R =245

La region critica (ver regla de decisién B) de tamafio « = 0.05corresponde a valores de T

menores que 14 (para la tabla N, con n=11). Portanto H, se acepta.
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Los cuantiles w,,, ¥ w,,, son dados en la tabla N son 23 y 27 respectivamente. El valor

0.30

observado 24.5 esté entre 23 y 27, y el valor de & esta dado por:

& =0.20+(0.30 —O.ZO)M =0.2375
27-23

Ejemplo 2.15
Treinta observaciones de una variable aleatoria X son obtenidas para probar la hipotesis que
E(X) (el promedio de X ), no es mayor que 30 (conjunto B de hipotesis).

H, : E(X)<30
H,:E(X)>30

Las observaciones, las diferencias m — X, y los rangos de los pares son los siguientes. (la

muestra aleatoria son ordenadas primero, por conveniencia).

Rangos de |D, | . - - Rangos de |D|

5.9 15

6.1 16

6.4 18

En esto no es necesario calcular las

diferencias y rangos.

Solucion:

La aproximacion del cuantil 0.05 es obtenido en la tabla N:

B B B B B B B B B B B B B B A N B I N N B N I I i
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n(n+1)
4

:@4—1645) 30(31)(61)/24

=232.5—(~1.645)(48.6)
=152.6

+ Xy 0s4/N(N+1)(2N+1)/24

WO.OS =

Por tanto la regién critica de aproximacion 0.05 corresponde a valores del estadistico de prueba
menores que 152.6.

Dado que el valorde T =47 (vertablaN, para w_,, y n=19), serechaza H, y se concluye
que la media de X es mayor que 30.

El nivel critico aproximado es encontrado al resolver la ecuacion

47 =232.5+X,(48.6)

Despejando X, =—3.82

Intervalos de confianza para la mediana
Los datos consisten en n observaciones (X, Y,),(X,,Y,),...,(X,, Y, )de la variable aleatoria
bivariadas (X,,Y,),(X,,Y,),...,(X,,,Y,) respectivamente, las diferencias se calculan.
D, =Y, - X,

Para cada par y arreglo, en orden de: los pequefios (la mayoria de negativos) a los mayores (la
mayoria de positivos), se denota como sigue

DY <DW<..<D"" <D™
En la situacion usual, los datos consisten de una muestra aleatoria simple D,,D,,...D,

arreglados en orden ascendente. Tenemos que encontrar un intervalo de confianza para las

medianas (medias) mas comunes de los D, constituyendo una muestra aleatoria.

Método A (graficamente). Se denota la diferencia D, por puntos a lo largo de una escala

vertical, dado en la figura 1. La diferencia mayor es denotada por el punto de la parte superior,
llamado punto A, y la diferencia menor es denotada por el punto B, al punto intermedio entre A'y
B, llamamos C. Trazamos una linea horizontal pasando por el punto C. En algun punto de la
linea horizontal, no importando donde, se selecciona un punto y le llamamos D. (ver figura 2).
Trace la linea para formar el segmento que va de A a D y para B a D, formando un triangulo
isosceles. Trace los segmentos de linea hacia abajo para cada punto, paralelo a la linea del

segmento BD. Trace ahora los segmentos de linea para cada punto, paralelo a AD. Cologue un

B B B B B B B B B B B B B B A N B I N N B N I I i
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punto en cada interseccidn de una linea superior con una linea inferior, dada en la figura 2. Una

forma de triangulo puede ser usado por conveniencia en el trazado.

2

15—

c ¢ S
0.5— 0.5
0—| 0—}
B B
-0.5 — -0.5 —|
Figura 1 Figura 2

Dado que 1—« es el coeficiente aproximado de confianza deseado. Para la tabla 7 obtenemos

el cuantil /2de T, w,,,. Enumerar hacia abajo del punto méximo en la figura para el w_,, -

ésimo punto, incluyendo el punto superior y los otros puntos en la linea vertical. Trazar una linea

horizontal a través el punto w_,, -ésimo. La intercepcion de la primera linea con la linea vertical

es marcada con U, y representa el limite superior para el intervalo de confianza. Trace ahora la

linea horizontal, a través del w,,, —ésimo punto hasta el final. Esta linea intercepta el eje

vertical con el punto llamado L, que representa el limite inferior. (Si /2 es igual a cero no
pueden ser encontrados los intervalos de confianza para valores de « ) entonces el intervalo
para La U, incluyen los puntos finales Ly U, es un intervalo de confianza 1—« para la

mediana conocida de los D, . Ver figura 3 para una ilustracion, donde w,, ,, es igual a 3.

Si dos 0 mas diferencias son iguales, resulta necesario contar cada punto en el grafico un
numero correspondiente de veces. Especificando, entonces si son t diferencias exactamente
iguales a algin nimero d , cada punto en la linea del segmento extendido para d es contado

tveces, y los puntos en el eje vertical contando t(t +1)/2 veces.

B B B B B B B B B B B B B B A N B I N N B N I I i
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A
15

B ¢
-0.5 —

Figura 3
Método B (algebraico)

Para obtener un intervalo de confianza 1—«, obtenemos el cuantil w_,, para la tabla N. (Si
w,,, es igual a cero no puede ser obtenido el intervalo de confianza para el valor de «).
Entonces consideremos los n(n+1)/2 posibles promedios (D; +D;)/2para todo ie j,
incluidos i = j.El w_,, —ésimo mayor de los promedios contados en forma ascendente, y los
w_,, —esimo de los promedios contados en forma descendente constituye el limite superior e
inferior para los intervalos de confianza del (1—a)100. No es necesario calcular todos

n(n+1)/2 promedios; solo se necesita calcular los promedios mayores y los menores para

obtener un intervalo de confianza.

El uso del estadistico de Wilcoxon para probar la simetria
El estadistico de rango con signo de Wilcoxon también puede ser considerada para una prueba

de simetria, suponiendo que la muestra aleatoria es tomada de una distribucion continua. Si la

hipétesis nula afirma que la poblacion es simétrica con mediana M, la distribucion nula de T+

y T~ es exactamente igual a la deducida en el apartado de estadistico de prueba. Si la

hipotesis nula es aceptada, puede concluirse que la poblacion es simétrica y tiene mediana M, .

Por otro lado, si la hipétesis nula es rechazada, no podemos decir cual porcion (o toda) de la
afirmacion compuesta no es consistente con el resultado de la muestra. Con una alternativa
bilateral, por ejemplo, debemos concluir que la poblacion es simétrica con mediana no igual a
M,, o la poblacion es asimétrica con mediana igual a M, o la poblacion es asimétrica con

B B B B B B B B B B B B B B A N B I N N B N I I i
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mediana no igual M, . Una conclusion tan amplia no es generalmente satisfactoria, y es por esto

que la mayoria de veces las suposiciones que justifican un procedimiento de prueba son

separadas de la afirmacion de la hipétesis nula.

Ejemplo 2.11

El duefio de una compafiia grande esta preocupado al conocer el nimero de horas perdida por
persona que se acumula debido a los accidentes de la planta, y ha instituido un programa
extensivo de seguridad industrial. Los datos a continuacion muestran el numero de horas
pérdidas por persona en el mes en cada uno de las ocho plantas diferentes antes y después que
el programa de seguridad fue establecido. ¢ El programa de seguridad ha sido efectivo en reducir

el tiempo perdido de accidentes? Asumir que la distribucion de diferencias es simétrica

Planta | Antes | Después
1 51.2 45.8
2 46.5 41.3
3 24.1 15.8
4 10.2 111
5 65.3 58.5
6 92.1 70.3
7 30.3 316
8 49.2 354

Solucion:

Por la suposicidn de simetria, podemos usar la prueba de rango con signo de Wilcoxon en lugar
de la prueba del signo sobre estos datos. Tomamos las diferencias D = Antes - después y la
prueba H,:M_,=0 versus H,:M_ >0 diremos que el programa es efectivo si estas
diferencias son numeros positivos grandes. Luego ordenamos por rango los valores absolutos y

los rangos de diferencias positivas se suman. La tabla que se presenta a continuacién muestra

este calculo.
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Planta | D | D|
1 54 54
2 5.2 5.2
3 8.3 8.3
4 09 | 09
5 6.8 6.8
6 218 | 21.8
7 1.3 1.3
8 13.8 | 13.8

Tenemos T =33 y la tabla M para N =8 da la probabilidad de la cola derecha que es

P(T* 233) =0.02 =P —valor y dado que es menor que 0.05 se rechaza H,, concluimos

que el programa de seguridad ha sido efectivo a un nivel de 0.05.

2.5.3 Prueba de Kruskal-Wallis para hacer analisis de varianza unifactorial.

La prueba de Kruskal-Wallis es la extension natural de la prueba de Wilcoxon para localizacion
con dos muestras independientes para la situacion de k muestras mutuamente independientes

de poblaciones de funcién de distribucidn continuas.

Suponemos para esta prueba que:
1. Cada muestra es tomada aleatoriamente de su respectiva poblacion.
2. Ademas la independencia dentro de cada muestra, las muestras son mutuamente
independientes.

3. Toda variable X son continuas. (se tolera un nimero moderado de empates).

4. Laescala de medida es al menos ordinal.
5. Las funciones de distribucion de las k poblaciones son idénticas, o algunas de las

poblaciones tiende a tener valores mas grandes que otras poblaciones.

Hipédtesis de prueba

H,: Todas las k funciones de distribucion son idénticas.
H, : Al menos una de las poblaciones tiende a tener observaciones méas grandes que otra de las

poblaciones.

B B B B B B B B B B B B B B A N B I N N B N I I i
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Ya que la prueba de Kruskal-Wallis esta disefiada para ser sensitiva contra diferencias entre
medias en las Kk poblaciones, la hipétesis alternativa es como sigue:

H,:Las k poblaciones no tienen medias idénticas.

Estadistico de prueba
Los datos consisten de k muestras aleatorias de posibles diferentes tamafios. Denotada la i -

ésima muestra aleatoria de tamafio n, por X, ,X.,,..., X, , entonces los datos pueden ser

i1

in; !

arreglados en las siguientes columnas:

Muestra 1 | Muestra2 | ... | Muestra K
X1,1 X2,1 Xk’l
X1,2 X2,2 X k.2

Sea N el nUmero total de observaciones:

N:Zk:ni

i=1

Se asigna el rango 1 a la observacion mas pequefia de totales de las N observaciones, rango 2
para la segunda més pequefio, y asi hasta la mas grande de las N observaciones, que recibe el
rango N .

n
Sea R = ZR(X”) i1=1,2,...,k, calculando R, para cada muestra.

j=1
Los rangos pueden ser asignados de varias formas diferentes porque hay observaciones que
son iguales entre si, asignando rangos promedios para las observaciones empatadas, como en
las pruebas anteriores.

De acuerdo a lo anterior el estadistico de prueba H es como sigue:

12 Zk: 1 {Ri_ni(N +1):|2
N(N )& 2 (2.20)
k RZ
" N(N +1)Z‘n__3 (N+1)

Los valores criticos de los P valores son encontrados en la tabla O para k =3,y n. <5. Este

estadistico es asintéticamente distribuido como una ji-cuadrado con k —1 grados de libertad; la
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aproximacion es generalmente satisfactoria excepto con k =3 y los tamafios de muestra son
cinco 0 menos, por consiguiente usaremos la tabla B cuando no sea posible usar la tabla O.

De acuerdo con la hipdtesis nula, los n, elementos en la columna i fueron seleccionados al
azar del conjunto {1,2,...,N}. Ellas actualmente constituyen una muestra aleatoria de tamafio
n, extraido sin reposicion de las poblaciones finitas consistentes de los primeros N enteros. La
media y la varianza de esta poblacion son
. N+1T
= 2
2 N° -1

a iﬁz Gzzi[ 12

i= i=1

N
La suma promedio de rangos para la i-ésima columna, R _ R es la media de esta muestra

3_

aleatoria, y por lo que respecta a cualquier media de la muestra de una poblacion finita

5\ _ 2(N = i
E(Ri)—ﬂ Var(RJz%
Aqui tenemos
_ N +1 — N+1)(N—n — = N +1
E(R)= > var(Ri):% cov(R.R;)=- >

Dado que R, es una media muestral, si n, es grande, el teorema de limite central permite

aproximar a la distribucién de

r_ N+l
_ )
\/(N +1)(N-n))
12n

por la normal estandar. Consecuentemente Z’ se distribuye aproximadamente como ji-
cuadrada con un grado de libertad. Esto tiene aplicacion para i=1,2,...,k, pero los Z; son

[
claramente variables aleatorias no independientes ya que zniﬁi :M

i=l

, una constante.

Kruskal (1952) muestra que bajo H,, si n, no es muy pequefio, la variable aleatoria

2
12”{@ N +1}
2

SN-n,, < B
2 N Z=2 N (N +1) =" 21)

i=1 i=1

Se distribuye aproximadamente como ji-cuadrada con k —1 grados de libertad.
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El valor de t representa el nimero de empates presentes en la muestra, dicho valor sera
encontrado usando el método de rangos promedio. La varianza de la poblacion finita, haciendo
uso de la siguiente expresion:

2 _ Nz_l_zt(tz_l)

12 12

o

Donde la suma es sobre todos los conjuntos de empates de la poblacion, y esta expresion puede

ser usada en var(R.) para el denominador de Z,. En este caso de ecuacion (2.21) es

adecuado que

]

SN =N, 2
ZI: N[ (N+D(N-n)  N-n Dt(-1)
2n, n(N-1) 12
_ ON(N+D)T
_Zk: 12ni[Ri—2 } i H
= NY (1) (1)
N(N+1)- N1 N(Nz—l)

Ejemplo 2.15

El cuerpo administrativo del hospital psiquiatrico preocupado con el tipo de tratamiento para un
tipo particular de desorden mental. Una bacteria de prueba administrada para todos los
pacientes delineados en un grupo de 40 pacientes que fueron similares con respecto al
diagndstico y también con respecto a la personalidad, inteligencia, factores sicoldgicos y
descriptivos. Estas personas estaban divididas al azar en cuatro grupos diferentes de 10 cada
uno para el tratamiento. Por seis meses los grupos respectivos reciben (1) electrochoque, (2)
psicoterapia, (3) electrochoque mas psicoterapia y (4) ningun tipo de tratamiento. Al final de este
periodo la serie de examenes fue repetida en cada paciente. El unico tipo de medida posible
para ésta prueba es una ordenacion por rango a los 40 pacientes con base en su grado relativo
de mejora al final del periodo de tratamiento; rango 1 indica el nivel mas alto de mejora, rango 2
el segundo mas alto, rango 3 el tercer mas alto y asi sucesivamente. En base a los datos de la
siguiente tabla, ;se aparenta estar en cualquier diferencia en la efectividad de los tipos de

tratamiento?
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Suma R | 260

Solucion:
Los datos son rangos alrededor de 1 a 40 asi que solo necesitamos calcular H con

n,=n,=n,=n,=10.Elresultado es

2 2 2 2
12 [260 122> 90° 348 ~3(41)=31.89

k 2
H :LZR—‘—%N +1) + +—+
N(N+D) S n, 40(41) 10 10 10 10

Con tres grados de libertad. EI P -valor de la tabla B es P <0.001, de esta manera rechazamos
la hipbtesis nula que los cuatro pardmetros de posicion (medias 0 medianas correspondientes a
las cuatro muestras) son los mismos, es decir las k =4 poblaciones tiene promedio de posicion

diferentes.

2.5.4 Prueba de cuantiles

La prueba binomial puede ser usada en pruebas de hipdtesis de los cuantiles de una variable
aleatoria. La escala de medida es al menos ordinal aunque la prueba binomial solamente
requiere escala nominal débil para estas medidas.

Suponemos para esta prueba que:

1. Los X,, i=12,...,n son una muestra aleatoria (es decir, las variables aleatorias son

independientes e idénticamente distribuidas).
2. Laescala de medida de los X; son alo minimo ordinales.
Hipdtesis de prueba
Las hipétesis pueden tomar una de las siguientes formas:
A. (Prueba de dos colas)

H, : El p*—ésimo cuantil poblacional de X es x*
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(Esto es equivalente a H,: P(X <x*)>p* y H,:P(X <x*)<p*,donde O0<p*<1ly
X tiene alguna distribucion igual a los de los X, en la muestra aleatoria).

H,: X* noesel p*-ésimo cuantil poblacional de X .
(Esto es equivalentea H, : P(X <x*)<p* o H;:P(X <x*)>p*)
B. (Prueba de una cola)

H, : El p*—ésimo cuantil poblacional es mayor o igual que X

(Esto es equivalentea H, : P(X < x¥*)< p*)

H,: El p*—ésimo cuantil poblacional es menor que x" .
(Esto eslomismoa P(X <x")>p")

C. (Prueba de una cola)

H, : El p*—ésimo cuantil poblacional no son mayores que Xx*
(0 Hy:P(X £x*)> p*)
H,: El p*—ésimo cuantil poblacional es mayor que X" .
(0 H:P(X<x¥)<p*)
Ahora bien, para el estadistico de prueba, usaremos dos estadisticas experimentales en esta

prueba. Sea T, igual al numero de observaciones menores que X* y sea T, igual al niumero de
observaciones menores o iguales que x*. Luego T, igual a T, si ninguno de los numeros en el

dato corresponden a X *. De otra manera T, es mayor que T,.

Regla de decisién
Las diferentes reglas de decision, correspondientes a las hipdtesis A, B o C, son dadas a

continuacion.

A. (Pruebas de dos colas) La region critica corresponde a valores de T, que son demasiado
grande (indicando posiblemente que P(X < x*) es mayor que p’)y a valores de T, que
son también pequefios (indicando que P(X <x")es menor que p°). La region critica es
encontrada en la tabla K con muestras de tamafio n y las hipdtesis de probabilidad p *,
como en las pruebas binomiales para dos colas. Encontrando el numero t, tal que

P(Y <t)=¢,

B B B B B B B B B B B B B B A N B I N N B N I I i
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donde Y tiene la distribucion binomial con parametros n y p*,y donde ¢, se acerca a la

mitad

del nivel de significacia solicitado « . Luego encontramos el numero t, talque
P(Y >t,)=a,

0, equivalente
P(Y <t,)=1-a,

donde «, se elige con el fin de que la suma «, +«a, este cerca o igual al nivel de
significancia.
Rechazamos H, si T, es menor o igual que t,, 0 si T, es mayor que t, . De otra manera
aceptamos H, .
B. (Prueba de una cola) Para valores grandes de T, implica que H, es falso, se ingresa a
la Tabla K las muestras de tamafio n vy las hipotesis p* como p . Encontrando el nimero
t, tal que
P(Y>t,)=a queeselmismopara P(Y <t,)=1-«a
Para algun nivel de significancia aceptable « . Entonces rechazamos H, si T, excede a t,.

Aceptamos H, si T, es menor o igual que t, .

C. (Prueba de una cola) Para valores pequefios de T, se indica que H, es falso, asi que
accedemos a la tabla K con muestras de tamafio n y la probabilidad especificada p *,
encontramos t, tal que

P <t)=«

Para un nivel aceptable «, donde Y tiene una distribucion binomial con pardmetros ny

Rechazamos H, si T, es menor o igual que t,. Aceptando H,si T, excede t,.

Ejemplo 2.12

Estudiantes de nuevo ingreso a la universidad, toman un examen previo en bachillerato, esto se
ha realizado por muchos afios, y el cuartil superior es pre-establecido en una puntuacién de 193.
Un bachillerato particular manda quince de sus graduados para una universidad, donde toman el

examen y obtienen puntuaciones de
189 233 195 160 212
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176 231 185 199 213
202 193 174 166 248

Es asumido que estos quince estudiantes representan una muestra aleatoria de todos los
estudiantes de ese bachillerato que luego ingresaran a la universidad. Una forma de comparar
estudiantes universitarios de ese bachillerato con otros estudiantes de universidad es para
probar la hipétesis que las puntuaciones citadas anteriormente vienen de una poblacién cuyo

cuartil superior es 193.

Solucion:

Las hipotesis de prueba son:

H, : Elcuartil superior es 193.
H, : El cuartil superior no es 193.

Donde nos referimos al cuartil superior de las pruebas de las puntuaciones experimentales de
todos los estudiantes de universidad de ese bachillerato, es decir, pasado, presente, o el futuro.

Es aplicada la prueba de cuartiles para dos colas. Una regién critica de tamafio aproximado
0.05 es obtenido accediendo a la tabla K con n=15y p=0.75. Por ende es visto que, para

la variable aleatoria binomial Y .
P(Y <7)=0.0173 Y P(Y <14)=0.9866=1-0.0134
La region critica de tamafio a =0.0173+0.0134 =0.0307
Corresponde a valores de T, menores o iguales que t, =7, y valores de T, mayores que
t, =14.
En este ejemplo T, es igual a siete, el nimero de observaciones menores o iguales que 193, y
T, iguales a seis, dado que una observacion es exactamente igual a 193.
Por consiguiente T, es también pequefio, y H, es rechazada. El cuartil superior para estudiantes

de bachillerato en particular no parece que sea 193. Porque los valores observados de este

estadistico de prueba T, estuvo apenas en la region de rechazo, el nivel de significancia es una
parte pequefia que podria resultar en rechazo de H . Entonces el nivel critico en este ejemplo

es igual a 0.0307, es el mismo para el nivel de significancia.

La prueba de cuantiles para una cola, con muestras aproximadamente grandes, es ilustrado en

los siguientes ejemplos.
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Ejemplo 2.13

El periodo intermedio de tiempo entre erupciones del antiguo géiser Fiable es archivado 112
veces para ver si el periodo intermedio es menor o igual que 60 minutos (la hipdtesis nula) o ya
sea el periodo intermedio es mayor que 60 minutos (la hipétesis alternativa). Si la mediana del

intervalo es 60, entonces 60 es x,,, 0 la mediana. Si el intervalo de la mediana es menor que
60, entonces 60 es un p cuantil para algin p=>0.50. Asi H es P(X <60)>0.50y H,es

P(X <£60)<0.50, donde X es el espacio de tiempo entre erupciones. Asumiendo que varios
intervalos son independientes e idénticamente distribuidos, la prueba de cuantiles para una cola
puede ser usada, con la regla de decision C. El estadistico de prueba T, es igual al numero de
intervalos que son menores o iguales que 60 minutos, y la region critica de tamafio 0.05
corresponde a valores de T, menores que

t,=np + wmm

= (112)(0.50) — (1.645)./(112)(0.50)(0.50)
=473

De los 112 intervalos de tiempo, 8 son 60 minutos o menos, para T, igual a 8 y H, es

completamente rechazada a favor de la alternativa “El espacio de tiempo mediano entre

erupciones es mayor que 60 minutos”. El nivel critico es

. T-np_8-np 8—(112)(0.50)
—PT,<8)=P < =P|z<
“ ( Jnpg ~ /npg J [ Ja 12)(0.50)(0.50)]

Donde Z es una variable aleatoria estandarizada. Entonces para la tabla A,

Q= P(Z s‘sif’J: P(Z <-9.05)<<0.0001

Que se lee “mucho menor que 0.0001".

Intervalos de confianza para un Cuantil.

Los datos consisten en observaciones de variables aleatorias X, X,,...,X,, que son
independientes e idénticamente distribuidos.. Dado que
XP<XP < <XP<X®<...<X™ representan la muestra ordenada, donde
1<r<s<n. Deseamos encontrar un intervalo de confianza para los p"-ésimos
(desconocidos) cuantiles, donde p * es algun numero especifico entre cero y uno.
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Suponemos que

1. Lamuestra X, X,,..., X, es una muestra aleatoria.

2. Laescala de medida de los X;s es por lo menos ordinal.

Método A (muestras pequefias).

Para n<20 la Tabla K puede ser usada para encontrar r y s. Utilizamos la Tabla K con las
muestras aleatorias de tamafio n y las probabilidades p = p”. Se busca en la columna para
p=p" hasta que se cumpla una aproximacion igual a «/2, donde 1—« es el coeficiente de
confianza deseado. Llamamos aquellos «, , y los correspondientes valores de y (a la distancia
izquierda de «,) es r—1. Sumamos 1 hasta r. Entonces continuamos debajo de la columna
para p=p" hasta alcanzar una aproximacion igual 1—(a/2), podremos llamar 1-¢,. Los
valores de vy correspondientes a la entrada 1-«, es llamada s—1, y 1 es sumado para
obtener s. De esta manera determinamos «,, a,, ry s.

El coeficiente de confianza exacto es 1—¢«, —«, . El intervalo estimado es el intervalo entre
X ™y X de quienes los valores pueden ser obtenidos para los datos. Entonces

PXV<x . <X 21-g -a, (2.22)

Provee el intervalo de confianza. Si suponemos que la funcion de distribucién desconocida es

continua, entonces.

PX"<x . <X =1-a,-a, (223)

Método B (aproximacion de muestras grandes).
Para n mayores que 20 la aproximacion basada en el Teorema del Limite Central puede ser

usado (véase al final de la tabla K) Calculamos
r :np*+wa/2m (2.24)
y
s =np +w, ., /np (1-p’) (2.25)

donde los cuantiles w, son obtenidos por la tabla A y donde 1—« es el coeficiente de

confianza deseado. En general, r” y s’ no son numeros enteros, pero, r y S seran nimeros

enteros obtenidos por redondeo, r” y s’ se aproximan a un entero préximo superior. Entonces
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el intervalo de confianza aproximado es obtenido por las ecuaciones (2.24) y (2.25). Si la funcion
de distribucién desconocida es continua.
Un intervalo de confianza de una sola cola puede ser formado para encontrar solamente r o s
como se describio anteriormente. Intervalos de confianza de una sola cola son de la forma

P(X" < X )=1-¢

y

P(x,. <X*)=1-a,

Si la funcion de distribucion es continua, o

P(X(”sxp,,)zl—azl

y

P(X,- <X >1-a,

Si no hay continuidad en la F, (x).

Ejemplo 2.14

Dieciseis tubos de radios son seleccionados aleatoriamente para un lote grande de tubos de
radio, y son probados. El numero de horas hasta fracasar son registradas para cada uno.
Deseamos encontrar un intervalo de confianza para los cuantiles superiores, con un coeficiente

de confianza cercano al 90%. En la Tabla K con n=16 y p=0.75; Se busca en la columna
para p=0.75Yy y =38 la probabilidad préxima a 0.05 es 0.0271, por lo tanto r esigual a 9. La
probabilidad cercana a 0.95 es 0.9365 =1-«a,, que corresponde a y =14. Por tanto ses

igual a 15.

Solucion:
El intervalo de confianza es

P(X® <X, < X19)=0.9094

Los resultados de esta prueba, ordenadas en forma creciente, son los siguientes:

X" =469 X =56.8 X® =633 X1 =67.1
X =472 X =592 X1 =634 X =677
X® =491 X7 =599 XM =637 X1 =733
X =56.5 X® =632 X =64.1 X1 =785

Porque X esigual a63.3y x esigual a 73.3, podemos decir “el intervalo para 63.3 horas

a 73.3 horas, inclusive, es un 90.94%” intervalo de confianza para el cuantil superior.
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Para muestras grandes se facilita los céalculos utilizando las ecuaciones (2.24) y (2.25),
obteniendo:

r* = (16)(0.75) + (~1.645)./(16)(0.75)(0.25)

=12-2.86
=9.14
y
s =12+2.86
=14.86

entonces r igual a 10 y s igual a 15, es el intervalo de confianza del 90% (63.4, 73.3)
ligeramente pequefio que los mas precisos métodos usados anteriormente.

Consideremos primero el caso simple donde la funcion de distribucion es continua. Si X - €s el

p”-ésimo cuantil, tenemos la relacion exacta
P(X2x)=P(X>x.)=1-p’ (2.26)
donde la funcién de distribucion de x es el mismo que la muestra aleatoria.
La estadistica de orden de rango 1, X ", se quiere asumir un valor grande que alguna
constante especifica solamente si los valores pequefios son mayores que la constante. Por tanto
X " es mayor que la constante solamente si los n valores de la muestra son mayores que la
constante. Escogemos X - cOmo la constante, podemos concluir.
P(x,. <X ) = P(Todo valormuestralexcede )
= P(xp* < Xl,XpA <Xy < X))
=P(X,: <X)DPX: <X5). P(x <X,)
=(1-p")"
Porque los x. son independientes, y todos ellos tienen el mismo p”-ésimo cuantil X
Si x . €5 menor que X @, entonces exactamente n—1 observaciones son mayores que x,.» €N
el caso xo < X, <X, 0 bien exactamente nobservaciones son mayores que X - en el caso

X,. <X M . x @  entonces en esta ultima situacion se tiene:

P(X, < X®)=P(x, < X")+P(X" <x . < X)
(2.27)

= P( al menos n-1 delos X; excede X . )

=P(1 6 menosde los X, son < X, )
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Ahora la probabilidad en (2.27) es dado por la funcidén de distribucion binomial, porque cada

X, tiene probabilidad p* de ser menores o iguales que XY los X;son independientes.

Entonces por la ecuacion (2.27) tenemos que
1
P(x, <X™)= Zm( p)' (1= )™
i=0

Con ayuda de la funcion de distribucién binomial, podemos argumentar lo siguiente:

P(x, <X)=P(almenos n—r—1 delos X;excede X5 )

=P(r—1 6 menos de los X,son < xp*) (2.28)

i[jw)a pry"

0
O bien, una forma equivalente de obtener el coeficiente de confianza, esta dado por
l-a=P(X"< X < X©)
=P(x. <X®)=P(x. <X")
Por tanto ry s puede ser seleccionada, con el auxilio de ecuacion (2.28) y tabla K, tal que

1-a2=P(xpxsx<”)=1—% Y o =P(x, <x<r))— (2.29)

Entonces el coeficiente de confianza deseado es 1-a, -, =1-«. Puesto que hemos
supuesto que la funcion de distribucion es continua, tenemos que

P(Xp < X)) =P(x,. < X)) (2.30)

También que la tabla K puede ser usada para encontrar s .

Si la funcion de distribucion de Xy por tanto de los X, no es necesariamente continua,
entonces la ecuacion (2.27) no es necesariamente verdadera.

Ahora tenemos que:

P(X >X,)<1-p* (2.31)
y
P(X 2x,)=1-p* (2.32)

Primero consideramos como la ecuacion (2.31) afecta a la ecuacién (2.28), y por tanto otro
método para encontrar r es la ecuacion (2.29). Segun la ecuacion (2.31), la probabilidad puede

ser mas pequefia, si cada observacion X excede a x_., en casos continuos. Por lo tanto hay al

p*’

menos una tendencia para cada uno de los estadisticos de orden para exceder a x,. segun se

expuso con anterioridad. Es decir, la probabilidad p(x,. < X ) puede ser mas pequefia que en
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el caso continuo, como puede verse en la ecuacion (2.28) es modificada para ser escrita de la

siguiente forma.
P(x, <X7)< Z[I” j( p*) (1- p*)" (2.33)

Sila tabla K es usada para encontrar r, la expresion se escribe de la siguiente manera:

P(X, < X")<a, (2.34)
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Capitula W
eciones Robustzs
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3.1 Cuando las suposiciones fallan.

En los capitulos anteriores hemos enfatizado que la distribucion-libre no significa libre de
suposiciones, puntualizando ademas que algunos procedimientos necesitan suposiciones mas
fuertes que otras para validarla. Algunas veces asumiremos que todas las muestras seran de
poblaciones cuyas funciones de distribucion acumulativas difieren hipotéticamente en sus
medidas centrales, por ejemplo en las medias o0 en medianas. La independencia entre
observaciones dentro de una muestra y entre diversas muestras son a menudo de mayor
importancia. La suposicion mas facil de aplicar fue la prueba de signo a una sola muestra donde
la hipotesis nula requirié solamente que las observaciones se distribuyan sin especificacion
ademas consiste en someter a prueba a la mediana de las observaciones.

En muchos ejemplos mostramos, o mencionamos en los comentarios, que algunos
procedimientos fueron mas sensibles al incumplimiento de las suposiciones. Las
“‘equivocaciones” a menudo estan formadas por unos pocos valores muestrales siendo
inconsistentes con el modelo asociado a las observaciones. Estas observaciones
frecuentemente son llamadas datos atipicos (datos engafiosos) y pueden surgir de maltiples
maneras. Pueden ser:

e Valores que son medidos o registrados incorrectamente.

¢ Valores medidos en unidades que son atipicas al resto de las observaciones en estudio.

o Medidas hechas con menos exactitud o precision que en la mayoria de observaciones.

Existen muchas causas de datos atipicos, por ejemplo una medida de 3.6 centimetros puede
guardarse como 33.6 centimetros o como 36 cm. Repetir un digito en el teclado es un error
comun cuando se esta introduciendo los datos, como también omitir un punto decimal. Una
medida de temperatura podria ser incorrectamente proporcionada en grados Fahrenheit cuando
debié haberse dado en grados Centigrados. Un observador que olvida tomar una medicién en un
tiempo critico y teme una reprimenda puede falsificar y dar un dato falso o un valor inventado.
Tal informacion incorrecta no es siempre facil de detectar. Para las medidas de temperatura en
un clima calido se ha dado en grados Fahrenheit cuando ésta debid haberse dado en grados
Centigrados. Este no es el caso para los climas polares, sin embargo, cuando se leen en una u
otra escala puede ser razonable.

No siempre es facil encontrar la causa de incorreccion del registro a excepcion de informacion

atipica. Una maquina entre muchas podria producir una calidad muy pobre porque esta
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operando a una temperatura fuera de lo normal, un factor que puede no ser observado, 0 mas
bien ser relevante, para la persona que esta recogiendo la informacion. La produccion de una
vaca lechera en un rebafio puede ser excepcionalmente baja porque sufre de falta de

diagnostico de la enfermedad que afecta la produccion.

Una complicacion frecuente es cuando los datos son combinados de diversas fuentes, ya que
esos datos han sido proporcionados de distintas fuentes de informacion. Por ejemplo, si el calcio
contenido en muestras de leche es medido en varios laboratorios, la mayoria de éstos deben de
dar precisas y correctas determinaciones mientras uno o dos deben tener medidas menos
precisas (aumentando la dispersién sobre los valores correctos). Otra posibilidad es que un
laboratorio pueda devolver valores no precisos, 0 que sean muy altos (0 muy bajos).

La elevada dispersion alrededor de la media puede indicar el uso de una escala inadecuada, por
ejemplo en un establecimiento de investigacion polar donde se registran las medidas de
temperatura usando la escala Centigrado en todos los lugares aparte de uno donde se usa la
escala Fahrenheit, usando la lectura en grados Fahrenheit tendran un amplio desplazamiento de
valores, un factor que podria atraer la atencién a las diferentes escalas en uso.

El reconocimiento de estos problemas ha llevado a un mejor desarrollo estadistico
especialmente desde los afios setenta. Generalmente llamados los métodos robustos éstos
pretenden minimizar la influencia de datos atipicos u otras observaciones anémalas cuando
éstos llevan una equivocacion en las suposiciones basicas mientras que al mismo tiempo siendo
tan buenos los métodos dptimos cuando las suposiciones relevantes se mantienen. Por otro lado
los métodos robustos pueden ser muy eficientes mientras se requiera un minimo de
suposiciones.

Dentro de los métodos robustos tenemos el Bootstrap, el cual es valioso en situaciones donde la
teoria existente es intratable o dificil de aplicar. Posee ambas formas paramétrica y no
paramétrica, pero aqui consideraremos solo la segunda. La caracteristica principal de este
método es que la distribucion del estadistico se determina simulando un numero elevado de
muestras aleatorias con reemplazamiento construidas directamente a partir de los datos

observados (esto se detallara en el tema 3.3).
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3.2 Datos Atipicos y su influencia

3.2.1 Naturaleza y deteccion de datos atipicos

En términos generales un dato atipico es una observacion tan distinto de las demés ya que
causa cierto desconcierto. Aunque una observacion nos sorprende es subjetivo y debe depender
de lo que sabemos sobre el origen de los datos.
Por ejemplo, dado los datos

0,5,98,3, 0,125,9,17
sin ninguna informacién adicional, muchas personas dirian que la observacion 125 es lo
suficientemente distante de las demas y puede causar algun desconcierto. Sin embargo, un
entomdlogo que conocia este conjunto de nimeros sabe que son mediciones de &cido en cada
uno de 9 plantas de las mismas especies de rosas y puede no ser considerado 125 como
extrafio, pero en muchas situaciones que involucran poblaciones de infestacion completa de
insectos precisamente uno o dos entre un nimero grande de plantas es comdn. Barnett y Lewis
20 (p .16) citan incluso datos mas extremos de Fisher, Corbet y Williams (1943) para el nimero
de polillas atrapadas en una trampa de luz, se da lo siguiente,

M1 5 5 7 4 15 50 18 120 24 3 51 3 15 84,

Ahora veamos otro caso, dada las observaciones 2.7, 3.3, 3.5, 2.8, 4.1, 4.3 y sin otra informacién
ninguno puede parecer sorprendente, pero si consideramos que éstos son los pesos en kg para
un animal en crecimiento guardando los intervalos quincenales, un zodlogo podria tener dudas
acerca de la validez de la cuarta observaciéon 2.8. Un animal en crecimiento puede sufrir la
pérdida de peso en alguna fase de su crecimiento pero la disminucion es improbable que sea tan
grande como esto. Si una pérdida de esta magnitud fuese registrada el animal probablemente
podria morir las siguientes dos semanas; seria ciertamente improbable regresar al peso
consistente con un modelo normal de crecimiento entre las dos semanas siguientes.

Esta observacion no se considera como dato atipico en el sentido de ser extremo pero es
probable que sea una observacién contaminada, la contaminacion que es un error de medida,
una posibilidad es que el verdadero peso sea 3.8 y fue guardado como 2.8. Esto suele suceder
si, con la balanza usada para pesar, la pesa de 1 kg y 2 kg puestos en el platillo de la balanza
fuesen similares en el tamafio y disefio (difiriendo principalmente en la densidad), o si los pesos

se leyeran de una pantalla digital que podria ser un descuido de lectura.

20 Barnett, V.; T. Lewis. 1978. Outliers in statistical data. John Wiley & Sons. NY., 365 p
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Claramente los datos atipicos u observaciones contaminadas son una molestia que deben o
deberia tenerse en cuenta al hacer las inferencias. Los criterios desarrollados dan la base para
excluir el dato atipico del andlisis. El objetivo es hacer que los datos restantes sean mas
consistentes con algun modelo de la inferencia paramétrica. Barnett y Lewis (1994, Seccidn 6.3)
enlista 48 pruebas para los datos atipicos en una sola distribuciéon normal, la mayoria de estos
siendo Optimo sélo para las alternativas especificas razonable para la hipétesis nula que todos
los datos pertenecen a la misma distribucion normal donde ninguno o ambos pardmetros sean
conocidos. Las dificultades son causadas a menudo por un efecto disfrazado por lo cual la
potencia de la prueba de datos atipicos es reducida por la presencia de los otros.

Si un dato atipico puede mostrar que es un error este podria ser corregido si es posible; si no
puede corregirse debe ser imputado o rechazado. Cuando no hay una clara indicacion que un
dato atipico es un error de medida o registrado en una via apropiada de accién es menos claro.

Esto depende de la poblacion de interés y qué preguntas estan haciendo acerca de la poblacion.

Ejemplo 3.1

En un experimento para reducir la presion sanguinea se prueba una droga para conocer si es
ineficaz en una persona que toma alcohol y todas las demés personas podrian recibir una
prohibicion de alcohol mientras se aplica la droga. Si, un grupo de 25 pacientes reciben la droga

la disminucion en la presion sanguinea sistélica en mm Hg son

30 2 5 6 21 23 23 27 30 32 35 37 39 41 43 A7 47 49 52 54
57 59 60 064

Un médico podria tener sospechas que los primeros cinco datos corresponde a pacientes que
ciertamente habian ignorado la prohibicion de alcohol. Y firmemente el doctor opind que la forma
de ver las cosas seria cuestion de experiencia; si fuera sabido, por ejemplo, que la droga es
ineficaz para 1 persona de 50 que haya bebido o no el alcohol, es razonable decir que uno o dos
de los primeros datos podria ser para tal caso, pero improbable lo harian para todos ellos. Si, por
otra parte, hubo fuertes argumentos para creer que estaba casi seguro de que una reduccion
sustancial en la presion sanguinea tuviese lugar si el alcohol no fue consumido, y que fue de
interés la media y la mediana de la reduccidn en la presidén sanguinea, en tales casos, tiene
sentido omitir los cinco datos menores. Asumir estos cinco datos que habian incumplido la
prohibicion de alcohol podria ser injusto. Seria una cuestion de juicio clinico ya sea para

preguntar esos, o quiza todo, los participantes si habian tomado alcohol y en ese caso cuanto
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(una dosis - la relacion de respuesta puede significar que un poco de alcohol no tiene el mismo
impacto como una inyesta mas grande). Puede haber dudas claras sobre la verdad de las
respuestas dadas para tales preguntas.

Si habia indicaciones que entre 5 y 10 por ciento de la poblacién podria no responder
positivamente a la droga (quizés por alguna razén genética) los resultados anteriores son
consistentes con esa hipotesis. En ese caso si uno estuviera interesado en la poblaciéon total no
podria rechazar ninguna observacion al hacer inferencias. Pero si uno estuviera solamente
interesado en la poblacion con excepcion de los que no respondieron positivamente, las cinco
observaciones podrian ser rechazadas.

El propésito de este ejemplo hipotético es mostrar que no hay ninguna respuesta facil a tratar
con los datos atipicos. Es importante en el transcurso indicar claramente cuando los datos

atipicos se hacen presentes o se sospechan.

3.2.2 Una prueba para los datos atipicos

En muchas pruebas para los datos atipicos carecen de robustez. Algunos son notoriamente
malos para detectar mas que un dato atipico en la misma cola; otros tienden a perder un par de
datos atipicos en las colas opuestas.

Una simple y razonable prueba de robustez para clasificar cada observacion x~ como un dato

atipico es si |x*—med (x,)|
med [|x; —med (x,)|] -

Aqui med(x;) es la mediana general de las observaciones en la muestra y el denominador es

una medida de dispersién llamado la desviacion absoluta de la mediana, a menudo es
abreviada como MAD. La eleccién del 5 es un valor critico originado por el razonamiento que si
las otras observaciones de las que es parte los datos atipicos tienen una distribucion
aproximadamente normal, se considera como un dato atipico cualquier observacion separada

aproximadamente mas de tres desviaciones normales de la media.

Ejemplo 3.2
El problema. Use la prueba anterior para descubrir cual es dato atipico en el conjunto de datos
89 62 72 54 37 28 222 127 69 31 298
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La formulacion y asunciones. Es mas facil determinar la mediana y MAD después de ordenar
las observaciones. Probamos primero las observaciones mas lejanas de la mediana entonces se
detiene si éste no es un dato atipico. Si es un dato atipico probamos el dato mas proximo en
cualquier procedimiento de la cola hasta que encontremos una observacion que no sea un dato

atipico.

Procedimiento.

Las observaciones ordenadas son:

28 31 37 54 62 69 72 89 127 222 298

La mediana de este conjunto de datoses X =6.9

La desviacion absoluta de la observacion 2.8 (dato menor) con respecto a la mediana es
[2.8-6.9=4.1.

Luego, la desviacion absoluta de la observacion 3.1 con respecto a la mediana es
[3.1-6.9/ =338

Semejantemente las desviaciones absolutas restantes son 3.2, 1.5, 0.7, 0.0, 0.3, 2.0, 5.8, 15.3

y 22.9.

Observacion x, — med (x )‘ Resultado

X;
2.8 2.8-6.9] 4.1
3.1 3.1-6.9] 38
37 3.7 -6.9| 3.2
5.4 5.4 -6.9| 15
6.2 6.2 -6.9| 07
6.9 6.9~ 6.9 0.0
7.2 7.2 -6.9] 0.3
8.9 8.9 - 6.9] 20
12.7 12.7 - 6.9 5.8
22.2 22.2 - 6.9] 15.3
29.8 29 .8 - 6.9] 229

Ordenando los resultados de la ultima columna se tiene:
00 03 07 15 20 32 38 41 58 153 229
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Encontramos facilmente su mediana de las desviaciones absolutas, el MAD, es 3.2.

e Sea x =29.8 un posible dato atipico a considerar, el estadistico de prueba es
22.9/3.2 = 7.16 entonces clasificamos a 29.8 como un dato atipico, ya que el valor 7.16
supera al valor critico considerado.

e Sea x =222 otro posible dato atipico, encontramos el valor del estadistico
15.3/3.2 = 4.78 asi que no clasificamos a este o cualquier otra de las observaciones

como un dato atipico.

Conclusion. El conjunto de datos contiene un dato atipico, x* = 29.8

Comentarios.

1. Habiendo decidido que 29.8 es un dato atipico todavia tenemos que decidir qué hacer
sobre él. Un camino obvio a seguir es verificar (a) si puede existir un error y si es asi
puede corregirse; si obviamente no es un error entonces (b) hay algo peculiar sobre la
unidad experimental que da lugar a ese valor.

2. Parece probable que los datos hayan venido de un sesgo con respecto de una
distribucién normal. La prueba que hemos dado no es una prueba para la normalidad,
sin embargo, una prueba como la de Lilliefors” debe usarse para evaluar la normalidad si

eso es importante.

3.2.3 Influencia y robustez

Consideramos primero el efecto de un solo valor atipico en relacién a la media. Suponga que

tenemos n observaciones no contaminadas X,X,,...,X, las cuales le llamamos las

n

observaciones “buenas” y una observacion contaminada z que es un valor atipico en el sentido

que toma un valor mayor que cualquier observacion buena. Sea X = (Z X; )/ n la media de las

observaciones buenas y X, la media del conjunto aumentado (incluye z ). Se ve facilmente que

x —x=X*tZ_ g 2-X (3.1)

Donde se sigue que el efecto de z en la media muestral X para las observaciones buenas es
una funcion lineal de z, y que tiende al infinito cuando z — oo . En otros términos el efecto de

apenas una observacién contaminada en la media muestral puede hacerse infinito,
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mientras (3.1) es una medida de influencia de una observacion contaminada la funcion de

influencia 1 ,(z) para una muestra de n es obtenida de (3.1) multiplicando por n+1, es decir.
[, (Z)=(n+1)(X, -X)=Z—-X.
Cuando n —> o, X — i, la media poblacional para las observaciones buenas, y la funcion

limitada

l(2)=z2-pu (3.2)
Es la funcion de influencia asintética, pero esto a menudo es referido como la funcion de
influencia. En general, argumentos similares y faciles de diferenciar se aplican si z es un dato
atipico en la cola inferior, es decir, tenemos un valor notablemente menor que en todas las
observaciones buenas.
En contraste a la situacién con la media donde un valor atipico puede tener importancia,
ciertamente ilimitada, la influencia de un solo valor atipico afecta a la mediana es usualmente
insignificante y ciertamente limitada siempre que n>2. La situacion es un poco diferente
dependiendo si los numeros de datos buenos sean impares o pares.
Consideremos primero el caso donde tenemos n=2m datos buenos. Las observaciones son

colocadas en orden ascendente y denotamos por x;, el i—esimo valor mas grande de la

muestra entonces la mediana de las observaciones buenas es 7 (x(m) + X(m+1)) . Pero si

agregamos un dato atipico z a la muestra y es un valor mayor que X, €l efecto estara en
cambiar de puesto a la mediana de la muestra combinada solamente a x,,,.,, . De igual forma un

dato atipico menor que X,,, solo mueve la mediana a x,,, . Ahora veamos el caso, si el nimero

(m)*

de observaciones buenas es impar n=2m+1 dada la mediana x,_ ., ; se ve facimente que si

(m+1) ?

agregamos un dato atipico z a la muestra y z>X,,,, sOlo mueve la mediana a

V! )(x(ml) + x(mm) y mientras que si z < x,, mueve la mediana a (72) (x(m) + Xy )

Dada la subyacente distribucién poblacional que influye en los valores de los estadisticos de
orden una aproximacion diferente que es usado para la media se necesitara determinar la
funcidon de influencia asintética. Los detalles se dan en Barnett y Lewis (1994, capitulo 4) que
demuestran que una expresion apropiada es

sgn(z —m)

= m

(3.3)
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Donde mes la mediana de las observaciones buenas que son distribuidas con una funcion de
frecuencia f(x)y sgn(z—m)=+1, 0 6 -1 dependiendo si z es mayor que, igual a, 0 menor
que m respectivamente. Claramente 1(z)dado por (3.3) es acotada superiormente por una

distribucion continua y el supremo o valor maximo de |I(z)| es ! f(m). Este supremo es

llamado error total sensible.
Es evidente que si tenemos una muestra grande de una distribucion normal N(u,c?) y

precisamente una observacion contaminada es agregada, el posible efecto sobre la media

muestral es ilimitado, mientras el efecto maximo en la mediana muestral no puede exceder
1/2f(u)=0-/27/2=1.2530, puesto que la mediana de la distribucion normal de los

valores buenos es .

No es dificil ver que si hay n=2m+1 observaciones buenas y dos observaciones
contaminadas son agregadas, entonces cualquiera que sean sus magnitudes el efecto mayor

sobre la muestra adulterada es mover la mediana de  x,.,, a cualquier punto X, 0 X, El
argumento se extiende facilmente a lo sumo a 4 contaminados con los limites precisos X, 0
Xm.3 Y Procediendo de esta manera, cuando 2m observaciones contaminadas se agregan, los
limites son X, Y X.n., - Asi, al menos el 50 por ciento de las observaciones pueden ser

contaminadas, y esta es una forma de generar datos atipicos antes que la mediana se haga

ilimitada. En general este argumento puede ser usado incluso en observaciones buenas.

El numero determinado de observaciones contaminadas necesario para construir una media o
mediana ilimitada es llamado el punto de fracaso. Este a veces se expresa como un porcentaje,
es decir 50 por ciento para la mediana, pero mas usualmente como en fraccién, es decir 1/2

para la mediana. Como hemos visto, el punto de fracaso para la media es 1/(n+1), dado que

una observacion contaminada necesita ser agregada en una muestra de n para generar la
media muestral ilimitada. El punto de fracaso es una medida importante de robustez porque en
muchas situaciones practicas hay una fuerte sospecha y hasta evidencia directa, que una
considerable proporcion de observaciones pueden ser contaminadas. Debe ser ahora
intuitivamente claro por qué en los temas anteriores nosotros encontramos a menudo
estimadores basados en la mediana, pues son mas robustos contra el dato atipico que aquellos

basados en las medias.
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3.3 El Bootstrap

3.3.1 Bootstrap e Inferencia Estadistica

Como hemos venido mencionando anteriormente buena parte de la Inferencia Estadistica se
apoya en la suposicion de que las variables estudiadas se distribuyen de acuerdo con algun
modelo clasico paramétrico conocido. Bajo este supuesto, o recurriendo a leyes que permiten
salvar la no-normalidad poblacional cuando el tamafio de las muestras es suficientemente
grande, es posible determinar la distribucion muestral de diferentes estadisticos que utilizamos
en la estimacién de pardmetros poblacionales y en el contraste de hipdtesis acerca de tales
parametros.

Por ejemplo, la comprobacion de hipétesis estadistica acerca del pardmetro media se apoya en
la suposicion de que la distribucion muestral del estadistico media sigue un modelo normal
cuando la variable estudiada se distribuye normalmente en la poblacion. Ademés de acuerdo con

el teorema del limite central, la distribucion muestral del estadistico media es normal

S . -
N(,u,—} cuando el tamafio muestral sea suficientemente grande (por acuerdo, de al menos

Jn

n =30), incluso cuando no se cumpla la normalidad de la poblacién.

Basandonos en los métodos Bootstrap, la idea de fondo sigue siendo la de construir un modelo
de distribucion para determinados estadisticos a partir de la informacion proporcionada por la
muestra, aunque el modo de proceder es distinto. Como hemos sefialado, en los métodos
estadisticos clasicos la base para hacer inferencias sobre la poblacion se encuentra en suponer
para los estadisticos una distribucion muestral teérica, cuyos parametros pueden ser estimados
a partir de estadisticos observados en la muestra. En cambio, los procedimientos basados en el
Bootstrap implican obviar los supuestos sobre la distribucidn teérica que siguen los estadisticos.
En su lugar, la distribucion del estadistico se determina simulando un numero elevado de
muestras aleatorias construidas directamente a partir de los datos observados. Es decir,
utilizamos la muestra original para generar a partir de ellas nuevas muestras que sirvan de base
para estimar inductivamente la forma de la distribucion muestral de los estadisticos, en lugar de

partir de una distribucion teérica asumida a priori.

Ademas este enfoque tiene su antecedente inmediato en las técnicas de simulacién Monte Carlo,

consistente en extraer un nimero elevado de muestras aleatorias de una poblacidén conocida
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para calcular a partir de ellas el valor del estadistico cuya distribucion muestral pretende ser
estimada (Money, 1997). Sin embargo, en la practica no solemos conocer la poblacion y lo que
manejamos son muestras extraidas de ellas. El investigador parte de un conjunto de datos
observados, que constituyen una muestra extraida de la poblacién que pretende estudiar.
Cuando las técnicas Monte Carlo son aplicadas a la resolucion de problemas estadisticos,
partiendo de datos observados en una muestra, reciben mas apropiadamente la denominacion

de “técnicas de remuestreo”.

Existen diversos procedimientos utilizados para generar muestras a partir de un conjunto de
observaciones y construir una distribucion muestral que pueda ser usada para la estimacion de
intervalos de confianza y el contraste de hipétesis. Entre ellos, posiblemente el mas conocido y

comunmente utilizado es el Método Bootstrap.

El uso del bootstrap proviene grandemente del trabajo por Efron (1979). Una sencilla
introduccion a ésta y técnicas relacionadas son dadas por Efron y Gong (1983). Una cuenta mas
detallada de los elementos del bootstrap se da por Sprent (1998, Capitulo 2) y un tratamiento
completo en niveles elementales e intermedios con muchos ejemplo son dadas por Efron y
Tibshirani (1993), Davison e Hinkley (1997) y Chernick (1999).

3.3.2 Muestra Bootstrap
Dado una muestra aleatoria de n observaciones X,,X,,...,X, de alguna poblacion una

muestra bootstrap es una muestra aleatoria de tamafio n obtenida de estos datos por muestreo

con reemplazamiento. Asi algin x; puede ser seleccionado mas de una vez y otros en ninguna

vez de una muestra bootstrap.
Es notoriamente posible determinar la distribucion de todas las posibles muestras bootstrap y la
distribucién para muchos estadisticos asociados como las medias o medianas de las muestras

bootstrap.

Tales distribuciones son llamadas la distribucién bootstrap verdadera para distinguirlos de las
estimaciones basados en subconjuntos aleatorios de todas las posibles muestras bootstrap.
Estas distribuciones son importantes en las aplicaciones practicas por el hecho que determinan
analiticamente distribuciones bootstrap verdaderas; es una tarea sorprendente para todo n

pequefo excepto en el caso de unos pocos estadisticos donde algunos resultados generales
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analiticos se mantienen (y en este ultimo caso las inferencias se pueden usualmente hacer solo
con el bootstrap). Esto es muy Uutil para el ejemplo, pero trivial en la practica porque una muestra
tan pequefia no nos informa muy bien acerca de la distribucion asociada como lo es en una

poblacién grande.

En la practica las inferencias del bootstrap son basadas utilizando casi siempre el método de
Monte Carlo que genera un nimero fijo predeterminado, B, digamos, de muestras del bootstrap.
Nosotros denotamos tipicamente una muestra bootstrap por:

* * *

X

Do Xy s X0

X
Donde cada x; es igual a una de las observaciones originales x; = x ; - Porque el muestreo es
con reemplazo de algunas de las muestras de los valores originales (el x ;) puede no aparecery

otras puede ocurrir mas de una vez entre el x; .
Por ejemplo:
Si n=9 ylas observaciones son
25 31, 42, 51, 53, 59, 67, 72 y 105
Una prueba tipica de bootstrap sera
X, =42, x,=67, x;=51, x,=67, x,=72, X, =67, x,=25, x;=10.5,
X, =5.1.
Si B muestras bootstrap son generadas la b-ésima muestra puede escribirse como:

*p *p *p
X2, X e X, O

La anotacion del vector proporciona una taquigrafia conveniente si nosotros escribimos x”~ para
cualquier muestra bootstrap y x™ para la b-ésima muestra. En situaciones bivariantes o
multivariantes como aquellos en correlacion o regresion cada x; puede ser un vector. Para cada
muestra bootstrap x* frecuentemente calculamos estadisticas tales como la media muestral,

mediana o la varianza muestral y usamos estos estadisticos para estimar la caracteristica de la

distribucién de poblacion correspondiente.

Con el proposito de ilustrar denotamos el parametro o caracteristica de la poblacién que estamos

interesados por € y el estadistico que estima la muestra bootstrap x" es dado por s(x") el

cual da una estimacion 8” = s(x”) de €. Debido al muestreo con reposicion el valor numérico
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de s(x’) va cambiando de muestra en muestra y asi es que el estadistico tiene una
distribucion.

Como el nimero de muestras bootstrap, B tiende al infinito la media de cualquier estadistico
s(x”) tiende a la distribucion de muestreo bootstrap verdadera de la media calculada, aunque
segun lo precisado arriba, esto se sabe solamente en algunos casos especiales 0 se puede
resolver solamente para los casos generales para los valores pequefios de n. La experiencia sin
embargo muestra que en muchas (pero no en todas) situaciones para pequefios n la media de
B muestras bootstrap converge rapidamente al valor limite que tiende cuando B —» . Si

generamos B muestras bootstrap y denotamos la media de la s(x™) por s(e") , es decir

s(e7) =2 [s(x")]/b

b
entonces la estimacion aproximada del verdadero valor del error estandar bootstrap de 0" el

cual se denota por se;(S), es:

> 1/2
ses(9)= s s -1 (34
La ecuacion 3.4 es el estimador de la desviacion estandar poblacional basada en una muestra
aleatoria B de cierta poblacion, la desviacion estandar bootstrap verdadera tiende al estadistico
s cuando B—o0. En la practica la aproximacion es a menudo buena para B =20como
minima, con la condicidén de que n no sea demasiado pequefio. Incluso para las n estimaciones
razonablemente pequefias puede obtenerse con B =100, aunque advertimos otra vez contra el
uso indiscriminado del bootstrap con las muestras muy pequefias porque entonces la distribucion

de la muestra puede no reflejar verdad a una poblacion de interés.

Las trampas para advertir cuando se usa el bootstrap con las muestras pequefas incluyen
dificultades con sesgos que traen una moderada o grandes muestras en algunos contextos y
son discutidos con ejemplos numéricos en Sprent (1998, seccion 2.4) y mucho mas
generalmente para un rango de aplicaciones por Efron y Tibshirani (1993).

Es importante darse cuenta que en aplicaciones usando solamente un numero finito, B, de

muestras del bootstrap hay dos fuentes de error:

1) El primero es el error muestral aplicado para todo muestreo basado en inferencia
sobre una poblacién no importando que método inferencial es usado. Por ejemplo, en la

inferencia paramétrica sobre la media de una poblacién normal basada en una muestra
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de n la media muestral X en general no es igual a la media poblacional x pero el
‘error " de muestreo tomando X como un estimador de x es medido por el error

estandar de X , 4, .

2) La segunda fuente de error especificado para el muestreo bootstrap es que de hecho
cuando nos aproximamos al error estandar del bootstrap verdadero usando solamente
un numero finito B de muestras del bootstrap. Aunque no lo demostramos aqui, puede
ser mostrado que la desviacion estandar del verdadero bootstrap esta aproximadamente
igual a la poblacion estimada de la desviacion estandar para el estimador
correspondiente. El ejemplo 3.3 muestra de alguna manera ligera la variacion entre

muestras que es reflejada en estimaciones bootstrap.

Se puede resumir lo anterior expuesto diciendo que el proceso bootstrap, y en particular, la
construccidon del estimador bootstrap de la desviacion tipica de un estimador, consta de las
etapas siguientes:

1. A partir de la muestra original {X,,X,,...,X,}, S€ extrae una nueva muestra

{X/,X,..., X}, por medio de muestreo con reposicion. Es decir, tras la extraccion de un

primer elemento, éste se repone en la muestra original de tal forma que podria ser
elegido de nuevo como segundo elemento de la muestra extraida. De este modo, cada
observacidn individual tiene una probabilidad 1/nde ser elegida cada vez, como si el
muestreo se realiza sin reposicion en un universo infinitamente grande construido a

partir de la informacién que provee la muestra.

2. Para la muestra obtenida se calcula el valor de un determinado estadistico & que se
utiliza como estimador del parametro poblacional & , en cuyo estudio estamos

interesados.

3. Repetimos los dos pasos anteriores, hasta obtener un elevado nimero de estimaciones
6", B veces; donde B tiene que ser lo suficientemente mayor (la magnitud de B enla
practica depende de las pruebas que se van a aplicar a los datos. Se ha afirmado que,
B deberia estar de entre 50 a 200 para estimar el error tipico de . Sin embargo, esto

tiene reducida importancia en la actualidad, pues las computadoras personales son tan
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rapidas que no tiene sentido tener un afén especial en trabajar con valores bajos de B
y, por otra parte, nunca es pernicioso que B sea demasiado grande. Por lo general,
B =1000 se suelen conseguir buenos resultados y valores de B superiores a 5000 ya

no agregan ninguna ventaja).

4. Construccién de una distribucion de probabilidad a partir de los B valores 0'®

Se construye una distribucion empirica del estadistico 0, que representa una buena
aproximacion a la verdadera distribucion de probabilidad para ese estadistico. Es decir,
se determina de este modo la distribucién muestral de un estadistico sin haber hecho
suposiciones sobre la distribucion tedrica a la que ésta se ajusta y sin manejar férmulas

analiticas para determinar los correspondientes parametros de esa distribucion.
Los B valores 6" se le asignan una frecuencia relativa 1/b a cada punto

006" ... 0" . Esta distribucion F*(0"), es el estimador bootstrap de la
distribucion muestral exacta de 6, F(9). En la metodologia bootstrap se utiliza

F"(6") para efectuar inferencias sobre 6, ya que la distribucion exacta F () suele ser

desconocida.

5. Construccion del estimador bootstrap de la desviacion tipica del estimador

O (X5 Xy5ee0r X,)

6, =[Var(6")]"? =sey(s) = {Z b [s(x*b) - s(o"‘)]2 /(B - 1)}1/2

Siendo
s(e) = [s(x®)]/b

De acuerdo con la idea central en que se basa el método Bootstrap, el procedimiento supone
utilizar la muestra considerando que en si misma contiene la informacién basica sobre la
poblacion. Por tanto, la adecuacion de este método sera tanto mayor cuanta mas informacion

aporte la muestra sobre la poblacion.

Una consecuencia directa es que a medida que aumenta el tamafio de la muestra mejor seré la
estimacion que podemos hacer sobre la distribucidn muestral de un estadistico. No obstante,

incluso con muestras pequefias, entre 10 y 20 casos, el método Bootstrap puede ofrecer
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resultados correctos?!, juzgandose inadecuados para muestras de tamario inferior a 5. Con un
tamano suficientemente grande, el incremento en el nimero de muestras procurara una mejora

en la estimacion de la distribucion muestral.

El bootstrap y los procedimientos de remuestreo en general, han comenzado a centrar la
atencion de los estadisticos a partir de la década de los ochenta, cuando el desarrollo de la
informatica alland los obstaculos practicos unidos a la simulacién de un numero elevado de
muestras. A finales de esta década, la utilizacién del método Bootstrap para el contraste de
hipétesis empezaba a ser considerada una alternativa a los tests paramétricos y no paramétricos
convencionales. El ejemplo 3.3 emite alguna luz en la manera que prueba la variacién que

refleja las estimaciones bootstrap.

Ejemplo 3.3
El problema. Para los siguientes datos muestrales explore el uso del Bootstrap para

estimaciones de medianas poblacionales.

004 0.06 027 032 033 040 050 063 069 0.92
1.09 110 135 161 166 169 171 180 198 265
283 350 372 375 399 516 549 631 7.05 16.05

Formulacion y suposicion. Los datos son de hecho una muestra aleatoria de tamafio 30 de
una distribucién conocida, pero no es tan diferente de algunas que podrian surgir en la practica.
Ellos podrian ser por ejemplo los porcentajes de alguna contaminacion en varias fuentes de
agua, una situaciéon donde no es comun encontrar pequefios niveles de contaminacion en
muchas de las fuentes pero niveles altos y niveles de rangos amplios en otros.

Los datos estan arreglados en orden ascendente para indicar mas claramente la falta de simetria
con una cola larga mas alta incluyendo el valor de 16.05 que podria sugerir a si mismo como un
valor atipico (ejemplo 3.2).

La mediana muestral %(1_66 +1.69) = 1.675 -Explorando la informacion disponible para

generar B =40 muestras bootstrap y obteniendo la mediana de cada uno de las iteraciones

usamos el estimador del error estandar bootstrap de este estadistico.

21 Aplicacion del método Bootstrap al contraste de hipdtesis en la investigacion educativa. Javier Gil Flores, tomado
de la revista de educacién en la Universidad de Sevilla.
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Procedimiento. Usamos el programa Minitab para generar las 40 muestras bootstrap usando la
facilidad del muestreo con reemplazamiento. La mediana fue calculada para cada una de estas
40 muestras y rangos desde 0.805 a 3.17. La estimacion del error estandar bootstrap dado por
la ecuacion (3.4) fue 0.4116.

Conclusiones.
Para ayudar a interpretar estos resultados ahora manifestaremos que los datos estan ordenados

y generados de una muestra aleatoria para una distribucién exponencial con media x =3. La

mediana teorica de esta distribucion es 6 =2.079.

Una regla general de indicacion usada en bootstrap deberiamos aceptar un valor hipotético de
un parametro @ si la muestral equivalente estimada (aqui la mediana muestral) yace dentro de
dos desviaciones estandares de ese valor hipotético. Tomando las estimaciones bootstrap del
error estandar, como una estimacion razonable de esta desviacion estandar en este ejemplo la
diferencia 2.079 - 1.6705 = 0.404 es menos que este valor estandar estimado, los cuales aqui es
0.4116.

Comentario.

1. Inquieta el hecho que si las 40 muestras bootstrap den una estimacién confiable del error
estandar bootstrap verdadero. En efecto, cumple un requisito implicito para la validez del calculo
robusto mencionado anteriormente, esto se basa en las suposiciones que el error estandar
bootstrap verdadero esta razonablemente proximo al estimador del error estandar conocido.

En este ejemplo donde la muestra tiene una distribucion conocida, una expresion analitica del

estimador del error estandar para la mediana de una muestra de tamafio n llamado:
se(median) = 1/(4nf *)"? (3.5)

Donde f es la funcién de densidad de probabilidad comun en la mediana. Digamos si tenemos

una distribucion exponencial con media 3 eso puede ser demostrado que f =0.1667 y donde

n =30 entonces se(median) = 0.5476.

Anteriormente vimos que el estimador del error estdndar bootstrap, 0.4116, es una
subestimacién del error estandar verdadero. Este es un sesgo introducido ya que la muestra
seleccionada tiene una mediana m =1.675, el cual es apreciablemente menor que la mediana
poblacional 8 =2.079.
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Esta situacion no es muy diferente para el caso de las pruebas conocidas. Recordemos que

cuando iteramos una muestra y éste se distribuye normalmente, el estimador muestral s* de

o’ difieren en cada una de las muestras. Esto es por que, cuando o*es desconocida, la

prueba - t es usada.

Ahora bien, si asumimos que la mediana poblacional fuese igual a la mediana muestral de 1.675,
entonces el error estandar del estimador de la mediana -asumiendo que nuestra muestra fuera
de una distribucion exponencial- con esta mediana podria ahora ser 0.4412, concluyendo que el

estimador bootstrap obtenido es 0.4416.

2. El bootstrap puede ser usado para obtener un intervalo de confianza estimado para un

parametro como la mediana.

3. En este ejemplo consideramos una muestra para una distribucion conocida y por ello, fue

capaz de apelar algunos resultados tedricos para el error estandar de la mediana porque f fue
conocido en la ecuacion (3.5). Sino conociéramos a f o sospechabamos que la muestra fue

de una mezcla de distribuciones o que algunas observaciones podria ser valores atipicos el
bootstrap podria ser un serio competidor también, digamos, los procedimientos de prueba de

signo. Exploraremos este punto mas adelante en el Ejemplo 3.5.

3.3.3 Los Intervalos de confianza Bootstrap

El método Bootstrap con frecuencia es usado para obtener intervalos de confianza aproximados
y muchos autores han estado escribiendo acerca de su interpretacion y propiedades.
Las aproximaciones simplistas padecen de dos defectos, el primero es un sesgo que
presentamos en breve en el tema 3.3.4 y el otro es que a menudo tienden a proveer menos de
la definida confianza, por ejemplo un intervalo calculado de forma que tenga un 95 por ciento de
confianza solo puede ceder aproximadamente el 91 o 92 por ciento de confianza. En un nivel
basico Efron y Tibshirani (1993, Seccién 14.2) listan 5 formas diferentes para calcular intervalos

de confianza usando el bootstrap.

A continuacion se presentan 2 métodos a través de los cuales se pueden construir intervalos de

confianza Bootstrap:
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1. Método de aproximacion normal.

Comenzamos nuestra discusion a partir del resultado conocido que dado una muestra de n para
una distribucion normal con varianza o> el 95 por ciento de los limites de confianza para la

media poblacional 1 es X £1.960 /(\/ﬁ) donde X es la media muestral. Si o es desconocido

reemplazamos el error estandar verdadero a/(\/ﬁ) por su estimador muestral s/(\/ﬁ) y 1.96

por el apropiado cuantil de la distribucion t con n—1 grados de libertad, donde

s= 120 (x =% Jn-1)y.

Para valores de n > 30, la distribucion t es muy aproximada a la distribuciéon normal estandar.

Las modificaciones para otros niveles de confianza son veraces. En la practica los limites dados
en el parrafo anterior son ampliamente usados aunque haya poca evidencia que la muestra
proviene de una distribucidn normal, mas bien se confia en el teorema del limite central, pese a
su naturaleza asintética (incluso para un moderado n).

Este resultado fundamental para la inferencia paramétrica estimula dos acercamientos del tipo
intervalos de confianza bootstrap. El primero es para muestras razonablemente grandes donde

los limites de un intervalo de confianza del 95% para un pardmetro € puede ser basado en un
estimador muestral 6 de 6 y estan dados por @+ 2se”(6) donde se”(&)es una estimacion

del error estandar bootstrap basado en B muestras bootstrap. Para muestras de una poblacion
normal esto surte efecto para la media porque puede mostrarse que en tal caso el error estandar
bootstrap es una buena aproximacion para el error estandar estimado (aunque se nota un sesgo
sin importancia). Sin embargo, como hemos enfatizado el bootstrap es mas til cuando la teoria
analitica es inexistente o es altamente dependiente de distribucién y por consiguiente cualquier
teoria paramétrica no puede tener aplicacién para una muestra particular. La experiencia ha
demostrado que el método bootstrap no traslada adecuadamente sus propiedades para tales
situaciones. Esto es en parte, debido a la inclinacion potencial en los errores estandar bootstrap,

pero mas importante aun porque los intervalos de confianza basados en la simetria acerca de un

estimador @ son inapropiados si ese estimador tiene una distribucion sesgada.
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2. Aproximacién basada en los cuantiles.

Entre los mas faciles para realizar aproximaciones de intervalos de confianza basados en la

distribucion de un apropiado estimador bootstrap, s(x™) de cada B muestra bootstrap. Cuando
B es grande, entonces los s(x™) son razonablemente libres de sesgos en la distribucion de

s(x™) y es probable aproximar la distribucion del estimador del parametro @ de interés.

Una forma obvia para estimar un intervalo de confianza del 95 % obtenemos los cuantiles 0.025
y 0.975 de la distribucion de los B estimadores s(x™) calculados, ya que al determinar el
extremo inferior del intervalo obtenemos 1-2a =0.95 — a =0.025.

Asi mismo, si B=1000 los limites para un intervalo de confianza del 95% para valores
grandes de s(x™) estara entre el 25-ésimo y 97-ésimo.

De manera general, los limites para un intervalo de confianza de (1-2«)100% con B

muestras bootstrap, para valores grandes de s(x ™) estara entre:

oB—ésimo y (1-«a)B—ésimo.
Para valores no enteros de tales cuantiles es bastante normal aproximarlo a un nimero entero.
Los intervalos de confianza formados de este modo son los llamados intervalos basados en los
cuantiles. Las desventajas principales de estos intervalos de confianza son que ellos pueden
ser engafiosos debido al sesgo y tienden a dar menos cobertura nominal. El efecto del sesgo es
que las verdaderas probabilidades asociadas con cada cola no son iguales la una con la otra y

que depende grandemente de la direccion del sesgo.

Ejemplo 3.4
El problema. Para los datos del ejemplo 3.3 obtenga intervalos de confianza basados en
cuantiles del 95% y 99% usando la mediana poblacional de 2,000 muestras bootstrap. Los datos
son:

004 006 027 032 033 040 050 063 069 092

1.09 110 135 161 166 1.69 171 180 198 2.65

283 350 372 375 399 516 549 6.31 7.05 16.05

Formulacion y suposicion. Para cada una de 2,000 muestras bootstrap se obtiene la mediana,
estos son arreglados en orden ascendentes y los limites apropiados son obtenidos en la forma

descrita abajo.
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Procedimiento. Obtenemos 2,000 medianas de las muestras bootstrap usando Minitab y
arreglados en orden ascendente.
Los limites del 95% estan entre el 50- ésimo y 1950- ésimo posiciones respectivamente, ya que
al verificar la generalidad expuesta anteriormente se tiene que:
2000 * 0.025= 50
2000* 0.975= 1950

Para nuestras muestras resultaron ser los valores de s(x™) en las posiciones 50 y 1950.

[0.92, 2.83]
Similarmente, los limites del 99 % se encuentran en las posiciones 10- ésimo y 1990- ésimo
respectivamente y los valores del intervalo de confianza seran

[0.69, 3.50]
Igual el hecho de verificar la generalidad, al calcularlos se tiene:
1-2a=0.99, despejando « es iguala a =0.005
Entonces los limites establecidos para un 99% son:
2000 * 0.005= 10
2000 * 0.995= 1990

Conclusion. Estimaciones basadas en cuantiles, para intervalos de confianza del 95% y 99%
para la mediana poblacional son
(0.92,2.83) y (0.69,3.50).

Comentario.
1. Es interesante comparar éstos intervalos de confianza con los basados en el procedimiento de

prueba del signo. Bajo ese procedimiento el intervalo (0.92, 2.83) tiene una cobertura del
95.72% exactos y el intervalo (0.69,3.50) tiene una cobertura del 99.48 %, entonces

virtualmente no hay evidencia del potencial de los intervalos basados en los cuantiles con los

intervalos basados en los signos.

2. Para nuestras 2,000 muestras el error estandar estimado de la mediana bootstrap resulté ser
0.4213, muy préximo a la estimacion 0.4116 obtenida en el Ejemplo 3.2 de s6lo 40 muestras.
Es comun experimentar que con el método bootstrap muestras de 100 o menos dan buenas
estimaciones de errores estandar, mientras que muestras de 1,000 o mas son necesarias para

satisfacer en cuantiles o estimaciones relacionadas a intervalos de confianza.
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3. Dado que la muestra asimétrica [conocemos los hechos que vinieron de una distribucion
asimétrica (ver Ejemplo 3.3)] aproxima los intervalos de confianza basados en la estimacion del
error estandar bootstrap no son apropiados incluso si las estimaciones del error estandar fueran
buenos. Al contrastar este hecho usaremos el método de la normalidad con 95% los limites de

confianza son 1.675+2(0.4213), por lo tanto dando insatisfactoriamente el intervalo

(0.83,2.52).

3.3.4 Técnicas Relacionadas
Aunque no fue claro en nuestros ejemplos, el bootstrap frecuentemente conduce hacia

estimadores sesgados. En algunos casos teoricos los ajustes pueden ser hechos para extraer
sesgo y los métodos bootstrap existentes para las estimaciones del sesgo no proporcionan
buenos resultados. Por lo que en muchas aplicaciones practicas los sesgo estan mas facilmente
estimados por una técnica mas antigua llamada el jackknife. La idea fue introducida
especificamente para estimaciones sesgadas por Quenouille (1949), pero el nombre jackknife es
debido a Tukey (1958). El jackknife no siempre funcionara; en particular no trabajara
adecuadamente cuando la mediana es usada como un estimador. Muchos estimadores
comunmente usados estan sesgadas excepto tal vez cuando las suposiciones distributivas
fuertes son hechas. Ciertamente uno de los muy pocos estimadores universalmente insesgados
de uso comun es la media muestral, lo cual es insesgado cuando es usado como un estimador

de la media poblacional. Un ejemplo de estimador sesgado es la variancia muestral

—\2 . . . ,
s’ = Z(xi —X)"/n como estimador de una varianza poblacional o*. Aqui el sesgo es

(n—1)az_02 o

facilmente estimado porque es bien conocido que E(s*) = ——, entonces el
n
o 2
sesgoes — 2.
n

Dada una muestra n con cierto parametro &, un parametro analogo a @ sera el estimador del

parametro de la muestra denotado por 0, formaremos n estimadores mas reemplazando a la
muestra original por un conjunto de muestras idénticas (dentro de ese conjunto de estimadores
se formaran con las muestras generadas excluyendo a la original) en cada repeticion una
observacion es excluida. Estas muestras son llamadas muestras jackknife. Asi la i—ésima
muestra jackknife es

i=12,...,n

X5 Xyseenr Xip» X X

i+12°°°>™n>
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y la media de 6

denotamos el estimador de & basado en la muestra con x; omitido por & 0

(1

por &

,» €s decir,

éc) =2 iéa) /n

Finalmente el estimador jackknife , 8" de & es
h A A
0" =nd—-(n- 1)‘9(.) (3.6)

y el estimador jackknife del sesgo es
sesgo(d) = (n—1)(9,-0) (37

la nocion de (3.6) y (3.7) es para que ambos, la media muestral y la varianza muestral como
estimador de la correspondiente ecuacion (3.6) de parametros poblacionales dan estimadores
insesgados de estos parametros y (3.7) estima correctamente el sesgo de la media muestral

como un estimador de la media poblacional como cero y la varianza muestral como estimador de

2
. . . o) 'y
la varianza poblacional tiene un sesgo de ———. En general, la ecuacién (3.7) no reduce el
n
sesgo de cada estimador para hacer cero ni tampoco la ecuacién (3.6) siempre provee un

estimador insesgado de cualquier parametro. Sin embargo, la ultima propuesta reduce

generalmente cualquier sesgo en . El jackknife es usado en asociacion con el bootstrap para
reducir sesgo y hacer otros mejoramientos a estimacion bootstrap es discutido por Efron y
Tibshirani (1993) y por Davison e Hinkley (1997).

3.3.5 Utilizacion del Bootstrap en la Investigacién Educativa®

Una clara utilidad de estas técnicas esta en la posibilidad de hacer frente a los problemas de
inferencia estadistica en las situaciones en las que los supuestos sobre la poblacion son
insostenibles y los métodos paramétricos tradicionales no resultan adecuados. En el ambito de la
investigacion educativa, y de la investigacion social en general, el supuesto de normalidad puede
llegar a ser poco realista en algunos casos. Algunos estadisticos han denunciado el abuso que
se hace de las leyes de probabilidad, y en especial de la ley normal.

Otra situacién que aconsejaria el recurso 0 método Bootstrap se da cuando trabajamos con
estadisticos para los cuales no se dispone de supuestos acerca de la forma adoptada por su

distribucion muestral. Es el caso, por ejemplo, de la diferencia de medianas o la asimetria, cuya

22 Aplicaciones del método Bootstrap al contraste de hipétesis en la investigacion educativa. Por Javier Gil Flores,
tomando de referencia la revista de educacion en la Universidad de Sevilla.
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distribucion muestral es desconocida y, en consecuencia, no contamos con métodos

paramétricos que permitan la inferencia estadistica.
Ejemplos de aplicacion del Bootstrap para el contraste de dos grupos

Una situacion familiar en los disefios de investigacion, tanto experimental como causal-
comparativos, es la comparacion de grupos a fin de determinar si existen diferencias
significativas entre ellos. A esta situacién corresponden los dos ejemplos que desarrollaremos,
en los que se realizan contrastes de hipétesis.

En el primero de ellos basaremos el contraste en el estadistico de diferencia de medias, mientras
que en el segundo caso recurriremos al calculo del estadistico t de Student, que suele ser el
habitualmente empleado desde enfoques paramétricos.

La implementacién de este método requiere el recurso de herramientas informaticas. Los
paquetes estadisticos de mayor difusién no suelen incluir procedimientos automatizados para

realizar el Bootstrap.

Ejemplo 3.5

e Contraste basado en la diferencia de medias

En el primero de los ejemplos de aplicacion del Bootstrap al contraste de hipétesis, trabajaremos
con datos extraidos del estudio de Gil y Jaén (2001) sobre una estrategia docente utilizada en la
ensefianza de los métodos cualitativos de investigacion educativa a estudiantes de Pedagogia.
Tras utilizar una metodologia didactica basada en la realizacion de proyectos de investigacion
por parte de los alumnos, se quiso evaluar la experiencia recurriendo, entre otros aspectos, a los
resultados logrados en términos de cambio de las actividades hacia la investigacion. Se utilizé
una escala de medicion de actitudes hacia la investigacion cualitativa, administrada antes y
después de la experiencia a fin de comprobar el modo en que podrian haberse modificado las
actitudes de partida en el grupo de alumnos que cursan la materia. En total, el instrumento
constaba de 20 items o afirmaciones, ante los que el alumno debia manifestar su grado de
acuerdo conforme a una escala de seis puntos.

Recogidos los datos, pudo calcularse la puntuacion total en cada una de las aplicaciones del
instrumento. La comparacion entre la media alcanzada por el grupo de alumnos antes y después
de la experiencia aportaria informaciéon sobre la posible modificacion de actitudes hacia la

investigacion cualitativa, y en particular sobre la mejora de éstas.
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Siguiendo el procedimiento convencional, habria que basarse en los valores promedio de ambos
grupos, sometiendo a contraste la hipotesis nula de que son iguales las medias en las
poblaciones de las que fueron extraidas las respectivas muestras observadas. Bajo la hipétesis
nula, el estadistico T, construido a partir de la diferencia de medias, se distribuiria siguiendo una
distribucion t de Student para un numero determinado de grados de libertad. Si el valor
observado se aleja suficientemente del valor medio de la distribucidn, que segun la hipétesis nula

es cero, podriamos rechazar el supuesto de partida.

La aplicacién de un contraste basado en el estadistico t de Student requeriria la comprobacion
de supuestos previos tales como la normalidad de las variables estudiadas. Cuando la
distribucion del estadistico de contraste no sigue el modelo de la t, bien porque la variable
estudiada no se distribuye normalmente en la poblacion o bien porque el tamafio muestral resulta

insuficiente, podriamos estar cometiendo un error en la inferencia.

En la situacion que tomamos como ejemplo, la asignatura en la que se desarroll6 la experiencia
contaba con tan sélo seis alumnos matriculados, dado su caracter optativo cuatrimestral, la
existencia de horario unico en turno de tarde y la presencia de otras materias optativas que
atraen el interés del alumnado. En la primera aplicacion de la escala se recogieron respuestas
para los seis alumnos, mientras que en la aplicacion final sélo pudo calcularse la puntuacion total
para cinco alumnos, dado que uno de ellos no respondi6 a la totalidad de los items.
Consideremos que se trata de muestras no relacionadas, dado que el caracter anénimo de la
escala impediria establecer una correspondencia entre las escalas previas y posteriores a la
intervencion. Asi pues, la informacién de partida seria la proporcionada por las muestras.

z = {68 ,73 ,76 ,80 ,85 ,92 }
y = {68,88,94,100 ,108 }

Cuyas medias son respectivamente

2=79y y=91.6
Ante grupos tan pequefios, la suposicion de normalidad parece arriesgada. En tal situacion, una
solucion no paramétrica adecuada seria aproximarse al problema a través del método

Bootstrap, construyendo nuestro propio modelo para valorar la diferencia de medias observada.

B B B B B B B B B B B B B B A N B I N N B N I I i

Estadistica no paramétrica |5,



Capitulo Il

La aplicacion del Bootstrap supondria considerar que ambas muestras (z,y), proceden de
poblaciones (F,G)posiblemente diferentes, y someter a contraste la hipétesis nula

H,:F=G.

Para el contraste, utilizaremos el estadistico diferencia de medias, que en este caso alcanza un

valor observado y—Z =12.6, y estudiaremos el modo en que se distribuye tal estadistico en un

conjunto elevado de muestras generadas por remuestreo. El algoritmo que seguiremos es el

siguiente:

e Si H,es cierta, ze y proceden de una poblacion comun. Para generar muestras de
esa poblacion comun, utilizaremos la informacion disponible, que no es otra que la
proporcionada por ambas muestras, Asi pues, combinando los elementos de ze vy,

obtenemos x:{z,y}que constard de los 11 valores registrados. A partir de X,

extraemos con reposicion una muestra de tamafio n =11, denominando z* a los 6

primeros valores, e y " a los 5 restantes.

. %k %
e (Calculamos para la muestra extraida el valor del estadistico Y —Z , en el que

basaremos el contraste de hipotesis.

e Repetimos los pasos anteriores un numero elevado de veces. El numero de
repeticiones, y por tanto de muestras extraidas, sera de 5,000 siguiendo las
recomendaciones de Chernick (1999, p.114) , que considera esta cifra adecuada para la

mayor parte de los problemas planteados.

e Construimos la distribucion de frecuencias para el estadistico )7* — 7 .Enlatabla 3.1

se recogen frecuencias absolutas y relativas (porcentajes) para intervalos de valores de
amplitud 5, denotados por su punto medio. Esta misma distribucion de frecuencias se ha
representado graficamente mediante el histograma que mostramos en la figura 3.1
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Tabla 3.1 Distribucion muestral empirica para el estadistico )7* -7

—%k %k %
Z )
y Frecuencia %

acumulado
-30 1 0.0 0.0
-25 9 0.2 0.2
I -20 38 0.8 0.10 I
-15 186 37 47
-10 568 114 16.0
5 1073 215 375
0 1256 25.1 62.9
5 1073 215 84.1
10 549 11.0 95.1
15 196 39 99.0
20 43 0.9 99.8
25 8 0.2 100.0

Total 5000

Grafico 3.1 Histograma para los valores observados del estadistico }7* -7
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La distribucion obtenida constituye una estimacion por medio de Bootstrap de la distribucion
muestral para el estadistico diferencia de medias. Si contamos el nimero de veces que la
diferencia de medias supera o iguala el valor observado en las muestras originales, que es 12.6,
podremos obtener la frecuencia relativa, consideramos como una aproximacion a la probabilidad
de encontrar una diferencia de medias igual 0 mayor a la observada, aceptando la hipotesis nula

como cierta,:

Prob,, (v -2")>12.6f=#{(y" —2) >12.6{/5,000 = 0.0478
Donde Prob, es la probabilidad de la hipétesis nula de prueba, es decir, la probabilidad del

estadistico que excede a 12.6 es igual al numero de frecuencia de los casos que superan a 12.6
entre el total de las muestras extraidas. Estimada a partir de la distribucion empirica, en la que
239 muestras han dado lugar a diferencias iguales o mayores que 12.6, el valor de esta

probabilidad resulta ser p = 0.0478.

Trabajando con un nivel de significacion de 0.05, podriamos afirmar que existe una diferencia
significativa a favor del segundo grupo (contraste unilateral derecho), o lo que es igual, que las
actitudes de los alumnos hacia la investigacion cualitativa son mejores tras la experiencia

realizada en el marco de la asignatura Métodos Cualitativos de Investigacion Educativa.

Ejemplo 3.6

Contraste basado en el estadistico t

El segundo de los ejemplos que presentamos fue tomado de la experiencia realizada por Gill y
Garcia (2002), consiste en la utilizacion y valoracion de una Guia Interactiva sobre investigacion
Educativa, disefiada para orientar a los alumnos de Ciencias de la Educacion sobre las
posibilidades de realizar investigacion educativa, tanto desde el contexto académico como
profesional, y motivarles hacia la misma. Dicha experiencia se llevé a cabo con estudiantes de la
Facultad de Ciencias de la Educaciéon de la Universidad de Sevilla, que cursaban asignaturas de

meétodos de investigacion educativa en el curso académico II- 2001.
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Tabla 3.2 Distribuciones de frecuencias y estadisticos descriptivos para las valoraciones

en cada grupo.

Grupo z Grupoy

Valor | Frec. Valor | Frec.

1 1 1 0

2 5 2 1

3 9 3 8

4 6 4 14

5 3 5 4
7=321| S, =1.06 y=378| S, =075

Entre las técnicas utilizadas para obtener las opiniones de los usuarios, se recurrié a una escala
de valoracién, que los alumnos y alumnas completaron una vez examinado el material
multimedia. Estos otorgaron una puntuacién comprendida entre 1 y 5 a diferentes aspectos,
entre los que se encuentra el hecho de que la informacion contenida en la Guia constituya un
estimulo para hacer investigacion. Para determinar diferencias entre el poder motivador que se
atribuye a la Guia en distintos colectivos destinatarios de la misma, consideraremos las
valoraciones realizadas por 24 alumnos de 2° afio de Pedagogia (grupo z) y 27 alumnos de
1° afio de Psicopedagogia (grupo y). En la tabla 3.2 se incluyen las correspondientes
distribuciones de frecuencias, asi como los estadisticos media y desviacién tipica para las
valoraciones obtenidas de ambos grupos.

Teniendo en cuenta que ambos grupos poseen experiencias académicas y expectativas
diferentes, y a la vista de los estadisticos media que se alcanzan, podria sospecharse la
existencia de formas diferenciadas de valorar la capacidad estimuladora del material multimedia

disefiado. Para comprobarlo, someteremos a contraste la hipétesis nula de igualdad de medias.

En este caso, no se verifica el supuesto de normalidad exigido para la aplicacion de un contraste
paramétrico basado en el estadistco t. La prueba de bondad de ajuste de
Kolmogorov — Smirnov, utilizada para comprobar la hipdtesis nula de que no hay diferencias
significativas entre la distribucion empirica y el modelo de distribucién normal, arroj6 para los

grupos de alumnos de Pedagogia y Psicopedagogia niveles de significancia p =0.277 y

p = 0.026 respectivamente. En consecuencia, puede afirmarse para el segundo grupo que la
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muestra fue extraida normalmente, y hablando en términos estrictos, la distribucion muestral del

estadistico t no puede ser identificada con un modelo tedrico de distribucion.

De cara a hacer frente a esta situacién, una alternativa no paramétrica se encuentra en la
aplicaciéon del método Bootstrap para el contraste de medias. Aunque podriamos seguir un
procedimiento simple similar al mostrado en el primero de los ejemplos, que mostrabamos en el
apartado anterior, aqui recurriremos al estadistico t, ejemplificando el modo en que los
procedimientos tradicionales pueden ser reenfocados desde la dptica de las técnicas de

remuestreo. Un modo de actuar seria el que describimos seguidamente:

e Combinamos los datos disponibles, que son los obtenidos para los grupos ze vy,
obteniendo el conjunto x = {z, y}que consta de un total de 51 valores. Extraemos por

muestreo aleatorio con reposicion una muestra x~ de tamafio n = 51, constituyendo con

los primeros valores una nueva muestra z* de tamafio p = 24y con los restantes una
muestra Y~ de tamafio m = 27.

e Para la muestra x", calculamos el valor del estadistico t, que vendra dado por la

expresion:

Donde

*

2*_m(yr_y)2 2% p(zi_z)Z
o _g‘ m-—1 o _; p-1

e Hemos adoptado el estadistico t que se utiliza cuando no se asume el supuesto de
igualdad de varianzas.

e Repetimos los pasos primero y segundo un nimero elevado de veces, que de nuevo en
este caso sera de 5,000.

e Construimos la distribucion de frecuencias para los valores asumidos por el estadistico

t(x") . Esta distribucion empirica y el histograma elaborado para su representacion

grafica se muestran respectivamente en la tabla 3.3 y el gréfico 3.2
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Tabla 3.3 Distribucién muestral empirica para el estadistico t(x")

t(x") | Frecuencia | % | % acumulado
25 11 0.2 0.2 I
-2.0 103 2.1 2.3
-1.5 267 5.3 76
-1.0 688 13.8 214
-0.5 950 19.0 40.4

0 1040 20.8 61.2
0.5 859 17.2 78.4
1.0 566 11.3 89.7
1.5 310 6.2 95.9
2.0 131 2.6 98.5
2.5 57 1.1 99.6
3.0 17 0.3 100.0
3.5 1 0.0 100.0

Total 5000

Gréfico 3.2. Histograma para los valores observados del estadistico t(x").
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Dado que la ausencia de normalidad impide afirmar que la distribucién muestral del estadistico T

sigue el modelo de la t de Student, tomamos la distribucién empirica como base para estimar la

probabilidad de encontrar valores iguales o mayores que el valor observado de t (contraste

unilateral derecho), que calculado para las muestras originales es t=2,185. Puesto que solo se
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alcanza o supera este valor en 75 de un total de 5,000 muestras utilizadas, la probabilidad que

buscamos resulta ser:

Prob,, {t(x") > 2.185}=#{t(x") > 2.185}/5,000 = 0.0150

Para un nivel de significacién de 0.05, podriamos rechazar la hipotesis nula y afirmar que existen
diferencias significativas a favor del segundo grupo, por lo que la capacidad motivadora atribuida
a la guia interactiva por los alumnos de Psicopedagogia es mayor que entre los alumnos de

Pedagogia.

Valoracion y Conclusiones

Un primer aspecto a valorar es la utilidad de los métodos Bootstrap en las situaciones en las que
queda comprometida la idoneidad de los enfoques paramétricos clasicos para el contraste de
hipdtesis. Tanto unos como otros implican partir de la muestra observada con el proposito de
llegar a conclusiones sobre una poblacion, pero mientras que la estadistica paramétrica se
apoya en supuestos sobre la distribucion poblacional o sobre sus parametros, el Bootstrap
prescinde de ellos. La correccion de los resultados obtenidos por medio de Bootstrap para la
inferencia estadistica ha sido demostrada a partir de su utilizacién en simulaciones, en las que se
analizaban muestras extraidas de poblaciones distribuidas normalmente. En tales circunstancias,
la aplicacion de los métodos paramétricos y métodos Bootstrap dié lugar a resultados similares
en la estimacion de medias o en la estimacion de coeficientes para la regresion (Mooney y
Duval, 1993).

Si bien esta comparacion permite incrementar la confianza sobre los métodos Bootstrap, también
es verdad que si los supuestos en los que se basa la descripcion matematica de la poblacion se
cumplen, no hay razones para descartar los procedimientos de inferencia estadistica que
posibilita el enfoque tradicional. La utilidad de este tipo de métodos se hace patente, de manera
especial, en aquellas situaciones en las que no es posible justificar los supuestos de partida o
cuando no se cuenta con formulas analiticas en las que basar nuestra descripcion de la
poblacién.

En la practica del analisis estadistico, la alternativa habitual a las pruebas paramétricas para el
contraste de hipotesis se ha apoyado en procedimientos que tienen como ventaja el no hacer
supuestos sobre las poblaciones o sobre sus parametros, y que se han englobado bajo la
denominacién de estadistica no paramétrica (Siegel, 1991). Sin embargo, la mayor parte de
estas técnicas suponen trabajar con variables a nivel ordinal, reduciendo a rangos las

puntuaciones observadas y perdiendo por tanto una parte de la informacion disponible.
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Otro aspecto destacable es la simplicidad con la que puede aplicarse el método Bootstrap. Un
ejemplo de ello es la primera de las aplicaciones que aqui hemos presentado, en el cual
utilizamos unicamente la diferencia de medias y no precisamos de ningun tipo de expresion
algebraica para describir los parametros de su distribucién muestral. Esta simplicidad hace que
el método constituya un enfoque atractivo en la ensefianza de la estadistica. La simulacién a
partir de muestras permite trabajar sin férmulas ni descripciones matematicas, que no siempre
son comprendidas por el alumnado y que a menudo constituyen un obstaculo para el
aprendizaje. Un inconveniente de los métodos estadisticos convencionales esta no sélo en el
manejo correcto de las nociones aritméticas, sino también en la elecciéon correcta de las
formulas que es preciso aplicar en cada situacion. Para algunos estudiantes, el manejo de las
formulas y métodos estadisticos llega a adquirir un caracter magico. Saliendo al paso de esta
situacion, los métodos basados en el remuestreo presentan como ventaja la utilizacion de
técnicas simples e intuitivas basadas en la simulacién de un modelo a partir de un nimero
elevado de muestras aleatorias. La resolucion de los problemas estadisticos deja de estar
vinculada a la pericia matematica y pasa a ser una cuestion de claridad de pensamiento sobre
los problemas planteados. A pesar del peso de tales argumentos, los métodos Bootstrap, al igual
que otros desarrollos estadisticos de las ultimas décadas, siguen estando ausentes en la mayor
parte de los textos introductorias a las técnicas estadisticas (Efron, 2000, p. 1295). La
introduccidn en el curriculum de este tipo de técnicas, que permiten un acercamiento intuitivo a la
estadistica, es uno de los retos que siguen pendientes en relacion con el desarrollo del
Bootstrap.

La viabilidad de poner en practica enfoques como el Bootstrap se basa en el avance de los
ordenadores, cada vez mas accesibles, faciles de usar, y rapidos en la realizacion de célculos.
La evolucion de este tipo de métodos estadisticos basados en la computacion intensiva
presenta, a juicio de autores como Chernick (1999), un brillante futuro. Cabe esperar que en el
horizonte inmediato de la investigaciéon educativa, la utilizacion del Bootstrap vaya cobrando
importancia y la comunidad cientifica de nuestro ambito reconozca las posibilidades de esta
nueva forma de inferencia estadistica, de tal manera que se alcancen niveles de aplicacion

similares a los que ya se estan dando en otras disciplinas.
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4.1 Introduccion

En el desarrollo de esta investigacién se han venido mencionando aspectos basicos referidos a
la Estadistica No Paramétrica donde se ha mostrado una variedad de pruebas, cuya utilidad
principal es realizar contrastes que no necesitan establecer supuestos sobre las poblaciones

originales de las que se extraen las muestras.

Uno de los objetivos que se persigue en este capitulo, es realizar una aplicacion especifica del
uso adecuado de la inferencia estadistica no paramétrica, para disponer de herramientas
necesarias en el andlisis de la informacidn; existen muchas aplicaciones y una diversidad de
areas del conocimiento como: social, econdmico, biolégico, educativa, salud, etc. La aplicacion
que se presenta en este capitulo estara enfocada en aspectos sociales tomando como base a
las Encuestas de Hogares de Propdsitos Multiples 2004 (EHPM) que es una encuesta de suma
importancia para el Ministerio de Economia, y que a través de la Direccion General de
Estadistica y Censos (DIGESTYC) investigan aspectos relacionados a los hogares de El
Salvador como: caracteristicas sociodemogréficas, educativas, salud, etc.

Para desarrollar dicha aplicaciéon se trabajard solamente una parte de la muestra total de la
EHPM, es decir, el andlisis estarad enfocado al departamento de San Salvador a jefes/as de
hogares.

Este capitulo dispone de las siguientes fases:

1- Se establecen objetivos generales y especificos referidos a la aplicacion de los Métodos
no Paramétricos.

2- Se describiran aspectos generales relacionados al contenido de la base de datos, tales
como: Descripciones generales referentes a la importancia de la encuesta sobre las
variables principales sometidas en estudio.

3- Metodologia de base para realizar la inferencia Estadistica no Paramétrica.

4- Desarrollo de la aplicacion. Esta fase contendra la ejecucion de la metodologia

establecida anteriormente.
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4.2 Objetivos relacionados a la aplicacion

4.2.1 Objetivo General

Aplicar la teoria de los Métodos no Paramétricos a las principales variables socioecondémicas de
interés de la Encuesta de Hogares de Propdsitos Multiples (EHPM) afio 2004 para el

departamento de San Salvador a jefes/as de hogares.

4.2.2 Objetivos Especificos

1. Desarrollar una metodologia basica que ayude a identificar el tipo de Prueba no
Paramétrica, orientados al contraste de hipdtesis con respecto a las variables de la
EHPM.

2. Realizar pruebas no Paramétricas a variables cualitativas de la EHPM, donde se logre
visualizar las pruebas de asociacion.

3. Proporcionar una guia de uso sobre el programa estadistico enfocado a las Pruebas no
Paramétricas en SPSS.

4. Determinar una clara utilidad de las técnicas bootstrap en la posibilidad de hacer frente a
los problemas de inferencia estadistica en las situaciones en que los métodos
paramétricos tradicionales no resultan adecuados.

5. llustrar el procedimiento del método bootstrap realizando una aplicacién de
procedimientos de remuestreo, concretamente para la estimacion de varianza; a traves

de ciertas variables de interés de la EHPM, al departamento de San Salvador.
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4.3 Descripcidn de la informacidn contenida en la base de datos.

4.3.1 Conceptos Generales

El Ministerio de Economia, a través de la Direccion General de Estadistica y Censos
(DIGESTYC); anualmente presenta los resultados de la Encuesta de Hogares de Propdsitos
Multiples (EHPM), en la que investigan aspectos relacionados a la poblacién de El Salvador
tales como: sus caracteristicas demograficas, educativas, salud, etc. Y uno de los objetivos que
persigue dicha encuesta es generar informacion estadistica actualizada relacionada con las
condiciones socioecondmicas y demogréaficas de la poblacion.

Es preciso mencionar que el levantamiento de informacion de la EHPM esta sujeta bajo una

metodologia que implicitamente esta vinculada con las técnicas de muestreo probabilisticas.

= Cobertura espacial y temporal

La EHPM 2004 se realiz6 a nivel nacional en los 14 departamentos del pais, cubriendo tanto el
area urbana como rural. La encuesta se realiz6 durante el periodo comprendido del mes de
enero a diciembre de 2003, con el propdsito de identificar aspectos que permitan visualizar la
situacion ocupacional usando como periodo de referencia, la semana anterior al momento de la

encuesta.

=  Moddulos continuos

En la EHPM contiene rubros basicos sobre poblacion (caracteristicas personales de los
miembros de los hogares, edad, sexo, parentesco, etc.), educacion, empleo e ingreso, salud,

remesas familiares y gastos del hogar.
Los médulos continuos son:
a. Caracteristicas Sociodemograficas. A través de este mddulo se recab6 informacion

estadistica sobre la composicion y estructura poblacional de los hogares, de tal forma

que permita identificar su comportamiento demografico.
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b. Caracteristicas de Educacion. Las variables captadas en este modulo permiten
caracterizar las principales condiciones de educacion de la poblacion encuestada, en

relacién con la cobertura del sistema educativo.

c. Caracteristicas Generales de la Vivienda. A partir de este modulo se han obtenido
indicadores sobre las caracteristicas fisicas, tenencia y servicios bésicos de la

infraestructura utilizada como vivienda por los hogares encuestados.

d. Empleo e Ingreso. La informaciéon que se obtiene en este mddulo ha permitido
producir estadisticas actualizadas sobre las principales variables que caracterizan la

situacion y tendencia del empleo en el pais.

e. Salud. A través de este modulo se conocen las condiciones de salud de la poblacién,

asi como el uso de los servicios de salud al cual recurrié la poblacion.

f. Remesas Familiares. La informacion de este médulo permite mejorar la captacion de
datos relacionados con el ingreso en el hogar y medir de esta forma, el peso que las

remesas tienen en la economia de las familias salvadorefias.

g. Gasto del hogar. Con relacién a los datos que se obtienen con este modulo, su
captacion permite estimar el gasto promedio del hogar, asi como el rubro del gasto del

hogar (especificacion).

4.3.2 Variables importantes de la base de datos

La DIGESTYC cada afio proporciona los resultados respectivos de la Encuesta de Hogares de
Propositos Mltiples?? y en esta oportunidad daremos a conocer algunas variables o indicadores
que esta encuesta le da mayor importancia.

1.- Total de hogares

2.- Total de Personas

23 Esta informacién puede ser consultada en la Encuesta de Hogares de Propdsitos Multiples 2004 o en pagina

Web: www.digestyc.gob.sv
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3.- Personas por Hogar

4 - Poblacion economicamente activa, tanto para mujeres como para hombres
5.- Total de ocupados

6.- Total de Desocupados

7.- Total de analfabetos

8.- Escolaridad Promedio

9.- Total de ingreso familiar mensual

10.- Total de ingreso por hogar

11.- Ingreso por hogar mensual

12.- Jefes de hogares: hombres y mujeres
13.- Total de hogares con remesas familiares
14.- Total de remesa familiar mensual

15.- Remesa por hogar mensual

16.- Gastos de hogar mensual

Como se observa esta encuesta contiene una gran magnitud de informacion implicitamente
relacionado a los hogares y miembros. Resulta que para realizar Pruebas no Paramétricas

solamente se hara énfasis de algunas variables que mas adelante detallaremos.

Ademas los niveles de estimacion geogréafica para los cuales la muestra proporciona informacion
valida son los siguientes:

Pais: Total, Urbano y Rural

Region: Total, Urbano y Rural.

Departamento y Municipio: Total

Este ultimo aspecto es importante mencionar porque cierta parte de la aplicacion se enfocara a

nivel de municipio para el departamento de San Salvador.
4.3.3 Tamario de muestray variables a utilizar en la aplicacion.
Después de mencionar las principales variables de la EHPM, la muestra a utilizar corresponde al

departamento de San Salvador y que desagregaremos a nivel municipal, como se detalla a

continuacion:
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Tabla 4.1 Numeros de hogares por Municipio, Departamento de San Salvador

Municipio No de hogares | Porcentaje
San Salvador 227 6.06
Aguilares 39 1.04
Apopa 273 7.29
Ayutuxtepeque 274 7.32
Cuscatancingo 235 6.28
Delgado 235 6.28
El paisnal 15 0.40
Guazapa 51 1.36
llopango 292 7.80
Mejicanos 280 7.48
Nejapa 238 6.36
Panchimalco 236 6.31
Rosario de mora 12 0.32
San Marcos 274 7.32
San Martin 286 7.64
Santiago Texacuango 33 0.88
Santo Tomas 287 7.67
Soyapango 218 5.82
Tonacatepeque 238 6.36
Total 3,743 100.00

Se observa en la tabla 4.1 un total de 3,743 hogares, este total de hogar representan los jefes/as

de hogares %.

Para desarrollar el andlisis inferencial no paramétrico determinamos las variables que

utilizaremos en esta aplicacion, a continuacion mostramos:

1.- Area de ubicacion del hogar

2.- Municipio

3.- Numero de miembros del hogar

4.- Género

5.- Ultimo grado aprobado

6.- Ingreso individual

7.- Ingreso familiar por hogar mensual

8.- Gastos del Hogar mensual

24 E| que ejerce la autoridad para tomar decisiones que beneficien o afecten al grupo familiar que tiene a cargo.
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4.4 Metodologia estadistica a utilizar

La metodologia que ocuparemos se desarrolla en varias fases:

1.- Se hard una descripcion de los variables incluidas en estudio.
Aqui describiremos cada una de las variables seleccionadas.

2.- Determinacion de las variables mediante tipo de escala de dato.
Las variables son determinadas y especificadas segun el tipo de escala para posteriormente
ajustarle un método no paramétrico apropiado, simplificando notablemente la clasificacion e

identificacion de las distintas técnicas de analisis de datos.

3- Aplicacion del método bootstrap sobre las variables.

En esta oportunidad presentaremos el Bootstrap, que desde su formalizacién por Efron (1979) ha
llegado a constituirse en el méas popular de los procedimientos de remuestreo. Tras revisar de
manera introductoria los fundamentos del mismo, analizamos sus posibilidades para la inferencia
estadistica, y concretamente para el contraste de hipétesis. Las aplicaciones estan enfocadas
en el ambito de la investigacion social para dos casos de utilizacion que sirven para ilustrar el
procedimiento y valorar este enfoque, cuyo objetivo es realizar una simulacién con respecto al

remuestreo a través de la muestra seleccionada.

4.- Busqueda del método no paramétrico apropiado a la variable en estudio.
Como se ha hecho previamente una clasificacion del tipo de dato se nos facilita determinar el
tipo de andlisis a las variables en estudio, lo siguiente sera buscar el método de inferencia no
paramétrico mas adecuado que permitan contrastar dependiendo de la naturaleza del problema,
se mencionan algunas a tratar:

= Pruebas para una muestra: Chi-cuadrado, Binomial, Kolmogorov- Smirnov, Rachas, etc.

= Pruebas para dos muestras independientes.

» Pruebas para varias muestras independientes.

= Pruebas para dos muestras relacionadas. Pruebas de asociacion. En esta ultima

aplicacion se muestra una pequefia simulacion de la importancia relativa que tienen los

analisis de datos cualitativos, mas bien, un enfoque asociativo de variables.
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4.5 Estadistica no Paramétrica para analisis e interpretaciéon de la Encuesta de

Hogares de Propositos Multiples 2004 a jefes/as de hogares de San Salvador.

4.5.1 Descripcion de variables

Para poder aplicar las técnicas, es necesario conocer el contenido de las variables, que nos

ayuden a determinar que tipo de andlisis estadistico es el mas adecuado. A continuacién

haremos una descripcion sobre éstas.

CARACTERISTICAS DEMOGRAFICAS

Area de ubicacion del hogar: Esta variable muestra el nimero de hogares
correspondiente a la zona Urbana o Rural.

Municipio. Esta variable muestra los municipios correspondientes al departamento de
San Salvador.

NUmero de miembros de hogar. Contiene el nimero de miembros por hogar.

Género: Mediante esta variable podemos determinar el nimero de mujeres y hombres

de cdmo esta conformado los hogares de San Salvador.

CARACTERISTICAS DE EDUCACION

Ultimo grado aprobado. es la estratificacion de acuerdo al grado escolar aprobado en
el sistema de ensefianza regular; ejemplo Parvularia (uno a tres afios de estudio),
Basica (de primero a noveno grado), Media (de primero a segundo o tercer afio de

bachillerato, segun el nuevo sistema educativo), etc.

CARACTERISTICAS DEL HOGAR

Ingreso individual. Contiene la sumatoria de todos los ingresos que obtiene el individuo
a través de su trabajo laboral y otras actividades extras.

Ingreso familiar. Contiene los ingresos laborales, no laborales, agropecuarios, remesas
y otros ingresos anuales.

Gasto total del hogar. Gasto total mensual de hogar (gasto en salud, educacion,
vivienda, transporte, etc.)
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4.5.2 Clasificacion de las variables segun tipo de datos.

Para las variables incluidas en el analisis se plantea la siguiente clasificacion segun nivel de

medida en los datos. Entre paréntesis mostramos el nombre de la variable determinada en la

base de datos.

Tabla 4.2 Variables segun tipo de datos

Variables Tipo de datos Justificacion

Area (area) Nominal Contiene dos tipos de respuestas: Urbana y Rural,
en la base de datos esta etiquetada por nimero pero
no necesariamente esta implicando un orden dentro
de las categorias.

Municipio Ordinal El tipo de dato es cuantitativo discreto, en la base de
datos esta etiquetado por nimero, pero aqui si se
establece un orden jerarquico dentro de sus
categorias.

Miembros del hogar (miemh) Razén El tipo de dato correspondiente a esta variable es de
razon por ser cuantitativa continua.

Género Nominal Contiene dos tipos de repuestas: Hombre y Mujer en

(R104) la base de datos esta etiquetada por nimero, pero
no necesariamente esta implicando un orden de
jerarquia dentro de las categorias.

Ultimo grado aprobado Ordinal El tipo de dato es cuantitativo discreto, en la base de

(aproba2) datos esta etiquetado por numero, pero aqui si se
establece un orden ascendente dentro de sus
categorias.

Ingreso individual (ingre) Razén El tipo de dato correspondiente a esta variable es de
razon por ser cuantitativa continua.

Ingreso Familiar Razén El tipo de dato correspondiente a esta variable es de

(ingfa) razon por ser cuantitativa continua.

Gasto del Hogar Razén El tipo de dato correspondiente a esta variable es de

(gastoh)

razon por ser cuantitativa continua.
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4.5.3 Busqueda de Pruebas no Paramétricas.

Cuando mencionamos busqueda de Prueba no Paramétrica, nos estamos refiriendo al uso
adecuado de las mismas, es decir, se toma en cuenta propiedades o supuestos a considerar
para determinar el tipo de analisis a aplicar que puede ser: inferencia clasica paramétrica o0 no
paramétrica. Y uno de los criterios del analisis no paramétrico es el tamafio de muestra, si es
menor que 30 automaticamente nos veriamos forzados a aplicarlo, porque es muy dificil ajustarle

o encontrar un tipo de distribucidn clasica conocida.

A continuacién presentaremos diferentes casos donde podriamos hacer uso de las pruebas no

paramétricas, segun el tipo de dato y nimero de muestras.
Caso 1. Pruebas para una muestra

Este procedimiento es adecuado para averiguar si la distribucién empirica de una variable se
ajusta a una determinada distribucion tedrica (uniforme, binomial, etc.) El procedimiento incluye
varias pruebas:
- Prueba de Kolmogorov — Smirnov para una muestra. También es una prueba
de bondad de ajuste, se adapta mejor a variables cuantitativas.
- Pruebas de Rachas: sirve para evaluar si una determinada secuencia de
observaciones es aleatoria, es decir, para estudiar si las observaciones de una

determinada muestra son independientes entre si.

@ Aplicacién de la Prueba de Kolmogorov — Smirnov

PROBLEMA 1

Para los ingresos familiares de jefes/as de hogares del municipio el Paisnal se quiere conocer si
se ajustan a una distribucion normal con un nivel de significancia del 0.05%.

Los datos son los siguientes

91 602 372 104 260 152 242 46 160 546 124 138 306 228 104
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Tabla 4.3 Datos descriptivos del ingreso familiar a jefes/as de hogares del municipio el

Paisnal
Descriptive Statistics
N Minimum Maximum Mean Std. Deviation
Ingreso familiar mensual 15 46 602 231.67 164.924
Valid N (listwise) 15

La tabla 4.3 recoge la informacién de la muestra y se tiene que: 15 casos correspondientes a la
variable de ingreso familiar mensual, con un valor maximo de $602 y un valor minimo de $46, su

media es $ 231.67 y su desviacion estandar es 164.92.
Para obtener la prueba de una muestra de Kolmogorov-Smirnov:

e Abrir la base en SPSS

e Luegoenelmenu analizar

e Dirigirse a la opcién test no paramétrica

¢ Finalmente elija la opcion test de una muestra para K-S, se encontrara con un cuadro de

dialogo de esta manera.

] One-Sample Kolmogorov-Smirnoy Test

# ocupal_1 Y Test Wariable List:

“# dezoc_1

& Nimero de identific
“# Nimero de hogar Reszet
& |dertificacian del b E
0 Vivienda [viv]

@ Regian Geografica Help
& Area de uhicarisn ¥

Cancel

Test Dizstribution

v Mormal [ Uniform
Ewxact...

[ Poizzon | Exponential

UG

Options. ..

En la parte izquierda muestra una lista de variables de la base de datos. Para contrastar la

hipétesis de bondad de ajuste referida a una variable cuantitativa:

v’ Trasladar la variable ingreso familiar mensual a la Test variable list
v Elija el tipo de Test Distribution. Las opciones de este apartado permiten elegir la

distribucion tedrica a la cual se desea ajustar la distribucién empirica de la variable
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seleccionada: Normal, uniforme, Poisson y Exponencial (puede seleccionarse mas de
una vez).

v" Finalmente aceptar, mostrara un cuadro de salida como el siguiente.

Tabla 4.4: Prueba de Kolmogorov-Smirnov para una muestra, bajo el criterio de una

distribucién normal.

One-Sample Kolmogorov-Smirnov Test

Ingreso

familiar

mensual
N 15
Normal Parameters ab Mean 231.67
Std. Deviation 164.924
Most Extreme Absolute .201
Differences Positive 201
Negative -.130
Kolmogorov-Smirnov Z .780
Asymp. Sig. (2-tailed) 577

a. Test distribution is Normal.
b. Calculated from data.

En el cuadro anterior se ofrecen las diferencias més extremas entre las frecuencias acumuladas
empiricas y teoricas (la mas grande de las positivas 0.201, la mas pequefia de las negativas
0.130 y la mas grande de las dos en valor absoluto). Por ultimo, ofrece el estadistico de K-S
(Z=0.780) y su nivel critico (significancia asintotica bilateral=0.577). Puesto que el nivel del valor
critico es mayor que 0.05, se puede aceptar la hipotesis de normalidad y concluir que los
ingresos familiares de los jefes de hogares del Paisnal se ajustan a una distribucion normal.

Conclusion.

1. Los datos del ingreso familiar del municipio el Paisnal a jefes/as de hogares se ajustan a una

distribucién normal.

2. Una vez que se obtienen las distribuciones empirica y tedrica, el estadistico de K-S se calcula

a partir de la diferencia D, mas grande existente entre F(X,) y F,(X;):
D:Wn

Este estadistico Z,_ se distribuye segun el modelo de probabilidad normal N(0,1) . El SPSS

Z_ s =Mmax

utiliza el método de Smirnov (1948) para obtener las probabilidades concretas asociadas a los

valores del estadistico Z, .
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@ Aplicacion de la Prueba de Rachas

Se determinaréd una prueba de rachas para contrastar la hipdtesis de aleatoriedad referida a
variable ingreso familiar a jefes/as de hogares del Paisnal. Usaremos los mismos datos del
problema 1.

PROBLEMA 2

Para obtener la prueba de rachas:

e Abrirla base en SPSS

e Luegoenel menu Analizar

e Dirigirse a la opcion test no paramétrica

¢ Finalmente elija la opcion rachas, se encontrara con un cuadro de dialogo de esta

manera.

Il Runs Test ﬂ

ﬁ Total de miembrozs Cancel

& Gasta total del hac Help
A7 Gastn moduln con:

& Numero de secciol ™ Test WVariable List:
ﬁNumem de secoiol flngresn familiar mensu

|
@ MNumero de secciol
@Ingresn percapita r
@Factnr de expanzic E

Cut Poink
[IMedian [ ]Mode
tean [ Custam;

En la parte izquierda muestra una lista de variables de la base de datos. Para contrastar la

hipotesis de bondad de ajuste referida a una variable cuantitativa:

v’ Trasladar la variable ingreso familiar mensual a la ventana “Test variable list".

v" Elija el tipo de Cut Point. Recordemos que para obtener el niumero de rachas es
necesario que las observaciones estén clasificados en dos grupos. Si no lo estan,
debemos utilizar algun criterio para hacer que lo estén. Si se desea contrastar la
hipdtesis de independencia referida a una variable cuantitativa, podemos utilizar como

criterio de dicotomizacion (como punto de corte) la mediana, la moda, la media. En ese
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caso, los valores mas pequefios que el punto de corte pasan a formar parte del segundo
grupo. Si se desea contrastar la hipotesis de independencia referida a una variable
categorica puede utilizarse como punto de corte la opcidn personalizada.

v' Finalmente aceptar, mostrara un cuadro de salida como el siguiente.

Tabla 4.5. Pruebas de rachas para la variable ingreso familiar a jefes/as de hogares del

Paisnal
Runs Test
Ingreso
familiar
mensual
Test Value 2 231.67
Cases < Test Value 9
Cases >= Test Value 6
Total Cases 15
Number of Runs 11
Z 1.288
Asymp. Sig. (2-tailed) .198

a. Mean

La tabla 4.5 comienza indicando el valor utilizado como punto de corte para la dicotomizacion:
Valor de prueba = 231.67. Una nota a pie de tabla recuerda que ese punto de corte es la media.
A continuacién aparece el numero de casos en el primer grupo (Casos < Valor de prueba=9), el
numero de casos del segundo grupo (Casos >= Valor de prueba= 6), el numero de casos
validos de la muestra utilizada (Casos = 15) y el numero de rachas computadas (11). La tabla
ofrece, por ultimo el valor del estadistico de contraste (Z = 1.288) y su nivel critico (significaron
asintética bilateral =0.198). Puesto que el nivel critico es grande (mayor que 0.05), se puede

aceptar la hipétesis y concluir que la secuencia de observaciones estudiada es aleatoria.

Caso 2. Pruebas para dos muestras independientes

Este procedimiento contiene varias pruebas no paramétricas, todas ellas disefiadas para analizar
datos provenientes de una variable categorica (con dos niveles que definen dos grupos o
muestras) y una variable cuantitativa al menos ordinal (en la cual interesa comparar los dos

grupos o muestras).
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El procedimiento incluye varias pruebas:

- La prueba de Wilcoxon 2. Es una excelente alternativa a la prueba t sobre
diferencia de medias cuando: 1) no se cumplen los supuestos en los que se
basa la prueba t (normalidad y homocedasticidad) 2) no es apropiado utilizar la
prueba t porque el nivel de medida de los datos es ordinal.

- La prueba de Kolmogorov — Smirnov para dos muestras. Permite contrastar
la hipdtesis de que ambas muestras proceden de la misma poblacién, a
diferencia de lo que ocurre con la prueba anterior, esta permite comparar la
funcion de distribucion empirica de una muestra aleatoria con una distribucion
acumulativa hipotética

- La prueba de rachas de Wald-Wolfowitz. Al igual que la prueba de
Kolmogorov —Smirnov, es sensible no solo a diferencia entre los promedios

poblacionales, sino a diferencias en variabilidad, simetria, etc.

Para obtener la prueba de dos muestras independientes, usando el SPSS hay que realizar los

siguientes pasos:

e Abrir la base en SPSS

e Luegoenel menu Analizar

e Dirigirse a la opcién test no paramétrica

¢ Finalmente elija la opcién dos muestras independientes, se encontrara con un cuadro

de dialogo de esta manera.

%5 E| procedimiento que en este apartado estamos llamando prueba U de Mann -Whitney fue originalmente
propuesto por Wilcoxon (1945) para el caso de tamarfios muestrales iguales (N, = N, ). Festinger (1946) desarrolld

independientemente un procedimiento equivalente al de Wilcoxon. Pero fueron Mann y Whitney (1947) los primeros
en extender el procedimiento al caso de tamafios muestrales desiguales y los primeros también en proporcionar

tablas para poder utilizar el procedimiento con unas muestras pequefias.
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B Two-Independent-Samples Tests E]

2 Test Varniable List;

f desocl_1
g& Miimero de identific m
g& Miimero de hogar «

& \dentificacion del +

jﬁ.ﬁvienda [wi] Grouping Y ariable: Cancel
f Reqidn Geogrifice m Help
& tvea de ubicaciin 2

Tezt Type

b atin-hitney U [ Kolmogoroy-Smimoy 2

[ Moses extreme reactions [ WaldWaliowitz runs

[ Exact... ” Options... l

En la parte izquierda muestra una lista de variables de la base de datos. Para contrastar la

hipétesis de bondad de ajuste referida a una variable cuantitativa:

v' Seleccionar la variable que le interesa comparar en los grupos y trasladarla a Test
variable list

v’ Seleccionar la variable que define los grupos (muestras) que interesa comparar y
trasladarlo al cuadro de variable de agrupacion.

v Haga click en el botdn definir grupos... para acceder al subcuadro de dialogo Dos
muestras independientes: definir grupos como se muestra en el siguiente cuadro el cual
permite indicar cuales son los codigos de la variable de agrupacién que corresponde a

los grupos (muestras) que interesan comparar.

Two Independent Samples: Defi... |

Group1: ||

Group 2:

v En el cuadro tipo de prueba, marcar la opcién u opciones correspondientes a las
pruebas que se desea obtener.
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PROBLEMA 3

En este problema se aplicaran las pruebas para dos muestras independientes, los cuales se
presentan a continuacion:

- Prueba de Wilcoxon o Mann — Whitney

- Prueba de Kolmogorov — Smirnov para dos muestras

- Prueba de de rachas de Wald-Wolfowitz.

@ Aplicacion de la Prueba de Wilcoxon o Mann - Whitney

Supongamos que se desea evaluar el gasto por hogar alcanzado por la diferencia de géneros
que pertenecen al departamento de San Salvador. Si lo que interesa es contrastar cual de los
dos grupos ha alcanzado, en promedio, mayores gastos en los hogares, bastara en comparar los
promedios de ambos grupos con alguno de los procedimientos ya estudiados.

Se ha seleccionado una muestra de tamafio 15 de forma aleatoria? para el departamento de

San Salvador, los datos seleccionados son:

Gasto del | 348 | 357 | 765 | 157 | 416 | 140 | 104 | 366 | 10 | 342 | 215 | 537 | 262 | 466 | 180
hogar
Género 2 1 1 2 1 2 | 2 1 2 | 1 1 1 1 1 1

Se verificara la independencia entre poblaciones (género). La siguiente tabla ofrece el tamafio de
cada grupo, el rango promedio que resulta de la asignacidn de rangos a cada grupo y la suma de

rangos.

Tabla 4.6. Rangos

Ranks
Género N Mean Rank | Sum of Ranks
Gasto total del hogar Hombre 10 10,10 101,00
Mujer 5 3,80 19,00
Total 15

Observe en la tabla 4.6 que los grupos asignados a este analisis corresponden al género
comparando el promedio de gasto por hogar. El nimero total de jefes de hogares es de 10 y

para jefas de hogares es 5. Podriamos decir en términos del rango medio que los hombres

% Se ha generado los datos aleatorios en el SPSS
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superan a las mujeres significativamente en cuanto a los gastos. Para afirmar lo anterior
contamos con el siguiente estadistico de prueba.
La siguiente tabla ofrece el estadistico de U de Mann — Whitney (también ofrece el estadistico W

de Wilcoxon, que es una version equivalente del estadistico U)

Tabla 4.7 Prueba de Mann — Whitney

Test Statistics?

Gasto total
del hogar
Mann-Whitney U 4,000
Wilcoxon W 19,000
Z -2,572
Asymp. Sig. (2-tailed) ,010
Exact Sig. [2*(1-tailed a
. ,008
Sig.)]

a. Not corrected for ties.

b. Grouping Variable: Género

La tipificacion de ambos vale Z= -2.572. Y el nivel critico bilateral (significacion asintotica
bilateral) vale 0.008, es menor que 0.05; por lo tanto, se puede rechazar la hipétesis de igualdad
de promedios y concluir que los grupos definidos para el género proceden de poblaciones con

diferentes gastos de hogar.

@ Aplicacion de la Prueba de Kolmogorov — Smirnov para dos muestras

Esta prueba sirve para contrastar la hipdtesis de que dos muestras proceden de la misma
poblacion. Para ello compara las funciones de distribucion (funciones de probabilidad
acumuladas) de ambas muestras. A diferencia de lo que ocurre con la prueba U de Mann-

Whitney, que permite comparar dos promedios poblacionales.

Continuando el problema anterior con esta prueba se tiene; la tabla 4.8 ofrece la prueba de
Kolmogorov — Smirnov. En primer lugar aparecen las diferencias mas extremas (absoluta,

Positiva y Negativa) entre las funciones de distribucion de ambas muestras.
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Tabla 4.8. Prueba de Kolmogorov — Smirnov

Test Statistics?

Gasto total

del hogar

Most Extreme Absolute ,800
Differences Positive ,000
Negative -,800

Kolmogorov-Smirnov Z 1,461
Asymp. Sig. (2-tailed) ,028

a. Grouping Variable: Género

A continuacion se informa del resultado de la tipificacion de la diferencia mas extrema en valor
absoluto (Z de Kolmogorov — Smirnov=1.461) acompafiado de su correspondiente nivel critico
bilateral (Significacién asintotica bilateral=0.028). Puesto que el nivel critico obtenido es menor
que 0.05, se puede rechazar la hipdtesis de igualdad de distribuciones y concluir que los dos

grupos comparados difieren significativamente.

@ Aplicacién de la Prueba de Wald — Wolfowitz

Permite contrastar la hipdtesis de que ambas muestras proceden de la misma poblacion. Al igual
que la prueba de Kolmogorov — Smirnov para dos muestras, es sensible no solo a diferencia
entre los promedios poblacionales, sino a diferencias de variabilidad, simetria, etc. Se muestra
la siguiente tabla.

Tabla 4.9. Test de Wald —~Wolfowitz

Test StatisticsP:¢

Number Exact Sig.
of Runs Z (1-tailed)
Gasto total del hogar  Exact Number of Runs 42 -1,928 ,029

a. No inter-group ties encountered.
b. Wald-Wolfowitz Test

C. Grouping Variable: Género

La tabla 4.9 recoge el resultado de las rachas, como también el estadistico Z y sobre el nivel
critico unilateral (Significacién asintética unilateral) asociado al estadistico. Se observa la
presencia de 4 rachas y no hay empates entre grupos, por lo que su nivel de significancia es

menor que 0.05 por lo tanto aceptamos que los datos provienen de distintas poblaciones.
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L,
Conclusion.

Para decidir cuando el nimero de rachas encontrado es lo bastante pequefio como para
rechazar la hipdtesis de que las muestras proceden de la misma poblacién, el SPSS utiliza dos
estrategias distintas dependiendo del tamafio de las muestras. Si n > 30, utiliza la aproximacién
normal (ver en el apartado de las rachas para una muestra); pero a diferencia de lo que ocurre
en el estadistico z para una muestra, aqui se utiliza un nivel critico unilateral; la probabilidad de
obtener un nimero de rachas igual o menor que el obtenido. Si n <30, el SPSS ofrece el nivel

critico unilateral exacto.
Caso 3. Pruebas para varias muestras independientes.

Este procedimiento contiene varias pruebas no paramétricas, todas ellas disefiadas para analizar
datos provenientes de disefios con una variable independiente categérica (con mas de dos
niveles que definen méas de dos grupos o muestras) y una variable dependiente cuantitativa al

menos ordinal en el cual interesa comparar las muestras. Entre ellas tenemos:

- La prueba H de Kruskal — Wallis. Para dos muestras independientes fue extendida al
caso de mas de dos muestras por Kruskal y Wallis. La situacion experimental que
permite resolver esta prueba es similar a la estudiada en el ANOVA de un factor
completamente aleatorizado. La ventaja fundamental sobre esta prueba frente al
estadistico F del ANOVA de un factor completamente aleatorizado son dos: 1) no
necesita establecer supuestos sobre las poblaciones originales tan exigentes como los
del estadistico F (normalidad, homocedasticidad); y 2) permite trabajar con datos
ordinales. Por contra, si se cumplen los supuestos en los que se basa el estadistico F, la

potencia de éste es mayor que la del estadistico H de Kruskal — Wallis.

- Prueba de la mediana. La prueba de la mediana es similar a la prueba chi- cuadrado,
en esta se utiliza dos variables una categdrica y una cuantitativa. El objetivo de la prueba
es contrastar la hipdtesis de que las J muestras proceden de poblaciones con la misma

mediana.
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Para obtener la prueba para varias muestras independientes, utilizando el SPSS:

e Abrir la base en SPSS

e Luegoenel menu Analizar

e Dirigirse a la opcién test no paramétrica

¢ Finalmente elija la opcion K muestras independientes, se encontrara con un cuadro

de dialogo de esta manera.

Tests for Several Independent Samples E|
w ~ Test Varniable List:
.559 dezocl_1
§9 Mumero de identific III
539 Mumero de hogar ¢
& \dentificacién del b
& vivienda [viv] E' i naiaisht:
‘339 Region Geografice -|.| elp
A Biea de uhicaridn -
Test Type
Kruzkalw/aliz H [ Median
[NJonckheers-Temstra

En la parte izquierda muestra una lista de variables de la base de datos. Para contrastar la

hipétesis de bondad de ajuste referida a una variable cuantitativa:

v' Seleccionar la variable que le interesa comparar los grupos y trasladarla a Test variable
list

v’ Seleccionar la variable que define los grupos (muestras) que interesa comparar y
trasladarlo al cuadro de variable de agrupacion.

v" Hacer click en el botdn definir grupos ... para acceder al subcuadro de dialogo Dos
muestras independientes: definir grupos como muestra en el siguiente cuadro el cual
permite indicar cuales son los codigos de la variable de agrupacién que corresponde a

los grupos (muestras) que interesan comparar.

Several Independent Samples: Define ... E|

Range for Grouping Y ariable

Minimum; |
b awirnvimn:

v" En el cuadro tipo de prueba, marcar la opcion u opciones correspondientes a las

pruebas que se desea obtener.
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PROBLEMA 4

En este problema se aplicaran las siguientes pruebas para varias muestras independientes:
- La prueba H de Kruskal — Wallis

- Prueba de la mediana.

Se desea evaluar el ingreso familiar alcanzado por los jefes/as de hogares de San Salvador
clasificado por el ultimo nivel que aprobd. Lo que interesa es constatar si existe diferencia en los
grupos, sobre el promedio de los ingresos familiares, bastara en comparar los promedios de los
grupos con alguno de los procedimientos (paramétrico o no paramétricos) ya estudiados.

La siguiente tabla ofrece el tamafio de cada grupo (N) y los rangos promedio resultantes de la

asignacion de rangos al nivel de estudio aprobado para San Salvador:

Tabla 4.10: Rangos

Ranks

Ultimo nivel que aprob6o N Mean Rank
Ingreso familiar mensual Ninguno 471 1306.98

Basica 2135 1676.70

Media 656 2116.45

Superior universitario 325 2791.52

Superior no universitario 73 2858.23

Total 3660

La tabla 4.11 contiene el estadistico de Kruskal Wallis (ji-cuadrado), sus grados de libertad (gl) y
su nivel critico (sig. asintotica). Puesto que el nivel critico (0.000) es menor que 0.05, se puede
rechazar la hipétesis de igualdad de promedios poblacionales y concluir que las poblaciones
comparadas difieren en el ingreso familiar, es decir, segun el nivel alcanzado asi es el ingreso

familiar.

Tabla 4.11: Prueba de Kruskal-Wallis

Test Statistics®P

Ingreso

familiar

mensual
Chi-Square 546.739
df 4
Asymp. Sig. .000

a. Kruskal Wallis Test

b. Grouping Variable: Ultimo nivel que aprobé

Las tablas 4.12 y 4.13 sostienen la informacion relacionada con la prueba de la mediana. La
tabla 4.12 muestra el resultado de la dicotomizacién, es decir, el resultado de clasificar los

sujetos de cada categoria de ultimo nivel aprobado por debajo y por encima de la mediana.

B B B B B B B B B B B B B B A N B I N N B N I I i

Estadistica no paramétrica g3



Capitulo IV

B SR AR AR A e

Como dato relevante puede observarse en la tabla 4.12 que en la muestra no hay jefes de
hogares con educacion parvularia, educacion especial y ninguna otra educacion por debajo y

por encima de la mediana de la variable ingreso familiar mensual.

Tabla 4.12: Frecuencias

Frequencies

Ultimo nivel que aprobd

Superior | Superior no | Educacién
Ninguno |Parvularia| Basica Media |universitario [universitario | especial Otros
Ingreso familiar menst > Median 146 0 929 409 278 66 0 0
<= Media 325 0 1206 247 47 7 0 0

Los datos de esta aplicacion son los mismos ocupados en la prueba de Kruskal — Wallis, cuyo
objetivo es contrastar igualdad de medianas en las distintas muestras independientes.

Los resultados mostrados en la tabla 4.13 ofrece el tamafio de la muestra (N), el valor de la
mediana (median), el estadistico > de Pearson (chi-cuadrado), sus grados de libertad (gl) y su

nivel critico asintético (asimp. Sig.). Puesto que el nivel critico es menor que 0.05, se puede
rechazar la hipétesis de igualdad de promedios poblacionales y concluir que las poblaciones

comparadas difieren en el ingreso familiar mensual.

Tabla 4.13: Prueba de la mediana.

Test Statistics P

Ingreso
familiar
mensual
N 3574
Median 360.00
Chi-Square 182.3142
df 14
Asymp. Sig. .000

a. 4 cells (12.5%) have expected frequencies less than
5. The minimum expected cell frequency is 1.0.

b. Grouping Variable: Ultimo grado que aprobé
Conclusién
Se puede decir que existen diferencias significativas en cuanto al ingreso familiar para cada nivel

aprobado.
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Caso 4. Pruebas para dos muestras relacionadas.

Las pruebas de este apartado permiten analizar datos provenientes de disefios con medidas
repetidas. Las pruebas de Wilcoxon y de los Signos sirven para contrastar hipétesis sobre
igualdad de medianas. Las pruebas antes mencionadas se ajustan a disefios del tipo antes-

después; pero difieren del tipo de variables que permiten analizar.

Para obtener la prueba para varias muestras independientes, utilizando el SPSS:

e Abrir la base en SPSS
e Luegoenel menu Analizar
e Dirigirse a la opcion test no paramétrica

¢ Finalmente elija la opcién 2 muestras relacionadas, se encontrara con un cuadro de

dialogo de esta manera.

B Two-Related-Samples Tests ‘

@5’ Region Geogréfice
@5’ Hrea de ubicacion v

& oeupal_1 ~ Test Paifz) List
@9 desoc 1 ingfa - gastohog

@f? Mimero de identifi
@39 Mirmero de hogar o D
& \dentficacion del -

& Vivienda [viv]

Help

Cunent Selections Test Type
Yariahble 1: Wilcoxon Sign ] McNemar
‘ariable 2: [ Marginal Homogeneity

’ Exnact... H (Options. . ]

La parte izquierda de la figura muestra una lista de variables de la base de datos. Para contrastar

la hipdtesis de bondad de ajuste referida a una variable cuantitativa:

v" Seleccionar la variable que le interesa comparar los grupos y trasladarla a Test Pair(s)
list

v" Seleccionar el tipo de prueba que desea contrastar.
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PROBLEMA 5

Se aplicara en este problema las pruebas para dos muestras relacionadas mencionadas

anteriormente, y que a continuacion se presentan.

@ Aplicacion de la Prueba Wilcoxon y De Signos

Se quiere conocer si existe relacion entre las variables: Ingreso Familiar con Gasto del hogar
para el departamento de San Salvador. La tabla 4.14 comienza ofreciendo algunos estadisticos
descriptivos para las dos variables seleccionadas: el numero de casos validos en ambas
variables (N), la media, la desviacion tipica, el valor mas pequefio (minimun), el mas grande

(maximun) y los cuartiles.

Tabla 4.14: Estadisticos.

Descriptive Statistics

Percentiles
N Mean Std. Deviation | Minimum Maximum 25th 50th (Median) 75th
Ingreso familiar mensual 3743 483.26 447.732 1 5378 205.00 360.00 608.00
Gasto total del hogar 3743 348.35 280.358 10 3321 172.00 277.00 438.00

Las dos tablas siguientes contienen informacion relacionada con la prueba de Wilcoxon. La tabla
415 presenta el numero, media y suma de los rangos negativos y de los rangos positivos. Las
notas al pie de la tabla permiten conocer el significado de los rangos positivos y negativos.
También ofrecen el nimero de empates (casos que no son incluidos en el analisis) y el numero

total de sujetos.

Tabla 4.15: Rangos

Ranks
N Mean Rank | Sum of Ranks
Gasto total del hogar - Negative Ranks 25922 2001.37 5187552.00
Ingreso familiar mensual  positive Ranks 10540 1386.08 1460929.00
Ties 97¢
Total 3743

a. Gasto total del hogar < Ingreso familiar mensual
b. Gasto total del hogar > Ingreso familiar mensual
C. Gasto total del hogar = Ingreso familiar mensual

La tabla 4.16 muestra el estadistico de Wilcoxon (Z) su nivel critico bilateral (Asymp. Sig.
Bilateral). Puesto que el valor del nivel critico es (0.000) es menor que 0.05, se rechaza la

hipétesis de igualdad entre promedios comparados.
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Tabla 4.16: Prueba de Wilcoxon.

Test Statistics?

Gasto total

del hogar -
Ingreso
familiar
mensual

Z -29.3132

Asymp. Sig. (2-tailed) .000

a. Based on positive ranks.
b. Wilcoxon Signed Ranks Test

Las tablas 4.17 y 4.18 contienen la informacidn relacionada con la prueba de los signos. La tabla
417 muestra las diferencias negativas, las positivas y los empates entre cada par de
puntuaciones. Las notas al pie de tabla permiten saber que diferencias se estan considerando

negativas y cudles positivas.

Tabla 4.17: Frecuencias.

Frequencies

N
Gasto total del hogar - Negative Differences a 2592
Ingreso familiar mensual Positive Differences b 1054
Ties ¢ 97
Total 3743

a. Gasto total del hogar < Ingreso familiar mensual
b. Gasto total del hogar > Ingreso familiar mensual
C. Gasto total del hogar = Ingreso familiar mensual

La tabla 4.18 ofrece el estadistico Z (pues el tamafio de muestra es mayor de 25) y su
correspondiente nivel critico bilateral (asimp. sig. bilateral). Puesto que el valor del nivel critico
(0.000) es menor que 0.05, puede rechazarse la hipétesis de igualdad de promedios y concluir
que las variables comparadas (gasto total familiar e ingreso familiar mensual) difieren

significativamente.

Tabla 4.18: Prueba de los signos

Test Statistics 2

Gasto total

del hogar -
Ingreso
familiar
mensual

z -25.455

Asymp. Sig. (2-tailed) .000
a. Sign Test

Como se puede observar en ambas pruebas (wilcoxon y signos) se ha llegado a la misma
conclusion de que los promedios de ambas variables no son iguales, es decir, que el gasto total

familiar difiere significativamente del ingreso familiar.
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4.5.4 Aplicaciones del Método Bootstrap.

Se tiene que los procedimientos basados con Bootstrap implican obviar los supuestos sobre la
distribucion tedrica que siguen los estadisticos. En su lugar, la distribucion del estadistico se
determina simulando un numero elevado de muestras aleatorias construidas directamente a
partir de los datos observados. Es decir, utilizamos la muestra original para generar a partir de
ellas nuevas muestras que sirvan de base para estimar inductivamente la forma de la distribucion

muestral de los estadisticos, en lugar de partir de una distribucion teorica asumida a priori.

El uso que se hace de las técnicas bootstrap en el ambito de los estudios sobre aspectos
sociales y particularmente en nuestro pais, es escaso. Trataremos de realizar una simulacion

para las siguientes situaciones.

Caso 1. Para muestras pequefas.

Si partimos de una muestra pequefia estariamos suponiendo que los datos no determinan un
tipo de distribucion conocido. Lo que buscamos son muestras que podemos aplicar las técnicas
bootstrap para estimar parametros que no hayan partido de una distribucién conocida, en esta
oportunidad se hara para las variables ingreso familiar y gasto del hogar para el municipio que
contenga una muestra pequefia segun la tabla 4.1 corresponde al municipio el Paisnal, y asi

ilustrar la potencialidad que tiene dicho método que a continuacion se presenta.

Municipio el Paisnal.

Variable: Ingreso Familiar

Se quiere realizar una estimacion del promedio del ingreso familiar por hogar, para el municipio

del Paisnal se tiene una muestra de 15 hogares n=15, la muestra es la siguiente.

91 602 372 104 260 152 242 46 160 546 124 138 306 228 104.

Para poder aplicar con seguridad la informacién, determinemos si este conjunto de datos tiene

algiin dato atipico?’. Graficamente se ha detectado que existen datos atipicos y que no esta de

mas verificar a través del método de la mediana.

27 Sugerido en el tema 3.2 del capitulo 3 de esta investigacion.
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Grafico 4.1. Caja y Bigote sobre variable ingreso familiar del municipio el Paisnal.

600 o

400

2004

1

T
Ingreso familiar mensual I

Procedimiento. Las observaciones ordenadas son:
X={46 91 104 104 124 138 152 160 228 242 260 306 372 546 602}

La mediana de este conjunto de datos ya ordenados de forma ascendente es X =160, en el
siguiente cuadro se presenta la desviacion absoluta de las observaciones con respecto a la

mediana:

Observacion X; ‘Xi —med(x)\ Resultado | Resultado ordenado

46 146 —160| 114
91 51 -160| 69

104 —160) 56
104 - 160 56
124 —160| 36
138 —160| 22
152 — 160 8
160 — 160 0
228 160 68
242 160 82
260 — 160
306 — 160
372 — 160
546 — 160
602 — 160
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Ordenando estos resultados en la Ultima fila de la tabla encontramos facilmente su mediana de
las desviaciones absolutas, el MAD, es 69.

e Sea x =662, nuestro estadistico es 442/69 = 6.4 para que clasificaremos 662 como
un dato atipico; segun lo sugerido en tema 3.2.2, nuestro estadistico debe superar al
valor critico de 5, por ello es considerado dato atipico.

e Sea x =546 encontramos 386/69 = 5.6 asi que también lo clasificamos como un dato

atipico, porque supera el valor critico a considerar que es 5, es decir que 5.6 > 5.

El conjunto de datos contiene dos datos atipicos, x” =662 y X =546 y también fueron

verificados graficamente.

Ante una muestra pequefia, la suposicion de normalidad parece arriesgada. En tal situacion, una
solucion no paramétrica adecuada seria tratar el problema a través del método Bootstrap,

construyendo nuestro propio modelo para el valor de la media.
El procedimiento utilizado se describe a continuacion:

1. Se parte de una muestra original y se obtiene la primer réplica seleccionando una muestra
aleatoria con reemplazo de tamafio n=15.

2. Se obtiene la estimacion del promedio.

3. Se regresa cada muestra seleccionada a su muestra original antes de seleccionar la
siguiente.

4. Se aplican los tres pasos anteriores en forma sucesiva hasta tener las B = 1,000 réplicas.

5. En este paso se calculara el promedio general de cada estimador resultado obtenido en los
bootstrap

6. La varianza se obtiene restando cada estimador generado en cada bootstrap con el
promedio general de los estimadores, la diferencia que resulte se eleva al cuadrado y de
esta manera vamos a tener 1,000 diferencias de cuadrados, los cuales se suman y se
dividen entre 999(B-1). Las férmulas que se emplearon para este caso estan dadas en el

capitulo 3, se presentan los resultados de cada una de las 1,000 réplicas.
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RESULTADOS
Tabla 4.19. Valores generados de cada una de las 1,00028 réplicas, para el ingreso familiar.

Réplica Estimacion

1 285.20

2 282.20

3 254.00

4 213.33

5 246.93

6 203.27

7 278.47

8 213.47

9 266.47
10 223.53
991 238.73
992 242.27
993 217.87
994 201.93
995 244.80
996 216.47
997 229.73
998 287.73
999 187.87
1000 186.13
Promedio general 232.05

Desarrollo:

En la tabla 4.19, se presentan los resultados de cada una de las réplicas. El estimador

0’ (b) = S(X*B ), b=1,...,B se obtiene sumando los valores de cada una de los valores que
han sido seleccionadas en esa réplica. Por ejemplo.
X,
1. 8)="— b=1,...,B.
n
Para la primer réplica se obtuvo que.

15
>

0 (1 =1L —28520
M T

ingfam

Y asi se obtienen para las demas réplicas.

28 Los valores fueron generados en Excel, explicacion en anexos.
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2. Cuando ya se tienen todas las 1,000 réplicas se calcula el promedio por:
1000

20" (b)
0" (, Yingtam = b:lT , continuando con el ejemplo podemos calcular:
1000 .
29 (b)ingfam
O (Dingpam = 22— =232.05
(-)mgfam 1000
B 1/2
, . 2. (07 (D) =87 (o))’
3. Suerror estandar se obtiene por: o = J b=
B-1

B

~ {657498.93}”2

1000 -1
se; =40.73
Conclusion.

Usamos el programa Excel para generar las muestras con reemplazamiento. El promedio fue
calculado para 1,000 muestras.

La estimacion del error estandar bootstrap dado por la ecuacion (3.4) fue 40.73. Y estimaremos
un intervalo de confianza mediante el método de aproximacion normal.

Veamos y ajustemos sus datos.
0" (o) +2se,
232.05 + 2(40.73)
232.05+81.46
[150.59,313.51]

Municipio el Paisnal.

Variable: Gasto del Hogar

Se quiere realizar una estimacion del promedio del gasto por hogar, para el municipio el Paisnal

y se tiene una muestra de 15 hogares, n=15.

44 284 233 77 219 186 208 125 57 245 53 48 250 177 112
Determinemos si este conjunto de datos tendra algun dato atipico.

Graficamente no se ha detectado que existen datos atipicos, pero no esta de mas verificar a
través del método de la mediana.
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Gréfico 4.2. Caja y Bigote sobre la variable gasto del hogar del municipio el Paisnal.
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T
Gasto total del hogar

Procedimiento. Las observaciones ordenadas son:

X={44 48 53 57 77 112 125 177 186 208 219 233 245 250 284 }
La mediana de este conjunto de datoses X =177

En el siguiente cuadro se presentan las desviaciones absolutas con respecto a la mediana:

Observacion X; X, — med (X )‘ Resultado | Resultado ordenado
44 |44 - 177 | 133 0
48 48 — 177 | 129 9
53 53 - 177 | 124 31
57 57 —177 | 120 42
77 77 -177 | 100 52
112 112 177 | 65 56
125 125 -177 | 52 65
177 177 - 177 | 0 68
186 186 —177 | 9 73
208 208 —177 | 31 100
219 219 - 177 | 42 107
233 233 —177 | 56 120
245 245 - 177 | 68 124
250 250 177 | 73 129
284 284 - 177 | 107 133

Ordenando estos resultados en la Ultima fila de la tabla encontramos facilmente su mediana de
las desviaciones absolutas, el MAD, es 68.

e Sea x =284, nuestro estadistico es 133/68 = 1.95 por lo tanto no clasificamos como

un dato atipico. Recuerde que debe de ser mayor que el valor critico a considerar.

Conclusion. El conjunto de datos no contiene datos atipicos.
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RESULTADOS
Tabla 4.20.  Valores generados de cada una de las 1,000%° réplicas, para gasto del hogar.

Réplica Estimacién
Promedio

1 147.60

2 125.27

3 156.07
4 156.67
5 182.07

6 137.53

7 193.33

8 165.47

9 149.20
10 185.47
991 184.67
992 174.67
993 170.47
994 184.87
995 151.47
996 127.80
997 173.33
998 141.80
999 137.20
1000 170.73
Promedio general 155.05

Desarrollo:

En la tabla 4.20, se presentan los resultados de cada una de las réplicas. El estimador

8" (b) = S(X*B ), b=1,...,B se obtiene sumando los valores de cada una de los valores que

han sido seleccionadas en esa réplica. Por ejemplo.

>,
1. 9°(b)= i:‘n b=1,...,B.

Para la primer réplica se obtuvo que.

15

>

& (1)gastoh = ‘=115 =147.60

Y asi se obtienen para las demas réplicas.

2 Los valores fueron generados en Excel, explicacion en anexos.
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2. Cuando ya se tienen todas las 1,000 réplicas se calcula el promedio por:
1000

2.0 (b)

9" (,)gastoh = MT , continuando con el ejemplo podemos ahora calcular:
1000 .
Zé (b)ingfam
0°(,)gastoh=""—— =155.05
(.)9 1000

2.0 (b)-6"(9))’
b=1
B-1

3. Su error estandar se obtiene por:  se, =

_{463685.53}”2
| = 203085.53

1000 -1
se, =21.54
Conclusion.

Calculamos todas estas ecuaciones en Excel y también para generar los bootstrap usando el
muestreo con reemplazo. El promedio fue calculado para 1,000 muestras y el rango fue desde
84.53 a 224.47.
La estimacion del error estandar bootstrap dado por la ecuacion (3.4) fue 21.54. Estimaremos un
intervalo de confianza mediante el método de aproximacion normal.
Veamos y ajustemos sus datos.
0 (o) + 2se,
155.05+2(21.54)
155.05+43.08
[111.97,198.13]
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Caso 2. Para estimacion de varianza.

El conocimiento de las varianzas es un elemento de especial interés, tanto para los usuarios de
estadisticas, como para los disefiadores. Las estadisticas obtenidas mediante encuestas
probabilisticas permiten al usuario decidir acerca del grado de validez o confianza de los datos
en relacion con el uso que va a hacer de ellos, asi como al disefiador le permite decidir entre
varios procedimientos alternativos o en su caso mejorar un disefio ya establecido.
Cuando se estiman muchas caracteristicas poblacionales con disefios complejos de muestreo, la
aplicaciéon de las féormulas ordinarias de los estimadores de la varianza, puede ocasionar
tediosos problemas de calculo.
Para ilustrar el funcionamiento de este método para estimacion de varianza, se emplea la
informacién que corresponde a los jefes/as de hogares de la EHPM 2004 para el departamento
de San Salvador.
Se estima el total por variable correspondientes a:

e Ingreso familiar

e (Gasto por hogar

e Ingreso individual

e Numero de miembros

El ejercicio es para B=1,000 pero se hara primeramente para b=100 y el procedimiento que se
emplea se describe a continuacion:

BOSQUEJO DE UNA MUESTRA.

DISTRIBUCION - OBSERVACIONES
DE %?Esfi:\lﬂﬁilgTNREAs DISTRIBUCION DE LA MUESTRA
PROBABILIDAD ALEATORIA :> EMPIRICA BOOTSTRAP
DESCONOCIDA
F——> X =(X,X,. X,) ¢ X' = XX X0
0 =s(x) 0 =s(X")
Estadistica de interés. Replicacién Bootstrap.
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1.

La primer réplica se obtuvo seleccionando una muestra aleatoria con reemplazo de

tamafio n=150.

Se obtuvieron las estimaciones del total por variable, sumando los totales de cada

conglomerado ultimo que cayeron en la primera réplica.

Se regresa cada muestra seleccionada a su muestra original antes de seleccionar la

siguiente.

Se aplican los tres pasos anteriores en forma sucesiva hasta tener las 100 réplicas.

En este paso se suman todos los resultados obtenidos de cada réplica, para luego dividir

ese total resultante entre el niumero de réplicas y asi obtener un promedio de todas ellas.

La varianza se obtiene restando el promedio al total estimado de cada réplica, la
diferencia que resulte se eleva al cuadrado y de esta manera vamos a tener 100
diferencias de cuadrados, los cuales se suman y se dividen entre 99(B-1). Las férmulas
que se emplearon para este ejercicio son las del capitulo 3, a continuacion se presentan

los resultados de cada una de las 100 réplicas.

Tabla 4.21. Tabla de réplicas para 100 bootstrap para cada una de las variables.

Réplicas gastohog
54649
48549
51747
50930
48387
47543
50429
49856
50557
51065
45316
53800
49878
49800
50083
52108
56965

1
2
3
4
5
6
7
8
9

=
o

=
 d

=
N

[N
w

IR
D

=
a1

=
(]

[
~

B B B B B B B B B B B B B B A N B I N N B N I I i
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18 640 77848 57066 31898
19 644 68244 51787 40573
20 639 72892 50380 36356
21 597 66755 52857 28681
22 620 70670 49966 37902
23 620 69361 63335 39181
24 629 77132 54110 34359
25 638 72727 54486 47655
26 579 75046 52865 34507
27 624 73079 49645 38034
28 653 76919 53835 32965
29 612 68549 52496 42881
30 626 73163 53761 29622
31 590 66682 47483 39249
32 606 66693 50758 42129
33 617 58213 57799 33978
34 580 76215 49488 40437
35 646 75457 51365 42501
36 657 69159 55100 36953
37 677 63442 52496 43159
38 592 59440 49254 36723
39 626 64182 51040 39910
40 599 66196 50785 32612
41 626 74287 50627 35269
42 672 74608 50436 39664
43 599 71402 51397 38791
44 593 68939 51621 36393
45 600 77621 57206 44155
46 631 62396 56877 37419
47 639 61997 52567 40899
48 611 69728 59525 33300
49 552 71851 50415 41213
50 621 82543 51353 37784
51 608 75216 52385 40121
52 611 78435 47509 37068
53 608 73469 50681 30382
54 599 71211 51329 39948
55 580 69792 53625 35706
56 608 79973 50124 38787
57 662 72071 56301 40407
58 579 69471 49264 32254
59 622 74532 53974 40240
60 601 73424 55674 37611
61 627 70138 58006 40301
62 612 68685 48598 41346
63 578 71957 54265 35206
64 638 67546 44491 37403
65 623 76859 50747 35690
66 666 78540 49455 36423
67 607 70802 51199 44619
68 626 71465 47137 36866

B B B B B B B B B B B B B B A N B I N N B N I I i
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69 580 72318 54414 37057
70 636 71302 56372 42493
71 594 64892 47177 41058
72 641 74453 57124 33786
73 653 75718 54663 37664
74 618 73153 51787 36969
75 652 76267 50526 39479
76 601 78275 55994 43309
77 601 72428 54303 39798
78 609 65106 51275 37253
79 623 73839 55108 43944
80 611 64599 49966 38983
81 662 71085 54589 40838
82 614 68896 51480 41579
83 598 78217 50480 45857
84 604 74604 54185 47669
85 636 68883 50494 32971
86 615 71678 49437 36104
87 626 72527 49798 34153
88 610 75874 49649 39369
89 555 68855 53024 38850
90 611 72917 49435 38534
91 636 64697 50844 30896
92 681 85012 57834 35737
93 620 72498 52373 35391
94 648 75059 51166 38717
95 613 74239 58489 37662
96 565 66681 45737 38098
97 593 71611 49554 35975
98 622 74687 51655 30881
99 624 76366 60789 38500
100 613 69018 52829 37061
Total 61625 7178280 5213157 3799726

Desarrollo

En la tabla 4.21, se presentan los resultados de cada una de las réplicas. El estimador

0" (b) = S(X*B ), b=1,...,B se obtiene sumando los valores de cada una de los hogares que

han sido seleccionadas en esa réplica. Por ejemplo.

1. 8°(b) = ZXi b=1,...,B .Parala primer réplica se obtuvo que.
i=1

150

0" () ingam = D X; = 72895

ingfam

B B B B B B B B B B B B B B A N B I N N B N I I i
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150

0" (1) gasion = Z X, = 54649
i=1

150

0" (Dingre = D X; =39223

ingre

150

9* (l)miemh = Z Xi =610

2. Cuando ya se tienen todas las 100 réplicas se calcula el promedio por:
100 .
2.6°(b)

0°(,)py = 21—, continuando con el ejemplo podemos ahora calcular:
o /PT B

100 .
29 (b)ingfam
9 (o)ingfam == 100

100

> 6" (b)gastoh
9* (- ) gastoh =22

_ 7178280

=71782.8

_ 5213157
100 100
100

0" (b),
~ bZ‘ (©Yigre 3799726

0°(). =
(Jinge 100 100
100

0" (b),.
; ( )mlemh _ 61625
100 100

=52131.57

=37997.26

O (D iomn = =616.25

1/2

Z(é* (b) = 07(e))’
B-1

3. Su error estandar se obtiene por:  se, =

El error estandar y el coeficiente de variacion para el ingreso familiar son:

100 172 100 1/2
A 2(9 (b)ingfam - 9 (')ingfam)2 2(9 (b)ingfam _7178280)2
SCopingtan =1 =0 = 4823.47

100 -1 99
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€ 482347

= - =0.0671
0" (Vpgan 717828

CvV

El error estandar y el coeficiente de variacion para el gasto del hogar son:

100 1/2 100 1/2
2(9* (b)gaStOh - 9 (')gastoh )2 2(9 (b) gastoh 5213157)2
se, =14 = ¢ bl =3341.38
1001 99
N\

Cop _ 334138 _

- = =0.0640
0" () gusn 52131.57

CVv

El error estandar y el coeficiente de variacion para el ingreso individual son:

100 1/2 100 1/2
. D (0" 0)ingre =0 (Dingre)’ D (07 (1) —37997.26)°
se, =< = bl =3936.51
1001 99
S@ 1
cV B _ 3936.51 _ o0

T (e 3799726

El error estandar y el coeficiente de variacion para el numero de miembros son:

100 1/2 100 1/2
2(9* (b)miemh _9 (')miemh)2 2(9 (b)miemh - 61625)2
seBmiemh = = 100 1 = b=l 99 = 25.775
N\
e, 25775

ingre

CVv =0.0418

T 0 (Dyge 61625

En la tabla 4.22 se presenta un resumen de varias corridas de réplicas, para cada una de las

variables.
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Tabla 4.22 Estimaciones por variable y sus respectivas precisiones, por intento de las B

réplicas.
Variables B replicas
50 100 500 1000
Ingfam
Estimacion| 70978.8 71782.8 | 72471.8 |72610.77
D.E 5320.9678 | 4823.47 5456.5 | 5508.46
CV 0.07496 | 0.067195 | 0.075291 |0.075862
Gastoh
Estimacion| 52116.86 | 52131.57 | 52294.72 |52261.41
D.E 3291.93 3341.38 | 3504.78 3442
CV 0.06316 0.06409 | 0.067019 | 0.06586
ingre
Estimacion | 37854.26 | 37997.26 | 37536.57 | 37430.8
DE 4230.61 3936.51 3911.66 | 38227
CV 0.11176047 | 0.10359984 | 0.10422 (0.102127
miemh
Estimacion 616 616.25 612.06 | 610.96
DE 26.187 25.775 25.288 | 25.388
CV 0.0425 0.04182 [0.0413162 | 0.04155

En este ultimo cuadro se ha calculado el error relativo, que comunmente se conoce como
Coeficientes de variacion, es un indicador que muestra cuan confiables son las estimaciones de
las variables investigadas, del cual, dado un nivel de significancia estadistico, se calcula el

intervalo de confianza para el valor obtenido.

Coeficiente de variacion Precision
Hasta 10% Buena

De 11% a 20% Aceptable
Més de 20% No confiable

En la mayoria de las estimaciones no superan el 20%, se encuentran en los criterios de Buena y

aceptable, es decir que son confiables las estimaciones hechas en este apartado3.

30 Este criterio esta disponible en Cochran W.G. Técnicas de Muestreo, métodos de estimacion de la varianza de los
conglomerados Ultimos.
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Un ejemplo seria que el total del ingreso familiar mensual para jefes de hogares a nivel del
departamento de San Salvador es de 37,854.26. Con un coeficiente de variacion de 11.10%
Lo que implicaria que el verdadero valor estaria comprendido entre 29450.61 y 46257.91 (es
decir, 37854.26 + 37854.26*2*0.1110 = (29450.61, 46257.91))

En general, toda variable cuyo coeficiente de variacion sea superior al 20%, es necesario

considerarla con precaucion.
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Tabla A

Distribucion Normal

Cada entrada de la tabla es la probabilidad acumulada P, en la cola derecha el valor de z para

mas infinito, y también la cola derecha de menos infinito para — z, para todo P <0.5, se lee

hacia abajo la primera columna para el primer valor decimal de z, y encima de la columna

correcta para el segundo valor decimal; el numero de interseccion es P .

z .00 01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09

0.0 5000 4960 4920  .48BBO  .4840  .4801 4761 4721 4681 4641
0.1 4602 4562 4522 4483 4443 4404 4364 4325 4286 4247
0.2 4207 4168 4129 4090 4052 4013 .3974 3936 .3897 .3859
0.3 3821 3783 3745 3707 .3669  .3632  .3594 3557  .3520  .3483
04 .3446 .3409 3372 3336 .3300 3264 .3228 3192 3156 3121
0.5 .3085 .3050 .3015 2981 .2946 2912 2877  .2843 2810 2776
06 .2743 2709 2676 .2643 2611 2578 2546 2514 2483 2451
0.7 .2420 2389 .2358  .2327 2296 2266  .2236 2206  .2177 2148
08 .2119 2090 2061 .2033 .2005 .1977 .1949 1922 1894  .1867
0.9 1841 .1814 1788  .1762 1736 1711 .1685 1660  .1635  .1611
1.0 .1587 .1562 .1539 .1515 .1492 1469 .1446 .1423 .1401 .1379
1.1 1357 1336 1314 1292 1271 .1251 1230 1210 .1190  .1170
1.2 1151 .1131 .1112 .1093 1075 .1056 .1038 .1020 .1003  .0985
1.3 .0968 .0951 0934 .0918  .0901 .0885 0869 .0853 .0838 .0823
14 .0808 .0793 0778 .0764 0749 .0735 .0721 .0708 .0694  .0681
1.5 .0668 0655 .0643 0630 .0618 0606 0594 0582 .0571 .0559
1.6 .0548 .0537 ..0526 0516 .0505 0495 0485 .0475 0465 .0455
1.7 .0446 .0436  .0427 0418 0409 .0401 0392 .0384 .0375  .0367
1.8 .0359 .0351 0344 0336 .0329 0322 0314 .0307 .0301 .0294
1.9 .0287 0281 0274 0268 0262 .0256 .0250 .0244 .0239 .0233
2.0 .0228 0222 0217 .0212 .0207 .0202 .0197 .0192 .0188 .0183
2.1 .0179 .0174 .0170 0166 .0162 .0158 .0154 0150 .0146 .0143
22 0139 0136 .0132 .0129 0125 .0122 - .0119 .0116 0113 .0110
2.3 .0107 0104 .0102 0099 0096 .0094 0091 .0089 .0087 .0084
2.4 0082 0080 .0078 .0075 .0073 .0071 0069 .0068 .0066  .0064
25 .0062 0060 0059 0057 .00556 .0054 .0052 .0051 0049  .0048
26 .0047 .0045 .0044 0043  .0041 .0040 .0039 .0038 0037 .0036
2.7 .0035 0034 .0033 .0032 .0031 .0030 .0029 .0028 .0027 .0026
2.8 .0026 .0025 .0024 .0023 0023 .0022 0021 .0021 .0020 .0019
29 .0019 .0018 .0018 .0017 .0016 0016 0015 .0015 .0014 .0014
3.0 .0013 .0013 .0013 0012 .0012 .0011 0011 .0011 .0010 .0010
3.1 0010 .0009 .0009 .0009 .0008 .0008 0008 .0008 .0007  .0007
3.2 .0007 0007 .0006 0006 .0006 .0006 .0006 .0005 .0005  .0005
3.3 0005 0005 .0005 0004  .0004 0004 .0004 .0004 .0004  .0003
34 .0003 .0003 .0003 .0003 0003 .0003 .0003 .0003 .0003 .0002
35 .0002 .0002 .0002 .0002 0002 0002 .0002 .0002 .0002 .0002

Fuente: Tabla A de Nonparametric statistical inference. Jean Dickinson Gibbons y Subarata

Chakranorti. Third edition.
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Tabla B

Distribucion Ji- cuadrada

Cada entrada de la tabla es el valor de la variable aleatoria Ji-cuadrada con v grados de libertad

tal que la probabilidad de la cola derecha es el valor dado en la fila.

Right-tail probability

v 0.95 0.90 0.50 0.25 0.10 0.05 0.01 0.006 0.001
1 0.004 0.016 045 1.32 2:11 384 663 788 10.83
2 0.10 0.21 1.39 207 4.61 5.99 9.21 1060 13.82
3 0.35 0.58 2.37 4.11 6.25 7.81 11.34 1284 16.27
4 0.71 1.06 3.36 5.39 7.78 9.49 1328 1486 18.47
5 1.15 1.61 4.35 6.63 924 11.07 1509 16.75 2052
6 1.64 2.20 5.35 784 1064 1259 16.81 18.556 22.46
7 2117 2.83 6.35 904 1202 14.07 1848 20.28  24.32
8 2.73 3.49 7.34 1022 1236 1551 2009 2196 2612
9 3.33 4.17 8.34 11.39 1468 1692 21.67 2359 27.b-
10 3.94 4 .87 9.34 1255 1599 1831 2321 2519 29.59
11 4.57 558 10.34 13.70 17.28 19.68 24.72 26.76 31.26
12 5.23 630 11.34 1485 1855 21.03 2622 2830 3291
13 5.89 7.04 12.34 1598 1981 2236 27.69 29.82 34.53
14 6.57 7.79 13.34 17.12 21.06 23.68 29.14 3132 36.12
15 7.26 8.55 14.34 18256 2231 25.00 30.58 3280 37.70
16 7.96 9.31 15.34 19.37 2354 2630 32.00 3427 3925
17 8.67 10.09 16.34 2049 2477 2759 3341 3572 40.79
18 9.39 10.86 17.34 2160 2599 2887 3481 37.16 4231
19 10.12 11.65 1834 2272 2720 30.14 36.19 3858 4382
20 10.85 12.44 19.34 2383 2841 314) 3757 40.00 4532
21 11.59 13.24 2034 2493 2962 3267 3893 4140 46.80
22 12.34 1404 2134 26.04 3081 3392 4029 4280 4827
23 13.09 1485 2234 2714 3201 3517 4164 4418 49.73
24 13.85 15.66 23.34 2824 3320 3642 4298 4556 51.18
25 14.61 16.47 2434 2934 3438 3765 4431 4693 5262
26 15.38 17.29 2534 3043 3556 3889 4564 4829 54.05
27 16.15 18.11 26.34 3153 3674 4011 4696 4964 5548
28 16.93 18.94 27.34 3262 3792 4134 4828 5099 56.89
29 17.71 19.77 2834 3371 3909 4256 4959 5234 568.30
30 18.49 2060 29.34 3480 4026 4377 50.89 5367 59.70

Fuente: Tabla B de Nonparametric statistical inference. Jean Dickinson Gibbons y Subarata

Chakranorti. Third edition.

Para v > 30, la probabilidad de la cola derecha o la cola izquierda para Q una variable ji-

cuadrada puede ser encontrada en la tabla A con Z =/2Q —+/2v -1

B B B B B B B B B B B B B B A N B I N N B N I I i
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TablaC Estadisticos de una muestra de Kolmogorov-Smirnov

Cada entrad de la tabla es el valor del estadistico de Kolmogorov-Smirnov para un muestra D, ,

para muestras de tamafio n tal que la probabilidad de su cola derecha es el valor dado en la fila.

n .200 .100 .050 .020 .010 n .200 .100 .050 .020 .010
1 900 950 9756 990 .995 21 226 259 .287 321 344
2 684 776 B42 900 929 22 221 263 .281 314 337
J 565 636 .780 .785 .829 23 216 247 275 307 .330
4 493 565 624 689 734 24 212 242 269 301 .323
5 447 509 563 627 .669 25 208 238 264 295 317
6 410 468 519 577 617 26 .204 233 259 .290 311
7 381 436 483 538 576 27 200 229 254 284 305
8 358 410 454 507 542 28 197 225 250 .279 .300
9 339 387 430 480 .513 29 193 221 246 275 .295
10 323 369 409 457 489 30 .190 218 242 270 .290
11 308 .352 391 437 468 31 187 214 238 266 .285
12 296 338 375 419 449 32 184 211 .234 262 .281
13 285 325 361 404 432 33 .182 208 .231 .258 .277
14 275 314 349 390 418 34 179 205 227 254 273
15 266 304 338 377 404 35 177 202 224 251 269
16 268 295 327 366 .392 36 .174 199 221 247 265
17 2560 286 318 356 .38l 37 172 196 218 244 .262
18 244 279 309 346 371 38 .170 194 215 241 .258
19 237 271 301 337 .361 39 .168 191 213 238 .255
20 232 266 294 329 352 40 .165 .189 210 235 .252

Fuente: Tabla F de Nonparametric statistical inference. Jean Dickinson Gibbons y Subarata
Chakranorti. Third edition.

Para n > 40, el valor critico de la cola derecha basado en la distribucion asintotica puede ser

calculado como sigue:

0.200 0.100  0.050 0.020 0.010
1.07 1.22 1.36 1.52 1.63

oo dn dn Jn

Estadistica no paramétrica 57



Apéndice de Tablas

TablaD Estadistico de dos muestras para Kolmogorov-Smirnov

Cada entrada de la tabla etiquetada con P es la probabilidad de la cola derecha de mnD, , el

estadistico de dos muestras de Kolmogorov-Smirnov para muestras de tamafio m y n donde

m < n. La segunda porcién de la tabla es dada al valor de mnD,, tal que la probabilidad de la

cola derecha es el valor dado en la fila.

m n mnD P
2 2 4 333
2 3 6 .200
2 4 8 .133
2 5 10 .095
8 .286
2 6 12 071
10 .214
2 1 14 .056
12 .167
2 8 16 .044
14 133
2 9 18 .036
16 .109
2 10 20 .030
18 .091
16 .182
2 1 22 .026
20 077
18 154
2 12 24 .022
22 066
20 .132

3 3 9 .100
3 4 12 .057

9 229
3 5 15 .036
12 .143

n mnD P
6 18 .024
15 .095
12 .333
7 21 017
18 .067
15 .167
8 24 012
21 .048
18 .121
9 27 .009
24 .036
21 .091
18 .236
10 30 .007
27 .028
24 070
21 .140
8 | 33 .005
30 .022
27 .055
24 110
12 36 004
33 .018
30 .044
27 .088
24 .189
4 16 .029
12 229

m n mnD P

4 5 20
16
15

20
18
16

24
21
20

28
24
20

32
28
217
24

36
32
30
28
26

016
079
143
010
048
095
181

030
067
121
004
020
085
222
003
014
042
062
115
002
010
030
046
084
126
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Tabla D Continuacion
m n mnD P n mnD P m n mnD P
4 11 44 001 10 50 .001 6 10 60 .000
40 .007 45 .004 54 .002
36 .022 40 .019 50 .004
33 .035 35 .061 48 009
32 .063 30 .166 44 019
29 098 11 55 .000 42 031
28 144 50 .003 40 .042
4 12 48 .001 45 .010 38 .066
44 005 44 014 36 .092
40 016 40 .029 34 125
36 .048 39 .044 7 i 49 .001
32 112 35 074 42 .008
5 5 25 .008 34 106 35 .053
20 .079 6 36 .002 28 212
15 3567 30 .026 7 8 56 .000
5 6 30 .004 24 143 49 .002
25 .026 7 42 .001 48 .005
24 .048 36 .008 42 013
20 .108 35 015 41 024
5 7 35 .003 30 .038 40 .033
30 .015 29 .068 35 .056
28 .030 28 .091 34 .087
25 .066 24 147 33 .118
23 116 8 48 .001 7 9 63 .000
5 8 40 .002 42  .005 56 .001
35 .009 40 .009 54 .003
32 020 36 .023 49 .008
30 042 34 043 47 015
27 079 32 .061 45 021
25 126 30 .093 42 034
5 9 45 .001 28 139 40 .055
40 .006 9 54 .000 38 079
36 014 48 .003 36 .098
35 .028 45 .006 35 127
31 .056 42 014 8 8 64 .000
30 .086 39 .028 56 .002
27 119 36 .061 48 019
33  .095 40 .087
30 .176 32 283
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TablaD Continuacion

m = .200 100 050 .020 010
9 45 54 o4 63 63

10 50 60 70 70 80
11 66 66 77 88 88
12 72 72 84 96 96
13 78 91 91 104 117
14 84 98 112 112 126
15 90 105 120 135 135
16 112 112 128 144 160
17 119 136 136 153 170
18 126 144 162 180 180
19 133 152 171 190 190
20 140 160 180 200 220

Fuente: Tabla | de Nonparametric statistical inference. Jean Dickinson Gibbons y Subarata

Chakranorti. Third edition.

Para m y n grande, los valores criticos de la cola derecha basados en la distribucién asintética

pueden ser calculador de la forma siguiente:

0.200
1.07

0.100 0.050
1.22 1.36

0.020
1.52

0.010
1.63

IN
mn

[N N
mn mn

N
mn

N

mn
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Tabla E Cuantiles del estadistico de Smirnov de k -muestras para una cola

Los datos ingresados en esta tabla, divididas por n , son seleccionados cuantiles de una cola
para k-muestras del estadistico T, de Smirnov. Obtenemos el p cuantil, buscamos en la tabla
el nimero de k muestras y la muestra de tamafio n . El valor obtenido de la tabla es entonces

dividido por n para el cuantil conveniente de p . Rechazamos H, si T, excede al cuantil q. El

cuantil aproximado dado en el final de la tabla requiere solo division por J/n como indica.

k=2 ! k=13 ko= 4

p=.9 .95 975 99 995 90 95 975 99 995 90 95 975 99 995
ne=72
3 2 2 2
4 3 3 3 3 3 3 3
5 3 3 4 4 4 3 4 4 4 4 4q 4
6 3 4 4 5 5 4 4 5 5 5 4 4 5 5 5
7 4 4 5 5 5 4 5 5 5 6 4 5 5 6 6
ﬁ 4 4 5 5 6 4 S 5 6 6 5 5 6 6 6
4 5 5 6 6 5 5 6 6 7 5 6 6 6 7
:t: -51 ;5 2 ; ; 5 6 6 7 7 5 6 6 7 7
2 5 6 i 7/ 8 6 6 7 8 8
14 5 6 7 7 8 6 7 7 8 8 6 g 8 8 9
16 6 6 7 8 9 6 7 8 9 9 7 8 8 9 9
is 6 7 8 9 9 7 8 8 9 10 % 8 9 9 10
;151 6 7 8 9 10 7 8 9 10 10 8 8 9 10 11
2 7 8 9 10 11 8 9 10 11 12 9 9 10 1 12
30 8 9 10 11 12 9 10 11 12 13 10 10 11 12 13
35 8 10 ] 12 13 10 11 12 13 14 10 i0 12 14 14
40 9 10 12 13 14 10 12 13 14 15 ] 11 13 5 15
45 10 11 12 14 15 11 12 14 15 16 12 12 14 15 16
50 10 12 13 15 16 12 13 14 16 17 13 13 15 16 17
Approximation 152 173 192 245 230 173 192 209 230 245 1.85 202 219 239 253
for n > 50 Vn Vo aVinl SV iy Vn Vn Vmn Va Vn Vi Ve Vi Vi
k= k= s
p=.90 .95 975 .99 .995 90 .95 975 .99 995 90 .95 975 .99 993
n=2
3
4 3 3 3
5 4 4 4 4 4 4 4 4 4
6 4 5 5 5 5 4 5 5 5 4 5 5 5
7 5 5 5 6 6 5 5 5 6 6 5 s 5 6 6
8 5 5 6 6 6 5 5 6 6 7 5 6 6 6 7]
9 5 6 6 7 7 5 6 6 7 7 5 6 6 7 7
10 6 6 6 7 7 6 6 7 7 8 6 6 (X 7 8
12 6 7 7 8 8 6 7 7 % 8 6 7 7 8 8
14 7 7 8 8 9 T 7 8 9 9 i 8 8 9 9
16 7 8 8 9 10 7 8 9 9 10 8 8 9 9 10
18 8 8 9 10 10 8 9 9 10 10 8 9 9 10 11
20 8 9 9 10 11 8 9 10 10 11 8 9 10 11 11
25 9 10 1l 12 12 9 10 1l 12 12 0 10 10l 1213
30 10 11 12 13 14 10 1 12 13 14 1 1 12 13 14
35 11 12 13 14 15 11 12 13 14 15 1l 12 13 14 15
40 12 13 14 15 6 12 13 14 15 16 12 13 14 15 16
45 12 13 15 16 17 13 14 15 16 17 13 14 15 16 17
50 13 14 15 17 18 13 15 16 17 18 14 15 16 17 ’w
Approximation 1.92 ) 22 2_:4_5 0% Lol z—l-_i 2 2—4_9 2—6-3 3*0—3 3_'_3 ﬁ 2_5-3: :g
for n > 50 i van Vm Va Vn va ¥n Va ¥Ya Vn T T T T R U T
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Fuente: Tabla 19 de Practical Nomparametric statistics. W. J. Conover.
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Tabla F

Cuantiles del estadistico de Smirnov de k -muestras para dos colas

Los datos ingresados en esta tabla, divididas por n seleccionan cuantiles de dos colas para k -

muestras del estadistico T, de Smirnov. Obtenemos el p cuantil, buscamos en la tabla n, el

numero de observaciones en cada una de las k -muestras y obtenemos el listado con el numero

muestras k y bajo el p deseado. El valor obtenido de la tabla es entonces dividido por n para

el cuantil conveniente de p . Rechazamos H, si T, excede al cuantil p . El cuantil aproximado

dado en el final de la tabla requiere solo division por Jn' como indica y son validos para todos

los valores de k.

P =9 P =9 P = 975 p= 49
2(k=2)
J(2<hk <) J (k=2
J(k=2) $2<k<I0) §(2<k <) 4(k=1)
43k <10
4(2<k<8) 4 (k=213 4 (k=2 5(<k<6)
5(k=910) 50 <k<10) 503<k<10)
425k <9 4(k=2) SQ<k <) 5(k=2
5(5<k <) 503 <k 6 (6 <k<ID) 6(3 <k <I0)
(k=2 5(2<k<6) 5k =2 6(2<k<T)
5 <k <10) 6(7T<k<I10) 6 (3 <k <10 T(8<k<I0)
4 (k=2 5(k=23 6(2<k<9) 6 (k=23
50 <k <10 b4 <k <I0) 7 (k =10) 74 <k <10
5(2<k<L0) S(k=2) 6(2<k<)) 72 <k <10)
6(7<k<10) 6(3<k<I10) 7(6<k<10)
5(k=23) b(2<k <) 6 (k=2 74 =23)
6 (4 <k <I10) T(5<k<10) 73 <k<10) g4 <k <y
62<h<T 6 (k=2) Tk =293 8§ (2<k <))
T8 <k<I0) 703 <k<I0) § (4 <k <IM0) 9 (6 <k <10
6 (k=23 T12<k<)) 8§ (2<k<8) g(k=2)
T4 <k <0 9 (k=910 9(3<k<I0)

§(6 <k <10)

S5h=213)
6(2<k<10)

6 (k=27
7@ <k<I0)
TR<LkLI

T(2<k<4)
8(5<k <10)
8(2<k<)
Y (8 <Ak <I0)
8 (k=2)

9 (3 <h<I0)
92<k <Y
10 (5 <k <10)
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Tabla F

n=18

n =730
n =133
n =40
n =45
n =50

Approxi-
nation

for n > 50

Continuacion

p=9 p=.9 p=975 p=9 p =993
6 (k =2) Tk =2 82<k<d) 9 2<k <4) 10(2<k <Y)
T3<k<I0) 8 (3<k<I0) 9(5<k<I0) 10 (5 <k <10) 1 (k=10
12<k<6) 82<k<T) 8 (k=2 9 (k =2) 10 (k =2,3)
BOKALI)  9B<hLI) 9B <h<I) 103 <k<I0) 1@<k <10
8§ 2<h<Y) 9 2<k<8) 9 (k=2 11 Q<k<8) (k=2

103 <k <9)

9 (k =9,10) 10 (k =9, 10) 1 (k = 10) 12 (k =9, 10) 123 <k <10)
8 (k =2) 9 (k=2 10 (k=2 12(2<k<8) 12 (k =2)
YOGSk 1003 <k<I) LBk 1Bk =910 130 <k <10)
92 <k <) 10 (k =2,3) 1 (k=2 13Q<k<8) 13(k=2
0(Lk<I)  HELKLI)  RE<KLI) (k=910 43 <k <I0)
10(2<k<8) 1(2<k<9) 12 (k=23) 13 (k=2 4 (k=2
1k =9,10) 12(6<k<I0)  BUALKLI) 4Bk 153<k<10)
10 (k =2,3) 122<k<8) 3Q<k<S) 14 (k =2) 15 (k =2
Il @4<k<10) 13 (k=9,10) 4O<k<I0) 153 <A< 1603 <k <10)
I (2<k<0) 12(k=213) 14(2<k<Y) 15 (k=23) 16 (k =2,3)
(T<k<I0) BELKLI) 15 (k= 10) 16(4<k<10) 174 <k <I0)

152\Vn 1.73)Va 192V 215V 230/\ 0

Fuente: Tabla 20 de Practical Nomparametric statistics. W. J. Conover.
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Tabla G Cuantiles de la prueba estadistica de Kendall

Las entradas de esta se seleccionan cuantiles w, del estadistico de prueba T de Kendall, para
seleccionar valores de p . Solo cuantiles superiores son dados aqui, pero los cuantiles inferiores

pueden ser obtenidos de la relacién

W, =-W,

-p
la regidn critica correspondiente para valores de T mayores que (0 menores que) peor no

incluyendo el cuantil apropiado. Note que la mediana T de es cero.

n p = .900 .950 .975 .990 .995
4 4 4 6 6 6
5 6 6 8 8 10
6 7 9 11 11 13
7 9 11 13 15 17
8 10 14 16 18 20
9 12 16 18 22 24
10 15 19 21 25 27
11 17 21 25 29 31
12 18 24 28 34 36
13 22 26 32 38 42
14 23 31 35 41 45
15 27 33 39 47 51
16 28 36 44 50 56
17 32 40 48 56 62
18 35 43 51 61 67
19 - 37 47 55 65 73
20 40 50 60 70 78
21 42 54 64 76 84
22 45 59 69 81 89
23 49 63 73 87 97
24 52 66 78 92 102
25 56 70 84 98 108
26 59 75 - 89 105 115
27 61 79 93 111 123
28 66 84 98 116 128
29 68 88 104 124 136
30 73 93 109 129 143
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Tabla G Continuacién
n p = .900 .950 975 .990 995
31 75 97 115 135 149
32 80 102 120 142 158
33 84 106 126 150 164
34 87 111 131 155 173
35 91 115 137 163 179
36 94 120 144 170 188
37 98 126 150 176 196
38 103 131 155 183 203
39 107 137 161 191 211

i 40 110 142 168 198 220

Fuente: Tabla 11 de Practical Nomparametric statistics. W. J. Conover.

Para n mayores que 40, el cuantil aproximado de T puede ser obtenido de

Wp = Xp\/

n(n—1)2n+5)

18

donde X, es de la distribucion normal estandar dado en tabla A.
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Tabla H

Para n o m mayores que 20, el cuantil w, de T puede ser aproximado por

+1+xp\/

donde x, es el quantil p de la variable aleatoria normal estandar, obtenido de tabla A.

Cuantiles del numero total de rachas del estadistico de Wald-Wolfowits

Wy

_2mn
m-+n

2mn(2mn —m —n)

(m+n)*(m+n-1)

Ny No Woos Wor Yo Wos "o Woo Wz Wz W.o9 Woes
B A et ey I 3 T
8 — — — 3 3 — — — o =
11 — — — 3 3 o —_ — — son
4 == 3 3 3 T e
17 — — 3 3 3 - — — — —
20 — 3 3 3 4 — == — — —
5 5 — 3 3 4 4 8 8 9 9 —_
8 3 3 4 4 5 9 10 10 . e
11 4 4 5 5 6 10 — — =2 15
14 4 4 5 6 6 . — = — —
17 4 5 5 6 7 — o — . —
20 5 5 6 6 7 == — — — —
8 8 4 5 5 6 6 12 12 13 13 14
11 S 6 6 7/ 8 13 14 14 15 15
14 6 6 7 8 8 14 15 15 16 16
17 6 7 8 8 9 15 15 16 — —_—
20 7 7 8 9 10 15 16 16 — —_
11 11 6 7 8 8 9 15 16 16 17 18
14 7 8 9 9 10 16 17 18 19 19
17 8 9 10 10 11 17 18 19 20 21
20 9 9 10 11 12 18 19 20 21 21
14 14 8 9 10 11 12 18 19 20 21 22
17 9 10 11 12 13 20 21 22 23 23
20 10 11 12 13 14 21 22 23 24 24
17 17 11 11 12 13 14 22 23 24 25 25
20 12 12 14 14 16 23 24 25 26 27
20 20 13 14 15 16 17 25 26 2k 28 29

Fuente: Tabla 23 de Practical Nomparametric statistics. W. J. Conover.
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Tabla |

Cada entrada de la tabla etiquetado con P es la probabilidad de la cola derecha para R, el
coeficiente de correlacién de rango de Spearman para muestras de tamafio n, y también la
probabilidad de para —R . La segunda porcion de la tabla es dada para valores de R (-R) tal

que la probabilidad de la cola derecha (cola izquierda) es el valor que mas sobresale en cada

Coeficiente de correlacion de rango de Spearman

fila.

n R P n R P n R Yo n R P

8 1000 167 7 1000 .000 8 810 Ol 9 1000 000
500500 964 001 786  .014 983 .000

4 1000 042 929 003 762 .018 967 000
800  .167 893 .006 738 .023 950 000
600 208 857 012 714 .029 933 000
400" 375 821 017 690  .035 917 001
200 458 86 024 667  .042 900 001
000 542 750 033 643 .048 883 .002

5 1.000 .008 714 .044 619 .057 -867 -002
900 042 679 055 595  .066 850 003
800 067 643 069 571 .076 833 004
700 117 607 083 548  .085 817 .005
600 175 571 100 524 .098 800 .007
500  .295 536 118 500  .108 783 .009
400 958 500 133 476 122 767 011
300 342 464 151 452 .134 750 013
200 392 429 177 429 150 733 016
100 43 393 198 405  .163 717 018
000 5% 357 222 381  .180 700 022

6 1000 .00 321 249 357 .195 683 025
943 008 286 278 333 214 667 029
886 017 250 297 310 231 650 033
829 025 214 331 286 250 633 .038
71 .05 179 357 262 268 617 043
714 068 143 391 238 291 600 048
657 083 107 420 214 .310 583 054
600 121 071 453 190 332 567 060
543 349 036 482 167 352 550 066
486 178 000 518 143 376 533 074
429 210 8 1000 000 119 397 517 081
371 249 976 000 095 420 500 .089
314 282 952 001 071 441 483 007
257 329 929 001 048 467 467 106
200 357 905 002 024 .488 450 115
143 401 881 004 000 512 433 125
086 460 857 005 417 135
029 500 833 008 400 146
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Tabla |

Continuacion

APPENDIX OF TABLES 507

Table M (continued)

n R P n R P n R P n R ! 2

9 .383 .156 10 .964 000 10 636 .027 10 .309 .193

367 .168 952 000 624 .030 297 .203
350 179 .939 000 612 .033 .285 214
.333 .193 927 .000 .600 .037 i .224
317 205 915 .000 .588 .040 261 235
.300 218 .903 .000 576 044 248 .246
283 231 .891 .001 .564 .048 .236 257
267 247 879 .001 5562 .052 224 .268
250 260 .B67 .001 539 .057 212 280
233 276 .855 001 527 062 200 .292
217 290 842 002 515 067 .188 .304
200 .307 .830 .002 .503 072 176 .316
.183 322 .818 003 491 077 .164 .328
167 .339 .B06 004 479 .083 .152 341
150 354 794 004 467 .089 .139 .354
.133 A72 .782 .005 455 .096 127 367
117 .388 270 .007 442 .102 .115 379
.100 405 758 .008 430 .109 .103 .393
.083 422 745 .009 418 .116 .091 .406
067 440 733 .010 .406 124 079 419
.050 456 721 012 .394 .132 067 .433
033 474 709 .013 .382 .139 .055 446
017 491 697 015 370 .148 042 459
000 509 685 017 .358 .156 .030 473

10 1.000 .000 673 .019 .345 165 .018 486
988 000 661 .022 333 174 .006 500
976 000 648 025 .321 .184

Fuente: Tabla M de Nonparametric statistical inference. Jean Dickinson Gibbons y Subarata

Chakranorti. Third edition.
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Tabla J

Estadistico de Rachas de von Neumann

Cada entrada de la tabla para n <10 es el valor P exacto de la cola derecha o cola izquierda

del correspondiente valor del listado NM . Solo estos valores NM que son cerrados para los

valores tipicos de « =0.005, 0.01, 0.025, 0.05 y 0.10 son incluidos. La entrada de la tabla

para n > 10 son los valores criticos de la cola derecha de RVN para los mismos valores tipicos

de «a . Dado que estas entradas son basadas en la aproximacion beta con simetria sobre 2,

correspondientes a los valores criticos de la cola derecha son facilmente encontrados. Por

ejemplo si n =40, a =0.005, el valor critico de la cola izquierda de RVN es 1.22 y el valor

critico de la cola derecha es 2.78.

P values for selected values of NM

P values for selected values of NM

Left- Right- Left- Right-
n NM tail P NM tail P n NM tail P NM tail P
4 3 0.0833 17 0.0833
6 0.2500 14 0.2500 9 34 0.0045 208 0.0046
35 0.0055 207 0.0053
5 4 0.0167 35 0.0333 40 0.0096 202 0.0091
T 0.0500 33 0.0667 41 0.0109 201 0.0104
10 0.1333 30 0.1333 49 0.0236 191 0.0245
- 50 0.0255 190 0.0262
6 5 0.0028 65 0.0028 59 0.0486 181 0.0499
8 0.0083 63 0.0083 60 0.0516 180 0.0528
11 0.0250 62 0.0139 71 0.0961 169 0.0978
14 0.0472 60 0.0194 T2 0.1010 168 0.1030
16 0.0750 59 0.0306
17 0.0806 56 0.0361 10 51 0.0050 282 0.0046
19 0.1306 55 0.0694 59 0.0100 281 0.0051
52 0.0972 72 0.0242 273 0.0097
51 0.1139 73 0.0260 272 0.0103
8BS 0.0493 259 0.0240
7 14 0.0048 101 0.0040 86 0.0517 258 0.0252
15 0.0079 100 0.0056 101 0.0985 246 0.0475
17 0.0119 98 0.0087 102 0.1017 245 0.0504
18 0.0151 97 0.0103 229 0.0990
20 0.0262 93 0.0206 228 0.1023
24 0.0444 92 0.0254
25 0.0563 88 0.0464
31 0.0988 87 0.0536
32 0.1155 81 0.0988
80 0.1115
8 23 0.0049 149 0.0043
24 0.0073 148 0.0052
26 0.0095 144 0.0084
27 0.0111 143 0.0105
32 0.0221 136 0.0249
33 0.0264 135 0.0286
39 0.0481 129 0.0481
40 0.0529 128 0.0530
48 0.0978 120 0.0997
49 0.1049 119 0.1074

Estadistica no paramétrica

220



Apéndice de Tablas

Tabla J Continuacién

n 0005 0010 0025 0050 0100 n 0.005 0.010 0.025 0.050 0.100

10 062 072 089 1.04 123 80 144 149 157 164 171

11 067 077 093 108 126 8 145 150 158 165 1.72
90 147 152 159 166 1.73

12 071 081 09 1.11 129 95 148 153 160 166 174

13 074 084 100 114 132 100 149 154 161 167 1.74

14 0.78 0.87 1.03 117 1.34
100° 148 153 161 167 1.74

15 081 090 105 119 136 100® 149 154 161 167 1.74

16 084 093 108 121 1.38

17 087 096 110 124 1.40

18 089 098 113 126 141

19 092 101 115 127 143

20 094 103 117 129 144

21 096 1.05 1.18 131 145

22 098 - 1.07 120 132 146

23 1.00 109 122 133 148

24 102 110 123 135 149

25 104 112 125 136 1.50

26 1.05 113 126 137 151

27 107 115 127 138 151

28 108 116 128 139 152

29 1.10 118 130 140 153

30 1.11 119 131 141 154

32 1.13 121 133 143 155

34 116 123 135 145 157

36 118 125 136 146 158

38 120 127 138 148 1.59

40 122 129 139 149 1.60

42 124 130 141 150 161

4 125 132 142 151 162

46 127 133 143 152 1.63

48 128 135 145 153 163

50 129 136 146 154 1.64

56 133 139 148 156 1.66

60 135 141 150 158 1.67

656 138 143 152 160 1.68

70 140 145 154 161 1.70

75 142 147 155 162 171

Fuente: Tabla S de Nonparametric statistical inference. Jean Dickinson Gibbons y Subarata

Chakranorti. Third edition.
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Tabla K Distribucién Binomial Acumulada

Cada entrada de la tabla es la probabilidad de la cola izquierda de x o éxitos menores en n

evento de Bernoulli donde @ es la probabilidad de un suceso en cada evento.

n x .05 10 15 20 .25 .30 .35 40 45
1 0 9500 .9000 8500 .8000 7500 .7000 6500 .6000 .5500
1 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
2 0 9025 8100 1225 .6400 .5625 4900 4225 .3600 .3025
1 9975 .9900 9775 .9600 9375 9100 8775 .8400 7975
2 1.0000  1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
3 0 8574 7290 6141 5120 4219 .3430 2746 2160 .1664
1 9928 9720 .9392 .8960 .8438 .7840 7182 .6480 5748
o 9999 9990 .9966 .9920 9844 9730 9571 9360 .9089
3 1.0000  1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
4 0 .8145 6561 5220 4096 3164 2401 .1785 1296 .0915
1 .9860 9477 .8905 8192 71383 6517 .5630 4752 3910
2 9995 9963 9880 9728 9492 9163 8735 .8208 71585
3 1.0000 .9999 9995 .9984 9961 9919 9850 9744 .9590
4 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
5 0 7738 .5905 .4437 3277 .2373 1681 1160 0778 .0503
1 9774 9185 .8352 71373 .6328 .5282 4284 .3370 .2562
2 .9988 9914 9734 9421 .8965 .8369 7648 .6826 5931
3 1.0000 .9995 9978 9933 9844 9692 .9460 9130 .8688
4 1.0000 1.0000 .9999 .9997 .9990 9976 .9947 9898 9815
5 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
6 0 1351 5314 3771 2621 .1780 1176 .0754 .0467 0277
1 9672 .8857 1765 6554 5339 .4202 3191 2333 .1636
2 9978 9842 9527 9011 8306 1443 6471 5443 4415
3 9999 9987 9941 9830 9624 9295 .8826 8208 7447
4 1.0000 .9999 .9996 .9984 9954 9891 9777 9590 .9308
5 1.0000 1.0000 1.0000 9999 9998 9993 9982 9959 9917
6 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
7 0 .6983 4783 3206 .2097 .1335 .0824 .0490 .0280 .0152
1 9556 .8503 71166 5767 4449 .3294 .2338 1586 1024
2 9962 9743 9262 8520 71564 6471 5323 4199 3164
3 .9998 9973 9879 9667 9294 .8740 8002 7102 6083
4 1.0000 9998 .9988 9953 9871 9712 9444 9037 8471
5 1.0000  1.0000 9999 9996 9987 9962 9910 9812 9643
6 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9999 .9998 9994 9984 9963
7 1.0000  1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

B B B B B B B B B B B B B B A N B I N N B N I I i
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Tabla K Continuacién
[]
n x .50 55 60 65 70 15 80 85 90 95
1 0 5000 4500 .4000 .3500 .3000 .2500 .2000 .1500 .1000 .0500
1 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
2 0 2500 .2025 .1600 .1225 .0900 .0625 .0400 .0225 .0100 .0025
1 7500 .6975 6400 5775 5100 4375 .3600 2775 .1900 .0975
2 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
3 0 .1250 .0911 .0640 .0429 .0270 .0156 .0080 .0034 .0010 .0001
1 5000 .4252 .3520 .2818 2160 .1562 .1040 .0608 .0280 .0072
2 8750 .8336 .7840 7254 6570 5781 4880 .3859 2710 .1426
3 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
4 0 .0625 .0410 .0256 .0150 .0081 .0039 .0016 .0005 .0001 .0000
1 .3125 2415 1792 .1265 .0837 .0508 .0272 .0120 .0037 .0005
2 6875 .6090 5248 4370 3483 2617 .1808 .1095 .0523 .0140
3 9375 9085 .8704 8215 7599 6836 5904 4780 3439 1855
4 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
5 0 .0312 .0185 .0102 .0053 .0024 .0010 .0003 .0001 .0000 .0000
1 .1875 .1312 0870 .0540 .0308 0156 0087 .0022 .0005 .0000
2 5000 4069 .3174 .2352 1631 .1035 0579 .0266 .0086 .0012
3 8125 7438 6630 5716 4718 3672 2627 .1648 .0815 .0226
4 9688 9497 9222 8840 8319 7627 6723 5563 4095 .2262
5 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
6 0 .0156 .0083 .0041 .0018 .0007 .0002 .0001 .0000 .0000 .0000
1 .1094 0692 0410 .0223 .0109 .0046 .0016 .0004 .0001 .0000
2 3438 2553 1792 1174 .0705 0376 .0170 .0059 .0013 .0001
3 6562 5585 4557 .3529 2557 .1694 0989 .0473 .0158 .0022
4 8906 .8364 7667 .6809 .5798 4661 .3446 2235 .1143 .0328
5 9844 9723 9533 9246 .8824 .8220 .7379 6229 .4686 .2649
6 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
7 0 .0078 .0037 .0016 .0006 .0002 .0001 0000 .0000 .0000 .0000
1 0625 .0357 .0188 .0090 .0038 .0013 .0004 .0001 .0000 .0000
2 2266 .1529 0963 .0556 .0288 .0129 .0047 .0012 .0002 .0000
3 5000 .3917 2898 .1998 .1260 .0706 .0333 .0121 .0027 .0002
4 7734 6836 5801 4677 .3529 .2436 .1480 0738 .0257 .0038
5 9375 8976 .8414 7662 6706 5551 4233 2834 .1497 .0444
6 9922 9848 9720 9510 9176 8665 .7903 .6794 5217 .3017
7 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

Estadistica no paramétrica

223



Apéndice de Tablas

Tabla K Continuacion
n  x .05 .10 .15 .20 25 .30 35 40 45
8 0 .663¢ 4305 2725 .1678 .1001 .0576 .0319 .0168  .0084
1 9428 8131 6572 5033 3671 .2553 .1691  .1064  .0632
2 9942 9619 8948 7969 6785 5518 .4278 3154 2201
3 9996 9950 9786 9437 8862 8059 .7064 5941 4710
4 1.0000 9996 9971 9896 9727 9420 .8939  .8263  .739
5 1.0000 1.0000 9998 9988 9958 9887 9747 9502 9115
6 1.0000 1.0000 10000 9999 9996 9987 9964 .9915 .9819
7 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10000 - .9999 9998 9993  .9983
8 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
9 0 6302 .3874 2316 .1342 0751 .0404 .0207 .0101  .0046
1 9288 7748 5995 4362 .3003 .1960 .1211  .0705 .0385
2 9916 9470 .8591 7382 .6007 .4628 .3373 2318  .1495
3 9994 9917 9661 9144 8343 7297 6089 .4826 .3614
4 10000 9991 9944 9804 9511 9012 .8283 7334  .6214
5 10000 9999 9994 9969 9900 9747 9464 9006  .8342
6 1.0000 1.0000 1.0000 9997 9987 9957 9888 9750  .9502
7 1.0000 1.0000 1.0000 10000 9999 9996 .9986  .9962  .9909
8 10000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9999  .9997  .9992
9 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
10 0 5987 .3487 .1969 .1074 .0563 .0282 .0135 .0060  .0025
1 9139 7361 5443 3758 .2440 .1493 .0860 .0464  .0233
2 9885 9298 8202 6778 .5256  .3828 2616 .1673  .0996
3 9990 9872 9500 8791 .7759 6496 5138  .3823  .2660
4 9999 9984 9901 9672 9219 .8497 7515 .6331 5044
5 10000 9999 9986 9936 9803 9527 9051 .8338  .7384
6 1.0000 1.0000 9999 9991 9965 .9894  .9740 .9452  .8980
7 1.0000 1.0000 1.0000 9999 9996 9984 .9952 9877 9726
8 10000 1.0000 1.0000 10000 1.0000 .9999 .9995 9983  .9955
9 10000 1.0000 10000 10000 1.0000 1.0000 1.0000 .9999  .9997
10 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
11 0 5688 3138 .1673 .0859 .0422 .0198 .0088  .0036 .0014
1 8981 6974 4922 3221 .1971 .1130 .0606 .0302 0139
2 9848 9104 7788 6174 4552 3127 2001 .1189  .0652
3 9984 9815 9306 .8389 .7133 5696 4256 2963 .19
4 9999 9972 9841 9496 .8854 7897 .6683  .5328  .3971
5 10000 9997 9973 9883 9657 9218 .8513  .7535 6331
6 1.0000 10000 9997 9980 9924 9784 9499 9006 8262
7 1.0000 10000 1.0000 9998 .9988 .9957 9878 9707  .9390
8 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 9999 9994 9980 .9941 9852
9 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 9998 9993 9978
10 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 9998
11 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
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Apéndice de Tablas

Tabla K Continuacion

]

n x .50 .55 .60 .65 70 75 .80 .85 90 95

§ 0 .0039 .0017 .0007 .0002 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
1 .0352 .0181 .0085 .0036 .0013 .0004 .0001 .0000 .0000 .0000
2 1445 0885 .0498 .0253 .0113 .0042 0012 .0002 .0000 .0000
3 3633 2604 .1737 .1061 .0580 .0273 0104 .0029 .0004 .0000
4 6367 5230 4059 2936 .1941 .1138 0563 .0214 0050 .0004
5 8555 7799 6846 5722 4482 3215 .2031 .1052 .0381 .0058
6 .9648 9368 .8936 .8309 .7447 6329 4967 3428 .1869 .0572
7 9961 9916 .9832 9681 9424 8999 .8322 7275 5695 .3366
8 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

9 0020 .0008 .0003 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000

0

1 .0195 .0091 .0038 .0014 .0004 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000
2 0898 .0498 .0250 .0112 .0043 .0013 .0003 .0000 .0000 .0000
3 2539 .1658 .0994 0536 .0253 .0100 .0031 .0006 .0001 .0000
4 5000 3786 2666 .1717 .0988 .0489 .0196 .0056 .0009 .0000
5 7461 6386 5174 .3911 2703 .1657 .0856 .0339 .0083 .0006
6 .9102 8505 .7682 6627 .5372 .3993 2618 .1409 .0530 .0084
7 9805 9615 9295 8789 8040 .6997 5638 4005 2252 .0712
8 9980 9954 9899 9793 9596 9249 .8658 .7684 6126 .3698
9 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

10 0 .0010 .0003 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
1 .0107 0045 .0017 .0005 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
9 0547 0274 .0123 .0048 0016 .0004 .0001 .0000 .0000 .0000
3 1719 .1020 0548 .0260 .0106 0035 .0009 .0001 .0000 .0000
4 3770 2616 1662 .0949 0473 0197 0064 0014 .0001 .0000
5 6230 4956 3669 .2485 1503 .0781 .0328 .0099 .0016 .0001
6 8281 7340 6177 4862 3504 2241 .1209 .0500 .0128 = .0010
7 9453 9004 8327 7384 6172 4744 3222 1798 0702 0115
8 9893 9767 9536 9140 8507 7560 6242 4557 2639 .0861
9 9990 9975 9940 9865 9718 9437 8926 8031 6513 4013
0 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

——

11 0 .0005 .0002 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
1 0059 0022 .0007 .0002 0000 .0000 .0000 0000 .0000 .0000
9 0327 0148 0059 .0020 .0006 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000
3 1133 .0610 0293 0122 .0043 .0012 .0002 .0000 .0000 .0000
4 2744 1738 0994 0501 0216 .0076 .0020 .0003 .0000 .0000
5 5000 .3669 .2465 1487 0782 0343 0117 0027 0003 .0000
6 7256 6029 4672 3317 2103 .1146 0504 0159 0028 .0001
7 8867 8089 7037 5744 4304 2867 1611 .0694 0185 0016
8 9673 9348 8811 7999 6873 5448 3826 2212 0896 0152
9 9941 9861 9698 9394 8870 8029 6779 5078 .3026 1019
0 9995 9986 9964 9912 9802 9578 9141 8327 6862 4312
1 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

Estadistica no paramétrica 55



Apéndice de Tablas

Tabla K Continuacién
n x 05 10 15 20 25 30 35 40 45
12 0 5404 2824 1422 0687 .0317 .0138  .0057 .0022  .0008
1 8816 6590 4435 2749 1584 0850 .0424 0196  .0083
2 9804 8891 7358 5583  .3907 2528 1513 0834 0421
3 9978 9744 9078 7946 6488 4925 3467 2253  .1345
4 9998 9957 9761 9274 8424 7237 5833 4382  .3044
5 1.0000 9995 9954 9806 9456 8822 7873 6652  .5269
6 10000 9999 9993 9961 9857 9614 9154  .B418  .7393
7 10000 1.0000 9999 9994 9972 9905 9745 9427 8883
8 10000 1.0000 1.0000 9999 9996 9983 9944 9847 9644
9 10000 1.0000 1.0000 10000 1.0000 9998 9992 9972  .9921
10 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9999 9997  .9989
11 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9999
12 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
13 0 5133 2542 1209 0550 .0238  .0097 .0037 .0013  .0004
1 8646 6213 3983 2336  .1267 .0637 .0296 .0126  .0049
2 9755 8661 7296 5017 3326 2025 .1132  .0579  .0269
3 9969 9658 9033 7473 5843 4206 2783  .1686  .0929
4 9997 9935 9740 9009 7940 6543 5005 .3530 2279
5 10000 9991 9947 9700 9198 8346 7159 5744 4268
6 10000 9999 9987 9930 9757 9376 8705 7712 6437
7 10000 1.0000 9998 9988 9944 9818 9538 9023  .8212
8 1.0000 10000 1.0000 9998 .9990 .9960 9874 9679  .9302
9 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 9999 9993 9975 9922 9797
10 1.0000 1.0000 1.0000 10000 1.0000 9999 9997 9987 9959
11 10000 1.0000 1.0000 1.0000 10000 1.0000 10000 9999  .9995
12 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
13 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
14 0 4877 2288 1028  .0440 .0178 .0068  .0024  .0008  .0002
1 8470 5846  .3567  .1979  .1010  .0475  .0205 .0081  .0029
2 9699 8416 6479 4481 2811  .1608  .0839  .0398  .0170
3 9958 9559 8535 6982 5213 3552 2205 .1243  .0632
4 9996 9908 9533 8702 7415 5842 4227 2793  .1672
5 10000 9985 9885 9561 8883  .7805  .6405 4859  .3373
6 10000 9998 9978 9884 9617 9067 8164 6925 5461
7 10000 10000 9997 9976 9897 9685 9247 8499 7414
8 10000 1.0000 1.0000 9996 9978 9917 9757 9417 8811
9 1.0000 10000 1.0000 10000 9997 9983 9940 9825 9574
10 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 9998 9989 9961  .9886
11 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 9999 9994 9978
12 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10000 1.0000 10000 9999  .9997
13 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
14 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

Estadistica no paramétrica
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Apéndice de Tablas

Tabla K Continuacion

n x .50 .55 60 .65 70 5 .80 .85 .90 95

12 0 .0002 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
1 .0032 .0011 .0003 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
2 0193 .0079 .0028 .0008 .0002 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
3 .0730 .0356 .0153 .0056 .0017 .0004 .0001 .0000 .0000 .0000
4 .1938 1117 .0573 .02556 .0095 .0028 .0006 .0001 .0000 .0000
5 .3872 2607 .1582 .0846 .0386 .0143 .0039 .0007 .0001 .0000
6 6128 4731 .3348 2127 1178 0544 .0194 .0046 .0005 .0000
7 .B062 6956 .5618 4167 2763 1576 .0726 .0239 .0043 .0002
8 9270 .8655 7747 6533 5075 3512 .2054 .0922 .0256 .0022
9 9807 9579 9166 .B487 7472 6093 4417 2642 .1109 .0196

10 .9968 9917 9804 9576 9150 .8416 7251 .5565 .3410 .1184
11 9998 9992 9978 9943 9862 9683 9313 .8578 .7176 .4596
12 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

13 0 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
1 .0017 .0005 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
2 0112 0041 0013 .0003 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
3 0461 .0203 .0078 .0025 .0007 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000
4 1334 0698 .0321 .0126 .0040 .0010 .0002 .0000 .0000 .0000
5 2905 .1788 .0977 .0462 .0182 .0056 .0012 .0002 .0000 .0000
6 .5000 3563 .2288 .1295 .0624 .0243 .0070 .0013 .0001 .0000
7 7095 5732 4256 2841 .1654 .0802 .0300 .0053 .0009 .0000
8 8666 .7721 .6470 4995 3457 .2060 .0991 .0260 .0065 0003
9 9539 9071 .8314 7217 5794 4157 2527 .0967 .0342 0031

10 .9888 9731 9421 8868 .7976 .6674 4983 2704 .1339 0245
11 9983 9951 9874 9704 9363 8733 .7664 .6017 .3787 .1354
12 9999 9996 9987 9963 9903 9762 9450 .8791 7458 4867
13 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

14 0 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
1 .0009 .0003 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
2 .0065 .0022 .0006 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
3 .0287 0114 .0039 .0011 .0002 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
4 0898 0462 .0175 .0060 .0017 .0003 .0000 .0000 .0000 .0000
5 .2120 .1189 .0583 .0243 .0083 .0022 .0004 .0000 .0000 .0000
6 .3953 2586 .1501 0753 .0315 .0103 .0024 .0003 .0000 .0000
7 6047 4539 3075 .1836 .0933 .0383 .0116 .0022 .0002 .0000
8 .7880 .6627 5141 3595 2195 .1117 .0439 0115 .0015 .0000
9 9102 8328 7207 5773 4158 2585 .1298 .0467 .0092 .0004

10 9713 9368 8757 .7795 .6448 4787 .3018 .1465 0441 .0042
11 9935 9830 .9602 9161 .8392 7189 5519 .3521 .1584 .0301
12 9991 9971 9919 9795 9525 .8990 .8021 .6433 4154 .1530
13 9999 9998 9992 9976 9932 9822 9560 .8972 7712 5123

14 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
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Apéndice de Tablas

Tabla K Continuacion
nox .05 10 15 .20 25 30 .35 40 45
15 0 4633 2059 .0874 0352 0134 .0047 .0016 .0005 .0001
1 8290 5490 3186  .1671  .0802 .0353 .0142  .0052  .0017
2 9638 8159 6042 3980 2361 1268 0617 0271  .0107
3 9945 9444  B227 6482 4613 2969 1727  .0905  .0424
4 9994 9873 9383 B358 6865 5155 3519 2173 1204
5 9999 9978 9832 9389 8516 .7216  .5643 4032  .2608
6 1.0000 9997 9964 9819 9434 8689 7548 6098 4522
7 10000 1.0000 9994 9958 9927 9500  .8868  .7869  .6535
8 1.0000 1.0000 9999 9992 9958 9848 9578 9050 8182
9 10000 10000 10000 9999 9992 9963 9876  .9662 9231
10 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 9999 9993 9972 9907 9745
11 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 9999 9995 9981 9937
12 1.0000 1.0000 1.0000 10000 1.0000 1.0000 9999 9997 9989
13 10000 10000 1.0000 1.0000 10000 1.0000 10000 1.0000 9999
14 1.0000 10000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
15 10000 10000 1.0000 1.0000 10000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
16 0 4401 1853 0743  .0281 .0100 .0033 .0010  .0003  .0001
1 8108 5147 2839 1407 0635 .0261  .0098  .0033  .0010
2 9571 71892 5614 3518 1971 0994 0451 .0183  .0066
3 9930 9316 .7899 5981 4050 2459  .1339  .0651  .0281
4 9991 9830 9209 7982 6302 4499 2892  .1666  .0853
5 9999 9967 9765 9183  B103 6598 4900 3288  .1976
6 10000 9995 9944 9733 9204 8247 6881 5272 3660
7 10000 9999 9989 9930 9729 9256  .B406  .7161  .5629
8 10000 10000 .9998  .9985 9925 9743 9329 8577 T4l
9 10000 10000 1.0000 9998 9984 9929 9771 9417 8759
10 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 9997  .9984 9938 9809 9514
11 1.0000 1.0000 1.0000 10000 10000 9997 9987 9951 9851
12 1.0000 1,0000 1.0000 1.0000 10000 10000 9998  .9991  .9965
13 10000 1.0000 10000 10000 1.0000 1.0000 1.0000 9999  .999%4
14 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9999
15 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
16 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

Estadistica no paramétrica
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Apéndice de Tablas

Tabla K Continuacion

1]
50 95 60 65 70 5 .80 85 90 95

-

15 0 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
1 .0005 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
2 .0037 .0011 .0003 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
3 .0176 .0063 .0019 .0005 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
4 0592 0255 .0093 .0028 .0007 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000
5 1509 0769 .0338 .0124 .0037 .0008 .0001 .0000 .0000 .0000
6 .3036 1818 .0950 .0422 0152 .0042 .0008 .0001 .0000 .0000
7 5000 3465 2131 1132 0500 .0173 .0042 .0006 .0000 .0000
8 6964 5478 3902 2452 1311 .0566 .0181 .0036 .0003 .0000
9 8491 7392 5968 4357 2784 1484 0611 .0168 .0022 .0001

10 9408 8796 7827 6481 4845 3135 1642 .0617 .0127 .0006
11 9824 9576 9095 8273 7031 5387 3518 1773 .0556 .0055
129963 9893 9729 9383 8732 7639 6020 3958 .1841 0362
139995 9983 9948 9858 9647 9198 8329 6814 4510 1710

14 1.0000 9999 9995 9984 9953 9866 9648 9126 7941 5367
15 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

16 0 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
1 .0003 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
2 0021 .0006 0001 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
3 .0106 .0035 .0009 .0002 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
4 0384 0149 .0049 0013 .0003 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
5 1051 0486 .0191 .0062 .0016 .0003 .0000 .0000 .0000 .0000
6 2272 1241 0583 .0229 .0071 .0016 .0002 .0000 .0000 .0000
7 4018 2559 1423 0671 .0257 0075 .0015 .0002 .0000 .0000
8 5982 4371 2839 1594 0744 0271 .0070 .0011 .0001 .0000
9 7728 6340 4728 3119 1753 0796 0267 .0056 .0005 .0000
10 .8949 8024 6712 5100 .3402 .1897 0817 0235 .0033 .0001

9616 9147 8334 7108 5501 .3698 2018 .0791 0170 .0009
12 9894 9719 9349 8661 7541 5950 4019 2101 0684 .007C
13 9979 9934 9817 9549 9006 8729 6482 4386 2108 .0429
14 9997 9990 9967 .9902 9739 9365 8593 7161 4853 .1892
15 1.0000 9999 9997 9990 9967 9900 9719 9257 .B147 .5599
16 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10000 1.0000 1.0000 1.0000

—
—
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Apéndice de Tablas

e e B B S
T L P o e e
D B D B B B B B B B B BB
D B D B B B B B B B B BB
E B B B B e B B B B B B BBt

Tabla K Continuacion
n x 05 10 16 20 25 30 35 40 45
170 4181 1668 0631 0225 0075 0023 0007 0002 .0000
L7922 4818 2505 1182 0501 0193 0067 0021 0006
2 9497 7618 5198 3096 1637 0774 0327 0123 0041
39912 9174 7556 5489 3530 2019 1028 0464 0184
4 9988 9779 9013 7582 5739 3887 2348 1260 0596
5 9999 9953 9681 8943 7653 5968 4197 2639 1471
6 10000 9992 9917 9623 8929 7752 6188 4478 2902
7 10000 9999 9983  .989] 9598 8954 7872 6405 4743
8 10000 1.0000 9997 9974 9876 9597 9006 8011 6626
9 10000 1.0000 1.0000 9995 9969 9873 9617 9081 8166
100 1.0000 1.0000 10000 .9999 9994 9968 9880 9652 9174
1110000 1.0000 1.0000 1.0000 9999 9993 9970 9894 9699
12 10000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 9999 9994 9975 9914
13 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 9999 9995 9981
1410000 1.0000 10000 10000 10000 1.0000 1.0000 9999 9997
15~ 1.0000 1.0000 10000 1.0000 10000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
16 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000  1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
1710000 1.0000 1.0000 10000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
18 0 3972 1501 0536 0180 .0056 .0016 .0004 0001 0000
17735 4503 2241 0991 0395 0142 0046 0013  .0003
2 9419 7338 4797 292713 . 1353 0600 0236 .0082 .0025
3 9891 9018 7202 5010 3067 1646 0783  .0328 0120
4 9985 9718 8794 7164 5187 3327 1886 0942 0411
5 9998 9936 9581 8671 7175 5344 3550 2088 1077
6 10000 9988 9882 9487 8610 7217 5491 3743 2258
7 10000 9998 9973 9837 9431 8593 7283 5634 3915
8 10000 10000 9995 9957 9807 9404 8609 7368 5718
9 10000 10000 9999 9991 9946 9790 9403 8653 1473
10 1.0000 1.0000 1.0000 9998 9988 9939 9788 9424 8720
1110000 10000 10000 10000 9998 9986 9938 9797 9463
I2°1.0000 1.0000 10000 10000 10000 9997 998 9942 9817
13 1.0000 1.0000 10000 10000 10000 10000 9997 9987 995
14710000 10000 10000 10000 10000 10000 10000 9998 9990
15 1.0000 1.0000 1.0000 10000 10000 10000 1.0000 1.0000 9999
16 1.0000 1.0000 10000 10000 10000 1.0000 10000 1.0000 10000
1710000 1.0000 1.0000 10000 1.0000 10000 10000 10000 1.0000
1810000 10000 10000 10000 10000 10000 10000 1.0000 10000

i
A
A A A A
A A A A
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Apéndice de Tablas

Tabla K Continuacion

]

n x .50 95 .60 65 10 15 .80 85 90 95
17 0 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
1 .0001 0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
2 .0012 .0003 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
3 0064 .0019 .0005 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
4 0245 .0086 .0025 .0006 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
5 0717 0301 .0106 .0030 .0007 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000
6 .1662 0826 .0348 .0120 .0032 .0006 .0001 .0000 .0000 .0000
7 3145 1834 .0919 .0383 .0127 .0031 .0005 .0000 .0000 .0000
8 5000 .3374 .1989 .0994 0403 .0124 .0026 .0003 .0000 .0000
9 6855 5257 3595 2128 .1046 .0402 .0109 .0017 .0001 .0000
10 8338 .7098 5522 .3812 2248 .1071 .0377 .0083 .0008 .0000
11 9283 8529 .7361 5803 4032 2347 .1057 .0319 .0047 .0001
12 9755 9404 8740 .7652 6113 4261 2418 .0987 .0221 .0012
13 9936 9816 .9536 .8972 .7981 6470 4511 2444 .0826 .0088
14 9988 9958 .9877 9673 9226 .B363 6904 4802 .2382 .0503
15 9999 9994 9979 9933 9807 9499 8818 .7475 5182 .2078

16 1.0000 1.0000 .9998 .9993 9977 9925 9775 9369 8332 5819
17 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

18 0 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
1 0001 0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
9 0007 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
3 0038 .0010 .0002 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
4 0154 0049 .0013 .0003 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
5 0481 .0183 .0058 .0014 .0003 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
6 1189 .0537 .0203 .0062 .0014 .0002 .0000 .0000 .0000 .0000
7 2403 1280 0576 .0212 0061 .0012 .0002 .0000 .0000 .0000
8 4073 2527 .1347 0597 .0210 .0054 .0009 .0001 .0000 .0000
9 5927 4222 2632 .1391 .0596 .0193 .0043 0005 ..0000 .0000
10 7597 6085 4366 2717 .1407 .0569 .0163 0027 .0002 .0000
11 8811 .7742 6257 4509 .2783 .1390 .0513 0118 .0012 .0000
12 9519 8923 7912 6450 4656 2825 .1329 .0419 .0064 .0002
13 9846 9589 9058 8114 .6673 4813 .2836 .1206 .0282 .0015
14 9962 9880 9672 9217 .8354 .6943 4990 2798 .0982 .0109
15 9993 9975 9918 9764 9400 .8647 7287 5203 .2662 .0581
16 9999 9997 9987 9954 9858 .9605 9009 .7759 5497 .2265

17 1.0000 1.0000 9999 9996 9984 9944 9820 9464 8499 6028
18 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
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Apéndice de Tablas

Tabla K

Continuacion

n x .06 10 .15 .20 .25 .30 .35 40 45

19 0 3774 1351 0456 0144 .0042 .0011  .0003 .0001 0000
17547 4203 1985 .0829 .0310 .0104 .0031  .0008 .0002
2 9335 7054 4413 2369 .1113 0462 0170  .0055 .0015
3 9868 8850 .6841 4551 2631 1332  .0591  .0230 0077
4 9980 9648 8556 6733 4654  .2822  .1500 .0696  .0280
5 9998 9914 9463 8369 6678 4739 2968 .1629 .0
6 10000 9983 9837 9324 8251 6655 4812 3081 .17
7 10000 9997 9959 9767 9225 8180 .6656 4878  .3169
8 10000 1.0000 9992 9933 9713 9161 8145 6675 .4940
9 1.0000 1.0000 9999 9984 9911 9674 9125 8139 6710
10 1.0000 10000 1.0000 9997 9977 9895 9653 9115 8159
11 10000 1.0000 1.0000 10000 .9995 9972 9886 9648 9129
12 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 9999 9994 9969 9884 9658
13 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 9999 9993 9969 9891
14 10000 10000 1.0000 1.0000 1.0000 10000 .9999  .9994 9972
15 1.0000 10000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9999 9995
16 10000 10000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 9999
17 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
18 10000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
19 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10000 1.0000 1.0000 1.0000

20 0 3585 .1216 .0388 .0115 .0032 .0008 .0002 .0000 .0000
1 7358 3917  .1756 0692  .0243 .0076  .0021  .0005 .000l
2 9245 6769 4049 2061 0913 0355 .0121  .0036 .0009
3 9841 8670 6477 4114 2252 1071  .0444 0160 0049
4 9974 9568 8298 6296 4148 2375 .1182 0510 .0189
5 .9997 9887 9327 8042 6172 4164 2454 1256 0553
6 10000 9976 9781 9133 7858  .6080  .4166  .2500  .1299
7 10000 9996 9941 9679 8982 7723 6010 4159 2600
8 10000 .9999 9987 9900 9591 8867  .7624 5956 4143
9 1.0000 10000 9998 9974 9861 9520  .8782 7553  .50l4
10 1.0000 1.0000 1.0000 9994 9961 9829 9468 8725 7507
11 1.0000 10000 1.0000 .9999 9991 9949 9804 9435 .8692
12 10000 10000 1.0000 10000 9998 9987 9940 9790  .9420
13 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 9997 9985 .9935 9786
14 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9997 9984 9936
15 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10000 1.0000 1.0000 .9997  .9985
16 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 9997
17 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10000
18 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
19 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1,0000
20 1.0000 10000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10000
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Tabla K Continuacion

(]
50 .55 60 .65 70 .15 .80 85 .90 95

=
-

0000 .0000 .0000 0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 0000 .0000 .0000 .0000
0004 0001 0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 0000 .0000
0022 0005 0001 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
0096 0028 .0006 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
0318 0109 0031 .0007 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
0835 0342 0116 .0031 .0006 .0001 .0000 .0000 .0000 .0000
1796 0871 0352 0114 0028 .0005 .0000 .0000 .0000 .0000
3938 1841 0885 .0347 0105 0023 .0003 .0000 .0000 0000
5000 3290 .1861 .0875 .0326 .0089 .0016 .0001 .0000 .0000
10 6762 5060 .3325 .1855 0839 0287 .0067 ,0008 .0000 .0000
11 8204 6831 5122 3344 1820 0775 .0233 0041 .0003 .0000
12 9165 8273 6919 5188 3345 1749 0676 0163 .0017 .0000
13 9682 9223 8371 .7032 5261 3322 .163l 0537 0086 .0002
14 9904 9720 9304 8500 7178 5346 .3267 1444 0352 0020
15 9978 .9923° 9770 9409 8668 7369 .5449 3159 1150 .0132
16 9996 9985 9945 9830 9538 8887 .7631 5587 2946  .0665
17 1.0000 9998 9992 9969 9896 9690 9171 8015 5797 2453
‘ 18 1.0000 1.0000 .9999 9997 9989 9958 9856 9544 8649 6226
19 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

19

W 00 =1 h on & W o — O

0000 0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
0000 0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 0000 .0000 .0000
0002 .0000 0000 .0000 .0000 .0000 .0000 0000 .0000 .0000
0013 0003 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000
0059 .0015 .0003 .0000 .0000 .0000 .0000 0000 .0000 .0000
0207 0064 .0016 .0003 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000  .0000
0577 0214 .0085 .0015 .0003 .0000 .0000 0000 .0000 .0000
1316 0580 0210 .0060 .0013 .0002 .0000 .0000 ,0000 0000
9517 .1308 .0565 .0196 .0051 0009 .0001 0000 .0000 .0000
4119 2493 1275 0532 0171 .0039 .0006  .0000 0000  .0000
10 5881 .4086 .2447 1218 0480 0139 .0026 0002 .0000 .0000
11 7483 5857 .4044 2376 .1133 0409 .0100 0013 .0001 0000
12 8684 7480 5841 3990 2277 1018 .0321 0059 .0004 .0000
13 9423 8701 .7500 5834 3920 2142 0867 .0219 0024 .0000
14 9793 9447 8744 7546 5836 .3828 1958 0673 .0113 .0003
15 9941 9811 9490 8818 7625 .5852 .3704 1702 0432 .0026
16 9987 9951 9840 9556 8929 7748 5886 .3523 1330 .0159
17 9998 9991 9964 9879 9645 9087 7939 5951 3231 .0755
18 1.0000 9999 9995 9979 9924 9757 9308 8244 6083 2642
19 1.0000 1.0000 10000 9998 9992 9968 9885 9612 8784 6415
90 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1 .0000 1.0000 1.0000

20

oo =31 h D e O = O

Fuente: Tabla C de Nonparametric statistical inference. Jean Dickinson Gibbons y Subarata
Chakranorti. Third edition.
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Tabla L Distribucion Binomio para @ = 0.5 en cada evento

Cada entrada de la tabla etiquetada con P es la probabilidad de cola de cada extremo para los

valores de K, el numero de éxito en N eventos de Bernoulli con probabilidad de éxito de
6=0.5.

Left Right Left Right Left Right
N til P tail N til P tail N twil P  tail
1 0 .5000 1 12 0 .0002 12 17 0 .0000 17
2 0 .2500 2 1 0032 11 1 0001 16

1 71500 1 2 0193 10 2 .0012 15
3 0 .1250 3 3 .0730 9 3 0064 14

1 5000 2 4 .1938 8 4 .0245 13
4 0 .0625 4 5 .3872 7 5 0717 12

1 .3125 3 6 .6128 6 6 .1662 11

2 6875 2 13 0 .0001 13 7 3145 10
5 0 .0312 5 1 0017 12 8 .5000 9

1 .1875 4 2 0112 11 18 0 .0000 18

2 5000 3 3 0461 10 1 .0001 17
6 0 .0156 6 4 1334 9 2 0007 16

1 .1094 5 5 .2905 8 3 0038 15

2 .3438 4 6 5000 7 4 0154 14

3 6562 3 14 0 .0000 14 5 .0481 13
7 0 .0078 7 1 0009 13 6 .1189 12

1 0625 6 2 .0065 12 7 .2403 11

2 2266 5 3 0287 11 8 4073 10

3 5000 4 4 0898 10 9 5927 9
g8 0 .0039 8 5 2120 9 19 0 .0000 19

1 0352 7 6 .3953 8 1 .0000 18

2 1445 6 7 6047 7 2 .0004 17

3 .3633 5 15 0 .0000 15 3 0022 16

4 6367 4 1 .0005 14 4 .0096 15
9 0 .0020 9 2 0037 13 5 0318 14

1 .0195 8 3 0176 12 6 .0835 13

& .0898 7 4 .0592 11 7 .1796 12

3 2539 6 5 .1509 10 g .3238 11

4 5000 5 6 .3036 9 9 .5000 10
10 0 .0010 10 7 5000 8 20 0 .0000 20

1 0107 9 16 0 .0000 16 1 .0000 19

2 0547 8 1 .0003 15 2 0002 18

3 .1719 7 2 0021 14 3 .0013 17

4 3770 6 3 0106 13 4 0059 16

5 6230 5 4 0384 12 5 .0207 15
11 0 .0005 11 5 .1051 11 6 .0577 14

1 0059 10 6 2272 10 7 .1316 13

2 .0327 9 i § 4018 9 8 .2517 12

3 .1133 8 8 5982 8 9 4119 11

4 2744 7 10 5881 10

5 .5000 6

Fuente: Tabla G de Nonparametric statistical inference. Jean Dickinson Gibbons y Subarata
Chakranorti. Third edition.
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Tabla M

Probabilidades para el estadistico de rango con signo de Wilcoxon

Cada entrada de la tabla etiquetada con P es la probabilidad de cola de cada extremo para los

valores de T, el estadistico de rango con signo ce Wilcoxon para muestras de tamafio N,

donde T es interpretadocomo T" o T".

Left Right Left Right Left Right
N  tail P tail N  tail P tail N tail P tail
2 0 .250 3 7 0 .008 28 9 0 .002 45
1 .500 2 1 .016 27 1 .004 44
3 0 .125 6 2 .023 26 2 .006 43
1 .250 5 3 .039 25 3 .010 42
2 375 4 4 055 24 4 .014 41
3 625 3 5 .078 23 5 .020 40
4 0 .062 10 6 .109 22 6 .027 39
1 .125 9 7 .148 21 7 .037 38
2 .188 8 8 .188 20 8 .049 37
3 312 1 9 234 19 9 .064 36
4 438 6 10 .289 18 10 .082 35
5 5662 5 11 344 17 11 .102 34
5 0 .031 15 12 406 16 12 125 33
1 .062 14 13 469 15 13 .150 32
2 .09 13 14 531 14 14 .180 31
3 .156 12 8 0 .004 36 15 .213 30
4 219 11 1 .008 35 16 .248 29
5 312 10 2 .012 34 17  .285 28
6 406 9 3 .020 33 18 .326 27
7 500 8 4 027 32 19 367 26
6 0 .016 21 5 .039 31 20 410 25
1 .031 20 6 .055 30 21 455 24
2 047 19 7 074 29 22 500 23
3 .078 18 8 .098 28 10 0 .001 55
4 109 17 9 .125 27 1 .002 o4
5 .156 16 10 .156 26 2 .003 53
6 .219 15 11 191 25 3 .005 52
7 .281 14 12 .230 24 4 .007 51
8 344 13 13 .273 23 5 .010 50
9 422 12 14 320 22 6 .014 49
10 .500 11 15 .371 21 7 .019 48
16 422 20 8 .024 47
17 473 19 9 .032 46
18 527 18 10 .042 45
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TablaM Continuacién

Left Right Left Right Left Right
N  taul P tail N tail P tail N  tail P taul
10 11 .053 44 12 0 .000 78 13 11 .007 80
12 .065 43 1 .000 77 12 .009 79
13 .080 42 2 .001 76 13 .011 78
14 .097 41 3 .001 7% 14 .013 7
15 .116 40 4 002 74 15 .016 76
16 .138 39 5 .002 73 16 .020 75
17 .161 38 6 .003 72 17 .024 74
18 .188 37 7 .005 7 18 .029 73
19 216 36 8 .006 70 19 034 72
20 246 35 9 .008 69 20 .040 71
21 278 34 10 010 68 21 047 70
22 312 33 11 .013 67 22 055 69
23  .348 32 12 .017 66 23 .064 68
24 .385 31 13 021 65 24 .073 67
25 423 30 14 .026 64 25 .084 66
26 461 29 15 032 63 26 .095 65
27 500 28 16 .039 62 27 .108 64
11 0 .000 66 17 046 61 28 .122 63
1 .001 65 18 .055 60 29 137 62
2 .001 64 19 .065 59 30 .153 61
3 .002 63 20 .076 58 31 .170 60
4 .003 62 21 .088 57 32 188 59
5 005 61 22 .102 56 33 207 58

6 .007 60 23  .117 55 34 227 57
7 .009 59 24 .133 54 35 249 56
8 .012 58 25  .151 53 36 .271 55
9 016 57 26 .170 52 37 294 54
10 021 56 27 .190 51 38 318 53
11 .027 55 28 212 50 39 342 52
12 .034 54 29 235 49 40 .368 51
13 .042 53 30 259 48 41 393 50
14 051 52 a1 285 47 42 420 49
15 062 51 32 311 46 43 446 48
16 .074 50 33 339 45 44 473 47
17 .087 49 34 367 44 45 500 46
18 .103 48 35 .396 43 14 0 .000 105
19 .120 47 36 425 42 1 .000 104
20 .139 46 37 455 41 2 000 103
21  .160 45 38 485 40 3 .000 102
22 By 449" P FAR A9 4 R 101
23 207 43 13 0 .000 91 5 .001 100
24 232 42 1 .000 90 6 .001 99
25 260 41 2 000 89 7 001 98
26 289 40 3 .001 88 8 002 97
27 319 39 4 .001 87 9 .002 96
28  .350 38 5 .001 86 10 .003 95
29 382 37 6 002 B85 11 003 94
30 416 36 7 002 B4 12 004 93
31 449 35 B8 .003 83 13 005 92
32 48B3 34 9 004 82 14 007 91
33 S517 33 10 005 81 15 008 90

A B B B B A B B B B B B B B B B B B B B B B B B A B B B B B B B A B B
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TablaM Continuacion
Left Right Left Right Left Right

N tail P tail N  tail P tail N  tail P tail

14 16 .010 89 15 0 .000 120 15 31 .053 89
17  .012 88 1 .000 119 32 .060 88
18 .015 87 2 .000 118 33 .068 87
19 .018 86 3 .000 117 34 076 86
20 .021 85 4 .000 116 35 .084 85
21 025 84 5 .000 115 36 .094 84
22  .029 83 6 .000 114 37 104 83
23  .034 82 7 .001 113 38 115 82
24  .039 81 8 .001 112 39 126 81
25 .045 80 9 .001 111 40 .138 80
26 .052 79 10 .001 110 41 151 79
27 059 78 11 .002 109 42 165 78
28 .068 11 12  .002 108 43 180 11
29 077 76 13 .003 107 44 195 76
30 .086 75 14  .003 106 45 211 75
31 .097 74 15 .004 105 46 227 74
32 .108 73 16  .005 104 47 244 73
33 121 72 17 .006 103 48 .262 72
34 134 71 18 .008 102 49 281 71
35 148 70 19 .009 101 50 .300 70
36 .163 69 20 011 100 51 319 69
3¢ 179 68 21  .013 99 52 .339 68
38 .196 67 22 015 98 53 .360 67
39 213 66 23 018 97 54  .381 66
40 232 65 24 021 96 55 402 65
41 251 64 25 .024 95 56 423 64
42 271 63 26 .028 94 57  .445 63
43 292 62 27 .032 93 58 467 62
44 313 61 28 036 92 59 489 61
45 .335 60 29 042 91 60 511 60
46  .357 59 30 .047 90
47  .380 58
48 404 57
49 428 56
50 452 55
51 476 54
52 500 53

Fuente: Tabla H de Nonparametric statistical inference. Jean Dickinson Gibbons y Subarata

Chakranorti. Third edition.

N
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TablaN Cuantiles de la prueba estadistica de Wilcoxon de rango con signo.

Los datos ingresados en esta tabla son cuantiles w, del estadistico de prueba T , para valores

seleccionados de puede ser calculado usando la siguiente ecuacién

donde

(n+1)
2

- n(n+1)

P(T >w,)<1-p si H, esverdadero.

es dado en el lado de la columna derecha. Note que P(T <wp)s py

nln + 1)
Woos Waor Woas Wos Wao Wa Wy Wy W.so 3
n = 0 0 0 0 1 3 3 4 5 10
5 0 0 0 1 x| 4 5 6 Tia 15
6 -0 0 1 3 4 6 8 9 10.5 21
7 0 1 3 4 6 9 11 12 14 28
"8 1 2 4 6 9 12 14 16 18 36
9 2 4 6 9 11 15 18 20 x25 45
10 4 6 9 11 15 19 22 25 27.5 55
11 6 B 11 14 18 23 27 30 33 66
12 8 10 14 18 22 28 32 36 39 78
13 10 13 18 22 27 33 38 42 45.5 91
14 13 16 22 26 32 39 44 48 52,5 105
15 16 20 26 31 37 45 51 55 60 120
16 20 24 30 36 43 51 58 63 68 136
17 24 28 35 42 49 58 65 71 76.5 153
18 28 33 41 48 56 66 73 80 85.5 171
19 33 38 47 54 63 74 82 89 95 190
20 38 44 53 61 70 82 91 98 105 210

Fuente: Tabla 7 de Practical Nomparametric statistics. W. J. Conover.

Para n mayor que 20, el p-ésimo cuantil w,, puede ser aproximado por

W. =

n(n+1)

n(n+1)(2n+1)

p

paLAe

24

de la distribucién normal standard .

, donde X, €s el p-ésimo cuantil de la variable aleatoria

Estadistica no paramétrica

238



Apéndice de Tablas

Tabla O Estadistico de prueba de Kruskal-Wallis

Cada entrada de la tabla son los valores pequefios de H de Krukal-Wallis tal que la

probabilidad de la cola derecha es menor o igual que el valor dado en la fila para k =3, cada

tamario de la muestra menor o igual que cinco.

ny, ng, ny 0.100 0.050 0.020 0.010 0.001
2, 2, 2 4.571 = - - &
3,2, 1 4.286 - - - -
3.2 2 4.500 4.714 " - -
38 .1 4.571 5.143 - = -
3,38 2 4.556 5.361 6.250 - =
3, 3, 3 4.622 5.600 6.489 7.200 =
4,2 1 4.500 - " - -
4, 2, 2 4.458 5.333 6.000 = »
4, 3, 1 4.056 5.208 - - e
4, 3, 2 4511 5.444 6.144 6.444 %
4, 3, 3 4.709 5.791 6.564 6.745 -
4, 4, 1 4.167 4.967 6.667 6.667 =
4, 4, 2 4.555 5.455 6.600 7.036 =
4, 4, 3 4.545 5.598 6.712 7.144 8.909
4, 4, 4 4.654 5.692 6.962 7.654 9.269
5 2, 1 4.200 5.000 - = -
5.2 2 4.373 5.160 6.000 6.533 &
5 3, 1 4.018 4.960 6.044 - -
5 3, 2 4.651 5.251 6.124 6.909 s
5 3, 3 4.533 5.648 6.533 7.079 8.727
5 4, 1 3.987 4.985 6.431 6.955 -
5, 4, 2 4.541 5.273 6.505 7.205 8.591
5 4, 3 4.549 5.656 6.676 7.445 8.795
5 4, 4 4.668 5657 6.953 7.760 9.168
5, 5, 1 4.109 5.127 6.145 7.309 =
5 5, 2 4.623 5.338 6.446 7.338 8.938
5 5, 3 4.545 5.705 6.866 7.578 9.284
5, 5, 4 4523 5.666 7.000 7.823 9.606
5, 5 5 4.560 5.780 7.220 8.000 9.920

Fuente: Tabla K de Nonparametric statistical inference. Jean Dickinson Gibbons y Subarata

Chakranorti. Third edition.

Para k >3, las probabilidades de la cola derecha en H son encontradas en la tabla B con

k —1 grados de libertad.
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Tabla P Gréfico que provee limites de confianza para p en muestras binomiales,

dada una fraccién de muestra i. Coeficiente de confianza, 1 -2« =0.95.
n

B B B B B B B B B B B B B B A N B I N N B N I I i
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Tabla P Continuacion

Fuente: Tabla 4 de Practical Nonparametric statistics. W. J. Conover

B B B B B B B B B B B B B B A N B I N N B N I I i
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