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Resumen

Este informe aborda el estudio de los nudos satélite en 3-variedades, explorando su
definicién, construccion, propiedades topologicas e importancia dentro de la teoria de
nudos. A través de un analisis exhaustivo, se presentan conceptos fundamentales como
el nudo patron, el nudo companero y el toro solido, los cuales son esenciales para
entender la estructura y clasificacion de estos nudos. Se describe la metodologia
empleada para su construccion y se analizan los invariantes topoldgicos que permiten su
clasificacion. Los resultados obtenidos destacan la complejidad de los nudos satélite y su
relevancia en aplicaciones practicas, como la biologia molecular y la fisica. Finalmente,
se presentan conclusiones que resaltan la importancia de estos nudos en el estudio de las
3-variedades y su potencial para futuras investigaciones.

Palabras Clave: Nudos satélite; 3-variedades; teoria de nudos; nudo patrén; nudo
companero; toro solido.



Abstrac

This report explores the study of satellite knots in 3-manifolds, examining their
definition, construction, topological properties, and importance within knot theory.
Through a comprehensive analysis, fundamental concepts such as the pattern knot,
companion knot, and solid torus are presented, which are essential for understanding
the structure and classification of these knots. The methodology used for their
construction is described, and the topological invariants that allow their classification
are analyzed. The results obtained highlight the complexity of satellite knots and their
relevance in practical applications, such as molecular biology and physics. Finally,
conclusions are presented that emphasize the importance of these knots in the study of
3-manifolds and their potential for future research.

Keywords: Satellite knots; 3-manifolds; knot theory; pattern knot; companion knot;
solid torus



Introduccién

La teoria de nudos, una rama intrigante y profundamente visual de la topologia, explora
las propiedades y comportamientos de los nudos y enlaces dentro de espacios
tridimensionales, especificamente en 3-variedades. Dentro de este fascinante campo, los
nudos satélites representan una categoria especialmente compleja y rica, donde las
interacciones entre diferentes tipos de nudos generan estructuras con propiedades
topoldgicas tinicas y aplicaciones tanto tedricas como practicas. Este informe se sumerge
en el estudio de los nudos satélites en 3-variedades, abordando desde su definicion y
clasificacion hasta sus métodos de construccién y representacion, revelando asi su
significancia en areas tan variadas como la fisica, la biologia molecular y la matematica
pura.

Motivacién

Los nudos satélites no son solo estructuras matematicas abstractas; su estudio ofrece
compresion profunda de fenémenos fisicos y bioldgicos, como la configuracién del ADN
y las lineas del campo magnético. Ademas, la capacidad de descomponer y analizar
estos nudos en términos de sus componentes, el nudo patrén y el compaiiero, provee un
marco poderoso para explorar y clasificar otras estructuras complejas dentro de la
matematica y la ciencia.

Objetivos

Este informe tiene como objetivo principal proporcionar un anélisis exhaustivo de los
nudos satélites en 3-variedades, con un enfoque particular en:

= Definir y diferenciar los nudos satélites de otros tipos de nudos, como los
primarios y compuestos.

= Explorar métodos de construccién que permitan visualizar como se pueden formar
y manipular estos nudos en préctica.

= Analizar las propiedades topoldgicas de los nudos satélites, utilizando invariantes
topoldgicos y estudios de su estructura interna.

» Comparar y clasificar los nudos satélites en base a sus caracteristicas estructurales
y topoldgicas, proporcionando un sistema de clasificacion detallado que ayude en
el estudio y la aplicacién de estos nudos.

Estructura del Informe El informe esta estructurado para guiar al lector a través de
una exploracién comprensiva de los nudos satélites, comenzando con una introduccion a
sus definiciones y significado, seguido de una discusién detallada sobre los métodos de
construccion y visualizacién, y culminando con un anélisis profundo de sus propiedades
topoldgicas y esquemas de clasificacion. Cada capitulo esta disenado para construir



sobre el conocimiento presentado en los anteriores, facilitando asi una comprension
integral de la materia.



Capitulo 1

Preliminares

1.1.

Conceptos Basicos de la Teoria de Nudos

La teoria de nudos es una rama de la topologia que se encarga del estudio de los
nudos y enlaces en espacios tridimensionales, como la 3-esfera S®. Formalmente, un
nudo es una curva cerrada, simple y continua en S®. Dos nudos se consideran
equivalentes si pueden transformarse uno en el otro mediante deformaciones continuas
sin cortar ni cruzar el nudo (isotopia ambiental).

Nudo Trébol Realista

1.1.1. Definiciones Clave

Nudo trivial (unknot): Un nudo que es equivalente a un simple lazo sin enredos.

Enlace: Un conjunto de curvas cerradas disjuntas en 53, cada una de las cuales es
un nudo.

Nudo primo: Un nudo que no puede descomponerse en la suma conectada de dos
nudos no triviales.

Nudo compuesto: Un nudo que es la suma conectada de dos o més nudos no
triviales.



Nudo Trivial (Unknot) Nudo Primo (Nudo Trébol) Nudo Compuesto (Trébol + Ocho)

1.1.2. Presentaciones de Nudos

Los nudos y enlaces suelen representarse mediante diagramas de nudos, que son
proyecciones planas en R? con indicaciones de sobrecruces y subcruces en cada
interseccion. Estas representaciones permiten calcular invariantes asociados al nudo.

1.2. Introduccion a las 3-Variedades

Una 3-variedad es un espacio topolégico tridimensional que, localmente, se comporta
como el espacio euclidiano R3. Las 3-variedades juegan un papel crucial en la teorfa de
nudos, ya que los nudos se consideran embebidos dentro de estas variedades.

1.2.1. La 3-Esfera S°

La 3-esfera S? es la 3-variedad méas comun en la teoria de nudos. Se define como el
conjunto de puntos en R* que estdn a una distancia unitaria del origen, es decir:

S? = {(w1, 19,73, 14) €ER* | 22 + 23 + 22 + 25 = 1}.

En el estudio de los nudos, S? es el espacio que contiene el nudo.



Esfera unitaria en R*3

1.2.2. Otras 3-Variedades

Ademés de S3, existen otras 3-variedades de interés, como los espacios lente L(p, q),
que son cocientes de S® mediante acciones de grupos ciclicos. También son importantes
las 3-variedades obtenidas por cirugia de Dehn, donde se eliminan toros sélidos de la
variedad y se pegan de nuevo mediante homeomorfismos.

Nudo en 5”3 (3-esfera) Nudo en Toro Sélido Nudo en Espacio Lente

1.3. Grupo Fundamental y Complemento del Nudo

El grupo fundamental de una variedad es una herramienta topoldgica esencial que
describe las clases de homotopia de bucles basados en un punto. Para un nudo K en S3,
el grupo fundamental del complemento del nudo, m;(S® — K), es un invariante clave que
permite diferenciar nudos. El complemento del nudo se define como el espacio
tridimensional que queda al eliminar el nudo de S3.

1.3.1. Presentaciones del Grupo Fundamental

El grupo fundamental de un nudo puede describirse mediante una presentacién de
generadores y relaciones obtenida a partir de un diagrama del nudo, utilizando la
construccion de Wirtinger.
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1.3.2. Ejemplo: Grupo Fundamental del Nudo Trébol

Consideremos el nudo trébol, un nudo primo simple. El grupo fundamental de su
complemento se presenta como:

m1(S* — K) = (a,b | aba = bab).

Este grupo no es abeliano, lo que refleja la estructura méas compleja del trébol en
comparacion con el unknot.

1.4. Invariantes de Nudos

Los invariantes de nudos son herramientas fundamentales que permiten clasificar y
estudiar nudos. Son cantidades que no cambian bajo isotopias, y proporcionan
informacion clave sobre las propiedades topolégicas del nudo.

1.4.1. Polinomio de Alexander

El polinomio de Alexander, A(t), es un invariante clasico que se calcula a partir de
la matriz de Seifert asociada a un nudo. Por ejemplo, para el nudo trivial A(t) = 1,
mientras que para el nudo trébol se obtiene A(t) =¢ — 1+ ¢ 1.

1.4.2. Polinomio de Jones

El polinomio de Jones es un invariante mas reciente que surge de la teoria de trenzas
y la teoria cuantica de campos. Este invariante es mas sensible que el polinomio de
Alexander para distinguir nudos.

1.4.3. Swuperficie de Seifert

Para cualquier nudo, existe una superficie orientable cuyo borde es el nudo. El género
de esta superficie es un invariante que mide la complejidad del nudo. El nudo trivial
tiene género 0, mientras que el trébol tiene género 1.

1.5. Cirugia de Dehn y Construccién de
3-Variedades

La cirugia de Dehn es un procedimiento topolégico que modifica una 3-variedad
eliminando un toro sélido alrededor de un nudo y pegando otro toro sélido mediante un
homeomorfismo. Esta técnica es crucial para generar nuevas 3-variedades a partir de
nudos.

1.5.1. Cirugia en el Nudo Trivial

Realizar una cirugia de Dehn en el nudo trivial K C S® puede producir un espacio lente
L(p, q), dependiendo del parametro de la cirugia.
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1.5.2. Ejemplos de Cirugia en Nudos Satélites

En el caso de nudos satélites, la cirugia de Dehn puede generar 3-variedades mas
complejas, que son de gran interés en la topologia de baja dimension.

1.6. Conclusion

En este capitulo, hemos introducido los conceptos bésicos de la teoria de nudos y
3-variedades, que son esenciales para comprender el estudio de los nudos satélites en los
siguientes capitulos. La comprension de la teoria de nudos, los invariantes topolégicos y
las técnicas de cirugia sera clave para abordar los problemas mas avanzados que se
presentaran mas adelante.



Capitulo 2

Definiciéon y Propiedades de los
Nudos Satélites

2.1. Introduccién a los Nudos Satélites

La categoria de los nudos satélites se distingue dentro de la teoria de nudos por su
estructura compuesta y su construccién tnica, que implica la interaccién de
componentes miltiples dentro de un espacio confinado. Esta seccién introduce los
conceptos fundamentales que definen a los nudos satélites, subrayando su relevancia
tanto en el ambito tedrico como en aplicaciones practicas.

2.1.1. Concepto de Nudo Satélite

Un nudo satélite K en S? (la 3-esfera) es un nudo que puede ser descrito como el
resultado de insertar un nudo patréon P dentro de un toro sélido T', donde T' esta
incrustado en S* de tal manera que contiene un nudo compaiero C. Primero veamos las
definiciones clave.

Nudo Satélite: Nudo Patrén (Rojo) y Nudo Companero (Azul) dentro de un Toro Sélido

= Nudo Patrén
= Nudo Companero

Definition 1. Un nudo patron P es un nudo que se coloca dentro de un toro solido T
de manera que P estd contenido en el toro pero no es contractible en el toro. En la
construccion de un nudo satélite, el nudo patron sigue una trayectoria dentro del toro

12
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solido, y cuando se empareja con un nudo companero, contribuye a la estructura del
nudo satélite final.

Nudo Satélite: Nudo Patrén (Rojo) y Nudo Compafiero (Azul)

mmmm Nudo Patron
mmmm Nudo Compafiero

Caracteristicas clave:

= No contractible: El nudo patrén debe ser geométricamente esencial, 1o que
significa que no puede simplificarse dentro del toro soélido.

= Enreda el toro sdlido: Se coloca dentro del toro sélido, siguiendo una
trayectoria especifica y enredandose sin salir de él.

= Interaccion con el nudo compaimero: La forma en que el nudo patréon se
enreda dentro del toro afecta directamente la complejidad del nudo satélite.

Relacién con el Nudo Satélite:

= El nudo patron aporta la mayor parte de la complejidad al nudo satélite, y sus
propiedades topolédgicas, como su grupo fundamental, se reflejan en la estructura
del nudo final.

Ejemplo: Si el nudo patrén es un nudo trébol, se enreda dentro del toro sélido
alrededor de un nudo companero trivial, como un unknot.
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Nudo Satélite: Nudo Trébol como Patron y Unknot como Compafiero

= Nudo Patrén (Trébol)
= Nudo Compafiero (Unknot)

Definition 2. Un nudo compariero C es un nudo en la 3-esfera S® tal que existe un
toro sélido T C S® que contiene a C. Este toro solido T tiene la propiedad de que el
nudo C' es no trivial en T" y forma parte del espacio complementario en el cual se
incrusta el nudo patron para generar un nudo satélite.

Nudo Satélite: Nudo Patrén (Rojo) y Nudo Compafiero (Azul)

mmmm Nudo Patron
mmmm Nudo Compafiero

Caracteristicas clave:

= Posicion fija en el centro del toro sélido: El nudo companero nunca sale del
toro, sino que esta encapsulado por él.

= No interactiia directamente con el patrén: Aunque el patron se enreda
dentro del toro, el nudo companero permanece separado fisicamente del nudo
patron.

s Afecta la estructura global: La eleccién del nudo companero influye en la
complejidad del nudo satélite. Si el nudo compaifiero es méas complicado, el nudo
satélite tendra una estructura mas intrincada.
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Relacion con el Nudo Satélite:

= Aunque el nudo companero no se cruza con el patron, su presencia y complejidad
afectan directamente la estructura y los invariantes topolégicos del nudo satélite.

Definition 3. Un toro sélido T es una 3-variedad que es homeomorfa al producto

St x D2, donde S' es un circulo y D? es un disco bidimensional. Especificamente, un
toro sélido es un subconjunto de la 3-esfera S® que tiene la topologia de un espacio
tubular alrededor de un nudo companero. El toro solido sirve como el entorno dentro del
cual se coloca un nudo patron P, de manera que la estructura combinada del nudo
patron en el toro solido define un nudo satélite.

Definition 4. Un nudo satélite en S* se compone de un nudo patrén P que estd
enlazado dentro de un toro solido T', el cual a su vez estda anclado por un nudo
companero C. Este arreglo crea una estructura donde las propiedades del nudo satélite
K son una funcion de las interacciones entre P y C.

El nudo satélite K puede exhibir caracteristicas inicas no presentes en P o C
individualmente, como cambios en sus invariantes topologicos y clasificaciones dentro de
la teoria de nudos.

Propiedades de los Nudos Satélites

1. No Trivialidad

= Un nudo satélite nunca es trivial si su nudo patrén es no trivial. Esto significa que
la estructura compleja formada por el nudo patrén dentro del toro sélido siempre
dard lugar a un nudo no trivial.

= Si el nudo patrén tiene cruces y una estructura compleja, el nudo satélite reflejara
esas caracteristicas y no podra reducirse a un simple lazo (unknot).

2. Estructura en Capas

= Un nudo satélite tiene una estructura en capas, donde el nudo companero esta en
el centro, rodeado por un toro sélido, y el nudo patrén se enreda dentro de ese
toro. Esta estructura anade complejidad al nudo en comparacién con los nudos
simples.

= Esta construccion encapsula el nudo compaiiero en el interior y utiliza el nudo
patron para anadir complejidad exterior.

3. Dependencia del Nudo Companero

= La eleccion del nudo compaifiero afecta la estructura global del nudo satélite. Si el
nudo companero es trivial, el nudo satélite dependera mas del nudo patrén. Si el
nudo compaiiero es complejo, la interaccion entre el patréon y el compafiero
anadira complejidad adicional al nudo satélite.

= Esta propiedad hace que los nudos satélites sean altamente versatiles, ya que
puedes ajustar la complejidad del nudo resultante cambiando el nudo companero.

4. Resistencia a la Descomposicion
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= A diferencia de los nudos compuestos, que pueden descomponerse en nudos primos
mediante la suma conectada inversa, los nudos satélites no pueden descomponerse
de manera trivial en sus componentes. Esto se debe a la manera en que el nudo
patrén se enreda dentro del toro que encapsula al nudo companero.

= Este enredo dentro del toro sélido crea una estructura que no puede separarse
facilmente en nudos mas simples.

5. Sensibilidad a Deformaciones

= Los nudos satélites son mas sensibles a las deformaciones topolégicas que los
nudos simples. Esto significa que pequenos cambios en la forma del nudo patrén o
en cémo se ajusta dentro del toro sélido pueden afectar significativamente las
propiedades topolédgicas del nudo satélite.

» Esta sensibilidad puede observarse a través de cambios en los invariantes como el
polinomio de Alexander o el polinomio de Jones, los cuales varian cuando se
modifica la estructura interna del nudo satélite.

6. Relaciéon con los nudos primos y compuestos

= Un nudo satélite no es primo, ya que se construye a partir de la combinaciéon de
dos nudos, pero tampoco es estrictamente un nudo compuesto, ya que no es una
simple suma conectada de nudos. Los nudos satélites son una categoria aparte,
donde se mezclan los conceptos de nudos compuestos y enlazados.

= El Teorema de No Cancelacion asegura que si un nudo satélite tiene un nudo
patron no trivial, el nudo satélite resultante también sera no trivial.

7. Invariantes de nudos satélites

= Los invariantes topologicos de un nudo satélite, como el polinomio de Alexander o
el polinomio de Jones, cambian en comparacion con los de los nudos patron y
compaiiero por separado. La interacciéon entre ambos nudos modifica estos
invariantes, reflejando la estructura mas compleja del nudo satélite.

= Estos invariantes son sensibles a cémo el nudo patrén se enreda dentro del toro y
cémo interacttia con el nudo compaiiero.

Ejemplo: Nudo Satélite Construido con un Trébol como Patrén y un Nudo Toral
como Companero:

Imagine un nudo trébol que se retuerce a lo largo del interior de un toro, el cual rodea
un simple nudo toral. La configuracion resultante muestra como el trébol modifica su
forma estdndar para adaptarse al espacio restringido del toro, mientras interactiua con el
nudo toral.
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2.1.2. Importancia de los Nudos Satélites

Relevancia en la Teoria de Nudos: Los nudos satélites no solo enriquecen la teoria de
nudos con ejemplos complejos y polifacéticos, sino que también ofrecen un terreno fértil
para explorar ideas en topologia de baja dimensién, invariantes de nudos, y dindmicas
de entrelazado.

Aplicaciones Generales: En campos como la biologia molecular y la fisica cuantica, los
nudos satélites ofrecen modelos para entender estructuras enlazadas como cadenas de
ADN o lineas de campo en plasmas. Su capacidad para modelar la complejidad de los
enlaces en tres dimensiones los hace infalible en muchas aplicaciones cientificas y
técnicas.

En Quimica y Biologia:

= Los nudos satélites tienen aplicaciones en biologia molecular, donde modelan el
superenrollamiento del ADN.

» Compactaciéon del ADN: El superenrollamiento es clave para compactar el ADN
en el nicleo de la célula.

= Acceso a la Informaciéon Genética: E1 ADN debe desenrollares o relajarse durante
la replicacion y transcripcion para que las enzimas accedan a la informacion
genética. Las herramientas matematicas basadas en la teoria de nudos ayudan a
modelar este proceso.

= Prevencién de Danos: Un superenrollamiento excesivo o incorrecto puede llevar a
rupturas en el ADN, lo que puede causar errores genéticos. Las enzimas
reguladoras, como las topoisomerasas, son esenciales para evitar este tipo de
dafios, y la teoria de nudos permite estudiar cémo se desenredan estos nudos.
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Un nudo satélite que imita estructuras de enredo de ADN.

= En fisica, se utilizan para estudiar configuraciones de lineas de campo
magnético en plasmas.

= En fisica de plasmas, las lineas de campo magnético son trayectorias que describen
la direccién y el flujo del campo magnético en una region de espacio. En un
plasma, que es un gas ionizado formado por particulas cargadas, estas lineas de
campo pueden comportarse de manera muy compleja: enrollarse, enredarse y
reconectarse. Aqui es donde la teoria de nudos entra en juego, proporcionando un
marco para entender y clasificar estos enredos.

= Las lineas de campo magnético en un plasma son dinamicas y pueden formar
configuraciones muy complicadas que se asemejan a nudos. En condiciones de
plasma, estas lineas pueden moverse y deformarse, generando patrones similares a
nudos trenzados y enlaces. A medida que el plasma evoluciona, las lineas de campo
pueden enredarse, lo que afecta la estabilidad y el comportamiento del plasma.

2.2. Construccion de Nudos Satélites

La construcciéon de nudos satélites es un proceso que ilustra de manera impresionante la
interaccién entre dos nudos distintos. La construccién de nudos satélites involucra
técnicas especificas que permiten combinar un nudo patrén con un nudo companero
dentro de un toro sélido, creando estructuras complejas que son centrales en estudios
avanzados de topologia.
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2.2.1. Meétodo de la Esfera Satélite

El método de la esfera satélite es una técnica esencial para la construccion de nudos
satélites y se fundamenta en la inserciéon de un nudo patrén dentro de un toro solido
que encapsula un nudo companero. Este método destaca la relaciéon simbidtica entre el
nudo patrén y el compainero dentro de un espacio confinado.

Definition 5. El método de la esfera satélite es un enfoque estandar para construir un
nudo satélite, donde un nudo patron P se incrusta dentro de un toro solido T que estd
enlazado alrededor de un nudo companero C. Este proceso implica el uso de técnicas
topologicas para asequrar que P se ajuste adecuadamente dentro de T', respetando las
restricciones impuestas por C.

Pasos del Método:

1. Selecciéon y Preparacion del Nudo Companero C: Elija un nudo C' que actuara
como el centro alrededor del cual se construira el toro 7T

2. Formacién del Toro Soélido T: Construya un toro sélido alrededor de C,
garantizando que el espacio sea suficiente para incorporar el nudo patron.

3. Incorporacion del Nudo Patrén P: Inserte el nudo patréon dentro de T
configurandolo para que interactiie con C' de manera especifica, generalmente a
través de técnicas de anudado o trenzado.

Ejemplo: Consideremos la construccion de un nudo satélite utilizando un nudo trivial
como nudo compaiiero y un trébol como nudo patrén:

= Nudo Compaitiero: Un nudo trivial que forma el nticleo central.
= Toro Sélido: Un toro se construye alrededor del nudo trivial.

= Nudo Patréon: Se coloca un nudo trébol dentro del toro, configurado para seguir
una trayectoria que envuelve el unknot en una formacién intrincada.

Vista Frontal y desde arriba.
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2.2.2. Representacion mediante Diagramas

Los diagramas de nudos son herramientas esenciales para la visualizacion y el analisis en
la teoria de nudos. En el contexto de los nudos satélites, estos diagramas no solo ayudan
a entender la estructura entrelazada del nudo, sino que también proporcionan una
plataforma visual para explorar las interacciones complejas entre el nudo patron y el
nudo compaiiero.

La representacion grafica de nudos satélites debe manejar eficazmente la complejidad de
mostrar tanto el toro sélido como los nudos incrustados dentro de este. Los diagramas
deben ser claros y precisos, usando diferenciacién visual como colores o estilos de linea
para distinguir entre el nudo patrén y el companero.

Pasos para Dibujar un Diagrama de Nudos Satélites:

1. Seleccién de la Vista Adecuada: Opte por una proyeccién que claramente muestre
las interacciones P y C dentro de T

2. Delineacién de P y C: Use diferentes colores o estilos de lineas para distinguir
entre P y C, asegurando que las intersecciones y los cruces sean claramente
visibles y comprensibles.

Interpretacion de Diagramas
La interpretacion correcta de estos diagramas es crucial para analizar las propiedades
topoldgicas y las caracteristicas de los nudos satélites.

= Analizar las Interacciones: Examina como el nudo patrén se enreda alrededor del
nudo companero y las implicaciones de estos enredos en las propiedades del nudo
satélite final.

= Estudio de la Topologia: Considera como los cambios en la configuracion del nudo
patrén o companero afectan el diagrama y, por extension, la estructura del nudo
satélite.

Ejemplo:
Diagrama de un Nudo Satélite con un Nudo trivial como Patréon y un nudo trebol como
Companero:

Diagrama Bidimensional de un Nudo Satélite

Toro Sélido
—— Nudo Compafiero (Unknot)
—— Nudo Patrén (Cinquefoil)

Diagrama 2D
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2.3. Propiedades Topoldgicas de Nudos Satélites

Los nudos satélites, debido a su estructura tnica derivada de la combinacién de nudos
patréon y compaifiero, exhiben una serie de propiedades topologicas interesantes y
complejas. Esta seccion explora estas propiedades, destacando cémo contribuyen a la
clasificacion y el entendimiento profundo de los nudos satélites.

2.3.1. Invariantes de Nudos Satélites

Definition 6. Los invariantes topologicos son herramientas matemdticas esenciales
utilizadas para clasificar y estudiar nudos y sus propiedades sin cambiar su estructura
esencial.

Los invariantes topoldgicos son herramientas cruciales en la teoria de nudos, ya que
proporcionan una forma de clasificar nudos basada en caracteristicas que no cambian
bajo deformaciones isotdpicas (transformaciones que no implican cortar el nudo ni
permitir que pase a través de si mismo). En el caso de los nudos satélites, estos
invariantes son particularmente valiosos para descubrir como las estructuras del nudo
patron y del compaifiero interactiian para formar una configuracion mas compleja. En el
contexto de nudos satélites, los invariantes como el polinomio de Alexander, el
polinomio de Jones, y el género de las superficies de Seifert son de particular interés.

Polinomio de Alexander y Jones

El Polinomio de Alexander es un invariante que se calcula a partir de un
determinante de una matriz obtenida del grupo fundamental del complemento del nudo,
asociado con un cierto recubrimiento abeliano. Proporciona informacién sobre la
estructura del nudo en relacién con estos recubrimientos, lo que es especialmente til
para entender cémo los nudos se entrelazan y conectan.

Definition 7. El Polinomio de Alexander A(t) se calculado a partir del
recubrimiento abeliano del complemento del nudo, el polinomio de Alexander
proporciona una medida de como el nudo se comporta bajo ciertas deformaciones y su
estructura algebraica.

Ejemplo: Para un nudo satélite formado por un nudo trebol como patrén enlazado
dentro de un toro que contiene un nudo trivial, se analiza como la incorporacion del
trebol afecta el polinomio de Alexander en comparacién con el nudo trivial solo.
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Vista frontal

El Polinomio de Jones, por otro lado, surge de consideraciones mas relacionadas con
la mecéanica estadistica y teorias de campo cuantico, ofreciendo perspectivas sobre las
propiedades de trenzado y enlace del nudo.

Definition 8. FEl Polinomio de Jones V(t) es un invariante mds moderno derivado
de consideraciones de teoria de representacion y teoria cudntica. Ofrece comprension
profunda sobre la estructura de trenzado del nudo.

Ejemplo.

Considere un nudo satélite formado por un nudo trebol como patrén y un nudo trivial
como companero. Al calcular el polinomio de Alexander y el polinomio de Jones para
esta configuracion, se puede observar cémo la inclusion del trebol afecta los invariantes
en comparacion con los del unknot solo. La combinacion resultante presenta
caracteristicas de enlace mas complejas que se reflejan en las variaciones de los
polinomios.

Género de las Superficies de Seifert

El género de una superficie de Seifert asociada a un nudo es un invariante que describe
la minima complejidad de una superficie que se puede extender en el espacio
tridimensional y que tiene el nudo como su borde. El género de esta superficie es una
medida clave de la complejidad del nudo.

Ejemplo.

Para el mismo nudo satélite compuesto por un trefoil y un unknot, examinemos el
género de la superficie de Seifert. El unknot tiene un género de superficie de cero,
mientras que el trefoil tiene un género de uno. La superficie de Seifert del nudo satélite
podria tener un género que refleje una combinacion més complicada, dependiendo de
cémo el trefoil interactiia con el unknot dentro del toro sélido.

2.3.2. Interacciones Topoldgicas y Estructurales

Podemos enfocarnos en las interacciones entre el nudo patrén y el nudo companero
dentro del toro sélido y como estas interacciones afectan las propiedades topologicas
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globales del nudo satélite. Se utiliza una combinacién de teoria de nudos y topologia
algebraica para describir y analizar estas relaciones.

Analisis Matematico de Interacciones

Modelado Matematico de las Interacciones:
Considera la disposicion espacial del nudo patrén P y del nudo companero C' dentro del
toro T'. El modelo debe tener en cuenta cémo P se enreda alrededor de C, incluyendo la
direccién y el nimero de vueltas, y como estas caracteristicas influyen en las
propiedades topoldgicas del nudo satélite K.
Las Herramientas Utilizadas son la teoria de grupos fundamentales para analizar las
interacciones. El grupo fundamental del complemento del nudo, m;(S®
K), ofrecein formaciénsobrelaestructuradelnudosatéliteycémoPyCcontribuyenaestegrupo.
Efecto de la Configuracion del Toro en las Propiedades del Nudo.
Examinacién de la Topologia del Toro: Analiza como la eleccién del toro T' (por
ejemplo, su grosor y la curvatura del tubo) afecta la forma en que P puede ser anudado
alrededor de C. Esto incluye estudiar las deformaciones del toro que alteran las
interacciones entre Py C.
Ejemplo. Considera un nudo satélite donde P es un nudo ocho y C es un nudo toral.
Describe cémo modificar la posiciéon del nudo ocho dentro de un toro estrecho versus un
toro amplio altera las interacciones y, por ende, las propiedades topoldgicas del nudo
satélite resultante.

\

Vista frontal cercana

2.4. Clasificacion de Nudos Satélites

La clasificacion de nudos satélites es crucial para entender su diversidad y las sutilezas
en sus estructuras. Esta seccién aborda cémo los nudos satélites son clasificados segin
diversos criterios basados en sus propiedades topologicas y geométricas.

2.4.1. Criterios de Clasificacion

Los invariantes topolégicos de un nudo son cantidades matematicas calculadas a partir
de la estructura del nudo que permanecen invariantes bajo isotépicas ambientales
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(deformaciones continuas del espacio que no involucran cortar el nudo ni pasar una
parte del nudo a través de otra)
Estos invariantes incluyen:

Polinomio de Alexander (A(t))

El polinomio de Alexander de un nudo K se define como el determinante de una matriz
obtenida al considerar un recubrimiento abeliano infinito del complemento del nudo.
Este invariante puede ser expresado en términos de la presentacién del grupo
fundamental del complemento del nudo.

Ejemplo. Para un nudo satélite formado por un nudo trébol como patrén y un nudo
trivial como companero, el cdlculo del polinomio de Alexander puede reflejar la
complejidad anadida por el trefoil.

Nudo Satélite con un nudo trebol como patron y un nudo trivial como companero

Polinomio de Jones (V(t))

El polinomio de Jones es un invariante de nudo que se calcula utilizando un enfoque de
teoria de trenzas y evaltia la minima cantidad de cruces en un diagrama de nudo.
Ejemplo. Analizar como el polinomio de Jones cambia cuando el nudo patréon varia de
un trebol a un nudo figura-ocho, mientras que el compafiero permanece como un nudo
trivial.

Nudos Satelite con nudo patron un nudo trebol y nudo patron figura-8, ambos con nudo
companero a un un nudo trivial.
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Criterios Basados en la Configuracion del Nudo Patrén y del Companero

La clasificacion basada en la configuracion se refiere a como la disposicion espacial y la
conexién entre el nudo patron y el companero pueden influir en las caracteristicas
topologicas del nudo satélite.

Ejemplo.

Considera dos nudos satélites donde ambos utilizan un nudo trivial como companero:
El primero tiene un nudo trebol como patrén enrollado dos veces alrededor del nudo
trivial.

El segundo tiene un nudo figura-ocho como patrén enrollado de manera similar.
Aunque ambos tienen el mismo companero, sus clasificaciones difieren debido a las
diferencias en los nudos patrones y sus enrollamientos.

_ .‘," M

Nudos satélites con su nudos patrones enrrollados sobre el nudo companero

2.5. Comparacion con Otros Tipos de Nudos

Esta seccion aborda cémo los nudos satélites se comparan con otros tipos de nudos,
especificamente nudos primarios y nudos compuestos, desde una perspectiva topologica
y matematica. Estas comparaciones son cruciales para entender la posicién tinica de los
nudos satélites dentro de la teoria de nudos y sus aplicaciones.

Diferencias con Nudos Primarios

Definition 9. Un nudo primario es un nudo que no se puede descomponer en nudos
mds simples mediante la operacion de suma conectada. Matematicamente, se considera
indecomponible si no existe una esfera S en S® que interseque el nudo en exactamente
dos puntos sin dividir el nudo en dos nudos no triviales.

Comparacién: A diferencia de los nudos satélites, un nudo trébol no se forma por la
interaccién de un nudo patrén dentro de un toro rodeando un nudo companero, sino que
es una entidad tinica e indecomponible.

Relacién con Nudos Compuestos

Definition 10. Un nudo compuesto se forma por la suma conectada de dos o mds
nudos no triviales. En términos topoldgicos, esto significa que existe una esfera S* en S®
que interseca el nudo en exactamente dos puntos y divide el nudo en dos o mas nudos
no triviales.

Comparacién: Aunque un nudo compuesto como este también involucra miltiples
componentes de nudo, su formacién difiere de la de un nudo satélite en que los
componentes de un nudo compuesto no interactiian dentro de un toro cerrado, sino que
estan unidos en una linea continua.



Capitulo 3

Construccion y Representacion de
Nudos Satélites

3.1. Meétodos de Construccion

Esta seccion describe los métodos utilizados para construir nudos satélites, enfocandose
en las técnicas mateméaticas que subyacen a estos procesos y cémo se aplican en
contextos practicos.

3.1.1. Construccién a partir de Nudos Primarios

La construccién de nudos satélites a partir de nudos primarios implica seleccionar un
nudo primario como nudo compafiero y un nudo primario o compuesto como nudo
patron, incrustandolo en un toro sélido que encapsula el nudo companero.

Proceso de Construcciéon:

= Paso 1: Seleccion del Nudo Companero: Selecciona un nudo primario, que actuara
como el nudo companero en la construccion del nudo satélite.

= Paso 2: Formacién del Toro Sélido: Construye un toro sélido alrededor del nudo
compaiiero. Mateméaticamente, esto implica definir un embedding del toro en S*
que contenga al nudo.

= Paso 3: Incorporacién del Nudo Patrén: Elige otro nudo primario o un nudo
compuesto y modificalo para que se ajuste dentro del toro sélido, enredandose
alrededor del nudo compafiero de una manera que refleje las caracteristicas
deseadas del nudo satélite final.

Ejemplo.
Si tenemos

= Nudo Companero: Un nudo trébol.
= Nudo Patron: Un nudo figura-ocho.

Construccion: El nudo figura-ocho se adapta dentro de un toro que rodea el nudo
trébol, configurado para interactuar con el trébol en puntos especificos que maximizan
la interaccién topologica entre ellos.

26
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Nudo Satelite resultante.

3.1.2. Construcciéon a partir de Toros

Este método utiliza la técnica de modelar el nudo patrén directamente dentro de un
toro so6lido predefinido que actiia como un "molde"para el nudo. La eleccién del toro y su
orientacion respecto al nudo companero es crucial para la forma final del nudo satélite.
Proceso de Construccion:

» Definicién del Toro Sélido: Define un toro sélido en S* que servird como la
estructura base para el nudo patrén.

» Insercion del Nudo Patrén: Inserta un nudo patréon, que puede ser un nudo
primario o un diseno méas complejo, en el toro, asegurandote de que el patron
adopte la forma del toro y mantenga sus caracteristicas topoldgicas.

Ejemplo.

= Toro Sélido: Un toro con un radio mayor que proporciona un espacio amplio para
el nudo patron.

= Nudo Patrén: Un nudo cinquefoil.

Descripcion de la Construccion: El nudo cinquefoil se modifica para adaptarse al
interior del toro, creando un nudo satélite que refleja la forma y la orientacion del toro
mientras mantiene la esencia del cinquefoil.
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Poedad Crsipuetisal

Nudo cinquefoil

3.2. Representaciones Graficas y Diagramas

Esta seccion se exploran las técnicas y métodos para representar visualmente los nudos
satélites, destacando la importancia de los diagramas en la comprension y andlisis de
estas complejas estructuras topolédgicas.

3.2.1. Diagramas de Nudos Satélites

Definition 11. Los diagramas de nudos son representaciones bidimensionales de
nudos tridimensionales, que se utilizan ampliamente en la teoria de nudos para estudiar
y clasificar diferentes tipos de nudos. En el contexto de nudos satélites, los diagramas
deben capturar no solo la estructura del nudo sino también las interacciones entre el
nudo patron y el companero.

Proceso de Dibujo:

1. Proyeccion del Nudo: Elige una proyeccion adecuada que minimice las
intersecciones mientras mantiene las caracteristicas esenciales del nudo.

2. Representacion del Toro Solido: A menudo se utiliza una elipse o un circulo para
simbolizar el toro sélido, dentro del cual el nudo patréon se representa mediante
curvas que tienen una interseccién o se enlazan con el nudo companero.

3. Identificacién de Cruces: Marca claramente los cruces, indicando la sobre y bajo
posicién en cada interseccion, lo cual es crucial para entender la topologia del
nudo.

Ejemplo. Nudo Satélite de Trébol y nudo trivial: [lustra un nudo treboll como patrén
dentro de un toro que rodea un nudo trivial. Se muestra como el trebol se entrelaza
alrededor del nudo trivial, usando colores o lineas diferenciadas para destacar las
interacciones.
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Diagrama Bidimensional de un Nudo Satélite

Toro Sélido
= Nudo Compafiero (Unknot)
= Nudo Patrén (Cinquefoil)

Resultado 2D

Resultado 3D

3.2.2. Representaciones en 3D
Técnicas de Visualizacién Tridimensional

La visualizacion en 3D de nudos satélites es fundamental para apreciar completamente
su estructura y dinamica espacial. Estas representaciones pueden realizarse mediante
software especializado que permite manipular y examinar el nudo desde diferentes
angulos.

Herramientas y Software:

Utiliza programas como KnotPlot o software CAD para crear modelos 3D de nudos
satélites. Estos programas permiten rotar, escalar y explorar los nudos en un entorno
tridimensional, ofreciendo una perspectiva mas completa que los diagramas
bidimensionales.
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Simulacion en KnotPlot
Visualizacion 3D de Nudo Satélite

—— Nudo Patrén (Cinquefoil)
= Nudo Compaiiero (Unknot)

Simulacion en PyCharm

3.3. Conclusiones

El estudio de los nudos satélite, tal como se presenta en este documento, resalta la
importancia de esta clase de nudos en la teoria topoldgica y su relacién con las
3-variedades. Los nudos satélite son estructuras complejas formadas por la interaccion
entre un nudo patréon, contenido dentro de un toro sélido, y un nudo compaitero, lo que
da lugar a un sistema de capas que enriquece la teoria de nudos tradicional.

A lo largo del trabajo, se ha explorado la relevancia de invariantes topoldgicos como el
polinomio de Alexander y el polinomio de Jones, que proporcionan herramientas clave
para clasificar y analizar los nudos satélite. El polinomio de Alexander, aunque mas
bésico, refleja la influencia del nudo patrén en la estructura del nudo satélite. El
polinomio de Jones, por otro lado, es méas sensible a las interacciones complejas entre el
nudo patrén y el nudo companero, ofreciendo una mayor precisién en la clasificacién de
estos nudos.

Ademas, se han abordado aplicaciones importantes de los nudos satélite en contextos
fuera de la matematica pura, como el superenrollamiento del ADN en biologia
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molecular y las lineas de campo magnético en plasmas en fisica. Estas aplicaciones
muestran como los nudos satélite proporcionan un marco teérico util para modelar
fendomenos reales en sistemas tridimensionales.

En conclusion, este trabajo no solo aporta una vision detallada de las propiedades de los
nudos satélite y su clasificacion, sino que también abre la puerta a futuras
investigaciones en areas como la fisica y la biologia, donde la complejidad de los nudos
satélite podria seguir ofreciendo respuestas a problemas en sistemas dinamicos. Se
recomienda explorar invariantes adicionales y profundizar en el estudio de los nudos
satélite en otras topologias.



Bibliografia

[1] Adams, C. C. (2004). The Knot Book: An Elementary Introduction to the
Mathematical Theory of Knots. American Mathematical Society.

2] Burde, G., & Zieschang, H. (2003). Knots. Walter de Gruyter.

[3] Lickorish, W. B. R. (1997). An Introduction to Knot Theory. Springer.

[4] Rolfsen, D. (1976). Knots and Links. Publish or Perish, Inc.

[5] Schubert, H. (1956). Knoten und Vollringe. Acta Mathematica, 90, 131-286.

[6] Thurston, W. P. (1982). Three-Dimensional Geometry and Topology. Princeton
University Press.

32



