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RESUMEN

Esta tesis pretende dar resultados sobre la compacidad de la bola cerrada unitaria, que no se
tienen en espacios de dimensién infinita, y esto lo obtenemos gracias al Teorema de Alaoglu.

En particular, se utilizaran conceptos basicos tales como: una topologia, el espacio dual y es-
pacios vectoriales topoldgicos; para asi, con ellos definir una topologia débil-*. En especifico,
utilizaremos las bases locales de un espacio vectorial topoldgico, pues junto a la topologia
débil; son piezas claves para probar el Teorema de Alaoglu. Posteriormente, tendremos re-
sultados inmediatos para espacios vectoriales topolégicos normados y separables.

En la parte de Topologia, el resultado més importante es el Teorema de Tychonoft.

Teorema 1 (Teorema de Tychonoff). El producto de cualquier coleccion arbitraria de espa-
ctos compactos, es compacto bajo la topologia producto.

Posteriormente, introduciremos la estructura de espacios vectoriales topoldgicos.
Definicién 1 (Espacio vectorial topolégico). Sea X un conjunto no vacio. Dado (X, 7) un
espacio topolégico y (X, K) un espacio vectorial, decimos que X es un espacio vectorial
topologico, si se verifica que:

1. Cada punto de X es un conjunto cerrado.

2. Las operaciones del espacio vectorial son continuas con respecto a .

Bajo este contexto, a 7 le llamamos topologia vectorial.

Esta nocion de un espacio vectorial topologico es muy importante, pues nos permite definir
una base local.

Definicién 2 (Base local en a). Sea X un espacio vectorial topoldgico y a un elemento de X.
Una base local en a, es una coleccién de conjuntos que cumple las siguientes condiciones:

1. Todos los elementos de A, son conjuntos abiertos.
2. Todo elemento B € #,, cumple que a € B.

3. Si U es conjunto abierto tal que a € U, entonces existe B € %, tal quea € B C U.
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La importancia de una base local es el hecho que con ella se genera una base para la topologia
vectorial. Otra cualidad que destaca de estos espacios, es que tanto las traslaciones como las
homotecias de conjuntos abiertos siguen siendo conjuntos abiertos.

De forma similar, revisaremos contenido fundamental del Analisis Funcional, entre ellos des-
taca: el espacio dual, las evaluaciones puntuales, y el isomorfismo entre los espacios medibles
de Lebuesgue L y su dual L?, siempre que 1 < p < oo y ¢ sea el conjugado de p.

Definicién 3 (Espacio dual). El conjunto de todos los funcionales lineales y continuos que
van de un espacio vectorial topoldgico X a su campo K, es llamado espacio dual de X y
lo denotamos por X™.

Otro concepto importante son las evaluaciones puntuales, g, : X* — K. Una carac-
teristica importante de estos funcionales, es el hecho que la coleccién de todas las evaluacio-
nes puntuales, es una familia que separa puntos de X.

En este punto, a pesar de que tenemos los fundamentos y las bases de nuestro tema de
investigacion, debemos definir diversos conceptos que son clave; en estos se observa una
de las relaciones entre la Topologia y el Andlisis Funcional, con esto nos referimos a una
Z-topologia.

Definicién 4 (.#- topologia de X). Sea X un conjunto no vacio, {(Yy, 7o) }aesr una coleccién
de espacios topolégicos y .# una familia no vacia de aplicaciones, definida como

F =A{fo; | fo, : X — Yy a€liec 1}

Sea S la subbase de X, definida por .%#
S=JS% Sa={f1}Vs) : Vi€m fo,€F BET}.
acl

La topologia generada por la subbase S, es llamada .%- topologia de X.

La importancia de la .%-topologia, es el hecho que la topologia débil y débil-* son un caso
particular de esta.

Definicién 5 (Topologia débil). Tomemos un espacio vectorial topoldgico X tal que su dual
X*, separa puntos de X. La X*-topologia de X es llamada topologia débil de X.

Definicién 6 (Topologia débil-*). Sea X un espacio vectorial topolégico, T su topologia
vectorial y K su campo de escalares. Consideramos la familia de las evaluaciones puntuales,
definida por

F={g. € X" | g.: X" — K ze X}

La % -topologia de X™ es llamada topologia débil-* de X*.

Lo interesante de recopilar toda la teoria mencionada anteriormente, es poder enunciar y
demostrar el Teorema de Alaoglu.
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Teorema 2 (Teorema de Alaoglu). Sea X un espacio vectorial topoldgico, T su topologia
vectorial y K su campo de escalares. Si V' es un vecindario abierto de 0, entonces el polar de
v,

P={feX :|f(z)|<1zeV}

es débil-* compacto.

La importancia del Teorema de Alaoglu es debido a que en un espacio vectorial topoldgico
de dimensién finita X, la bola unitaria de X™ no es compacta en su topologia original; sin
embargo, con este resultado se obtiene que la bola serda compacta, inclusive si la dimension
de X es infinita, siempre y cuando trabajemos sobre la topologia débil-*.

Una vez enunciado y demostrado el Teorema de Alaoglu, podremos obtener resultados in-
mediatos; entre los cuales, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3 (Teorema de Helly). Sea X un espacio vectorial topolégico separable y V un
vecindario abierto de 0, entonces el conjunto

P={feX " |f(x)]<lLzeV}
es secuencialmente débil-* compacto en X*.

En este punto, vuelve a radicar la importancia de trabajar sobre un espacio vectorial to-
polégico; pues bajo dicha estructura, se cumple que las bolas cerradas de radio finito en X*
son débil-* compactas.

Finalmente, estudiaremos aplicaciones del Teorema de Alaoglu; En particular veremos 2
aplicaciones: en Algebras de Banach y en los espacios medibles de Lebesgue sobre el Toro.

Definicién 7 (Algebra de Banach). Sea A un espacio de Banach, el cual es un algebra
compleja con respecto a la norma. Si A satisface que para todo z,y € A:

= eyl < llzlllyll
» Existe e € A tal que ze = ex =z, con ||e]| = 1.

Decimos que A es un algebra de Banach compleja; en particular, si A es un algebra
conmutativa, se dice que es un algebra de Banach compleja conmutativa.

En las algebras de Banach complejas, estudiaremos el espacio de los homomorfismos com-
plejos de A, distintos del funcional trivial. A dicho espacio lo denotamos por

p(A) ={p: A—C:p#0}.

Se probard u(A) C A*. Como consecuencia del Teorema de Alaoglu, mostraremos p(.7) es
un espacio de Hausdorff, cerrado y compacto en la topologia de Gelfand; dicha topologia
es mas débil que la topologia débil -*.

XVII



Por otro lado, estudiaremos el espacio medible de Lebesgue sobre el toro,
1 ™
LP(T) = {f:T—)C : f es medible y 2—/ |f(t)|pdt<oo},
™ —Tr

siempre que 1 < p < oo. Utilizando el Teorema de Helly (Corolario del Teorema de Alaoglu),
se mostrara que existe una relacion entre dicho espacio y las funciones armonicas sobre
el disco unitario. Se probara, que para toda funcién armonica f sobre el disco, existe una
funcién g € LP(T) tal que f se puede representar como una convolucién del niicleo de Poisson

con g¢; es decir, ' ‘
f(re®y = (P, % g)(), siempre que re” € D.

Con estas dos aplicaciones, daremos a conocer la utilidad de dicho teorema y observaremos
como puede extenderse a diversas ramas de la Matematica; de esta forma, mostraremos que
es un resultado sumamente importante, y se evidenciara que es un pilar fundamental del
Analisis Funcional.
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INTRODUCCION

El Teorema de Alaoglu es un resultado sumamente importante del Anélisis Funcional, este
resultado fue publicado inicialmente por Stefan Banach en 1932, donde demostro este teo-
rema para espacios vectoriales normados separables; la primera prueba para el caso general
fue publicada en 1940 por Leonidas Alaoglu.

El objetivo de este trabajo va mas alla de estudiar el Teorema de Alaoglu, es mas bien,
estudiar a fondo cada una de las herramientas necesarias para enunciarlo y demostrarlo;
ademads, analizaremos diversas aplicaciones de este en otras ramas de la Matematica. La
importancia del resultado, radica en que obtenemos la propiedad de compacidad de la bola
cerrada unitaria sobre el espacio dual de un espacio vectorial topoldgico, trabajado con la
topologia débil-*, lo cual no sucede de forma general.

En el presente trabajo, los temas se abordan de forma gradual. Se expondran desde con-
ceptos basicos hasta definiciones mas abstractas, la finalidad de esto, es que el lector pueda
comprender por completo el contenido que se presentara. En el Capitulo 1, daremos un
recorrido por los conceptos y resultados basicos de la Topologia; para asi, tener bases solidas
en esta area.

En el Capitulo 2, se abordan definiciones y resultados fundamentales de Anélisis Funcional;
en la Seccion 2.1 se introducen, y estudian a profundidad, los espacios vectoriales topolégi-
cos; con el motivo de comprender, por qué la teoria posterior, se trabaja tinicamente sobre
estos espacios. Concluimos dicho capitulo dando algunos Teoremas de Separacion donde se
utilizan teoremas del tipo Hahn-Banach.

La parte principal de dicho trabajo, se desarrolla en el Capitulo 3. Iniciamos definiendo las
convergencias débil y débil-*; asi como, resultados esenciales de estas. Como siguiente punto,
se definen las topologias débil y débil-*, en las cuales se observa una de las relaciones entre el
Anélisis Funcional y la Topologia. Trabajando sobre estas, llegamos a la tltima parte, donde
se enuncia y demuestra el Teorema de Alaoglu. Dicho teorema nos da las condiciones para
que una bola cerrada unitaria sea compacta. Para finalizar el capitulo, se dan resultados
inmediatos tales como el Teorema de Helly y el Teorema de Banach-Alaoglu.

Finalmente, en el Capitulo 4, se puede ver la importancia del Teorema de Alaoglu; pues
estudiamos aplicaciones de este en Algebras de Banach y en los espacios medibles de Lebesgue
sobre el toro. Se probara que el espacio construido por homomorfismos complejos no triviales
de un Algebra de Banach, es Hausdorff y compacto, bajo la topologia de Gelfand. Por
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otro lado, se da una caracterizacion de las funciones armonicas sobre el disco unitario, en
términos de una convoluciéon entre el nicleo de Poisson y una funciéon de un espacio medible
de Lebesgue. Lo anterior nos permite observar que el Teorema de Alaoglu es un resultado
de gran importancia, que viene a ser el pilar de diversas teorias en la Matematica.
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CAPITULO 1

Fundamentos en Topologia

“No hay rama de la Matemdtica, por lo abstracta que
sea, que no pueda aplicarse algun dia a los fenomenos
del mundo real.”

-Lobachevski.



2 FUNDAMENTOS EN TOPOLOGIA

En este capitulo, estudiaremos los fundamentos de una de las areas mas importantes en el
presente trabajo, la Topologia. Iniciaremos dando conceptos basicos, asi como resultados de
suma importancia, que son necesarios para estudiar el Teorema de Alaoglu. En el presente
capitulo seguiremos el texto de [7], paginas 75-132, 147-157.

1.1. Topologia y bases de una topologia

La definicién de un espacio topolégico tomé mucho tiempo en ser establecida; lo que se
deseaba era establecer un nuevo concepto matemético, que vendria a ser la generalizacién
de un espacio métrico, y bajo este demostrar y generalizar diversos resultados.

Definicién 1.1 (Topologia). Una topologia de un conjunto X, distinto de vacio, es una
coleccion de subconjuntos de X denotada por 7, que posee las siguientes propiedades:

1. 0y X estén en 7.

2. La unién arbitraria de elementos U; € 7, i € I esta en 7, donde [ es un conjunto de
indices arbitrario.

3. La interseccién finita de elementos Uy, ..., U, € 7, n € N estd en 7.

El conjunto X, para el cual se construye 7, es llamado espacio topoldgico y se denota por
la dupla (X, 7).

Definicién 1.2 (Conjunto abierto). Dado (X, 7) un espacio topoldgico, decimos que U C X
es un conjunto abierto en X, si U pertenece a la topologia 7.

Observacion. A partir de este punto, al decir que U es abierto en un espacio topolégico
(X, 7), omitiremos la topologia y solo diremos que U es abierto en X.

Anteriormente, se definié un conjunto abierto U de un espacio topoldgico (X, 7); sin embargo,
existen otras formas para poder afirmar que un conjunto es abierto. A continuacion, se dara
una caracterizacion de dicho concepto.

Teorema 1.1. Sea (X,T) un espacio topoldgico y A un subconjunto de X. Si para todo
x € A, existe un conjunto U abierto en X tal que v € U C A, entonces A es un conjunto
abierto.

Demostracion. Por hipdtesis, para todo x € A existe un conjunto U, € 7, tal que
re U, CA.
Utilizando la inclusién anterior, obtenemos la siguiente igualdad,

A=JUu, Uer

€A

Ya que A se ha reescrito como la unién arbitraria de conjuntos abiertos, se concluye que
Aer. n
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Otro concepto muy comun en las matematicas son los vecindarios (también llamados entor-
nos); a continuaciéon veremos su definicién, pues existe una relacién entre ellos y los conjuntos
abiertos.

Definicién 1.3 (Vecindario en p). Sea (X, 7) es un espacio topolégico y p un elemento de
X. Un subconjunto V' de X es un vecindario de p, si existe un conjunto abierto U de X
tal que

pelUCV.

Observacion. Es importante mencionar que los vecindarios no siempre son abiertos; sin
embargo, todo conjunto abierto de X es en si mismo un vecindario, el cual es llamado
vecindario abierto.

En un conjunto X, distinto de vacio, podemos definir mas de una topologia, es decir, las
topologias no son unicas. Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.1.

1. Topologia trivial. Sea X un conjunto no vacio. La siguiente coleccion,
T = {@, X}7
es una topologia para X, la cual es llamada topologia trivial.

2. Topologia discreta. Sea X un conjunto no vacio. La siguiente coleccion,
T =P(X),

es una topologia para X llamada topologia discreta, donde P(X) es el conjunto
potencia de X.

Una pregunta que puede surgir es: si tenemos dos topologias sobre un mismo conjunto X no
vacio, ;las topologias estan relacionadas de alguna forma? La respuesta es negativa, pues no
siempre se pueden relacionar, para ello damos la siguiente definicién.

Definicion 1.4 (Comparacién de topologias). Sean 7y 7’ dos topologias de un conjunto X
no vacio. Si 7 C 7/, decimos que 7 es mas gruesa o mas débil que 7', equivalentemente;
se dice que 7’ es mas fina o mas fuerte que 7 .

La inclusién de las topologias, es en el sentido que todo abierto en (X, 7), también es abierto
en (X, 7).

Nota. En este texto, dadas dos topologias 7, 7’ sobre X un conjunto no vacio; para referirnos
al hecho que 7 C 7/, utilizaremos el término mds débil; en este caso, 7 es mas débil que 7.



4 FUNDAMENTOS EN TOPOLOGIA

A continuacion, tenemos un resultado que nos sera de utilidad cuando introduzcamos el
término de bases.

Proposicién 1.1. Sea X un conjunto no vacio. Si {7, }acs €8 una coleccién de topologias

sobre X, entonces ﬂ T €S una topologia para X.
acJ

Demostracion. Lo que haremos sera probar que 7 = ﬂ T €S una topologia para X.
acJ

1. Sabemos que X, € 7, para todo a € J, entonces que X, () € 7.

2. Sean U; € 7, con ¢ € I. Para todo 7 € I se cumple que U; € 7,, para cada o € J. Por

definicion de topologia U U; € 7,, para cada o € J, entonces U U, er.
iel iel

3. Tomemos U; € 7, con i = 1,...,n, por lo que U; € 7, para cada o € J; asi mismo,
n

n
ﬂ U; € 1., para todo a € J. Por lo tanto, ﬂ U,er.

i=1 i=1

Dado que hemos probado los tres axiomas de una topologia, tenemos que (X, 7) es un espacio
topoldgico. O

En ocasiones, es muy complicado definir por completo una topologia 7 sobre un conjunto X
no vacio; en su lugar, es mas facil definir una coleccion mas pequena de subconjuntos de X,
mediante la cual podamos obtener una topologia; sin embargo, esto solo sucede bajo algunas
condiciones.

Definicién 1.5 (Base). Sea X un conjunto no vacio. Una coleccién de subconjuntos de X,
denotada por #, se dice base para una topologia de X, si satisface que:

1. Para cada =z € X, existe un elemento B € & tal que x € B.

2. Para cada x € B; N By, donde By, By, € A, existe un elemento By € % tal que x € Bs
y Bg Q Bl N BQ.

A los elementos de la base & les llamamos basicos.

Definicién 1.6 (Topologia generada por una base). Sea X un conjunto no vacio, %4 una
base en X. Un subconjunto U de X se dice abierto en X con respecto a A, si para cada
x € U, existe un béasico B € £ tal que x € B C U.La colecciéon de abiertos en X con

respecto a A, es llamada topologia generada por la base 4.

Observacion. Sea X un conjunto no vacio. Todos los elementos bésicos de una base %,
son conjuntos de la topologia generada por una base.
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Proposicién 1.2. Sea X un conjunto no vacio y 4 una base para una topologia en X. Si
T es la topologia generada por %, entonces (X, 7) es un espacio topolégico.

Demostracion. Para probar que (X, 7) es un espacio topoldgico, debemos verificar que la
coleccion de abiertos 7 es una topologia.

» Si U = (), este es abierto por vacuidad.

= Sea U = X. Por definicion de base, para todo = € X, existe un basico B, € 4, tal que
xr € B, C X, porloque X €7.

= Tomemos U; € 7, con i € I, definamos
v=Ju.
iel

Sea x € U, en consecuencia, existe ¢ € [ tal que x € U;. Ya que U; es un conjunto
abierto, en particular, para x € U; se satisface que existe un basico B,, tal que x €
B, C U; CU. Lo anterior se cumplira para cualquier x, comprobando que U € 7.

n
= Dados Uy, Us,...,U, € 7, debemos probar que, ﬂ U; € 7. Lo haremos por induccion.
i=1

Caso base: sean Uy, Uy € 7. Sixz € U NUs,, entonces x € Uy y x € Us,; en consecuencia
existen basicos By, By tal que x € By CU; y x € By C Us.

Utilizando lo anterior, tenemos que x € By N By; por definicion, existe un basico Bs,
tal que x € B3 C BN By C Uy NUs,. Luego, ya que x € U; NUs; era arbitrario, tenemos
que UyNU; €.

Hipétesis inductiva: dados Uy, ..., U, € T, se cumple que
m Uz S
i=1

Paso inductivo: sean Uy, ..., U,, U, 1 € 7. Por hipdtesis inductiva,

U:ﬁUiGT.

=1

Utilizando el caso base, dado U, U, 41 € 7, tenemos que UNU,,;1 € 7. Que es justamente
lo que se deseaba demostrar.

De esta forma se ha comprobado que la coleccién 7, generada por la base, % es una topologia.
O
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A continuacién, describiremos de forma especifica los abiertos de la topologia generada por
una base.

Lema 1.1 (Topologia generada por una base). Sea X un conjunto no vacio y B una base
en X. Si T es la topologia generada por A, entonces T es la coleccion de uniones arbitrarias

de bdsicos de B.

Demostracion. Tenemos que % es una base para una topologia 7 de X. Por definicién, si
B € A, entonces B € 7; como consecuencia, la unién arbitraria de basicos B € 4 pertenece
arT.

Al tomar un conjunto abierto U € 7, para cada x € U, existe un bésico B, € A tal que
x € B, C U; esto nos lleva a redefinir a U como

U:UBI.

zelU

Concluyendo que U € 7, pues es la unién arbitraria de basicos de 4. ]

Observacion. Dado X un conjunto no vacio, si % es una base para una topologia en X,
entonces la topologia 7 generada por # es unica.

El Lema 1.1, nos dice de forma especifica, como son los abiertos de un espacio topoldgico
(X, 7) en términos de una base . Asi mismo, nos dice como generar una topologia dada una
base # en X sin embargo, también podemos ir en el sentido opuesto: dada una topologia,
encontrar la base que la genera. El siguiente resultado nos da mas detalles al respecto.

Lema 1.2. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y € una coleccion de conjuntos abiertos de X.
Si todo conjunto abierto U de X, satisface que: para cada v € U, existe C € € tal que
x € C CU, entonces € es base para una topologia en X la cual se denota por 7. Ademds,
la topologia generada por la base A coincide con la topologia original.

Demostracion. Primero debemos probar que % es una base para X, para ello verificaremos
que cumpla los dos axiomas de base.

1. Sea x € X arbitrario. Dado que X es en si mismo un conjunto abierto, por hipdtesis,
se garantiza que existe un elemento C' € € tal que z € C' C X. Esto prueba el primer
axioma de una base.

2. Tomemos x € C1NCy, con Cp, Cy € €. Por definiciéon C1, Cy € 7, entonces C;NCy € 7.
Por hipétesis, podemos garantizar que existe un elemento C3 € ¥ tal que = € C3 C
C1 N Csy, probando el segundo axioma de una base.
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De momento, hemos comprobado que la coleccién € es una base para X, denotemos por
7’ a la topologia generada por la base €. Ahora, vamos a comprobar que dicha topologia
coincide con la topologia original.

Tomemos un abierto en U € 7. Por hipdtesis, para cada x € U, existe un basico C' € € tal
que x € C C U; esto prueba que U es un abierto en 7/, por definicién de topologia generada
por una base.

Ahora, sea un abierto U en 7’. U se puede escribir como la unién arbitraria de elementos de
C € €; ademas, si C' € €, entonces C € 7. De esta forma, se garantiza que U € 7.

De esta forma se ha comprobado que la topologia 7', coincide con la topologia original. Es
decir, 7 = 7. O

El resultado anterior es de suma importancia, pues nos dice como obtener una base para
una topologia 7, de un conjunto X, no vacio; sin embargo, podemos tomar una coleccion de
abiertos de una topologia 7 que cumplan con ser una base y con esta generar una topologia
7', pero esta topologfa no siempre coincidird con 7 (solamente lo hard cuando se cumpla lo
establecido en el Lema 1.2). Para esclarecer lo mencionado anteriormente tenemos la siguien-
te Proposicion.

Proposicién 1.3. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y Z base de una topologia en X. Si
todos los elementos basicos de Z son abiertos en 7, entonces la topologia generada por %,
es mas débil que la topologia 7.

Demostracion. Sea 7' la topologia generada por Z. Sabemos que los elementos de la topologia
7' son uniones arbitrarias de bdsicos B € 4. Sin perdida de generalidad, podemos asumir
que un conjunto U € 7, es de la forma

U=|JBi, Bie®.

iel
Dado que cada bésico B; € 7, tenemos que U € 7; de esta forma, probamos que 7/ C 7. [
Las bases son muy tutiles, sobre todo a la hora de hablar sobre abiertos en un espacio

topoldgico (X, 7); por ejemplo, dadas las bases de ciertas topologias sobre un mismo conjunto
X, no vacio, podemos utilizarlas para comparar las topologias generadas por dichas bases.
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Lema 1.3. Sea X un conjunto no vacio, B y B’ bases para topologias en X, denotadas por
T y 7', respectivamente. Las siquientes afirmaciones son equivalentes:

1. 7 es mds débil que T'.

2. Sea v € X arbitrario y B € B. Si v € B, entonces existe un bdsico B' € %' tal que
x € B'C B.

Demostracion.

» “l = 2” Por hipétesis, 7 C 7. Sean x € X y B € %, de modo que # € B. Dado
que T es la topologia generada por 4, se tiene que B € 7. Utilizando la hipdtesis que
7 C 7/, obtenemos que B € 7'.

s “2=— 1" Sea U € 7. Para todo x € U existe un béasico B € & tal que x € B C U.
Lo anterior, garantiza las hipotesis de la condicion 2; en consecuencia, existe un béasico
B' € % tal que x € B' C B C U. Probando que U es un abierto en 7’.

]

De momento, hemos encontrado otra forma de definir una topologia, la cual consiste en
tomar una coleccion de subconjuntos que cumple los axiomas de una base. Una pregunta
que puede surgir es: ;jExiste una forma mas facil de obtener una topologia? La respuesta es
que si, podemos tomar una coleccién de subconjuntos de X y con esta generar una topologia;
a diferencia de una base, lo interesante de esta coleccion, es el hecho que esta no debe cumplir
ninguna condicién que sea sumamente complicada de obtener.

Definicién 1.7 (Subbase). Sea X un conjunto no vacio. Una subbase es una coleccién de
subconjuntos de X, denotada por S tal que la uniéon de todos los conjuntos de S es igual a
X. Los elementos de la subbase S son llamados subbasicos.

Proposicién 1.4. Sea X un conjunto no vacio y S una subbase de X. La siguiente coleccién,

=1

es una base para una topologia en X.

SZ'ES,i:L...,n}

Nota. Todo subbésico S € S, es un elemento de la coleccién Z; pues, es la interseccién de
un solo conjunto de la subbase.



1.1. TOPOLOGIA Y BASES DE UNA TOPOLOGIA 9

Demostracion. Probaremos que la coleccion %, cumple todos los axiomas de una base.

1. Sea x € X arbitrario. Por hipdtesis, S es una subbase, entonces
X =Js.
el

Debido a esta igualdad, se garantiza que existe un S; € S tal que x € .S;. Por definicién,
S; € A, entonces existe un basico B = 5; € & tal que x € B. Cumpliendo el primer
axioma de base.

2. Sea x € B; N By, con By, By € A. Por definicién de los basicos en %, se tiene que

n

BJM%z(ﬂ&)ﬂ(ﬁSO, con S;, 5! € S.
=1

i=1

La igualdad anterior garantiza que, By N By € %; pues, B; N By se ha escrito como
una interseccién finita de elementos de € §. Probando asi el segundo axioma de base.

]

Dada una subbase S, podemos generar una topologia para un conjunto X no vacio. A
continuacion estudiaremos la forma de generarla.

Definicién 1.8 (Topologia generada por una subbase). Sea X un conjunto no vacio y S
una subbase de X. La coleccion,

- {ﬁsi
i=1

es una base para una topologia en X, denotada por 7. A esta topologia le llamamos topologia
generada por la subbase S.

SiGS,izl,...,n}

Proposicién 1.5. Sea X un conjunto no vacio y S una subbase para una topologia en X.
Si 7 es la topologia generada por la subbase S, entonces (X, 7) es un espacio topoldgico.

Demostracion. Con la subbase §, definimos la base

@:{ﬁ&
i=1

Con dicha base generamos una topologia 7 en X, por la Proposicién 1.2, (X, 7) es un espacio
topoldgico. O

SiES,izl,...,n}.
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Proposicién 1.6. Sea X un conjunto no vacio y § una subbase de X. Si 7 es la topologia
generada por la subbase S, entonces 7T se define como

TZ{UBi

Donde 4, es la base que se construye a partir de la subbase S.

Bie%,v@'el}.

Demostracion. Sea X un conjunto no vacio y S una subbase de X. La topologia 7 generada
por la subbase, se crea mediante la base

o s
i=k

Denotemos por 7, a la topologia generada por la base Z. Por el Lema 1.1, la colecciéon 7 se

puede definir como

SiES,i:k’,...,n}.

Bz-e%,we[}.
O

Cuando hablamos de una base sobre un conjunto no vacio X, observamos dos casos: dada
una base A, con ella podemos generar una topologia, y dada una topologia 7, podemos
encontrar la base que la genera. Por otro lado, se estudié que podemos tomar una coleccion
de abiertos que cumplan con ser un base y posteriormente generar una topologia mas fina
que la original, ;jsucederd esto mismo con las subbases?, la respuesta es que si. Para ello
tenemos las siguientes proposiciones.

Proposicién 1.7. Sea (X, 7) un espacio topolégico y S una subbase. Si todos los elementos
de S son abiertos, entonces dicha subbase genera una topologia 7’ tal que 7" C 7.

Demostracion. La subbase S, genera la coleccién,

%’:{ﬁ& SiES}.
i=1

Que es una base en X. Por la Proposicion 1.4, dicha base genera una topologia en X denotada
por 7’; luego, aplicando la Proposicién 1.3, ya que £ C 7', tenemos que 7 C 7, que es
justamente lo que deseabamos demostrar. O]

Sea (X, 7) un espacio topoldgico, una pregunta que también puede surgir es ;La topologia
generada por una subbase S sobre X denotada por 7 coincidira por completo con la topologia
original 77 En la prueba anterior verificamos 7/ C 7; sin embargo, no siempre se cumple que
7 C 7'. Veamos el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 1.2. Sea (R, 7,5,4;) un espacio topoldgico. La topologia usual es generada por la
base
B ={(a,b)la,b € RAa < b}.

Sea S; = {(—00,a)|la € R} U {(b,00)|a,b € R} C Tygual, esta coleccién es una subbase de R,

y con ella generamos la base
%1:{ﬂsz SiESl}.
i=1

Sea 7 la topologia generada por %;. Por la Proposicion 1.3, tendremos que 7 C Tygual-

Para probar que Tysua C 71, tomamos un bésico (a,b) en Z. Notamos que
(a,b) = (—o0,a) N (b, 0).
Ya que (—o0,a) N (b,00) es un bdsico de Ay, se garantiza la existencia de un bésico
By = (—00,a) N (b,o0) € %

tal que z € By C (a,b), lo cual verifica que Tysua1 € 71. En este caso la topologia usual y la
topologia generada por la subbase S; coinciden.

Sea Sy = {(—o0,a)la € R}Ss C Tysual, €sta coleccién es una subbase de R, con la cual

generamos la base
By = {ﬂ(—oo,ai) a; € R} .

i=1
Sea 7, la topologia generada por %y, por la Proposicion 1.3 tenemos que 7 C Tygual-

Ahora, probaremos que Tysua C To. Para ello, tomamos el basico (a,b) € Z. Notamos que
(a, b) no se puede escribir como interseccién finita de bésicos de %s. La igualdad més cercana
que tenemos es

ﬂ(—oo, a;) = (—00,c¢), donde c¢=min{q;i=1,...,n}.
i=1

Lo anterior, no dice que no hay forma de garantizar que, (—oo,c) C (a,b), pues esto solo se
cumplira cuando
(a,b) = (—o0,b).

Ya que los basicos de £ no solo incluyen a los semi-intervalos, no podemos garantizar que
Tusual g T2.

De esta forma, se concluye que la topologia no coincide con la topologia generada por la

subbase Ss.
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Del ejemplo anterior, obtuvimos que dado un espacio topolégico (X, 7), la topologia gene-
rada por una subbase no siempre coincide con la topologia original; sin embargo, existe un
resultado que nos permite saber cuando estas dos topologias coinciden.

Lema 1.4. Sea (X, T) un espacio topoldgico, S una subbase de X y A la base generada por
S. 51 S C 7y para todo conjunto abierto U en T, se cumple que: para cada v € U, existe
un bdsico B € A tal que v € B C U, entonces, la topologia generada por la subbase y la
original coinciden.

Demostracion. La subbase S, genera una base denotada por 4, con la cual obtenemos la
topologia denotada por 7’.

Por hipétesis, S C 7 y para todo conjunto abierto U € 7, se cumple que: para cada x € U
existe un basico B € A tal que x € B C U. Lo anterior, satisface todas las hipotesis del
Lema 1.2, entonces 7 = 7. ]

De momento, hemos definido una base 4 y una subbase S, para un conjunto X no vacio. Asi
mismo, se han visto formas de encontrarlas dada una topologia. A continuacion, estudiaremos
una propiedad que nos habla sobre la minimalidad de las topologias generadas por una base;
en el sentido, que si Z es una base que genera una topologia, esta es la topologia mas pequena
en términos de inclusién que contiene a la coleccién Z.

Lema 1.5. Sea X un conjunto no vacio y % base para una topologia en X. La topologia
generada por A es iqual a la interseccion de todas las topologias en X que contienen a A.

Demostracion. Denotamos por %, a la coleccién de todas las topologias de X que contienen
a %A, definida como
C={r | talque ZC 7, coni € I}.

Por la Proposicién 1.1, 7 = ﬂTi es una topologia para X. Sea 7’ a la topologia generada

iel
por la base 4.

Debemos probar que 7 = 7’. Sea U un abierto en 7, asi que U € 7; para todo i € I. Por
definicién, £ C 7/, entonces 7 € C. Utilizando lo anterior, tenemos que U € 7'; lo cual
prueba que 7 C 7.

Veamos la otra implicacién. Tomemos un abierto U € 7/, por la Proposicién 1.6
b )

UZUBu con B; € A.

i€l

Dado que %; C 7;,Vi € I, entonces U € 7. Probando de esta forma que 7 = 7. O
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Proposicién 1.8. Sea X un conjunto no vacio y % una base en X. Si 7 es la topologia
generada por %, entonces T es la topologia més pequena (en términos de inclusién) que
contiene a A.

Demostracion. Haremos dicha prueba por contradiccion. Asumamos que existe otra topo-
logia 7’ sobre X, que es la mds pequena tal que & C 7'; por el Lema 1.5, la topologia
generada por la base #, denotada por 7 es igual a la intersecciéon de todas las topologias
7i,1 € I tal que 4 C 7;; en consecuencia, 7 C 7'; sin embargo, esto contradice el hecho que
7’ es la topologia més pequena que contiene a la coleccién 2. n

Del mismo modo daremos los resultados anteriores para subbases.

Lema 1.6. Sea X un conjunto no vacio y S una subbase para una topologia X . La topologia
generada por S es igual a la interseccion de todas las topologias en X que contienen a S.

Demostracion. Denotamos por € a la coleccién de todas las topologias de X que contienen
a §. La cual se define como

C={n| talque S C 7, conie I}
Por la Proposicion 1.1, 7 = ﬂ 7; es una topologia para X.
el

Sea 7' la topologia generada por la subbase S, para construirla es necesaria la siguiente base

oz
B = {ﬂsi
=1

Por construccién, S C 7 y por ende # C 7; con dicha inclusién, garantizamos que % C
7;,1 € J. Recordemos que 7’ es la topologia generada por la base 4, aplicando el Lema 1.5
podemos concluir que 7" = 7. O

SiGS,izl,...,n}.

Proposicién 1.9. Sea X un conjunto no vacio y & una subbase para una topologia en X.
Si 7 es la topologia generada por S, entonces 7 es la topologia mas pequena (en términos de
inclusién) que contiene a S.

Demostracion. Haremos dicha prueba por contradicciéon, asumamos que existe otra topo-
logia 7" sobre X que es la mds pequena tal que S C 7.

Por el Lema 1.6, la topologia 7 generada por la subbase S es igual a la interseccién de todas
las topologias 7;, ¢ € I tal que S C 7;. En consecuencia, 7 C 7, lo cual contradice el hecho
que 7’ es la topologia més pequefia que contiene a la subbase S. O

Inicialmente, hemos definido espacios topoldgicos; sin embargo, como es usual en Matemati-
ca, podemos tener la nocion de un “subespacio topoldgico”, los cuales estudiaremos a
continuacion.
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Definicién 1.9 (Topologia de subespacio). Sea (X, 7) un espacio topolégico e Y un sub-
conjunto de X. La coleccion,
v ={YnU | Uert}

es una topologia en Y, la cual es llamada topologia de subespacio. Bajo esta topologia,
Y es llamado subespacio de X; de forma especifica, los conjuntos abiertos en Y consisten
en todas las intersecciones de Y con subconjuntos abiertos U en X.

Lema 1.7. Sea (X, T) un espacio topolégico e Y un subconjunto de X. Si la topologia T es
generada por una base B, entonces la coleccion,

By ={BNY | Be€ B},
es una base para la topologia de subespacio Ty .

Demostracion. Sea V un conjunto abierto en 1y, por lo que
V=UnNY, con UEe€r.

Sea y € V, por definicién y € U, y € Y. Por hipétesis, Z genera a la topologia 7; dado que
y € U, se garantiza la existencia de un basico tal que

yeBCU = yeBNYCUNY.

Lo cual indica que todo abierto de la topologia de subespacio contiene un elemento de la
coleccion Ay, es decir, hemos probado que By C 1y.

Ya demostramos que By C 1y, asi que, se satisfacen todas las hipotesis del Lema 1.2; en
consecuencia, si 7y- es la topologfa generada por Py, sucederd que 7y = Ty O

Los abiertos de la topologia de subespacio, tienen una relacién con respecto a la topologia
original. La cual estudiaremos en el siguiente lema.

Lema 1.8. Sea (X, T) un espacio topolégico, Y un subespacio de X y U un conjunto abierto
en la topologia de subespacio de Y. U es abierto en T si y solamente si 'Y es abierto en 7.

Demostracion. Denotemos por 7y a la topologia de subespacio, como hipotesis general, U €
Ty .

s “<=" Tenemos que U =V NY, donde V € 7. Por hipdtesis, Y € 7, asi que U € 7.

= “=— 7" Sesabe que U =V NY, donde V € 7; el conjunto U, esta escrito como una
interseccion finita de conjuntos abiertos en 7, por ello Y € 7.

O
Nota. Este resultado también se puede demostrar para conjuntos cerrados.

Definicién 1.10 (Conjunto cerrado). Sea (X, 7) un espacio topolégico. Un subconjunto A
de X, se dice cerrado si su complemento es abierto en X.
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Observacion. Una vez definido un conjunto cerrado sobre un espacio topolégico (X, 1),
podemos decir que un conjunto A, es abierto si su complemento es cerrado.

Ejemplo 1.3.

1. El conjunto [a,b] es cerrado en (R, Tygual), pues
R\ [a,b] = (—00,a) U (b, c0).

Notamos, que su complemento se puede escribir como la uniéon de dos abiertos en la
topologia usual, por lo que R\ [a, b] € Tysyal-

2. Sea X un conjunto, no vacio, dotado con la topologia discreta. Sea A un subconjunto
de X, por definicién,
X\ACX eP(X).

Lo cual nos permite concluir que su complemento es abierto; es decir, A es un conjunto
cerrado. En general hemos verificado que todo conjunto de la topologia discreta es
tanto abierto como cerrado.

A continuacién, veremos un resultado que nos comenta como son los conjuntos cerrados en
un subespacio de un espacio topoldgico.

Teorema 1.2. Sea (X,T) un espacio topoldgico e Y un subespacio de X. Un conjunto A,
es cerrado en la topologia de subespacio de Y si y solamente si A= BNY, donde B es un
conjunto cerrado en T.

Demostracion.

s “=" Asumamos que A es de la forma A =Y N B, donde B es cerrado en 7. Tenemos
la siguiente igualdad,

Y\A=Yn4"

—Yn((ynB)r

B es cerrado en 7, asi que X \ B es abierto en 7; en consecuencia

YN(X\B)=Y\ A€ .
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» “<"Por hipdtesis, A es cerrado en Y, asi que, Y\ A es abierto en Y’; en consecuencia,
Y\A=UNY, donde U € 7. Tenemos la siguiente igualdad de conjuntos

Y\(Y\A) =Y\ (UnNY) Y\U=YnU®
A=yYnWny) —Yn(Xxnu®
A=y n@Wtuy?h —YNn(X\U).

A= nUubHuyny?
A= nU%uU®
A=Y \U.

Hemos demostrado que A =Y N (X \ U), donde X \ U es cerrado en 7. Que es lo que
deseabamos probar.

]

Lema 1.9. Sea (X, T) un espacio topoldgico, Y un subespacio de X y C' un conjunto cerrado
enY. C es cerrado en (X, 7) si y solamente si Y es cerrado en (X, 7).

Demostracion.

» “<="7 Sea C cerrado en (Y, 7y ), asi que C' = BNY, donde B es un cerrado en (X, 7).
Por hipétesis Y es cerrado en (X, 7), entonces C' es cerrado en (X, 7).

» ¢ = 7 Por hipétesis, Y es cerrado en (X, 7). Si C es cerrado en (Y, 7y), entonces
C = C'NY, donde C" es cerrado en 7. Hemos visto que C es la interseccién de
conjuntos cerrados de 7, asi que C es cerrado en (X, 7).

]

Cuando hablamos de conjuntos cerrados es muy usual definir la cerradura de un conjunto,
pues en ocasiones, trabajar con ella facilita algunos resultados.

Definicién 1.11 (Cerradura e interior de un conjunto). Sea (X, 7) un espacio topoldgico y
sea A un subconjunto de X. El interior de A, es la unién de todos los conjuntos abiertos
que contienen a A, el cual se denota por Int(A) 6 A°; la cerradura de A, es la interseccién
de todos los conjuntos cerrados que contienen a A, la cual se denota por A.

Nota. De la definicién anterior tenemos las siguientes inclusiones. Sea A un subconjunto de
un espacio topolégico (X, 7), entonces

ACA, Int(A) C A.
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Con dichas inclusiones, damos paso a la siguiente proposicién; con la cual daremos otra
caracterizacion para los conjuntos abiertos y cerrados.

Proposicién 1.10. Sea (X,7) un espacio topolégico y A, B subconjuntos de X. Si A es
abierto y B es cerrado, entonces

A = Int(A), B =B.
En el Teorema 1.3, veremos una caracterizacion de un conjunto cerrado en (X, 7).

Teorema 1.3. Sea un espacio topoldgico (X, T) y A un subconjunto de X.

a) x € A siy solamente si todo vecindario abierto U de x, satisface que U N A # .

b) Si la topologia T es generada por una base A, entonces x € A si y solamente si para cada
bdsico B € A tal que x € B, se verifica que BN A # ().

Demostracion.

a) Equivalentemente, probaremos que z ¢ A si y solamente si existe un vecindario abierto
U de z tal que UNA = 0.

» “= 7 Six & A, entonces x € X \ A. Por construccién X \ A es un vecindario
abierto de x, en consecuencia,

AN(X\A) =0.
Ademas, tenemos las siguientes inclusiones
AN(X\A) CAN(X\A) =0
Obteniendo que AN (X \ A) = 0, lo cual garantiza que existe un vecindario abierto

de x que no interseca a A.

s “ <=7 Por hipdtesis, existe un vecindario abierto U de x tal que U N A = (); en
consecuencia, X \ U es cerrado, donde A C X \ U.

Por definicion de cerradura, debe suceder que AC X\U;yaquez & X\U, entonces
g A.

b) Ahora probaremos que z € A si y solamente si para cada basico B € % tal que x € B,
se verifica que BN A = (). Como hipdtesis, la topologia T es generada por una base 2.

» “= " Six ¢ A, entonces v € X \ A. Por construccién X \ A es un vecindario
abierto de x; luego, por definicién de base existe un basico B € 4 tal que B C X \ A.
Por otro lado, notamos que AN (X \ A) = (), con lo cual se verifican las siguientes
inclusiones

ANBCAN(X\A) CAN(X\A) =0

Obteniendo que AN B = (), lo cual garantiza la existencia de un bdsico que contiene
a x el cual no interseca a A.
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» “ <" Por hipdétesis existe un béasico B € # que contiene a x tal que no interseca a
A; en consecuencia X \ B es un conjunto cerrado, donde A C X \ B. Por definicién
de cerradura debe suceder que A C X \ B; por lo que, si z ¢ X \ B en consecuencia
g A.

]

1.2. Continuidad

En el calculo, de forma general se estudian las funciones continuas sobre R; sin embargo,
la continuidad se vuelve un tanto mas complicada de encontrar cuando las funciones se
trabajan sobre espacios mas generales, tales como: los espacios topoldgicos. En esta ocasion
estudiaremos la continuidad de forma general.

Definicién 1.12 (Continuidad de una funcién). Sean (X, 7) e (Y, 7') espacios topoldgicos.
Una funcién f: X — Y se dice continua, si para todo conjunto abierto V' en Y se cumple
que f~1(V) es abierto en X.

Nota. Lanotaciéon f~'(A) denota la imagen inversa o preimagen de un conjunto. Definamos
una funciéon f: X — Y y A C Y. La imagen inversa de A o la pre imagen de A, se define
como

fHA) ={zeX | [f(z) €A}

Anteriormente, hemos hablado de bases, se ha podido observar que hay muchos resultados
cuya prueba es mas facil al utilizarlas. Para nuestra suerte, el probar la continuidad no es la
excepcion.

Definicién 1.13. Sean (X, 7) e (Y, ') espacios topoldgicos,

1. Si la topologia 7' es generada por una base 4, entonces la funcién f : X — Y serd
continua, si todo basico B € % cumple que f~*(B) es abierto en X.

2. Si la topologfa 7" es generada por una subbase S, entonces la funcién f : X — Y serd
continua, si todo subbésico S; € S cumple que f(S;) es un conjunto abierto en X.

Algo importante del concepto de continuidad, es el hecho que ser continua o no, depende
de la topologia que tome tanto el conjunto de partida como el conjunto de llegada, (X, 7),
(Y, 7') respectivamente. Para esclarecer lo anterior, veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.4. Estudiar la continuidad de la funcion identidad, id : R — R.

» Primero analizaremos la funcién id : (R, Tysua) — (R, 7¢). En este caso, el conjunto
de partida se trabaja con la topologia usual y el conjunto de llegada con la topologia
de limite inferior.

La topologia usual es generada por la base

B ={(a,b) | a<b,a,beR}.
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Por otro lado, la topologia de limite inferior es generada por la base
Py = {[a,b) | a <b,a,be R}

Sea [a, b) un basico de %,, notamos que [a, b) no es abierto en Ty pues, id '([a, b)) =
la,b). Evidentemente, este conjunto no es abierto en 7Tygua. Asi que id no es continua.

» Ahora analizaremos la funcién id : (R,7,) — (R, usual). A diferencia de la funcién
anterior, el conjunto de partida se trabaja con la topologia de limite inferior y en el
conjunto de llegada con la topologia usual.

Sea (a,b) un bésico de 4. Notamos que id~'((a,b)) = (a,b) es abierto en 74, pues se
puede escribir como la interseccion de elementos basicos de 4,

id((a,b)) = (a,b) = ﬁ [a + %b) .

=1

Asi que, (a,b) € 7,. Probando de esta forma que id es continua.

Sabemos que la topologia de limite inferior es mas débil que la topologia usual. En este caso,
se pudo observar que la funcién identidad es continua, cuando la topologia del conjunto de
llegada es mas débil que la topologia del conjunto de partida.

Proposicién 1.11. Sea f : (X,7) — (Y, 7’) una aplicacién continua, se tiene que:

1. Al sustituir una topologia més fuerte en el conjunto de partida, se preserva la conti-
nuidad de la funcion f.

2. Al sustituir una topologia mas débil en el conjunto de llegada, se preserva la continuidad
de la funcién f.

Demostracion.

1. Sea 7 una topologia del conjunto X, no vacio, tal que 7 C 7. Lo que haremos, serd
verificar que f : (X, 71) — (Y, 7') es una funcién continua. Por hipétesis [ : (X, 7) —
(Y,7') es continua; en consecuencia, si U € 7/, entonces f~*(U) € 7. Como 7 C 7y,
entonces f~'(U) € 7. De esta forma, probamos que la funcién f : (X, 7)) — (Y,7)
es continua.

2. Sea 7, una topologfa del conjunto Y, no vacio, tal que 7; C 7’. Probaremos que f :
(X,7) — (Y,7]) es una funcién continua. Por hipétesis, f : (X,7) — (Y, 7') es
continua; en consecuencia, si U € 7/, entonces f _1(U ) € 7. Por construccién 7; C 7/,
en particular al tomar U € 7/, se cumplird que f~*(U) € 7. Asi, hemos probado que
f:(X,7) — (Y, 7]) es continua.

O
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Hay diversas formas equivalentes, para mostrar que una funcién sobre espacios topoldgicos
es continua, para ello tenemos el siguiente teorema.

Teorema 1.4. Sean (X, 7), e (Y, 7') espacios topoldgicos. Definamos la funcién, f : (X, 7) —
(Y,7'), las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) f es continua.
b) Si A es abierto en X, entonces f(A) C f(A).
c¢) Si B es cerrado en'Y , entonces f1(B) es cerrado en X.

d) Sea x € X. Si'V es un vecindario abierto f(z), entonces existe un vecindario abierto U

de x tal que f(U) C V.

Demostracion. La demostracion de este teorema serd omitida. Véase [7], Capitulo 2, Seccién
18, Teorema 18.1, pagina 104.
O

Teorema 1.5. Sean (X, 7) e (Y,7') espacios topoldgicos. Definamos la funcién f : X — Y.
Si f es continua y {x,}o2, es una sucesion convergente a x, entonces

En particular, cuando X sea metrizable, si tenemos una sucesion {x,}.", convergente a x
tal que
f(xn) —>f({L‘), n — oo,

entonces f es continua.

Demostracion. La demostracion de este teorema serd omitida. Véase [7], Capitulo 2, Seccién
21, Teorema 21.3, pagina 130. O

Podemos construir funciones continuas a partir de una funcién continua; para ser mas es-
pecificos sobre que construcciones podemos hacer, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.6. Sean (X, 1), (Y, 72), (Z,13) espacios topoldgicos y f : X — Y una funcion
continua, tenemos que:

a) Si A es un subespacio de X, entonces la funcion f: A — Y es continua.

b) Si Z es un subespacio de Y tal que f(X) C Z, entonces la funcion f : X — Z es
continua.

c) St Z es un espacio tal que Y C Z, entonces la funcion f: X — Z es continua.

Demostracion. La demostracién de este teorema serd omitida. Véase [7], Capitulo 2, Seccién
18, Teorema 18.1, pagina 108.
O
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Una nocién que viene acompanada de la continuidad son los homeomorfismos, los cuales
definimos a continuacion.

Definicién 1.14 (Homeomorfismo). Sean (X, 7) e (Y, 7') espacios topoldgicos. Definimos la
funcién, f : (X,7) — (Y,7') y suinversa f~' : (Y,7') — (X, 7). Si ambas funciones son
continuas, decimos que f es un homeomorfismo.

La importancia de los homemorfismos, es el hecho que nos brinda una correspondencia
biyectiva entre dos espacios topoldgicos; con esto preservamos las propiedades topoldgicas,
en el sentido que: si (X, 7) cumple alguna propiedad topolégica, el espacio (Y, 7) también
las cumplira.

1.3. Topologia producto

Si (X, 7) e (Y, 7') son espacios topoldgicos, existe una forma esténdar de definir una topologia
en el producto cartesiano X X Y. En esta secciéon, estudiaremos diversas topologias para dicho
espacio y algunas de sus propiedades.

Definicién 1.15. Sean (X,7) e (Y, 7') espacios topoldgicos. La topologia producto en
X x Y es la topologia generada por la base Z, la cual consiste de los conjuntos de la forma
U x V,donde U y V son abiertos en X e Y, respectivamente.

Anteriormente, hemos hablado de subbases de un espacio topoldgico; como se puede esperar,
hay una forma de expresar la topologia producto en términos de una subbase, para ello
debemos definir las siguientes funciones llamadas proyecciones.

Definicién 1.16 (Proyecciones). Sean X e Y conjuntos no vacios. Definimos las funciones
T Y T2,

T X XY — X T X XY —Y
(x,y) — x, (x,y) — .

Estas funciones son llamadas proyecciones de X x Y, al primer y segundo factor, X e Y
respectivamente.

Lo que haremos como siguiente paso, es utilizar las imagenes inversas de 7 y 79, para mos-
trar otra forma de generar la topologia producto.

Sean (X, 7), (Y, 7) espacios topoldgicos. Tomemos U y V abiertos en X e Y, respectivamente.
Notamos que
' (U)=UxY, 7' (U)=XxV.

Por definicion de la topologia producto, U x Y, X x V son abiertos en X x Y; ademas, son
basicos de la base que genera a la topologia producto, la cual denotamos por 4.
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Proposicién 1.12. Sean (X, 7) e (Y, 7'), espacios topoldgicos. La coleccidn,
S ={a;(U) | U es abierto en X} U{m,*(V) | V es abierto en Y}
es una subbase para la topologia producto de X x Y.

Demostracion. Dada la subbase S, construimos la base %g y con ella generamos la topologia
71, que es la topologia generada por la subbase S. Sea 75 la topologia producto; queremos
probar que 71 = 7». Para comenzar, tenemos que

S ={a;(U) | U es abierto en X} U {m, (V) | V es abierto en Y},
={U XY | Uesabiertoen X} U{X xV | V es abierto en Y}.

Lo anterior garantiza que S C 7o, aplicando la Proposicién 1.7 se tiene que 71 C 75.

Por otro lado, la topologia producto 7, es generada por la base
B ={U xV | UV abiertos en X,Y}.
Sea B=U x V € %, un basico arbitrario. Tenemos que
)N (V) =UxY)N(XxV)=UnX)x (VNY)=UxV = B.

Ya que hemos reescrito a U x V' como un basico de 7, garantizamos la existencia de un
basico m; H{(U) N1y (V) € Bs tal que x € m; H(U) Nwy(V) ™ C U x V. Concluyendo de esta
forma que 7 C 7.

Ya que tenemos ambas inclusiones, se verifica que 7 = 7; lo anterior, prueba que S es una
subbase para la topologia producto. O

De momento, hemos estudiado la topologia producto sobre el producto de dos espacios
topoldgicos X xY'; ahora generalizaremos esta definicién, sobre productos cartesianos finitos
y arbitrarios

XX Xox -+ x X, y X1 X Xo X --o X,

donde a cada conjunto X;, le corresponde una topologia 7;. En el producto cartesiano arbi-
trario se pueden definir diversas topologias, entre ellas: la topologia de cajas y la topologia
producto. Antes de describirlas, debemos generalizar las proyecciones.

Definicién 1.17. Sea { X, }e; una coleccién de conjuntos no vacios. Definamos X = H X,.
acl
La siguiente funcién
Te: X — X,

(xa)ael L

es llamada proyeccion asociada a a.
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Proposicién 1.13. Sea {X,}aes una coleccién de conjuntos no vacios. Definamos X =

H X,. las proyecciones 7,, son sobreyectivas, para todo o € I.
aecl

Demostracion. Tomemos « € [ fijo, y, € X, arbitrario.

Sabemos que Jz € X, de la forma x = (x1,...,Ya, Tat1,--.), de modo que 7,(z) = yq; lo
anterior se cumple para cualquier y, € X,, verificando la sobreyectividad de m, para todo
ael. O

Proposicién 1.14. Sea {X,}.c; una coleccién de conjuntos no vacios, los cuales definen los

espacios topoldgicos (X, o). Definamos el conjunto X = H X,. La siguiente coleccién,
ael

B = {Ba:HUa

acl

U, € 7, para todo o € ]}

es una base para una topologia de X. Si 7, es la topologia generada por %, entonces (X, 7.)
es un espacio topoldgico.

Demostracion. Primero verificaremos que % es una base.

1. Sea x € X arbitrario. X es un basico en si mismo, pues para cada o € I, X, € 7,;
de esta forma garantizamos que para todo x € X existe un bésico que lo contiene (en
este caso es el mismo X).

2. Sea x € By N By, con By, By € 4. Por definicion

BN By = (H Ua> N (H va> =[[U.nVo),  Ua Vi€

acl ael ael

Por definicién, hemos notado que By N By, es un basico de 4, entonces si x € By N B,
existe un basico tal que = € B; N By C By N By. Verificando que % es una base.

Hemos probado que 4 es una base de X, la cual genera la topologia 7.; por la Proposicién
1.2, (X, 7.) es un espacio topolégico. O

Proposicién 1.15. Sea { X, },e; una coleccién de conjuntos no vacios, los cuales definen los

espacios topoldgicos (X, o). Definamos X = H X,. La coleccion,
acJ

S = U Sg, donde Sz = {m;'(Us) : Us abierto en Xz}
seJ

es una subbase para X. Si 7, es la topologia generada por S, entonces (X, 7,) es un espacio
topoldgico.
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Demostracion. Verificaremos que S es una subbase para X

Tomemos ng(X 3) € S, se verifica la siguiente igualdad,
ng(Xg):Xl X Xo X o x Xgx Xg X=X,

Utilizando lo anterior, notamos que X C U S. Por definicién U S C X, entonces
ses ses

UJs=x

Ses

De esta forma se prueba que S es una subbase de X. Finalmente, si 7, es la topologia
generada por la subbase, al aplicar la Proposicién 1.5, tenemos que (X, 7,) es un espacio
topoldgico. O]

Definicién 1.18 (Topologia de cajas). Sea {X,}aesr una coleccién de conjuntos no vacios,

los cuales definen los espacios topolégicos (X, 7,). Definimos X = HXQ. La siguiente

aecl
coleccion,

%:{H%

acl

U, € 17, para cada a € ]}
es una base para X. La topologia 7. generada por 4, es llamada topologia de cajas.

De forma similar, podemos definir otra topologia para el producto arbitrario de espacios
topoldgicos; la cual se define a continuacion.

Definicién 1.19 (Topologia producto). Sea { X, }aesr una coleccién de conjuntos no vacios,

los cuales definen los espacios topoldgicos (X,, 7). Definimos X = HXQ, la siguiente

aecl
coleccion,

S = USB’ donde Sg = {7'('[;1<U5) :Ug € Tg}
Bel

es una subbase para X. La topologia 7, generada por S, es llamada topologia producto y
al espacio (X, ) le llamamos espacio producto.

Ahora compararemos la topologia producto y de cajas, sobre el producto cartesiano arbitrario
de espacios topoldgicos.

Proposicién 1.16. Sea {X,}ac; una coleccién de conjuntos no vacios, los cuales definen

los espacios topologicos (X, To). Definamos X = H X,. Dadas la topologia producto 7, y

ael
la topologia de cajas 7., se tiene que 7, C 7.
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Demostracion. La base que genera la topologia de cajas 7. estd dada por la coleccién

B = {HUa

U, €1, paratodoaef}.
acJ

La base que genera la topologia producto 7, estd dada por la coleccién %, dada a continua-
cion,

By = {HUQ

U, = X, excepto para una cantidad finita, donde los U, € Ta} )
acJ

Sea (T4)aer € X. Por definicién de base, 3B € % tal que (z,)aer € B, donde

B:XlXXQX"'XUZ‘XUi+1X"'XUjXX]'+1X"'.

Como X,,, € T,,, m=1,...1i— 1, se cumple que B € A; por lo que x € B C B. Finalmente,
aplicando el Lema 1.3, tenemos que 7, C .. O

Ya definimos la topologia de cajas y la topologia producto para el producto arbitrario de
espacios topoldgicos; sin embargo, también podemos definir dichas topologias tomando ba-
ses de cada uno de los espacios topoldgicos. Para esclarecer esto, tenemos las siguientes
proposiciones y teoremas.

Proposicién 1.17. Sea { X, },e; una coleccién de conjuntos no vacios, los cuales definen los

espacios topoldgicos (X,, 7). Definamos X = H X,. Si cada topologia 7, es generada por

acl
una base %4, entonces la siguiente coleccion,

¢ = {HBa

acJ

B, € %, para todo a € J}

es base para una topologia de X.
Demostracion. Primero verificaremos que % es una base para X.

1. Sea (z4)aer € X arbitrario. Dado que X, € 7,, para cada z, € X, existe un bésico
B, € %, tal que z, € B, C X,. Con esto podemos definir el siguiente basico

c=]]B.. Ce%.

ael

Por construccion (z4)aer € C' C X, probando asi el primer axioma de base, pues esto
es valido para cada za € I.

2. Sea (24)acr € C1 N Cy, donde O, Cy € €. Por definicién, se tiene que

cinCy =[] B.]]B.=][B.nB..

aed acJ acJ
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Donde B, B!, € A,. Por construccion, z, € B, N B, para cada « € I; de esta forma
garantizamos la existencia de un bdsico Bl € £ tal que z € Bl, C B, N B,,. Con ello
podemos definir el basico,

Cs=[[B. Cse%.
a€el

Por construccion,
(Ta)acr € C3 C CL N Ch.

Lo cual verifica el segundo axioma de base.

De esta forma hemos probado que la coleccion € es base para una topologia de X. O

Teorema 1.7. Sea {X,}aer una coleccion de conjuntos no vacios, los cuales definen los
espacios topoldgicos (X, Ta). Si cada topologia 1, es generada por una base A, entonces la
topologia generada por la base

t = {HBa

acJ

B, € B, para todo o € J},

coincide con la topologia de cajas.

Demostracion. Para comenzar, recordemos que en la Proposicién 1.17, se probd que % es
una base para el conjunto X. Sea 7 la topologia generada por la base €.

Denotemos por 7. a la topologia de cajas. Inicialmente, verificaremos que ¢ C 7.. Sabemos
que T, es la topologia generada por la base

B = {HUa

Uy € T4 paratodoael}.
acl

Sea C' € €, asi que el basico es de la forma

C=]]Bs Ba€ma

ael

Evidentemente, C' es en si mismo un basico de & y esto prueba que € C 7.

Ahora verificaremos las hipdtesis del Lema 1.2. Sea U abierto arbitrario de 7., para cada
(Za)aer € U, existe un basico B € A tal que (4)aer € B C U.

El basico B es de la forma,

B=][Us Ua€ra

acl
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Utilizando lo anterior, z,, € U,, para cada o € I. Por hipdtesis, cada espacio topologico esta
generado por una base %4,, entonces para cada a € [, existe un basico B, € %, tal que
To € B, C U,. Tomando dichos B, especificos, construimos el bésico

:HBQGCK.

aed

Por construccién (z4)aer € B' C B C U, esto satisface todas las hipétesis del Lema 1.2. En
consecuencia, la topologia generada por base € coincide con la topologia producto. O

Ahora veremos este mismo resultado para la topologia producto. Vale la pena mencionar
que esta topologia es la mas comun sobre la que se trabaja producto arbitrario de espacios
topologicos.

Proposicién 1.18. Sea {X, }aes una coleccién de conjuntos no vacios, los cuales definen los

espacios topoldgicos (X, 7). Definamos X = H X,. Si cada topologia 7, es generada por

acl
una base %, entonces la siguiente coleccion,

e

B, = X,, excepto para una cantidad finita, donde B, € %a}
acl

es base para el conjunto X.
Demostracion. Primero verificaremos que % es una base para X.

1. Sea (z4)aer € X arbitrario y A C [ un subconjunto finito. Dado que cada X, es un
abierto en 7,, podemos tomar zg, 8 € A; para cada uno de estos, garantizaremos la
existencia de un bésico Bz € %p tal que 2z € Bg C Xg, y con ellos definimos el
siguiente basico

C = HX x(HBﬂ)

BeA

Por construccion, (z,)aer € C C X, probando asi el primer axioma de base.
) S 9

2. Sea (Ta)acr € C1 N Cy, donde Cy y Cy € €. Para esta demostracién definiremos dos
subconjuntos finitos Ay, Ay de I; también definimos

A3:A1QA2, A4:A1UA2, A5:A1\A3, A6:A2\A3.
Estos conjuntos nos ayudardan para definir la interseccién de basicos, C7 N Ch.

cainG = JI XxI[B|O| I] *«x ] B.

a€g(I\A1) acA; ac(I\A2) acAsz

= I] Xax ] Bax [[ B.x [] BB

a€[\A4 OlGI\A5 OLEI\A(; OLEI\Ag
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con B,, B, € A.

Sea (24)acs € C1 N Cy. Para cada o € I\ Az, dado z, € B, N B/, existe un bésico
Bl € # tal que x € B C B, N B.,. Con esto podemos definir el siguiente bésico

Cs= ] Xex [] Bax [ B.x [] B

OLEI\A4 O(EI\A5 OtEI\A@ aGI\Ag
Por construccion,
(Ta)acr € C3 € C1NCYy.
Lo cual verifica el segundo axioma de base. De esta forma hemos probado que la

coleccién € es una base para el conjunto X.

]

Teorema 1.8. Sea {X,}acr una coleccion de conjuntos no vacios, los cuales definen los
espacios topoldgicos (Xa, Ta). Definamos X = HXQ. St cada topologia T, estda generada por

acl
una base B, entonces la topologia generada por la base

= {HBa

B, = X, excepto para una cantidad finita, donde los B, € %’a} ,
acJ

coincide con la topologia producto.
Demostracion. Para comenzar, recordemos que en la Proposicién 1.17 se probd que & es

una base para el conjunto X. Denotemos por 7 a la topologia generada por la base % .

Inicialmente verificaremos que € C 7,. Sabemos que 7, es la topologia generada por la base

@:{HUQ

U, = X, excepto para una cantidad finita, donde U, € Ta} )
ael

Sea (4)acr € C, donde C' € €. Para ver la forma de dicho bésico tomemos A C I un
conjunto finito; tenemos que,

C = H X, X HBO“ con B, € %,.
acJ\A acA

De la definicién de base, tenemos que B, € T,, por lo que C' es en si mismo un bésico de 4;
de esta forma hemos probado que ¢ C 7,,.

Ahora probaremos que 7 = 7,. Sea U abierto en 7,, para cada (4 )aer € U, garantizamos la
existencia de un basico B € % tal que (z,)acr € B C U. Dicho bésico B es de la forma

B:HXQXHUQ, con U,€er,, Vael.

acl\A acA
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Por construccién, para cada o € A, z, € U,; de la misma forma, para todo o € I\ A,
To € X,. Por otro lado, recordemos que todo espacio topoldgico esta generado por una base
HA.; en consecuencia, para cada o € A, existe un basico B, € %, tal que z, € B, C U,.
Tomando dichos B, podemos definir el bésico

C= ] Xax][[B.€%.

a€l\A a€cA

Por la forma en que definimos a C, se cumple que (z4)acr € C € B C U. Al aplicar el Lema
1.2, se tiene que la topologia generada por base la % coincide con la topologia producto, es
decir, 7 = 7. O]

Ya hemos mencionado las proyecciones; sin embargo, estas funciones cumplen una propiedad
muy importante, siempre y cuando dotemos a X con la topologia de cajas o la topologia
producto, dicha propiedad es la continuidad.

Proposicién 1.19. Sea {X,}aes una coleccién de conjuntos no vacios, los cuales definen

los espacios topoldgicos (X, 7). Definamos X = HXQ. Si dotamos a X con la topologia

acl
producto, 7,, entonces las proyecciones

Mo - <X7 Tp) (XOM Ta)
(xoz)ael — Lo,
son funciones continuas, para todo a € I.

Demostracion. Para comenzar, recordemos que la topologia producto, 7,, es generada por la
subbase

S = U 85, donde S/j = {W;l(Ug) : U/B S Tﬁ}.

BeJ
S; € S}.

Es decir, 7, es generada por la base,
Dado, 8 € J fijo, tomemos un conjunto Uz € 75 arbitrario. Es evidente que Wﬁ_l(Uﬁ) € A,

=1

en consecuencia, WEI(UB) € 7,, lo cual prueba que 7, es continua. O

Una vez que hemos probado la continuidad de las proyecciones para la topologia producto,
tenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 1.20. Sea {X, }aes una coleccién de conjuntos no vacios, los cuales definen los

espacios topolégicos (X, To). Definamos X = HXa. Si dotamos a X con la topologia de

acl
cajas T, entonces las proyecciones

To (X, 7e) — (X, Ta)
(‘Ta)ocel — Loy

son funciones continuas, para todo a € I.
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Demostracion. De la proposicién 1.19, las proyecciones
ot (X, 7)) — (Xa, Ta)
(xa)ozel = Zq

son continuas, donde 7, denota a la topologia producto. Luego, por la Proposicién 1.16,
T, € T.. Finalmente, de la Proposicién 1.11, al sustituir la topologia del conjunto de partida
por una topologia més fuerte, la continuidad se preserva; asi que al dotar a X con la topologia
T., las proyecciones

To (X, 7e) — (X, Ta)
($a)ael — Loy

son continuas. O

Una particularidad de la topologia producto, es el hecho que es la topologia mas débil
donde las proyecciones son continuas.

Proposicién 1.21. La topologia producto, 7,, es la topologia mas débil donde todas las
proyecciones son continuas.

Demostracion. Sea { X, }aer una coleccién de conjuntos no vacios, los cuales definen los es-

pacios topolégicos (X, 7). Definamos X = H X,. Por contradiccién asumamos que existe
aecl
otra topologia 7/, que es la més débil de X donde toda proyeccién 7, es continua.

Se ha tomado como hipdtesis, que las proyecciones,
To (X, 7) — (Xa, Ta)

son continuas. Recordemos que 7, es generada por la subbase,

«

S=JSs.. donde S, = {m-"(U,) : U, € 7o}

acl

Por la continuidad de 7, con respecto a 7, si U, € 7,, entonces W;l(Ua) € 1;esdecir S C 7.

Finalmente, de la Proposicién 1.9, 7,, es la topologia mas débil tal que S C 7,; en conse-
cuencia, 7, C 7, pero esto contradice la hipétesis que 7 es la topologia mas débil donde las
proyecciones con continuas. De esta forma probado lo deseado. O
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1.4. Espacios compactos

Una vez definido un espacio topolégico (X, 7), vamos a introducir un nuevo concepto: un
espacio compacto, estos espacios son de suma importancia en la topologia, de hecho es la
propiedad topoldgica que estamos buscando probar en el Teorema de Alaoglu.

Definicién 1.20 (Cobertura). Una coleccién de subconjuntos de un espacio topoldgico
(X, 1), definida como
A={A; | AC X,ie I},

es una cobertura de X, si se cumple que
Ja=x
el

En particular, si todos los conjuntos de A son abiertos, entonces es llamada cobertura
abierta de X.

Definicién 1.21 (Espacio compacto). Un espacio topoldgico (X, 7) se dice compacto, si
toda cobertura abierta de X contiene una subcobertura finita de X.

Es decir, dada una cobertura abierta A = {A; | A C X,i € I}; se cumple que

Ejemplo 1.5. Sea (R, Tysua); este espacio topoldgico no es compacto, pues, de la siguiente

cobertura abierta de R,
A={(n,n+2) | neZ},

no podemos escoger una subcobertura finita de R, ya que quedarian intervalos sin cubrirse.
Como existe al menos una cobertura que cumple eso, decimos que R no es compacto.

Observacion. Cualquier espacio topolégico (X, 7) que contenga una cantidad finita de
puntos, es compacto; ya que cualquier cobertura puede tener a lo méas 2" conjuntos, que
sigue siendo una cantidad finita.

Como vemos, el ser compacto depende tinicamente de la topologia sobre la que estemos traba-
jando, ;qué sucede si usamos una topologia mas débil o mas gruesa? ; Se seguird manteniendo
la compacidad? Responderemos dicha pregunta a continuacion.
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Proposicién 1.22. Sea X un conjunto no vacio. Sean 7 y 7 topologias sobre X tal que
7 C 7. Si (X,7') es compacto, entonces (X, 7) es compacto.

Demostracién. Sea A una cobertura abierta arbitraria en (X, 7); por hipdtesis, A C 7. En
consecuencia, A contendra una subcobertura finita de X, asi que (X, 7) es compacto. O

El ser compacto es una propiedad muy importante en la topologia. A continuacién, tenemos
una serie de resultados que relacionan la compacidad de un espacio topolégico con otras
propiedades topolédgicas, dadas anteriormente.

Teorema 1.9. Sea (X, T) un espacio topoldgico compacto. Si'Y es un subespacio cerrado de
X, entonces Y es compacto.

Demostracion. Sea Y un subespacio cerrado de X y A una cobertura abierta arbitraria de
Y. Utilizando el hecho que X \ 'Y € 7, definimos la siguiente cobertura abierta de X,

A = AU{X\Y}

Por la compacidad de X, A’ posee una subcobertura finita, la cual denotamos por A/, de X.
Dicha subcobertura, finita tiene dos opciones: contener a X \ Y o no.

» Si A/, contiene a X \ 'Y, entonces la subcobertura contiene una cantidad finita de
elementos de A que cubren a X, aparte de X \ Y; En consecuencia, una cantidad finita
de elementos de A cubren a Y. En este caso, Y seria compacto.

= Si A/, no contuviera a X \ Y, entonces A tiene una subcobertura finita que cubre a X
y en consecuencia, también a Y. Asi que, Y es compacto en este caso.

En general hemos demostrado que Y es compacto, siempre que Y sea cerrado. O

Teorema 1.10. Sean (X,7) e (Y,7') dos espacios topoldgicos. Definamos f : (X,7) —
(Y,7') una funcién continua. Si X es compacto, entonces f(X) es compacto.

Demostracion. Sea f : (X,7) — (Y,7') una funcién continua. Tomemos una cobertura
abierta arbitraria de f(X), denotada por A. Con dicha cobertura, construyamos la coleccién

A'={f"(4) | Ac A}

Utilizando la continuidad de f, si A € A, entonces f~'(A) € 7; ademds, notamos que

A= iy =r1" (U A) = (f(X) =X.

AcA AcA

De esta forma se verifica que A’ es una cobertura abierta de X. Por la compacidad de X, A’
contiene una subcobertura finita de X; sin perdida de generalidad, podemos decir que dicha
subcobertura esta dada por

{f_l(Al)a ) f_l(An)}
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En consecuencia,

Aplicando f, tenemos que

F00) = 1 (f‘l (U A)) cUa

La igualdad anterior verifica que A tiene una subcobertura finita de f(X), lo cual prueba
que f(X) es compacto. O

Sabemos que diversas propiedades se heredan bajo la topologia de subespacio jla compacidad
serd una de estas? Con el siguiente resultado verificaremos que en efecto esto sucede.

Teorema 1.11. Sea (X, 7) un espacio topolégico, Y un subespacio de X y 1y la topologia
de subespacio. Un conjunto A CY, es compacto en (Y, Ty) si y solamente si A es compacto
en (X, 7).

Demostracion. De forma general A C Y, ahora veremos ambas implicaciones.

» “=—" Asumamos que A es compacto en (Y,7y). Sea A ={U; : U, € 7,1 € I} una
cobertura abierta arbitraria de A en 7.

De este modo, si U; € A, entonces U] = U; NY € 7y; con estos conjuntos abiertos,
construyamos la coleccién,

A ={U! . Ul €ry,iel}

Por construccién, A’ es una cobertura abierta de A en 7y. Por la compacidad de A en
(Y, 7y), A’ posee una subcobertura finita de Y; sin perdida de generalidad, asumamos
que dicha subcobertura esta dada por

i=1

Con la coleccién anterior, definamos la subcobertura finita, {U; : U; € A,i =

1,...,n}, de modo que
AclJuc|Ju.
i=1 i=1

Lo cual prueba que la cobertura abierta arbitraria A C 7, posee una subcobertura
finita de A; verificando que A es compacto en (X, 7).
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“ <= "7 Tenemos como hipdtesis que A es compacto en (X, 7). Sea A una cobertura
abierta de A en (Y, 7y), definida como

A:{UZ : UiETy,’iE[}.

Cada conjunto estd definido como, U; = U/ NY, con U! € 7; utilizando dichos U/,
podemos definir una cobertura abierta de A en (X, 7), dada por

A ={U! . Ul eriel}.

Por la compacidad de A en (X,7), A’ posee una subcobertura finita; sin perdida de
generalidad, asumamos que dicha subcobertura esta dada por

{U:Ule Aji=1,...n} C.

En consecuencia,
Aclu, = A=AnycJuiny).
i=1 i=1

Utilizando los conjuntos abiertos U/ N'Y, definimos la subcobertura finita
{U;=U0/nY: UeA,i=1,...n} CA.
Anteriormente, probamos que
AclJu =W ny).
i=1 i=1

Lo anterior, verifica que A posee una subcobertura finita de A; garantizando la com-
pacidad de A en (Y, 7y).

]

De momento hemos hablado de compacidad general; sin embargo, existen diversos tipos de
compacidad, las cuales definiremos a continuacion.

Definicién 1.22 (Compacidad secuencial y por punto limite). Sea (X,7) un espacio to-
poldgico. Si toda sucesion {z,},>; € X posee una subsucesién {z,, }5~, convergente, en-
tonces X se dice secuencialmente compacto. Ademas, si todo subconjunto de dimensién
infinita A C X tiene un punto limite, se dice que X es compacto por punto limite.

Nota. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y A C X. Se dice que = es punto limite de A, si
todo vecindario abierto U de x, satisface que

ANUN\A{z}) #0.
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Como podemos ver, tanto la compacidad secuencial como la compacidad de punto limite,
son muy diferentes a la compacidad general; sin embargo, bajo ciertos espacios topoldgicos
estas coinciden. Para nuestra suerte, los espacios donde esto sucede son muy conocidos.

Definicién 1.23 (Espacio metrizable). Un espacio topoldgico (X, 7), se dice metrizable,
si existe una métrica d que induce la topologia 7.

Ahora, enunciaremos el resultado donde se relacionan los diversos tipos de compacidad.

Teorema 1.12. Si (X, 7) un espacio topoldgico metrizable, entonces las siguientes afirma-
ctones son equivalentes:

a) X es compacto.
b) X es secuencialmente compacto.
c) X es compacto por punto limite.

Demostracion. La demostracion de este teorema serd omitida. Véase [7], Capitulo 3, Seccién
28, teorema 28.2, pagina 179. [

De momento, hemos estudiado las propiedades més fundamentales que relacionan la compa-
cidad; sin embargo, existen otras que iremos introduciendo mas adelante, conforme tengamos
las herramientas necesarias.

Se sabe que los espacios metrizables son de suma importancia, pues facilita el obtener diversas
propiedades topoldgicas. Otros espacios que son de suma importancia, son los que aparecen
en los axiomas de separacion, los cuales definimos a continuacién.

Definicién 1.24 (Espacio de Hausdorff). Un espacio topolégico, (X, 7) es de Hausdorff
si para cada par de puntos, x,y € X, donde x # y, existen abiertos disjuntos U y V' que
contienen a x e y, respectivamente.

Ejemplo 1.6. El espacio (X, Tqiscreta), €s un espacio de Hausdorff.

Tomemos x,y € X,tal que x # y. Sabemos que {z}, {y} € Taiscreta, asi que ellos son los
conjuntos abiertos disjuntos que necesitamos. De esta forma, se satisfacen las condiciones
para que X sea un espacio de Hausdorff bajo la topologia discreta.

Definicién 1.25 (Espacio regular). Sea (X, 7) un espacio topoldgico, donde los conjuntos
unipuntuales son cerrados. Si para cada par formado por un punto x y un conjunto cerra-
do B tal que x ¢ B, existen conjuntos abiertos disjuntos U y V' que contienen a x y B
respectivamente, decimos que X es regular.
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Ejemplo 1.7. El espacio (R, Tygual) €s regular.

Tomemos = € R y A un conjunto cerrado tal que ¢ A. Por construccién, z € R\ A, donde
R\ A es un conjunto abierto. Dado que la topologia usual tiene como base a los intervalos,
existird un intervalo (a,b) € R tal que x € (a,b) C R\ A.

Por el principio del buen orden existen ¢,d € R tal que a < ¢ < z y x < d < b; con esto
definimos el intervalo abierto (¢, d). Ademas, se satisfacen las siguientes inclusiones,

ACR\ (a,0) CR\ [¢,d].

En consecuencia, existe un conjunto abierto R\ [¢,d] tal que A C R\ [¢,d]. Po otro lado,
(R\ [¢,d]) N (c,d) = 0, verificando asi todas las hipétesis para que (R, Tysual) S€a un espacio
regular.

Definicién 1.26 (Espacio normal). Sea (X, 7) un espacio topoldgico, donde los conjuntos
unipuntuales son cerrados. Si para cada par formado por dos conjuntos cerrados disjuntos
Ay B, existen conjuntos abiertos disjuntos U y V que contienen a A, B respectivamente,
decimos que X es normal.

Las definiciones mencionadas anteriormente se relacionan entre si, pues todo espacio normal
es un espacio regular y de Hausdorff; todo espacio regular es un espacio de Haursdorff; sin
embargo, los reciprocos no son validos en general, para ejemplificar de mejor manera tenemos
el siguiente diagrama.

Espacios de Hausdorft

Espacios regulares

Espacios Normales

Teorema 1.13. Sea (X, T) un espacio topoldgico de Hausdorff. Si'Y es un subespacio com-
pacto de X, entonces Y es cerrado.

Demostracion. Sea Y un subespacio compacto de X, probaremos que X \ Y es un conjunto
abierto.

Sea zp € X \ Y. Para cada y; € Y, con ¢ € I tomaremos conjuntos abiertos disjuntos U,,,
Vy:» que contengan a xg, ¥;, respectivamente; esto se garantiza del hecho que X es un espacio
de Hausdorft.
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Sea A la coleccién de todos los conjuntos abiertos V,,, asi que, A es una cobertura abierta
de Y. Por la compacidad de Y, A posee una subcobertura finita para Y’; sin perdida de
generalidad, decimos que dicha subcobertura esta dada por

A, ={V,, + i=1,...,n}

Definimos los siguientes conjuntos,

n n

V={Jv., U=(U,. UVer

i=1 i=1

Por construccion, Y C V' y xy € U. Sea z € V arbitrario, se garantiza que existe V,, € A,
tal que z € V,,. En consecuencia,

24U, — z¢U = UNV=40.
Dado que Y C V, entonces U N'Y = (J; Por otro lado, tenemos la siguiente relacién
roeUCX \ Y.

De esta forma, para cada zo € X \ Y, se ha construido un conjunto abierto U tal que
U C X \Y; lo cual verifica que X \ Y es un conjunto abierto por el Teorema 1.1, asi que Y
es cerrado. [

De momento hemos estudiado los espacios de Hausdorff, regulares y normales; una pregunta
natural que nos podemos hacer es ;jsi un espacio topolégico posee alguna de estas propiedades
las seguird cumpliendo al cambiar la topologia? Para responder dicha pregunta, tenemos el
siguiente resultado.

Proposicién 1.23. Sean (X, 7) y (X, 7') dos espacios topoldgicos, donde 7 C 7.

a) Si (X, 7) es un espacio topoldgico de Hausdorff, entonces (X, 7’) es de Hausdorff.
b) Si (X, 7) es un espacio topolégico regular, entonces (X, 7’) es regular.

¢) Si (X, 7) es un espacio topolégico normal, entonces (X, 7’) es normal.

Demostracion. Haremos la demostracién cuando X es un espacio de Hausdorff. Para ver el
caso cuando X es un espacio normal, en lugar de tomar el par de puntos z,y € X tal que
x # y, tomaremos un punto y un conjunto cerrado A tal que = € A; cuando X sea regular,
tomaremos dos conjuntos cerrados A, B tal que AN B = 0.

Sea (X, 7) un espacio de Hausdorff, para cada par de puntos =,y € X tal que x # y, existen
dos conjuntos abiertos, disjuntos U,V € T que contienen a x, y, respectivamente.

Dado que 7 C 7/, U,V € 7’; por lo que dichos conjuntos abiertos disjuntos que contienen a
x,y, seguirdn existiendo en 7'. Lo cual prueba que (X, 7') es un espacio de Hausdorff. O
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Sea (X, 7) un espacio topoldgico, 71 y 7o dos topologias en X, donde 7, C 7 C 7. En la
Proposicién 1.23, se probé que, si (X, 7) es un espacio de Hausdorff, entonces (X, 71) también
lo es; mientras que en la Proposicién 1.22, probamos que, si (X, 7) es un espacio compacto,
entonces (X, 73) también es compacto.

Se puede observar que las propiedades mencionadas anteriormente son “contrarias”; pues
que al dotar a X con una topologia més débil, la compacidad se preserva; sin embargo, si
es Hausdorff esto no sucede. Por otro lado, al dotar a X con una topologia mas fuerte, el
ser Hausdorff se preserva, pero la compacidad no. Es en este momento que surge la siguiente
pregunta: ;Qué sucederd si un espacio topolédgico (X, 7) que es compacto y Hausdorff, lo
dotamos con una topologia més débil o mas fuerte? ;Bajo qué condiciones se preservaran
ambas propiedades? Para poder responder dicha pregunta, veamos el siguiente resultado.

Teorema 1.14. Sea X un conjunto distinto de vacio, sean 71 y To dos topologias en X,
donde 71 C 1. Si (X,71) es un espacio de Hausdorff y (X, 72) es compacto, entonces las
topologias coinciden.

Demostracion. Queremos probar que 7, = 79. Por hipdtesis, 1 C 79, nos falta probar que
T2 g T1.-

Una forma de hacerlo es tomar un conjunto abierto arbitrario U € 7 y probar que U € 7q;
sin embargo, las topologias también se pueden definir en términos de cerrados (a pesar de
que no es comun hacerlo), entonces tomaremos un conjunto cerrado arbitrario en 75 y pro-
baremos es un conjunto cerrado en 7.

Sea F' un conjunto cerrado arbitrario en 75. Por la compacidad de (X, 72), al aplicar el Teo-
rema 1.9, tenemos que F' es compacto en 7.

Ahora probaremos que F' es compacto en 71. Sea A una cobertura abierta arbitraria de F
en 711. Por hipétesis, 71 C 7 v F' es compacto en 75, aplicando el Teorema 1.22 tenemos que
F' es compacto en 7.

Finalmente, dado que (X,7;) es un espacio de Hausdorff y F' es compacto en 71, por el
Teorema 1.13, F' es cerrado en 71; comprobando de esta forma que 71 = 7. O

Corolario 1.1. Sea X un conjunto distinto de vacio, sean T, y T» topologias en X, donde
71 C 7. Si (X,71) es un espacio de Hausdorff y (X, m2) es compacto, entonces (X, 1) y
(X, ) son espacios compactos y de Hausdorff.

Demostracion. Por hip6tesis, tenemos dos topologias 11, 72 en X, donde 71 C 75. Si (X, 71) es
un espacio de Hausdorff y (X, 75) es compacto, se satisfacen todas las hipdtesis del Teorema
1.14, obteniendo que 7 = 7».

Tenemos que, X es Hausdorff en 7 y 79; asi mismo, X es compacto en 7, y en 7. De las dos
afirmaciones anteriores podemos concluir que (X, 71) y (X, 72) son espacios compactos y de

Hausdorft. ]
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1.5. EIl Teorema de Tychonoff

El resultado mas importante de este capitulo es el Teorema de Tychonoff, el cual nos dice
bajo que condiciones un producto arbitrario de espacios topoldgicos compactos, seguira sien-
do compacto; en particular, utilizaremos este resultado en la prueba del Teorema de Alaoglu.

Antes de enunciar y demostrar el Teorema de Tychonoff, vamos a estudiar dos resultados
previos.

Lema 1.10. Sea {X,}aer una coleccion de conjuntos no vacios, los cuales definen los es-

pacios topologicos (Xy, Ta). Definimos X = HXa. Si una cobertura abierta arbitraria de
acl

X posee solamente elementos de la forma 7= *(V), con V € 7,, entonces dicha cobertura

contiene una subcobertura finita.

Demostracion. Sea %/ una cobertura abierta arbitraria de X, que solo posee elementos de
la forma 7' (V), con V € 7,. Por construccion,

X = ( U W;I(V)> : donde U, ={Ver, | m (V)eu}.

Vela

Para facilitar la notacién, diremos que ( U 7T;1(V)> =U.

Vela

Mostraremos que existe un « € I tal que U, es una cobertura abierta de X,. Por contradic-

cién, para todo a € I, existe x, € X, tal que z, ¢ U V; es decir, U, no es una cobertura

Vel
abierta de X,.

Definamos la proyeccion para un « € I, fijo,
et X — X,
(Ta)acr — Za-
Utilizando la sobreyectividad de 7, para el z, dado anteriormente, 3(z,)acr € X tal que
Ta((Za)aer) = Za-

Por construccién deberfa suceder que z = (24)acs € U, lo cual se probard a continuacion.

Por contradiccion, (4)aer € U asi que
— (2o )aer € 7, (V'), para algiin o € I y para algtiin V' € U,

=—=7o((Ta)acr) € V', para algiin a € I y para algin V' € U,

—x, V' C U 1%
VeUuy
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Lo anterior es una contradiccion; pues por hipétesis, x, ¢ U V', lo cual comprueba que
Vela
(xa)ael ¢ U.

De momento, hemos probado 3(x,)acr € X tal que (z4)aer € U; es decir que U no es una
cobertura de X, lo cual es una contradicciéon de la hipdtesis inicial. Probando que existe al
menos un « € I, tal que U, es una cobertura de X,.

Sea a € I tal que U, es una cobertura de X,; por la compacidad de X,, A, posee una
subcobertura finita de X,. Sin perdida de generalidad, asumamos que dicha subcobertura
estd dada por,

A ={V, : Viel,,i=1,...,n}.

Con los conjuntos anteriores, definamos la siguiente coleccién,
Vo= {m'(V}) : Vie A, i=1,...,n}.

Ademas, notamos que

n n

UW;%V;):U(XlXXQX...xXa,lx‘/ixXaJrlx...)

=1 =1
=X xXogx- - xX, 1 X (U%) X Xgp1 X - --
=1

Recordemos que A/, es una cobertura abierta finita para X, as{ que

por lo cual se obtiene que

n

UW_I(Vi)QXlXXQX---XXa—1><Xa><Xa+1><---:X7

«a
i=1

comprobando que V, es una cobertura finita para X, que es lo que desedbamos demostrar. []

Lema 1.11 (Lema de la subbase de Alexander). Sea (X,7) un espacio topoldgico y S
una subbase que genera la topologia T de X. Si toda cobertura abierta de X conformada
unicamente por elementos de S posee una subcobertura finita de X, entonces X es compacto.

Demostracion. Para realizar la prueba, lo haremos por la contradiccion. X no es compacto,
asi que existe una cobertura abierta C de X que no posee una subcobertura finita.
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Para comenzar denotaremos por %, a la familia de coberturas abiertas de X que no poseen
una subcobertura finita,

F = { las coberturas abiertas de X que no posee una subcobertura finita}.

Verificaremos que esta familia cumple las hipotesis del Lema de Zorn.

Lema 1.12 (Lema de Zorn). Si P es un conjunto no vacio, parcialmente ordenado, donde
cada cadena no vacia de P posee una cota superior que pertenece a P, entonces el conjunto
contiene al menos un elemento maximal.

1. Por hipdtesis, el conjunto X no es compacto, entonces existe una cobertura abierta de
X que no posee una subcobertura finita de X; que seria un elemento de la familia .%,
garantizando que .# # ().

2. (#,Q) es un conjunto parcialmente ordenado, donde la inclusién se define de la si-
guiente forma: sean A y B € %, coberturas abiertas de X, definidas como

A={U, | a€l, U, eT}, B={Us | BeJ Uz T}
Decimos que A C B, sild, € B,Va € I. Se verifica facilmente que esta relacion satisface

los axiomas de un orden parcial.

3. Tomemos una coleccién no vacia ¢ C %, definida por € = {C, | a« € I,C, € F}, de
modo que % es una cadena totalmente ordenada con respecto al orden total (%, C).
Entonces al tomar C;, C; € €, con i,k € I, definidos como

Ci:{ujiljieji, UjiET}, Ck:{uk’jkejk, Z/{jkGT}
se tiene que C; C Ci, 0 C; C C;; la relacion “C” es en el sentido que si C; € C;, entonces

Uj, € Ci, Vj; € J;. Una vez definido el orden total, debemos probar que € tiene una
cota superior que pertenece a % .

Dada nuestra cadena totalmente ordenada, ¢ = {C, | a € I,C, € .#}. El elemento

C=JCu Co={U | jo€Ja U, €T},

ael

es nuestro candidato a cota superior.
Para todo a € I se cumple que, C, C C, lo cual verifica que C es cota superior de % .

Ahora probaremos que C € .%. Por contradiccion supongamos que C & .%; sin perdida
de generalidad, asumamos que C es de la forma

C={U, | aeK, U, €T}
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Por hipdtesis, C posee una subcobertura finita de X, la cual estd dada por la coleccion,
C'={U, | U, eCa=1,...,n,}.

Ya que C es la unién arbitraria de todos los elementos de la cadena %, debe suceder
que, 3C, € € tal que U, € C,, para todo a =1,...,n.

A continuacion, probaremos que
n
c"=|JC.e%.
a=1

Por el orden total de ¢, al tomar Cy,Cs,...,C, € €, se garantiza la existencia de un
ke{l,...,n} tal que C,, C Ct,¥Ym =1,...,n; en consecuencia, C" = C; € €.

Al ser C' una subcobertura finita de X se tiene que

X:UUa, U, €%, donde U, €CyCCh, VYa=1,...,n.

La igualdad anterior, implica que Cp posee una cobertura finita de X; sin embargo,
esto es una contradiccion, pues anteriormente se probd que C, € € y por ende Cy, € .
De esta forma hemos demostrado que C posee una cota superior C € ..

Hasta este punto, hemos probado que la familia .# cumple todas las hipétesis del Lema de
Zorn, garantizando, que .% contiene al menos un elemento maximal. Sea M € % el elemento
maximal, definido como

M={U, |aclU,er} = X=|]JU.

acl

Por definicién, al ser el maximal, si 34 € % tal que M C A, entonces M = A.

Por hipétesis, S es la subbase que genera la topologia 7 de X, la cual definimos a continuacién

S={S; | BeJ}, S5CX, donde X = J S
pel

Con dicha subbase, construyamos la siguiente coleccion de conjuntos abiertos,
D=MnNS={U,NSs | acl,fe] con U,NSzC X}

Probaremos que D es una cobertura abierta de X, es decir,

X = JWan Sp).

acl
BeJ
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Haremos dicha prueba por contradiccién. Vamos a suponer que D no es una cobertura abierta
de X, es decir,

X Z | JWan Sp).
Ses

La relacién anterior, nos dice que dx € X tal que x € (U, N Sp), Va € I, VB € J. Por
hipétesis, M es la cobertura maximal, entonces da € I tal que x € U,.

Por otro lado, dado que U, € 7, y 7 es generada por la subbase S, el conjunto U, es de la
forma

= U By, donde By, = ﬁ S@, Sg €S.

keK B=1

En consecuencia, 3k € K tal que € By; ademas, si x € By, entonces v € Sg, VB8 =1,...,n

A continuacién, probaremos que Sz € D, V3 = 1,...,n. Por contradiccién, si Sz € D,
VB =1,...,n, debe ser que

rE€ULC B, CSs, VB=1,....n

por lo que x € U, N Sp; en consecuencia, se verificard que X C U (U, N Sp); es decir, D

acl
BeJ

es una cobertura de X; sin embargo, esto contradice la hipdtesis general que D no es una
cobertura de X; de esta forma probamos que Sz € D, VS =1,...,n

De momento se ha demostrado que Sg € D, V3 =1,...,n. Al ser M la cota maximal de .%#
se tiene que

MU{S;}¢.Z, Y8=1,....n

Asi que, M U {Ss} posee una subcobertura abierta de X, la cual denotaremos por M’; esta
tiene dos opciones: {Sz} € M’ 0 {Sz} & M'. Analizaremos ambos casos.

» Si {Sz} € M, definimos
:{S@}U{Ua | U, GM,Oz:L...,m}.

Obtenemos la siguiente igualdad,

X:SgLJ(OUa) 0 Sgﬂu Vﬁ:L...,n
a=1

a=1
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De lo anterior se tiene que

>
I
DL

VR
&
-

Q

1 (s
EN

C U, U (ﬁ ua> .
a=1

Lo cual prueba que la coleccion {U,, U, ..., Uy} es una cobertura finita de X, donde
U, € M, asi que M tiene una cobertura finita de X; pero esto es una contradiccion,

ya que M € Z. De esta forma, se prueba que D = M NS es una cobertura abierta
de X.

» Si{Ss} & M, definimos
M ={U, | Uy e M,a=1,...,m}.

M’ es una subcobertura finita, donde M’ C M; pero esto es una contradiccién, ya
que M € .Z. De esta forma probamos que D = M NS es una cobertura abierta de X.

Ya demostramos que,
D=MNS={Vi | Vi=U,NSs,a€l,feJkecKcon U,NSz C X}

es una cobertura abierta de X. Por definicién de subbase sucede que
X =S
peJ

En consecuencia, Vk € K, 38 € J tal que V}; C Sg; con estos elementos podemos definir la
siguiente coleccion

S ={Ss | Vi, CSs,ke K,p€J}, conJ CJ

Dado que D es una cobertura abierta de X, obtendremos que
X=Jwc s
keK BeJ’

Es decir &’ C S es una cobertura abierta de X. Por hipétesis, toda cobertura abierta que
posea elementos de S, tiene una subcobertura finita de X; por lo anterior, la cobertura
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abierta 8’ posee una cobertura finita de X; sin perdida de generalidad, asumamos que es de
la forma

S//:{Sﬁ ’ Sgesl,ﬂzl,...t}.

Recordemos que M es una cobertura abierta de X y 8" es una cobertura abierta finita de
X; debe suceder que VB = 1,...,t, dJa € I tal que Sg C U,, donde U, € M. Con dichos
conjuntos definimos la siguiente coleccion

M ={Uy | Sp CUa, Uy e M, B=1,... L, eI},

de modo que I' C I, donde I’ es una coleccién finita de indices. La siguiente inclusién,

t
X=Jssc U,
=1

ael’

verifica que M’ es una subcobertura finita de X; dado que M’ C M, se concluye que M
posee una cobertura finita de X, por lo que M ¢ .%; en consecuencia. .# = (). Probando
que X es un conjunto compacto, ya que no existe ninguna cobertura abierta de X que no
posea una subcobertura finita. O

Ahora que ya hemos demostrado los dos lemas anteriores, finalmente estamos listos para
probar el Teorema de Tychonoff.

Teorema 1.15 (Teorema de Tychonoff). Sea { X, }aer una coleccion de conjuntos no vacios,
los cuales definen los espacios topolégicos (X, Ts). Si todos los espacios topoldgicos (Xa, Ta)
son compactos, entonces el siguiente conjunto,

X = HXa
acl

es compacto bajo la topologia producto.
Demostracion. Queremos mostrar que X es compacto bajo la topologia producto 7, si y

solamente todos los espacios topoldgicos (X,, 74) son compactos.

“=" Dado el espacio producto (X, 7,), podemos definir la proyeccion,
ot (X, 7)) — (Xa, Ta)-

Por la Proposicién 1.19, las proyecciones 7, son continuas Va € I; por el Teorema 1.10, al ser
Tq Una funcién continua, y su conjunto de partida X es compacto bajo 7,, tendremos que la
imagen 7, (X) es compacto en 7,; por la Proposicién 1.13, las proyecciones son sobreyectivas,
asi que, m,(X) = X, es compacto en 7.

“«<=" Como hipétesis, (X,, 7o) s compacto Va € I. Sabemos que la topologia producto 7,,
es generada por la subbase S, la cual esta definida como sigue

S=JS donde S,={m'(Va):Va€m},  Vacl

ael
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Por hipétesis, (X4, 7,) son espacios topoldgicos compactos Va € I. Definamos el producto
arbitrario de espacios topolégicos compactos,

X = HXQ.
acl

A continuacién, probaremos que: una cobertura abierta arbitraria A de X que solo posee
elementos de la forma 7 '(Vj), tiene una subcobertura finita de X. Definamos

A={r'(Vs) | Vs €Ta,a € J,€ K} CS, donde JC I es un conjunto arbitrario,

entonces

X =J ' (vVs)

acJ
BEK

= [ J (X0 % Xy % x Xy X Vi X Koy X -+
BeK

=X;xXoXx -+ x X, 1 X <U Vg) X X1 X oo- .
BeK

Dada la igualdad de conjuntos, debe suceder que

Xo=J Vs
BeK

es decir, la coleccién V' = {V; : V3 € 7,, € K} es una cobertura abierta de X,; por la
compacidad de X,, Va € I, la cobertura abierta V posee una subcobertura finita, dada por
V' ={Vz:Vzer,f=1,...,n}. Porlo que

X, = 0 Vs
B=1

Con lo anterior, tenemos las siguientes igualdades

X=X X Xy XX Xo 1 X (U vﬁ> X Xog1 X oo
BeK

k
=X; X XogXx---x X, 1 X (U%) X Xot1 X -0
ps=1

:U(Xl><X2><~-><Xa,1><V5><Xa+1><--~)

I
X
S
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Es decir,
A = {ﬂa_l(V5) | Vs € To,afijo,f=1,....,n} C A,

es subcobertura finita de A; de este modo, probamos que cualquier cobertura abierta que
solo posee elementos de la forma 7 1(V5), posee una subcobertura finita; garantizando las
hipétesis del Lema de la subbase de Alexander 1.11, concluyendo que (X, 7,) es un espacio
topoldgico compacto. O

A continuacién, vamos a introducir la nocién de categoria, pues es necesaria para enunciar el
Teorema de Categorias de Baire; dicho resultado nos ayudara, para demostrar diversas pro-
piedades en la seccién de las convergencias débil y débil-*; es importante mencionar que las
categorias se definen sobre espacios métricos, que vienen a ser espacios topologicos metriza-
bles. Antes de dar dichas definiciones veremos algunos conceptos basicos de espacios métricos.

Definicién 1.27 (Espacio métrico completo). Un espacio métrico (X, d), se dice completo
si toda sucesion de Cauchy en X es convergente en X.

Ejemplo 1.8. El subconjunto de los reales R N (0, 1], con la métrica dada por d(z,y) =
|z — y| no es un espacio completo.

Otra nocién muy importante de los espacios métricos son los subconjuntos acotados, los
cuales introducimos a continuacion.

Definicién 1.28 (Conjunto acotado). Sea (X, d) un espacio métrico. Un subconjunto A C X
se dice acotado si existe un r > 0 tal que d(z, z) < r, para todo z,y € X. También podemos
decir que A C X es acotado si existe una bola B,(xg) tal que

A g BT(.CL"()).

De hecho podemos relacionar la compacidad con espacios métricos, utilizando el siguiente
resultado.

Proposicién 1.24. Sea (X, 7) un espacio métrico compacto. Si K es un subconjunto com-
pacto en 7, entonces K es acotado.

Demostracion. Sea x € K fijo. La coleccion de bolas,
{B,(z) :n € N}

es una cobertura abierta de K. Por la compacidad de K, esta posee una subcobertura finita
de K tal que

Lo cual prueba que K es acotado. 0

Ya que hemos introducido las propiedades mas fundamentales de un espacio métrico, final-
mente definiremos las categorias.
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Definicién 1.29. Sea (X, d) un espacio métrico y M un subconjunto de X.

a) M es disperso en X (o en ninguna parte denso), si M no tiene puntos interiores (y por
ende no contiene ningin subconjunto abierto no vacio).

b) M es escaso en X (o de lera categoria), si M es la unién contable de conjuntos dispersos
en X.

¢) M es no escaso en X (o de 2da categoria), si M no cumple con ser un conjunto escaso
en X.

Ejemplo 1.9.

A k k+1 k+2 3k
= El conjunto de Cantor C' = ﬂ U ([3 3:0,3 31— ]U [3 3: ,3 3: 3}) es un con-
n=1 k=0

junto disperso, pues

Int(C) = Int(C) = 0.

= El conjunto de los racionales Q es de lera categoria en R, dado que
e m
= nfs nf=19—|Vme€ Z},
e=Utnk = {T]wm

donde {r,} es un conjunto disperso.

= R es de 2da categoria en si mismo.
Para explicar por qué R es de 2da categoria, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.16 (Teorema de categorias de Baire). Si (X, d) es un espacio métrico completo,
entonces X no es escaso en si mismo. En consecuencia, si X es un espacto métrico completo
tal que

X = U Ay, donde Ay, es cerrado,
k=1

entonces debe existir un Ay que contiene un subconjunto abierto no vacio de X.

Demostracion. La demostracion de este teorema sera omitida. Véase [5], Capitulo 4, Seccion
4.7, Teorema 4.7-2, paginas 247-248. O]

Ejemplo 1.10. El espacio R es de segunda categoria, pues es un espacio métrico completo
con la métrica usual.
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2.1. Espacios normados y de Banach

En esta seccién iniciaremos con las nociones basicas de espacios vectoriales, de las cuales el
lector probablemente tenga conocimiento; el propdsito de esto es tener las bases para definir
los espacios normados y de Banach.

Definicién 2.1 (Espacio vectorial). Un espacio vectorial sobre un cuerpo K, es un conjun-
to X no vacio, dotado de dos operaciones: la adicion y multiplicacion por escalar, definidas
como

+: X xX —X S Kx X — X,
(x,y) — z + v, (o, ) — a- .
Donde, para todo z, y, z € X, a, 8 € K, se cumple que:

EVl) 2 4+y=x+y. EV5)
EV2) 24 (y+2)=(z+y) + 2. EV6)
EV3) Vz € X, Je € X tal que z + e = x. EV7) a-(z4+y)=a-z+a-y.
EV4) J(—u) € X tal que z + (—z) = e. EVS)

A un K—espacio vectorial X, lo denotaremos por la dupla (X, K).

Se puede intuir que existen los subespacios vectoriales, estos se definen a continuacién.

Definicién 2.2 (Subespacio vectorial). Sea (X, K) un espacio vectorial. Un subconjunto Y
de X se dice subespacio vectorial, si satisface las siguientes condiciones:

S1) 0eY.
S2) BY +aY CY, para todo a, f € K.

Un subconjunto de un espacio vectorial (X,K) nos permite generar nuevos subconjuntos
dentro del mismo espacio vectorial; estos nuevos subconjuntos se clasifican segin la forma
en que se construyen.

Definicién 2.3. Sean (X,K) un espacio vectorial, A y B subconjuntos de X, a € K,
definimos:

= Traslacién de un conjunto,
r+A={r+a:ae A}

= Homotecia de un conjunto,
aA={a-a:a€ A}

= Suma de conjuntos,
A+B={a+b:a€ Abe B}.
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Ademas de los conjuntos anteriores, existen otros tipos de espacios vectoriales, los cuales
estaremos muy interesados en estudiar.

Definicién 2.4 (Conjunto convexo). Sea (X, K) un espacio vectorial. Un subconjunto A de
X, se dice convexo si

tA+(1—-t)AC A, siempre que 0 <t < 1.
Ejemplo 2.1.
= En R, los intervalos son subconjuntos convexos.
= En R?, los poligonos regulares sélidos son conjuntos convexos.

= En R?, el conjunto S = {(z,y)|z = 0V y = 0} no es convexo.

Definicién 2.5 (Conjunto balanceado). Sea (X, K) un espacio vectorial. Un subconjunto A
de X se dice balanceado, si «A C A siempre que a € Ky |a] < 1.

Ejemplo 2.2.

» Los conjuntos balanceados de (C,C) son: C, ), las bolas abiertas y las bolas cerradas
con centro (0,0).

= Los conjuntos balanceados de (R? R) son: las rectas cuyo punto medio es (0,0), R,
y las bolas tanto abiertas como cerradas con centro (0, 0).

= En (R* C), el conjunto S = {(z,y) € R* | x =0V y = 0} es balanceado.

= En (R* R), las bolas con centro cero son convexas.

Definicién 2.6 (Conjunto simétrico). Sea (X,K) un espacio vectorial. Un subconjunto A
de X es simétrico, si —A = A.

Proposicién 2.1. Sea (X, K) un espacio vectorial,
a) Si A es balanceado, entonces A es simétrico.

b) Si Y es un subespacio vectorial de X, entonces es un conjunto balanceado.

Demostracion.

a) Sea o € K tal que |a| < 1. Al tomar o« = —1, se cumplird que
_ACA — AC-A

lo cual demuestra que A es simétrico.
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b) Dado que Y un subespacio vectorial de X, se cumple que:

= 0eY.
s BY +aY CY, para todo a, 5 € K.
En particular, al tomar «a, 5 € K tal que |o| <1y =0, se tiene que
0Y +aY CY.
Notamos que, 0Y ={0-y:y € Y} = {0}, asi que
0Y +aY = {0} +aY =aY CV.

Probando que oY C Y, siempre que |a] < 1; es decir, Y es balanceado.

Nota. A la dimensién de un espacio vectorial (X, K), la denotamos como dim(X).

Proposicién 2.2. Sea (X, K) es un espacio vectorial de dimensién finita. Si Y es un subes-
pacio vectorial, se satisface que dimY < dim X.

Proposicién 2.3. Los tnicos subespacios de (R, R) son: () y R.

Sabemos que dim(R) = 1, por la Proposicién 2.2, la dimensién de los subespacios de R debe
ser 0 o 1; los tinicos subespacios que satisfacen esto, son () y R.

2.1.1. Espacios normados

Una vez hemos definido un espacio vectorial podemos definir un espacio normado, los cuales
estan relacionados directamente con los espacios de Banach.

Definicién 2.7 (Espacios normados). Un espacio vectorial (X, K) con una norma definida
sobre el, es llamado espacio normado; el cual denotaremos por la dupla (X, ||-]|).

Proposicién 2.4. Si (X, ||-||) es un espacio normado, entonces satisface la desigualdad
triangular inversa.
Myl =zl < lly = «ll, Va,y € X.

Demostracion. Sabemos que la norma cumple la desigualdad triangular. Asi que, al tomar
x,y € A, se cumple que

Iyl =lly —z+zl <lly =zl +llzll = llyl = llzll < lly =l
De forma similar, al intercambiar x con y se obtiene que
[zl =yl < llz —yll = lly — =l = —lly — =l < [lyll = l|=|.-
Uniendo ambas desigualdades, tenemos que
—lly ==l < llyll =[]zl < [ly — =].
Es decir, |||yl — |l=]l| < lly — =], Vz,y € X, que es lo que se deseaba probar. O
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Proposiciéon 2.5. La norma es una funciéon continua en R.

Demostracion. Sea ¢ > 0 arbitrario, tomemos 0 = €. Asumamos que ||z — y|| < d, aplicando
la desigualdad triangular inversa, tenemos que

izl =yl < flz —yll <o =e.
Lo cual prueba que la norma continua para todo z,y € X. O
En los espacios métricos, se sabe que la cerradura de la bola cerrada de forma general no

coincide con la bola cerrada; sin embargo, coinciden en los espacios normados. Veremos dicho
resultado en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.6. Si (X, ||-||) es un espacio normado, entonces B,(zo) = B,(z¢); donde

B,(x¢) es la bola cerrada con centro xq y radio r, y B,(x) es la cerradura de la bola abierta,
con centro xq y radio r.

Demostracion.
“ C 7 Por definicién de cerradura, B,(xg) es el conjunto cerrado més pequenio que contiene a

B,.(x0); B,(xg) es un conjunto cerrado que evidentemente contiene a B, (), entonces debe

ser que L
Br('x()) - Br<x0>-

“D 7 Sea y € B,(xy), tenemos dos casos

Caso 1) Si ||y — x|l < r, entonces y € B,(xg); por definicién B,.(xy) C B,(xg), asi que
(TR Br(l’o).

Caso 2) ||y — xzo|| = r; para probar que y € B,(xg), debe existir una sucesién {y,}>>; que
converge al elemento y € B,(x).

Construyamos la sucesién {y,}»>, donde

1
yn:xg—l—(l——) (y —x), Yn=1,2,3---
n

Ademas, notamos que

I = ol = | (1 %) =)

—(1-7) o=l
(-2

<T.
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Con la desigualdad anterior, demostramos que {y, }o>; C B, (7).

Sea ¢ > 0 arbitrario, tomemos r > 0; por la propiedad arquimediana existe un
N € N tal que

Ne>r = ¢/r>1/N, para todo n > N.

xo—i-(l—%)(y—xo)—yH

1 1

Por lo cual

lyn —yll =

< -r =g,
Lo anterior, prueba que {y,}:2; converge a y. De esta forma, se verfica que y €

Br(l’o).

]

Proposicién 2.7. Si (X, ||-||) es un espacio normado, entonces toda bola cerrada B, (z¢) es
convexa.

Demostracion. Tomemos 0 <t < 1. Sea z,y € B, (z0), asf que |ly — zo|| < 7, ||z — x| < 7.
Deseamos probar que ty + (1 — t)z € B,(xg). Notamos que

Ity + (1 —t)z — x| = ||ty + (1 — t)z — twg — (1 — )|
= [[t(y — wo) + (1 = 1)(z — mo)||
< [[t(y — zo) || + (1 =) (z — o)
= tlly = zoll + (1 = )]z — 2ol
<tr+((1-1t)r
<r.

La desigualdad anterior, prueba que ty + (1 — t)z € B,(). Por lo tanto, B,(zy) es un
conjunto convexo. O
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En Matemadtica es de suma importancia la definiciéon de un conjunto acotado (que es muy
conocida en espacios métricos); sin embargo, podemos seguir teniendo nocién de estos en los
espacios normados.

Definicién 2.8 (Conjunto acotado). Sea un espacio normado (X, [|]]). Un subconjunto M
se dice acotado si y solamente si existe un nimero ¢ positivo tal que ||z|| < ¢ para todo
reM.

Al igual que en espacios métricos, podemos definir un conjunto acotado en términos de una
bola, dicho resultado lo estudiamos a continuacion.

Proposicién 2.8. Sea (X, ||-||) es un espacio normado. Un subconjunto M es acotado si
existe 0 < r < oo tal que
M C B,(0).

Demostracion. M es un conjunto acotado; por definicién existe un nimero ¢ positivo tal que
|z|]| < ¢, para todo x € M. Al tomar r = ¢ + 1, podemos crear la bola B,.(0).

Obteniendo que
|lz|| <c = ||z|| < ¢+ 1 = z € B,(0).

Como esto se verifica para todo € M, se puede concluir que M C B,(0). O

Proposicién 2.9. Si (X, ||-||) es un espacio normado, entonces la bola cerrada B, (xq) C X
es un conjunto cerrado y acotado en X.

Demostracion. Ya que estamos en un espacio normado, por la Proposicion 2.6 tenemos que
B, (xg) = B,.(x¢); asi que B,(x) es un conjunto cerrado.

Tomando £ = ||zy||, podemos definir la bola B.,,(0). Al tomar y € B,(xy) se cumple que
ly — zo|| < r; ademés, se puede ver que

1yl = lly = w0 + ol| < [ly — ol + [lxoll <7 +e.

La desigualdad anterior prueba que y € B.,,(0) y por ende que B,(z,) es acotado, por la
Proposicién 2.8. O

Lema 2.1. Sea (X, |-]]), un espacio normado de dimension arbitraria. Si xy,...,x, € X
son vectores linealmente independientes, entonces existe una constante ¢ > 0 tal que

|larzy + - - + apxy|| > c(loa] + - - + |ou]).
Para cualquier coleccion aq,. .., a, € K.

Demostracion. La demostracién de este lema serd omitida. Véase [5], Capitulo 2, Seccién
2.4, Lema 2.4-1, pagina 72-73. O

Nota. La constante ¢ depende unicamente de x1, xa, ..., x,. Ademads, se tiene que

dim(X) > n.
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2.1.2. Espacios de Banach

La importancia de los espacios normados estudiados anteriormente, son las propiedades que
se cumplen sobre ellos; ademas, nos ayudan a definir otro tipo de espacios vectoriales que
son muy importantes en las Matematicas; nos referimos a los espacios de Banach, estos son
llamados asi en honor del Matematico polaco Stefan Banach.

Definicién 2.9 (Espacio de Banach). Sea (X, [|-||) un espacio normado. Si X es un espacio
completo, decimos que X es un espacio de Banach.

Nota. Recordemos que el espacio normado (X, ||-||), es un espacio métrico donde la métrica
inducida por la norma d(z,y) = ||z — y||.

Ejemplo 2.3.

» El conjunto de los racionales R N (0, 1], con la norma dada por || — y|| = | — y|, no
es un espacio de Banach. (Véase Ejemplo (1.8))

» Losreales (R, |-|) son un espacio de Banach. (Véase [5], Capitulo 1, Seccién 1.5, Ejemplo
1.5-1, pagina 33).

= (lp, [|-[|,) es un espacio de Banach bajo la norma-p, definida por

fo'e) 1/p
||ZC||p = (Z |an|p> ) T = {an}zo:h con an 6 C,

n=1

siempre que tomemos un p fijo tal que 1 < p < oo. (Ver [5], Capitulo 1, Seccién 1.5,
Ejemplo 1.5-2; pagina 33-32).

Siempre que estudiamos un tipo de espacio, es normal definir un subespacio. A continuacién,
definimos un subespacio normado.

Definicién 2.10 (Subespacio normado). Sea (X, ||-||) un espacio normado. Si Y es un subes-
pacio vectorial de X, entonces Y serd un subespacio normado de X bajo la norma |-,

La norma |[|-||, es la restriccién del dominio de la norma X a Y.

Teorema 2.1. Sea (X, ||-||) un espacio de Banach. (Y, |-|ly) es un espacio de Banach si y
solamente si 'Y es un subespacio cerrado en X.

Demostracion.
“=". Suponemos que (X, ||-|ly) es un espacio de Banach. Debemos probar que Y es cerra-
do, es decir Y = Y’; por definicién de cerradura Y C Y, asi que nos falta probar que Y C Y.
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Sea x € Y, asi que, existe una sucesion {z,}°>, CY C X tal que

[
Tp — T, N — O0.

Por la completitud de X, la sucesion {z,} >, es de Cauchy en X, y por ende en Y; en
consecuencia, la sucesiéon {x,}>° | es convergente en Y, es decir, existe y € Y tal que

Il
T, —= 1y, N — 00.

Por la unicidad del limite, debe ser que x = y, asi que x € Y'; de esta forma concluimos que
Y CY y probamos que Y es cerrado.

“ <=7 Suponemos que Y es un subconjunto cerrado en X, es decir Y =Y.

Sea {x,}o>; C Y una sucesién de Cauchy arbitraria, evidentemente {z,};°; CY C X; en
consecuencia, {x,}oo; es una sucesiéon de Cauchy en X. Ya que X es un espacio de Banach,
dicha sucesiéon es convergente en X, es decir dx € X tal que

T, LN r, n— 00.
Por definicién de cerradura, dado que {z,}°>, C Y =Y, obtenemos que x € Y en otras
palabras, hemos probado que la sucesion {x,}.>, es convergente en Y, lo cual verifica que

toda sucesiéon de Cauchy es convergente en Y; por tanto, (Y, ||-||y-) es un espacio de Banach.
[

Ejemplo 2.4. Sea (R, |-|) un espacio de Banach. (0, 1] no es un subespacio cerrado de R,
entonces (RN (0, 1], ]-|) no es un espacio de Banach. (Ver Ejemplo (1.8))

A continuacién, introduciremos conceptos que son muy comunes en los espacios vectoriales;
sin embargo, daremos su definiciéon de forma mas general, para espacios topoldgicos.

Definicién 2.11 (Espacio denso, separable y total). Sea (X, 7) un espacio topolégico. Un
subconjunto M es denso, si se cumple que

M=X.

X es separable, si posee un subconjunto denso y numerable; un subconjunto M se dice
total, si Span(M) es denso en X.

El siguiente resultado es de gran utilidad para identificar cuando un espacio o un subespacio
es de Banach.



58 FUNDAMENTOS EN ANALISIS FUNCIONAL

Teorema 2.2. Sea (X, ||]]) un espacio normado, Y un subespacio normado.

a) Sidim(Y) < oo, entonces (Y, ||-|ly) es un espacio de Banach.

b) Si X es un espacio normado de dimension finita, entonces X es un espacio de Banach.
Demostracion.

a) Suponemos que (Y, ||-|ly) es un subespacio normado de (X, ||-||), donde dim(Y) < oc.
Dada la dimension finita, definimos la siguiente coleccion,

fer, - en}

la cual es una base del subespacio Y. Tomemos {y,,}rc_; € Y una sucesién de Cauchy
en Y, cada y,, € Y tiene una representacién tinica como combinacién lineal de elementos
de la base, dada por,

Y = afVer + - + e,

donde ozgm), e ,ozq(lm) € K, para cada m € N. Por el Lema 2.1, podemos garantizar la
existencia de una constante ¢ > 0 (la cual depende ey, ..., e,) tal que

|laner + -+ - + anen|| > c(|lar| + -+ |ai)),

para cualesquiera aq, ..., a, € K.

Al ser de Cauchy, sucede que Ve, N € N, si r > m > N, se tiene que
1Ym =yl < e
En consecuencia
e > [[ym — vl

o [t s — e

g > H(Oégm) — oggr))el 4+ (Oszm) _ agz")>€n

e>cl(@™ —al") 4. 4 (ol — ag’))‘

gfc> ‘(a&m) —a) - (o™ - af{'))‘.

De la desigualdad anterior, notamos que para cada ¢ = 1,...,n, se cumple que
€
o™ -l < Z <
c
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De momento, para todo € > 0 hemos garantizado que dN € N tal que, si r > m > N,
(m) (r)
—«

7 )

o0

entonces )a m—1>

‘ < ¢; lo cual prueba, que la sucesion {agm)} es de Cauchy en

K, para cada ¢ = 1,--- ,n. Recordemos que K es un espacio de Banach, asi que, dicha
sucesion es convergente; es decir,

(m)

o —> ;M — 0.

Como siguiente punto, vamos a definir y = ajeq + - - - + ape,.

Por la convergencia de {agm) o _1, para todo € > 0 existe un NV; € N tal que si m > N;,
entonces |a§m) — ;| < ¢€; esto se cumple para cada i =1,--- ,n. Al tomar N = max{N; :
i=1,---,n},si m> N, entonces
‘agm) —a;| <e¢, paratodoi=1,--- ,n.
€
En particular, dicha desigualdad se cumplird para ¢y = W
nie;
Sea ¢ > 0 arbitrario, si m > N, entonces
m — yll = [[0d™ey 4 - + al™e, — (a1er + - + aney)

= (agm) —ap)er + -+ (@™ —ay)e,

<|[@™ = aner|| + -+ (@) — e

< |l T —ag)lller] + [l — Q)| en

< (m) (m)

< =il + -+ = lleal
— e .
nles] nlen|

< E.

De esta forma, hemos probado que
Ym —> Y, M — 00, donde y = ayx1 + -+ - + axy, €Y.

Dicha convergencia, muestra que toda sucesién de Cauchy es convergente en Y'; por lo
tanto, Y es un espacio de Banach.

b) X es un subespacio normado en si mismo. Al aplicar el literal a) que acabamos de probar,
ya que X tiene dimensién finita, tenemos que (X, [|-||) es un espacio de Banach.

O
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Ahora veremos un resultado que nos brinda una caracterizacién de los subespacios de di-
mension finita con respecto a la cerradura de estos.

Teorema 2.3. Sea (X,||-||) es un espacio normado. Si Y es un subespacio normado de
dimension finita, entonces Y es cerrado en X.

Demostracion. Tenemos que dim(Y) < oo, por el Teorema (2.1) literal a), (Y, [|-||) es un
espacio de Banach. Debemos probar que Y = Y, por definicién de cerradura Y C Y. Sola-
mente nos falta probar la otra inclusién.

Tomemos y € Y, sabemos que 3y, }°_, C Y tal que
Y — 1, m — 0o.

Ya que Y es un espacio de Banach, la sucesién {y,}r_, es de Cauchy en Y, por ende,
dicha sucesion converge a un elemento z € Y. Utilizando la unicidad del limite, tenemos que
z =y €Y, locual muestra que Y C Y. Probando que Y es cerrado en X. O

Nota. En la demostracion del Teorema 2.3, solamente se utilizo el hecho que Y C X es un
espacio completo; en general Y sera cerrado siempre que sea completo y esto es independiente
del hecho que X sea un espacio completo o no.

2.2. Espacios vectoriales topolégicos

A continuacién, introduciremos una nueva estructura, donde se relacionan los espacios to-
pologicos con los espacios vectoriales; con ella, obtendremos resultados especificos que se
logran tinicamente trabajando sobre dicha estructura. En esta seccién estudiaremos nos guia-
remos el texto de [8], capitulo 1, paginas 3 - 41.

En el Capitulo 1 y en la Seccién 2.1 mencionamos algunas propiedades de los espacios vecto-
riales y estudiamos los espacios topoldgicos; con esto, finalmente estamos listos para definir
la estructura mas importante de dicho trabajo, los espacios vectoriales topolégicos.

Nota. A partir de este punto, denotaremos, de forma indistinta por K al cuerpo de los reales
o los complejos.

Definicién 2.12 (Espacio vectorial topolédgico). Sea X un conjunto no vacio. Dado (X, 7)
un espacio topolégico y (X, K) un espacio vectorial, decimos que X es un espacio vectorial
topologico, si se verifica que:

1. Cada punto de X es un conjunto cerrado.
2. Las operaciones del espacio vectorial son continuas con respecto a .

Bajo este contexto, a 7 le llamamos topologia vectorial.
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Recordemos que las operaciones del espacio vectorial (adicién y multiplicacién por escalar)
estan definidas por.

+: X xX —X o Kx X — X
(x,y) — x + vy, (o, ) — a - x.

Cuando hablamos de la continuidad de estas dos operaciones, nos referimos a la continuidad
bajo topologia producto en X x X y en K x X, la cual depende de la topologia vectorial.

Una de las ventajas de trabajar sobre un espacio vectorial topoldgico, es el hecho que existen
formas alternativas de probar la continuidad. A continuacién, veremos un resultado que nos
permitira probar la continuidad de la adiciéon y multiplicacién por escalar de una forma
diferente.

Teorema 2.4. Sea X un espacio vectorial topologico. Las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

1. La adicidn es continua.

2. Dados x1, xo € X arbitrarios. Para todo vecindario abierto V de x1 + xo, existen
vecindarios abiertos Vi y Vo de x1 y xo, respectivamente, tal que Vi3 + Vo C V.

Demostracion.

“—" 4 es una funcién continua. Por el Teorema 1.4 literal d), para todo (z1,x2) € X x X
y cada vecindario abierto V' de +(x1, x3), existe un vecindario abierto V' de (x1,x9) tal que

+(V) V.

Tenemos que V' es un vecindario abierto de (1, x3). Por otro lado, el espacio X x X se trabaja
con la topologia producto 1.15, en consecuencia, deben existir dos vecindarios abiertos V; y
V5 de x e y, respectivamente tal que

V' =V, x V.
Dada la continuidad +, tenemos la siguiente relacién,
+(Vi x Vo) =+(V) C V.
Notamos que +(V; x V5) =V} + V4, entonces
TVix Vo) =Vi+V, CV.

Probando lo que se deseaba.

“«—=" Como hipoétesis, sean 1, xo € X, arbitrarios. Si V es un vecindario arbitrario de
r1 + X9, entonces existen vecindarios abiertos V; y V5 de x1 y xo, respectivamente, tal que

Vi+V, CV. (2.1)
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Notamos que Vi x V4 es un vecindario abierto de (z1,z3) en X x X (pues trabajamos sobre
la topologia producto). Utilizando el hecho que +(V; x V5) = Vi + V5 y la inclusién (2.1),
tenemos que

Vi4Vo=+(VIxVB)CV = +(Vixl)CV,

lo cual prueba que + es una funcién continua, segin el literal d) del Teorema 1.4. O
Ahora probaremos un resultado analogo para la multiplicacién por escalar.

Teorema 2.5. Sea X un espacio vectorial topologico. Las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

1. La multiplicacion por escalar es continua.

2. Sean v € X y a € K arbitrarios. StV es un vecindario abierto arbitrario de o - x,
entonces existen r € K, r > 0 y un vecindario abierto W de x tal que

W CV, siempre que |f—a| <r.

Demostracion.
“—". es continua. Por el Teorema 1.4, dado («, z) € Kx X arbitrario, si V' es un vecindario
abierto de -(«, x), entones existe un vecindario abierto V' de («, z) tal que

(VHev
V" es un vecindario abierto de (o, z), en X x K; por ello
V=V x Vy,
donde Vi y V3, son vecindarios abiertos de a y x, respectivamente.

Recordemos que K es el campo de los reales o los complejos. La coleccién de las bolas abiertas
es base para la topologia usual, tanto de los reales como de los complejos; en consecuencia,
Jr > 0 tal que

By(o) ={feK | |f—-af <r}CW.

Por la continuidad de -, tenemos la siguiente relacién
(Vi x Vo) =-(V)CV.
Notamos lo siguiente
(Br(a) x Vo) C-(Vix V) = +(By(a) x V) CV

Donde
{(Bi(a) x V3) = Bu(a) - Vo= ] 8-V
BEB ()
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Con dicha igualdad obtenemos que
B-Vo CV, siempre que, [ € B,(«).
Demostrando lo que se deseaba.

“«<—=" Como hipdtesis, dados x € X, a € K y un vecindario abierto arbitrario V de « - x,
entonces existen 3r € R, > 0 y un vecindario abierto W de z tal que

W CV  siempre que |5 —al <.
Con los elementos anteriores definimos el conjunto
{BeK | [f—af <r}=DB(a) =W,

que es un vecindario abierto de v en K. Por definicién de la topologia producto, V; x W es
un vecindario abierto de (a, x) en K x X.

Por hipdtesis,

sif€B(a) = PBPWCYV,

Y swec | v=W

BEBy(a) BEB,(a)

es decir,

Ademas, (V3 x W) = U B - W, de esta forma se concluye que,
BeV

(Vi xW)CV.

Probando que la multiplicaciéon por escalar es continua bajo un espacio topologico, utilizando
el literal d) del Teorema 1.4. O

Nota. Cuando digamos que X es un espacio vectorial topolégico, asumiremos que trabaja-
remos con una topologia vectorial arbitraria y con el cuerpo K, excepto que se especifique
tanto la topologia 7, como el campo K.

Ejemplo 2.5. R es un espacio vectorial topologico, con la topologia usual como su topologia
vectorial y bajo el campo R. A continuacién, probaremos que cumple todos los criterios de
un espacio vectorial topologico.

1. Sea {x} un unipuntual arbitrario de R, tenemos que
R \ {Qf} = (—OO,ZIZ') U (‘Ta OO) € Tusual-

Asi que {z} es cerrado en R, probando asi la primera condicién.
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2. Probaremos que la adicién y la multiplicacién por escalar son continuas.

» Sean r >0 € Ry B,(x + y) un vecindario arbitrario de x + y. Construyamos los
vecindarios abiertos B, s(x) y B,/2(y) de x e y, respectivamente; en consecuencia,
B, j2(x) x By 5(y) es un abierto en la topologia producto. Deseamos verificar que

+(Byj2(x) x Brya(y)) € Br(x +y).
Tomemos un punto arbitrario,

14y € H(Byj2(2) X By ja(y)) = Brja(x)+Brja(y), T € Bya(x), 1 € Byya(y).

En consecuencia, |z — x| <r/2y |y —y1| < r/2. Tenemos la siguiente desigual-
dad

|zt +y— (v +y)| =lr+y— 21—y
= |(x —z1) + (y — )|

<z =z + |y —u

<t41
272
<r

Esto prueba que +(B,2(x) x B, 2(y)) € B,(x +y), verificando la continuidad de
la adicién.

» Sean 7 > 0 € Ry B,(a - x) un vecindario arbitrario de a - z. dado que x, r son

fijos, podemos definir
5= L .
3|z + |af +1)

Con dicho § > 0 definimos los vecindarios abiertos Bs(a) y Bs(z) de a y =,
respectivamente. Ademés, Bs(«) X Bs(z) es abierto en la topologia producto. Lo
que haremos, sera verificar que

(Bs(a) x Bs(x)) C By(a - x).

Tomemos un punto arbitrario
B-x1 € (Bs(a) x Bs(x)), B € Bs(a),z1 € Bs(x).

En consecuencia, |a — | <y | — z1] < 6. Tenemos la siguiente desigualdad
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a-r—(B-m))=|lar—a -x+a-x1— 21|
<lao-z—a- x|+ oz =B 24|
<o (z =)+ [(a = f) - o]
< lalle = 21| + |a = ]|z
< |a|d + 0]z
< dla| + (6 + |x|)

- V 3Gl 12+ 0 T Blal+ pl+ 1) T \/ 3(al + 2] + 1)

r r r
al + +
3(laf + ] +1) Bl +lz[+ 1)) 3(af + |z[+1)

o + |z]

||

Esto prueba que -(Bs(a) X Bs(x)) C B.(« - ), lo cual implica la continuidad de
la multiplicacion por escalar.

De esta forma, se probd que el espacio R con la topologia usual como su topologia
vectorial y R como su campo de escalares, es un espacio vectorial topologico.

A continuacién estudiaremos otro espacio vectorial topoldgico, el cual intuitivamente parece
tener dicha estructura, pero es necesario comprobarlo.

Proposicién 2.10. Si (X, |-]|) es un espacio normado, entonces es un espacio vectorial
topoldgico; donde la topologia inducida por su norma 7 es topologia vectorial y K es su
campo de escalares.

Demostracion. Para probar que X es un espacio vectorial topoldgico, debemos verificar los
dos axiomas de un espacio vectorial topolégico dados en la definicién 2.12.

Recordemos que la norma induce la métrica d(x,y) = || — y|| y con dicha métrica se induce
la topologia 7, la cual es generada por la base

B ={B.(x):x€ X, r>0}

Con esto en mente, probaremos que X es un espacio vectorial topoldgico.
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» Sea {z} un conjunto unipuntual arbitrario, probaremos que X \ {z} es abierto.

Sea y € X \ {} arbitrario y € = ||z — y[| > 0. Para probar que U es abierto, debemos
verificar la inclusién

B.(y) € U.
Sea z € B.(y), por lo que ||y — z|| < e. Ademads se cumple que
o =yl < o — 21+ = o1
<|lx—z| +e.
Con la desigualdad anterior obtenemos que,
e<|x—z2||+¢

lo que implica que x # z; es decir, z € U = X \ {z}. Por tanto, U es abierto, y por
ende {z} es cerrado.

Probando que la adicion es continua.

Sea V' € Tysual un vecindario abierto de +(z1, o) = x1 + 2; en consecuencia, existe un
r > 0 tal que

BT(LL’l + JIQ) Q V

Con dicho 7, construyamos los vecindarios abiertos, B, /a(x1) y Byj2(x2) de z1 y o,
respectivamente. Al tomar

U1 S Br(xl)v A1 € Br(xl) - A1 + Y2 S Br(xl) + Br(x2)7

en consecuencia, ||z1 —y1|| < r/2, ||x2 — y2|| < r/2. Utilizando lo anterior, tenemos la
siguiente desigualdad

2y + 22 — (g1 +y)|| < e — vl + |v2 — w2
< (r/2)+(r/2)

<T.
Con esto probamos que 1 + x2 € B.(z1 + x2) C V, lo que implica que
B, ja(x1) + By ja(ze) C V.

De esta forma, hemos demostrado que la adicién es continua.
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= Probando que la multiplicacion por escalar es continua.

Sean x € X y a € K. V es un vecindario abierto arbitrario de a - x en X, asi que,
existe un r > 0 tal que B,(a-2z) C V.

Con dicho r, definamos 6 = r/2(||z|| + |a|) y consideremos el vecindario abierto Bs(x)
de z; a su vez, tomemos los escalares, § € K tal que |a — 3| < §. Deseamos verificar
que - Bs(z) CV

Tomemos y € Bs(x), asi que -y € (- Bs(x). Utilizando lo anterior, tenemos la
siguiente desigualdad,

lox = Pyl = [lox — Bz + Sz — Byl
< Jlox = B + |8z — Byl
< Ja = Blllzll + 18][l= = yli

< 0|zl + [B]o
T r
el + 18l 5=
2(|lzll + [e) 2(llz(l + [ex)
< r i r
2" 2
<r

Dicha igualdad, prueba que
BBs(x) C By(ax) CV = [Bs(x) CV.
Con esto, hemos demostrado que la multiplicacién por escalar es continua.

De esta forma hemos probado que todo espacio normado es un espacio vectorial topolégico,
donde la topologia vectorial es la topologia inducida por la norma. O

En los espacios vectoriales topoldgicos, existen diversas definiciones que podemos reescribir al
trabajar en esta estructura. Ahora, definimos un conjunto acotado bajo un espacio vectorial
topoldgico.

Definicién 2.13 (Conjunto Acotado). Sea X un espacio vectorial topolégico. Un subcon-
junto A se dice acotado, si para todo vecindario abierto V' de 0, existe un nimero s > 0 tal
que A C tV, siempre que t > s.

Existen algunos conjuntos los cuales a simple vista podemos decir si son acotados o no.
La siguiente proposicion nos brinda una forma “mas sencilla” de identificar los conjuntos
acotados en un espacio vectorial topologico.
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Proposicién 2.11. Sea X un espacio vectorial topolégico, entonces:

a)

Todo subespacio Y C X distinto del trivial, no es acotado.

b) Los conjuntos finitos son acotados.
Demostracion.
a) Sea Y es un subespacio no trivial.
Tomemos y € Y \ {0}. Por definicién, X \ {y} es un vecindario abierto, pues los unipun-
tuales son cerrados en X.
Sea y € Y dado anteriormente, tenemos que
y€X\{y} = X \{y})
para cualquier escalar ¢t € K; en particular, lo anterior se cumple para ¢t = 1, entonces
dy € Y tal que
y X \{y}) = Y ZuX\{y})
De esta forma, se concluye que Y no es acotado, pues encontramos un vecindario abierto
de 0 que no satisface las condiciones necesarias para garantizar que Y es acotado.
b) Sea A un subconjunto finito de X. Sin perdida de generalidad asumiremos que posee un

solo elemento A = {z}.

Sean z € A, 0 € Ky V un vecindario abierto arbitrario de x - 0 = 0. Por la continuidad
de la multiplicacion por escalar, 3r >€ R y W un vecindario abierto de x tal que

W C V siempre que || < r.

Con r dado, definamos § = 1/r > 0. En particular, la inclusién anterior se cumple para
£ = ¢, entonces

WCV=Wc{1/0)V=rV
por construccién, ACW —= A CrV

ACrV = ACHV.

De esta forma, se verifica que si r > 0, entonces A C V| siempre que v > r. Como V
era un vecindario arbitrario de 0, se ha demostrado que A es acotado.

]

De la proposicion anterior puede surgir una pregunta: ;Qué sucede si un conjunto contiene
un subespacio no trivial? ;Podria ser acotado? Para responder dicha pregunta tenemos el
siguiente resultado.
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Proposicién 2.12. Sean X un espacio vectorial topolégico e Y un subespacio no trivial de
X. Si U es un conjunto abierto tal que Y C U, entonces U no es acotado.

Demostracion. Haremos esta prueba por contradiccion, asumiremos que U es acotado.

Sea y € Y. Dado que Y no es el subespacio trivial, y # 0. Definamos V' = X \ {y}, el cual es
un conjunto abierto, pues {y} es cerrado por definicién de un espacio vectorial topoldgico.

Ya que U es acotado, para todo vecindario abierto W de 0, ds > 0 tal que U C tW. siempre
que t > s. En particular, la inclusién anterior se debe cumplir para V = X \ {y}; asi que,
ds > 0 tal que

UCtV siempre que t > s.

Al ser Y un subespacio vectorial, Vk € K, se cumple que kY CY C U, y se obtiene que
tyeY — tyel — tyectV — yeV.

Lo anterior es una contradiccion, pues por construccion y € V. De esta forma probamos que
U es acotado. O

Probablemente, alguna vez hemos escuchado el término invarianza, el cual es muy usual
en espacios métricos; sin embargo, también podemos dar una definicion de invarianza en
espacios vectoriales topoldgicos.

Definicién 2.14 (Invarianza). Sea X un espacio vectorial topoldgico. A cada elemento
a € X, A€ Kcon A # 0, le asociamos el operador traslacion T, y el operador multi-
plicacién M), respectivamente. Cada uno de ellos esta definido como sigue:

T,: X — X My: X — X

r—a+z, T — AT,

Una vez definidas estas dos aplicaciones veremos una propiedad que cumplen tanto la tras-
lacién como la multiplicacién, en la cual podremos ver de primera mano el porqué de su
importancia. Vale la pena mencionar que a partir de este momento, utilizaremos con mucha
frecuencia dichas aplicaciones.

Proposiciéon 2.13. Sean X un espacio vectorial topoldogico, a un elemento de X y A\ un
elemento de K, donde X # 0. Las aplicaciones T, y M, son homeomorfismos de X en X.

Demostracion. Para probar que una aplicacién es un homeomorfismo, debemos probar que
es biyectivo y que tanto la aplicacion como su inversa son continuas.
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= Probando que 7, es un homeomorfismo. Inicialmente, verificaremos que es inyec-

tivo. Sean Ty (x), T,(y) € X tal que
Tu(x) = Ta(y)
at+r=a+vy
T =y.
Asi que, T, es inyectivo. Sea y € T,(X), sabemos que Jx € X, tal que y = = + a, por
lo que T, es sobreyectivo. De esta forma hemos probado que T, es biyectivo.

Ahora verifiquemos la continuidad de 7T,.

Sea U un vecindario abierto arbitrario de T,(z) = a + x, entonces —a + U es un vecin-
dario abierto de z, pues —a+ (a+2) =2 € —a+ U.

Seay € T,(—a+U), entonces 3z’ € —a+ U tal que y = T,(2'); tomamos 2’ € —a+ U,
donde ' = —a + 2" con 2” € U. Utilizando dichos elementos, obtenemos que

y = Tao()
=Tu(—a+2")
=a+ (—a+2")
=a—a+1"
="
Hemos obtenido que y = z”, es decir y € U; lo anterior, prueba que T,(—a + U) C U,
y se demuestra que 7, es una funcién continua por el literal d) del Teorema 1.4.
Ahora debemos verificar la continuidad de T ', dicha aplicacién se define como
T7': X —X
T —> T —a.

La prueba de su continuidad es andloga a la prueba que T, es continua, por lo que se
omitira. Por tanto, hemos probado que T, es un homeomorfismo.

Probando que M), es un homeomorfismo. Inicialmente, verificamos que es inyec-
tivo. Sean My (z), My(y) € X tal que

My(x) = Mx(y)
AT = Ay

x =1y, pues A # 0.
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Asi que M, es inyectivo. Sea y € M,(X) con y = Az, sabemos que Jz € X, tal que
My (z) = Az, por lo que M, es sobreyectivo, demostrando que T, es biyectivo.

Ahora verifiquemos la continuidad de la aplicacién M,.

Sea U un vecindario arbitrario de My(x) = Az € U, al mismo tiempo (1/A\)U es un
vecindario de z, pues Az € U y por ende (1/A\)(Az) =z € (1/A)U.

Sea y € M\((1/\)U), asi que 32’ € (1/A\)U tal que y = M,(z'); por definicién z’ =
(1/X)z", donde 2" € U, asi que

y = My(2')
= My((1/M)z")
= AM(1/A)2")

"
=a .

Como y = 2", entonces y € U. Con ello probamos que M,((1/\)U) C U, es decir que
M), es continua, segin el literal d) del Teorema 1.4.

Ahora debemos verificar la continuidad de M, ! dicha aplicacién estd definida como
Mi': X — X
x— (1/\)z.

La prueba de su continuidad es analoga a la prueba que M) es continua, por ello la
omitiremos. De esta forma hemos probado que T, es un homeomorfismo.

]

La importancia de la proposicion mostrada anteriormente, es el hecho que cada topologia
vectorial es invariante a traslaciones y homotecias; ademés, los homeomorfismos son aplica-
ciones abiertas y cerradas; por ello, al aplicar M, y T, a un conjunto abierto arbitrario U
de (X, 7), se cumple que tanto T,(U) = a + U como M,(U) = AU son conjuntos abiertos
en (X, 7). Es decir, que las homotecias y traslaciones de conjuntos abiertos siguen siendo
abiertos; andlogamente, sucede lo mismo al aplicar dichas aplicaciones a conjuntos cerrados.

Dado que hemos hablado de vecindarios abiertos en espacios vectoriales topologicos, sabemos
que todos ellos pertenecen a la topologia vectorial. Por otro lado, recordemos que cuando
tenemos una topologia es usual hablar de bases. Resulta que bajo un espacio vectorial to-
pologico es comun trabajar con bases locales, la cuales se definen a continuacién.
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Definicién 2.15 (Base local en a). Sea X un espacio vectorial topolégico y a un elemento de
X. Una base local en a es una coleccién de conjuntos que cumple las siguientes condiciones:

1. Todos los elementos de A, son conjuntos abiertos.
2. Todo elemento B € %4,, cumple que a € B.

3. Si U es conjunto abierto tal que a € U, entonces existe B € A, tal que a € B C U.

Nota. En muchos libros de textos o fuentes bibliograficas, cuando aparece el término base
local se refiere a una base local en 0. En el presente texto no se utilizard lo mencionado
anteriormente.

Para ejemplificar de mejor manera lo que es una base local, damos el siguiente ejemplo en
R.

Ejemplo 2.6. R es un espacio vectorial topoldgico, con Tysua como su topologia usual y K
su campo de escalares (ver ejemplo (2.5)).

Ahora probaremos que la siguiente coleccion es una base local en x, donde x € R

%’:{(x—l,x—l—l) neN}.
n n

1. Los 4, son intervalos abiertos. Por definicién, se tiene que

T — —,iL'—l— - € Tusual-
n n

En consecuencia, la coleccion Z C Tusual-

1 1 1 1
2. Por definicion, (x - —,r+ —), S (m ——,r+ —). Verificando el segundo axioma
n n n n

de base local.
3. Sea U un conjunto abierto de R. Sabemos que Ty €s generada por la base
e@usual = {(CL, b) | a < b,a, be R}

Entonces Vo € U, 3(a,b) € PBysual tal que x € (a,b) C U, asi que, a < z < b; al tomar
un n € N suficientemente grande, de modo que

x—(1/n)>a, y x4+ (1/n)<b.

Se satisface, que
ze(r—(1/n),z+(1/n)) C (a,b) CU.

Con ello probamos el tercer axioma de una base local.
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Ahora veremos otro ejemplo, donde estudiaremos una base local para K.

Ejemplo 2.7. Sea K el espacio vectorial topoldgico, Tusua €S su topologia vectorial y K es
su campo de escalares. Lo que haremos sera verificar que la coleccion,

PBo ={B.(a) :r>0}={peK:|f—al <1}
es una base local de o € K. Para ello probaremos los tres axiomas de una base local.

1. Sea r > 0 arbitrario, entonces la bola abierta B,(«) es un conjunto abierto en Tysyal,
asi que, %, C Tusual- Verificando asi el primer axioma de una base local.

2. Tomemos r > 0 arbitrario. Tenemos que
la—a|=0=0<r.

Dicha desigualdad. verifica que a € B,.(«), entonces a pertenece a todo elemento B, («)
de la base 4,.

3. Sea U un conjunto abierto en 7y tal que a € U. La coleccién
B ={By(a): 1" > 0},
es una base para Tusual. oD consecuencia, para o € U, existe ' > 0 tal que
a € Bu(a) CU.

De esta forma, probamos que todo conjunto abierto que contiene a «, también contiene
un elemento de la base local %4,. Conprobando el tercer axioma de una base local.

Una de las caracteristicas mas importantes de los espacios vectoriales topoldgicos, es el he-
cho que diversas propiedades se preservan bajo traslaciones. A continuaciéon veremos uno de
estos resultados.

Proposicién 2.14. Sea X un espacio vectorial topolégico y a un elemento de X.
Si B, ={B : a€ B} es una base local de a en X, entonces la coleccién,

Bov={B+b : Be A}
es una base local de a + b en X.

Demostracion. Denotemos por 7 a la topologia vectorial de X. Debemos verificar que la
coleccién A, ., cumple los axiomas de una base local.

1. Sea B € %, un conjunto arbitrario. B es abierto, por ello B + b también lo es; en
consecuencia, A, C 7. Probando el primer axioma de base local.

2. Sea b+ B € $,.p, donde B € AB,. Por definicion a € B, entonces a + b € b+ B. Por
tanto, hemos comprobado el segundo axioma.
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3. Sea U un conjunto abierto tal que a +b € U, por ello, a € —b+ U. Dado que U es un
conjunto abierto de a, existe un elemento B € %, tal que

BC-b+U = b+BCU.

Es decir que existe un elemento b + B € %, tal que b+ B C U. Lo cual verifica el
tercer axioma de base local.

De esta forma hemos probado que la colecciéon %, es una base local de a + b. O]

De momento, hemos definido una base local en un punto a € X, donde X es un espacio
vectorial topoldgico; a continuacién, vamos a definir la base local de a en X, asumiendo que
la topologia vectorial 7 es generada por una base .

Proposiciéon 2.15. Sea X un espacio vectorial topoldgico y a un elemento de X. Si la
topologia vectorial esta generada por la base %, entonces la coleccidn,

PB,={B : a€ B, Bec A}
es una base local de ¢ en X.

Demostracion. Dado el espacio vectorial topoldgico X, denotemos por 7 a su topologia vec-
torial. Lo que haremos serd probar que la coleccién B, = {B : a € B, B € %} cumple los
axiomas de una base local.

1. A, es una coleccién de basicos, entonces cada B € Z, es abierto en si mismo; por lo
que A, C 7, probando asi el primer axioma de una base local.

2. Por definicién de la coleccion A, si B € %,, entonces a € B; verificando el segundo
axioma de base local.

3. Sea U es conjunto abierto arbitrario tal que a € U. Al ser U un abierto,
Vye U, dB e #B talque ye BCU.

En particular, para a € U, 3B € %, tal que a € B C U, donde B € %4,. Verificando
asli el tercer axioma de una base local.

Dado que hemos verificado los tres axiomas, se tiene que %4, es una base local de a. O

Una propiedad muy interesante de las bases locales, es el hecho que estas pueden determinar
por completo una topologia dada.

Proposicién 2.16. Sea X un espacio vectorial topoldgico. Si By = {B : 0 € B} es una base
local de 0 en X, entonces la siguiente coleccion,

#=|J{z+B:Bec %}

zeX

es base para una topologia en X.
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Demostracion. Dado el espacio vectorial topolégico, denotaremos por 7 a su topologia vecto-
rial. Debemos probar que la colecciéon % cumple los axiomas para ser base de una topologia
en X.

1. Sea x € X. Por definicién de base local, 0 € B para todo B € ;. Consideremos el
conjunto x + B. Ya que 0 € B, entonces 0+ = = € x + B; es decir, x + B es un
vecindario abierto de 0. Por definicion, se tiene que

VreX,dB' =2+ B€ B talque ze€B.

2. Sea x € B; N By, con By y By € 4. Ademés, tenemos que By = x + B}, By = x + B,
con B}, B} € %,.

» Sea x € B;. Consideremos el conjunto —z + Bj; notamos que
—rz+x=0¢€ —x+ By,

en consecuencia, —x + By es un vecindario abierto de 0. Por definiciéon de base
local, al ser —z + B un vecindario abierto de 0, 3B} € %, tal que

Por otro lado, 2 € x + Bj, pues B; es un vecindario abierto de 0.

s Sea xr € B,. Consideremos el conjunto —x 4+ Bs; notamos que —z + B, es un
vecindario abierto de 0. Por definicién de base local, 3B} tal que

Por otro lado, z € x + B}, pues B} es un vecindario abierto de 0.

En resumen, hemos obtenido que z € x + By, * € x + B}, 0 € B; y 0 € Bj}; en
consecuencia,
0eB,NB;, = uz¢c(z+B5NDBy)).

Tenemos que B; N Bj es un vecindario abierto de 0. Por definicién de base local de 0,
JBL € %, tal que

By CByNB, = x+B;Cz+(ByNBy).
Por construccién, z+ B € By x € x+ B; con ello obtenemos las siguientes relaciones,
r€x+ By Cx+ (ByNB)) C(x+ B;)N(x+ B)) C By N By.

Con esto demostramos el segundo axioma de base, y se verifica que % es una base para

X.
[l
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Ahora veremos la generalizacion de la Proposicién 2.19, cuando tengamos una base local en
cualquier punto a de X.

Proposicién 2.17. Sea X un espacio vectorial topolégico y a un elemento de X.
Si B, ={B : a€ B} una base local de a € X, entonces la siguiente coleccién,

B = U{x—a+B : Be %A}

zeX

es una base para una topologia en X.

Demostracion. Denotemos por 7 a la topologia vectorial del espacio vectorial topologico X.
Tenemos que la coleccion B, = {B : a € B}, es una base local de a; por la Proposicién
2.14,

PBo={-a+B:0€ —a+ B}

es una base local de 0.

La coleccion Ay, es una base local de 0. Aplicando la Proposicién 2.16, tenemos que

#B=|J{z+B : Bes}=|J{r-a+B : BeA},

rzeX zeX

es una base de X, que es lo que desedbamos probar.

La importancia de las bases locales es el hecho, que con ellas podemos definir bases para
una topologia; a continuacién, mostraremos que la topologia generada por la base que se
construye a partir de una base local coincide con la topologia vectorial.

Proposicién 2.18. Sea X un espacio vectorial topoldgico y %, una base local de 0. La
topologia en X generada por la base,

B = U{$+B:B€<930}

reX

coincide con la topologia vectorial en X.

Demostracion. Denotemos 7 a la topologia vectorial del espacio vectorial topolégico X. En
el Lema 1.2, tenemos un criterio para determinar si la topologia generada por una base coin-
cide con la topologia original.

Nuestra base esta conformada por traslaciones de conjuntos abiertos, asi que

# =|J{z+B : BeB}Cr

zeX
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Ahora tomemos un conjunto abierto, no vacio U € 7; lo anterior, garantiza que 3x € X tal
que z € U. En consecuencia, U es un vecindario abierto de .

Consideremos el conjunto —x + U; notamos que, —x + U es un vecindario abierto de 0. Por
definicién de base local, 3B € %, tal que

B/ C—x+U = xz+B/ CU.

Ademds, se observa que x+0 = x € z+ Bj, por ello x + B} € %; de esta forma garantizamos
la existencia de un elemento By = x + B} € £ tal que

T € By CU.

Hemos probado la segunda hipétesis del Lema 1.2; en consecuencia, si 7 es la topologia
generada por la base %', se tiene que 7’ = 7. O

Proposiciéon 2.19. Sea X un espacio vectorial topolégico, a un elemento de X y 4, una
base local de a. La topologia en X generada por la base,

B = U{x—a—i—B . Be A}

rzeX
coincide con la topologia vectorial.

Demostracion. Dado el espacio vectorial topoldgico X, denotamos por 7 a su topologia
vectorial. Ya que A, es una base local de a, por la Proposicién 2.14, la coleccion,

%0:{—CL+B : Be%a}

es una base local de 0. Aplicando la Proposicién 2.17 a la base local %, tenemos que la
coleccion,
B = U{x—a+B:B€,%’a}: U{x—l—B’:B’E%’O}
zeX zeX
es base de una topologia en X. Finalmente, por la Proposicion 2.18, tenemos que la topologia

generada por la base %’ coincide con la topologia original, que es lo que desedbamos probar.
]

Basédndonos en lo mencionado anteriormente, podemos afirmar que cualquier espacio vecto-
rial topoldgico esta determinado por una base local % de a; lo cual, nos permite concluir que
los conjuntos abiertos de X son uniones arbitrarias de traslaciones de conjuntos abiertos de
una base local de a.

A continuacion, daremos algunos resultados que nos permitiran ver la topologia de un subes-
)
pacio topoldgico en términos de una base local.



78 FUNDAMENTOS EN ANALISIS FUNCIONAL

Proposicién 2.20. Sea X un espacio vectorial topolégico, a un elemento de X y 4, una
base local de a. Si Y es un subconjunto de X tal que a € Y, entonces la siguiente coleccion,

By, ={BNY :Bec AB,}
es una base local de ¢ en Y.

Demostracion. Dado el espacio vectorial topoldgico X, denotemos por 7 a su topologia vec-
torial. Lo que haremos serd probar que la coleccion %y, cumple los axiomas de una base
local.

1. Para comenzar, %, es una coleccion de conjuntos abiertos. B € %, es un abierto en
X,y por ende BNY es un abierto en la topologia de subespacio. Lo anterior prueba
que ABy, C Ty, verificando el primer axioma de una base local.

2. Por definicion, a € B, VB € %, y por hipotesis a € Y, en consecuencia a € BNY.

Definamos B’ = BNY, notamos que a € B’ para cualquier B’ € Ay, . Esto verifica el
segundo axioma de base local.

3. Sea U’ € 1y tal que a € U’'. Por la topologia de subespacio,
U=UnY, Uecr

Por construccién, debe ser que a € U. De la definicién de base local, existe B € 4, tal
que
aeEBCU = aeBNYCUNY=U"

De esta forma concluimos que, 3B NY € %By, tal que a € BNY C U’ y se verifica el
tercer axioma de una base local.

De esta forma hemos, verificado que Ay, es una base local de a. n

Proposiciéon 2.21. Sea X un espacio vectorial topologico, a un elemento de X e Y es un
subespacio de X tal que a € Y. Si %y, una base local de a en Y, entonces la coleccién,

By =|J{y—a+B:Bec By}
yey
es una base para el subespacio topolégico Y.

Demostracion. Iniciamos denotando por 7 a la topologia vectorial y por 7y a la topologia de
subespacio. Debemos probar que %Ay cumple los axiomas para ser una base de una topologia
en Y.

1. Sea y € Y. Por definicién, si B € HBy,, entonces a € B. Consideremos el conjunto
y —a+ B, donde
y=y—a+a€(y—a+ B).

Lo anterior garantiza que Yy € Y, 3B’ = (y — a + B) € By tal que y € B’. Probando
asi el primer axioma de base.
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2. Sea y € By N By, con By, By € Ay . Por definicion,
Bi=y—a+BNY, By=y—a+ByNY, donde Bi, By € %4,.
= Sea y € B;. Consideremos el conjunto —y + Bj, notamos que
0=-y+ye—y+ B

En consecuencia, a —y + B es un vecindario abierto de a en Y. Por definicién de
base local, 3B} € Ay, tal que

Béga—y—i-Bl — y—a—l—BégBl
Una de las consecuencias de la inclusién anterior, es que y € y — a + Bj.
= Sea y € By. Consideremos el conjunto —y + Bs, notamos que
0=-y+ye€—y+ By

En consecuencia, a — y + Bs es un vecindario abierto de a en Y. Por definicion de
base local 3B) € HBy, tal que

B,Ca—y+By, = y—a+ B;CB.
Una de las consecuencias de la inclusién anterior, es el hecho que y € y — a + Bj.

Por definicién a € (B5 N BY), entonces y € (y — a + By N By). Por otro lado, ya que
B} N Bj es un vecindario abierto de a en Y, entonces 3Bf € By, tal que

B:CB;NB, = y—a+DB,Cy—a+(B;NBy).

Notamos que y — a + By € PBy; ademds, y € y — a + Bs. Usando lo anterior, tenemos
las siguientes relaciones

y—a+B,Cy—a+ (ByNB) C(y—a+B;)N(y—a+ B)) C BN Bas.
Obteniendo que
y€y—a+ By C BN Bs.

Con esto demostramos el segundo axioma de base. Por lo tanto, # es una base para
Y.

]

Proposicion 2.22. Sea X un espacio vectorial topoldgico, a un elemento de X, Y un
subespacio tal que a € Y y %y, una base local de a en Y. La topologia en Y generada por
la siguiente base

By =|J{y—a+B:Bec By},

yey

coincide con la topologia de subespacio.
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Demostracion. Para comenzar, denotemos por 7y a la topologia de subespacio de Y. Del
Lema 1.2, tenemos un criterio para determinar si la topologia generada por una base de un
espacio topolégico coincide con la topologia original. Ya que (Y, 7y) es un espacio topolégico,
podemos aplicar dicho resultado.

Nuestra base esta conformada por traslaciones de conjuntos abiertos de 7y, por ello

%y: U{y—a+B : BE%Ya}gTy.

yey

Sea U conjunto abierto no vacio en Y. La suposicién anterior garantiza la existencia de un
elemento y € Y tal que y € U; es decir, U es un vecindario abierto de y. En consecuencia,
—y + a + U es un vecindario abierto de a. Por la base local 3B; € Ay, tal que

BiC(-y+a+U) = y—a+B CU.
Por construccién, y — a + By € PBy; de esta forma, existe By € Py tal que
ye By, CU, donde By =y — a + B;.

De esta forma tenemos todas las hipotesis del Lema 1.2; en consecuencia, la topologia gene-
rada por Ay coincide con la topologia de subespacio. O

Ahora que hemos hablado de bases y bases locales de espacios vectoriales topoldgicos, es un
buen momento para definir otros tipos de espacios vectoriales topoldgicos.

Definicién 2.16 (Clasificacién de espacios vectoriales topoldgicos). Sea X un espacio vec-
torial topoldgico.

= X se dice localmente convexo, si existe una base local Z de 0 cuyos elementos son
CONVEXOS.

= X se dice localmente acotado, si existe un vecindario abierto U de 0 acotado.

= X se dice localmente compacto, si existe un vecindario abierto U de 0 tal que su
cerradura es compacta.

En topologia una propiedad que se busca con mucha frecuencia, es que un espacio topologico
sea un espacio de Hausdorff, ;jhabra alguna relacion entre estos y los espacios vectoriales
topoldgicos? Para responder dicha pregunta vamos a enunciar y demostrar una serie de
resultados, que nos seran de gran utilidad para responderla formalmente.

Lema 2.2. Sea X un espacio vectorial topologico. Si W es un vecindario abierto de 0,
entonces existe un vecindario abierto simétrico U de 0O tal que U +U C W.
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Demostracion. Al trabajar sobre un espacio vectorial topoldgico, la adicién es continua; en
consecuencia, al tomar un vecindario abierto W de +(0,0) = 0, se garantiza la existencia de
dos vecindarios abiertos V; y V5 de 0 tal que V; + Vo C W. Consideremos el conjunto,

U=VinVan (=Vi) N (~Va).

Dado que 0 € Vq, Vo, =V, —V5, entonces 0 € U. Ademas, U es abierto pues es la interseccién
finita de conjuntos abiertos; asi que, U es un vecindario abierto de 0.

A continuacién, demostraremos que U es un conjunto simétrico.
—U=(=V)n(=1)n(=(=V1)) N (=(-V2))
=(=V)n(=)nhnh,
=Vinvan(=Vi)n (=13
=U.

Por construccion U C V; y U C V5; asi que,

— UxUCV, xV,
— +(U x U) € +(Vi x V4)
== U+UCVi+V,
— U+UCW.
Que es lo que deseabamos demostrar. O

Como resultado inmediato del Lema 2.2, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.1. Sea X un espacio vectorial topolégico. St W es un vecindario abierto de 0,
entonces existe vecindario abierto simétrico U de 0 tal que

U+U+U+UCW.

Demostracion. Sea W un vecindario abierto de 0. Por el Lema 2.2 podemos garantizar la
existencia de un vecindario abierto simétrico, U; de 0 tal que

U+U, CW.

Ahora volveremos a aplicar el Lema 2.2, tomando a U; como nuestro vecindario abierto de
0, garantizamos la existencia un vecindario simétrico U de 0 tal que U + U C U;. Ahora
analizamos las siguientes inclusiones,

U+U)x (U4+U)CU xU
+H(U+U)x (U+U)) C+(U xUy)
U+U+U+UCU + U,
U+U+U+UCW.

AN
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De esta forma, hemos probado que U +U +U + U C W.
]

Ya que hemos demostrado el Lema 2.2 y el Corolario 2.1, estamos listos para finalmente
probar unos de los resultados mas importantes de la teoria de espacios vectoriales topolédgicos.

Teorema 2.6. Sea X un espacio vectorial topoldgico. Si K es un conjunto compacto y C' es
un conjunto cerrado tal que K NC = (), entonces existe un vecindario abierto V de 0 tal que

(K+V)n(C+V)=0.

Demostracion. Vamos a denotar por 7, a la topologia vectorial del espacio vectorial topologi-
co X.

Iniciaremos analizando el caso cuando K = (). Si K = (), entonces K +V = (), por lo que
(K+V)N([C+V)=0n(C+V)=0.

Verificando lo deseado de forma inmediata.
Ahora asumamos que K # (). Sea x € K un punto arbitrario. A continuacién, realizaremos
la prueba de dos igualdades.

= Probaremos que al tomar un vecindario abierto simétrico V, de 0, se cumple que

(z4+Vo+V,+V,)NnC =0.

Ya que C' es un conjunto cerrado, entonces X\C' € 7. Notamos que

reKk = z¢(C = zeX\C

Lo anterior, nos permite decir que (—z) +x =0 € —z + X\C; es decir, X \ C es un
vecindario abierto de 0.

Al aplicar el Corolario 2.1 al conjunto —z + X\C, se garantiza la existencia de un
vecindario simétrico V. de 0 tal que

Vet Ve + Vo +V, € -+ X\C.

Por otro lado, tenemos la siguiente igualdad,

Vit Vot Vot Vo= | @+ Ve + Vo + V)

' €Vy

= J @+ Vit Vot Vo) € —z+ X\C.
' eVy
En particular se cumplira que

0+Va+ Vet Vo€ | @ +Va+Va+V,) € -2+ X\C.

z'eVy
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La inclusién anterior, nos permite obtener las siguientes inclusiones
0+ Ve +Ve+V, C—z+ X\C
=+ V,+V,+V, CX\C
— (x+V,+ Vo +V,)NnC C(X\C)NC
= (z+V,+V,+V,)NC C .

Con la ultima inclusién, concluimos que (x +V, +V, + V)N C = 0.

= Ahora probaremos que (z+V,+V,)N(C+V,) = 0, siempre que (x+V,+V,+V,)NC = (.

Para realizar dicha prueba lo haremos por contradiccién. Asumiremos que
(z+Vo+Vo)N(C+ V) #0 = Fze(z+V,+ V)N (C+V,).
Tenemos que el elemento z, se define como
z=x+a' +2", cona 2 €V,
z=c+2", cona”"e€V,yceC,
Utilizando lo anterior, tenemos la siguiente igualdad
r+2' +2" =c+a2"”
c=x+2 +2"—2",
Por la simetria de V,, —2” € =V, = V,,, as{ que,
cex+ Vo +V, +V,.
De esta forma garantizamos que
Jee @4+ Vo + Vo +Vy)NC = (4 Vo +V,+V,)NC #0.

Pero, la igualdad anterior es una contradiccién, pues por hipétesis se tenfa que (z +
Vo4 Ve +V,)NC = (. De esta forma, hemos probado que (z+V,+V,)N(C+V,) =0,
siempre que (z 4+ V, +V, +V,)NC =0.

Sea x; € K arbitrario, consideremos el conjunto

Para cada z; construyamos un vecindario abierto simétrico V,, de 0; y con el, definamos el
vecindario abierto z; + V,,de x;. La siguiente coleccion,

A={z;+V,, : x;€ K,iel}
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es cobertura abierta de K. Por la compacidad de K podemos escoger una subcobertura
finita, denotada por A" ={z; +V,, : i€1,...,n} tal que

e Qb

n

Consideremos el vecindario abierto, simétrico V' = ﬂ Va,, de 0.
i=1
Tenemos la siguiente inclusion,

KXVQO(a;i+X/;i)xV — —|—(K><V)§+<O(xi+‘/;i)><v>.

i=k i=k

Por otro lado, tenemos la siguiente igualdad de conjuntos,

i=1 i=1 =1

en consecuencia,

+(K xV)C+ (O(xl + V., X V)

i=k

—= K+V @+ Vi, +V).

1=k

Utilizando el hecho que V = ﬂ V.,, se obtiene que
i=1

n n

= J@i+ Vo, + V) S s + Vi, + V2.

i=1 i=1

Con dicha inclusién, tenemos que

=

s
Il
R

3

= K+V C @i+ Vi, + Vi)

i=1

Anteriormente, se prob6 que (x+V, +V, 4+ V,)NC = (), donde x era un punto arbitrario de
K y V, es un vecindario simétrico abierto de 0; en particular, lo anterior se cumplira para
x; € K y para el vecindario abierto simétrico V,, de 0, entonces

(@ Ve Ve A Vo) NC =0 = (0 Vo + Vo) N (CHVe) =0, Yi=1,...n.
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Ahora, analicemos la interseccion
(U(xi + Ve, + V)> N(C+V).
i=1

Por construccion,

=1

Vel v, = C+V I+,

con dicha inclusién, se obtiene que

— (O(mi—i—Vmi +Vx,.)> NC+V)C <0(:c@-+v;i +in)) N(C+V,,).

i=1 =1

Finalmente, analicemos el conjunto (K + V)N (C + V).

= K+V C| @i+ Ve, +Va,)
i=k
= (K+V)N(C+V) | J@i+ Ve, + V)N (C+V)
i=k

— (K+V)N(C+V)C (U xl+%i+in)>ﬂ(C+%)

= (K+V)N (C+V)§ (i + Vo, + Vo, ) N (C + V)

&CS

= (K+V)n(C+V)c|Jo=0

=1

.

= (K+V)n(C+V)C0

La inclusién anterior, nos permite concluir que (K + V)N (C + V) = 0, que es lo que
desedbamos demostrar. O]

La importancia del Teorema 2.6, es el hecho que el conjunto K + V' lo podemos reescribir
de la forma,

K+V=|J@+V) (2.2)

zeK

es decir, que K + V es un conjunto abierto, pues es la uniéon arbitraria de traslaciones del
vecindario abierto V' de 0. Por otro lado, dado que 0 € V', entonces K + V' es un vecindario
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abierto de x. También, se verifica que, si x € K, entonces x + 0 = x € K + V; es decir
K C K + V. De forma analoga, sucede que C' C C' + V.

Sea K compacto y C' cerrado donde K NC = (). Por el Teorema 2.6, se garantiza la existencia
de un vecindario abierto V' de 0, con el cual se construyen los vecindarios abiertos K + V' y
C' + V que contienen a K y C', respectivamente.

De momento hemos comentado de forma superficial algunas consecuencias directas del Teo-

rema 2.6. A continuacién, veremos otras consecuencias inmediatas pero con un mayor grado
de detalle.

Corolario 2.2. Sea X un espacio vectorial topoldgico. Si K es compacto y C' es cerrado
donde K N C =0, entonces existe un vecindario abierto V de 0 tal que

a) (K+V)N(C+V)=0.

b) (K+V)nC =0.

Demostracion. Dado el espacio vectorial topologico, denotaremos por 7 a su topologia vec-
torial. Para comenzar, K es compacto y C es cerrado, donde K N C = (). Lo anterior
garantiza las hipdtesis del Teorema 2.6, entonces existe un vecindario abierto V' de 0 tal que

(K+V)n(C+V)=0.

a) Por contradiccién asumiremos que (K + V)N(C+V) # 0; por ello Jy € (K + V)N(C+V).
Notamos que
C+V=J+V),
zeC
con esto se verifica que C'+ V' es un conjunto abierto, pues es la unién arbitraria de tras-
laciones de un vecindario abierto de cero. Por otro lado, C'+ V' es un vecindario abierto
de y, puesy € C'+ V.

Sea y € (K + V). Por definicién de cerradura, todo vecindario abierto U de y, cumple
que U N (K + V) # (); en particular, debe cumplirse para C'+ V, asi que,

(C+V)N(K+V)#D.
La igualdad anterior es una contradiccion, pues como hipdtesis general se tiene que

(C+V)IN(K+V)=0.

De esta forma hemos probado que (K + V)N (C +V) = 0.

b) Para comenzar probaremos que C' C C' + V. Sea y € C' un elemento arbitrario, V' es un
vecindario abierto de 0, entonces y+0 € C'+V; de esta forma probamos que, C' C C'+V
y obtenemos las siguientes inclusiones

ccCc+V

= CNE+V)C(C+V)N(K+V).
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Por el literal a), mostrado anteriormente, tenemos que (K + V)N (C + V) =0,

— CN(K+V)Ch

— CN(K+V)=0.
Que es lo que desedbamos demostrar.
O

Observacion. Recordemos, que en un espacio topolégico (X, 7), cada subconjunto finito
A C X es compacto, en particular los unipuntuales son compactos.

Teorema 2.7. Sea X un espacio vectorial topologico X y PBy una base local de 0 en X.
Para cada By € By existe un elemento By € By tal que

B, C By.

Demostracion. Sea By € A, entonces C' = X\B; es cerrado; el conjunto K = {0} es
compacto, y se tiene que K N C = (). Aplicando el literal a) del Corolario 2.7, garantizamos
la existencia de un vecindario abierto V' de 0 tal que

(K+V)n(C+V)=0.

Ya que V' es un vecindario abierto de 0, debe suceder que 3B, € %, tal que By C V; con
ello obtenemos las siguientes inclusiones

— C+B,CC+V

= (K+V)N(C+By) C(K+V)N(C+V)
— (K+V)N(C+By)Ch

— (K +V)N(C+ By) =0.

Del mismo modo, tenemos que

B, CV
K+B, CK+V

K+B, CK+V
K+ ByN(C+ By) CK+VN(C+ By)

K+ BN (C+ By) CO

bl

K+ ByN (C + By) = 0.
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Al aplicar el literal b) del Corolario 2.2, tenemos que
K+BN(C+By)=0 = K+DB,nC=4.
Recordemos que K = {0} y C' = X\ B, entonces
K+B,NC=BN(X\B)=0 = B, C By,
que es justo lo que desedbamos demostrar. O]

Finalmente, responderemos la pregunta, por la cual hemos demostrado la serie de resultados
anteriores. El siguiente resultado nos brindara una propiedad importante que cumplen todos
los espacios vectoriales topoldgicos.

Teorema 2.8. 5v X un espacio vectorial topologico, entonces X es un espacio de Hausdorff.

Demostracion. Sean x,y € X tal que x # y. Tomemos K = {z} como conjunto compacto
y C = {y} como conjunto cerrado, aplicando el Teorema 2.6, garantizamos que existe un
vecindario abierto V' de 0 tal que

{x}+V)Nn{y} +V)=0. (2.3)

Ademas, se cumple que

{ryC{z}+V v {y} S{y}+V,

donde tanto {z} + V', como {y} + V, son vecindarios abiertos de = e y respectivamente.

Asi que {z} + V y {y} + V, son vecindarios abiertos de z,y, disjuntos por (2.3), lo cual
verifica que X es un espacio de Hausdorff. n

La importancia del Teorema 2.8, es el hecho que nos brinda una condicién necesaria para
que un conjunto X no vacio sea un espacio vectorial topologico, es decir, si X no es un
espacio Hausdorff no puede ser un espacio vectorial topolégico; sin embargo, dicha condicién
no es suficiente, pues un espacio X puede ser un espacio de Hausdorff y no ser un espacio
vectorial topolégico.

Como hemos podido observar es muy usual trabajar con la cerradura y el interior de un
conjunto. En el siguiente Teorema 2.9, obtendremos algunas propiedades que relacionan la
cerradura y el interior de subconjuntos de espacios vectoriales topologicos.



2.2. ESPACIOS VECTORIALES TOPOLOGICOS 89

Teorema 2.9. Sea X un espacio vectorial topologico, tenemos que:

a) Si A C X, entonces A = ﬂ (A+V), donde V={V : Ver,0€V}; esdecirV esla
coleccion de todos los vecg;zed]izrios abiertos de 0.

b) SiAC X yBCX, entonces A+ B C A+ B.

¢) Si'Y un subespacio de X, entonces Y es un subespacio de X.

d) Si C C X un conjunto convexo, entonces C° y C son conjuntos converos de X.

e) Si B C X es un conjunto balanceado, entonces B es un conjunto balanceado de X;
ademds, si B° es un vecindario abierto de 0, entonces B° es balanceado.

f) Si E C X es un conjunto acotado, entonces E es un subconjunto acotado de X.

Demostracion. Dado el espacio vectorial topoldgico, denotaremos por 7 a su topologia vec-
torial.

a) Sea A C X y V es la coleccién de todos los vecindarios abiertos de 0, definida como
V={V : Ver0eV}.

Vamos a verificar que,

A=((A+V).
Vey

“C” Sea r € A. Por definicién de cerradura, cualquier vecindario abierto U de x, cumple
que

UNA#0.
x + V es un vecindario abierto de x, entonces se debe cumplir que
(x+V)NA#D.
La igualdad anterior, garantiza que Jy € A, y € x + V tal que

y=x+v, conv eV,
—x=y—v,conyeA —ve-V
—x €A+ (=V), donde —V €V
—zcA+V' conV' eV.

Esto sucede para cualquier vecindario V' de 0, entonces x € ﬂ (A+U).
Uey
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“D” Sea y € m (A+V), asi que,
vey

ye A+V, VYWeV

—y=a+v, cona € AveV.
En particular 0 € V', entonces

= y=a+0, cona€e A,veV

= ycACA

Con esto probamos que ﬂ (A+V) C A,y por ende la igualdad.
vey

Seay € A+ B, asi que y =a+b, con a € A, b € B. Por la continuidad de la adicién, si
W un vecindario abierto arbitrario de +(a,b) = a + b = y, entonces existe un vecindario
abierto W' de (a, b) tal que

+(W') C W.
Dado que W' es vecindario un abierto en la topologia producto de X x X, deben existir

dos vecindarios abiertos W; y Wy de a y b, respectivamente, tal que W' = W, x Ws.
Utilizando lo anterior, obtenemos que

‘f‘(W/) cCWw = +(W1 X Wg) cCw = Wi+ Wy CW.

Por definicién de cerradura, al ser W, un vecindario abierto de a, se tiene que Wi NA # (;
del mismo modo, Wy N B # ). Con esto garantizamos que 3a’,0’ € A, B tal que a’,b’ €
W1, Wy, respectivamente. Definamos 3/ = ' +V', cony' € A+ B, v € W, + W,, entonces

— y =d +b e W, + W,
— y €W,
— (A+B)NW #£0.

Lo cual implica que y € A+ B.
Sean 1,92 € Y, a, 8 € K. Por la definicién de cerradura, 3{y,}°%,, {7/, }°2, C Y tal que
Yn —> Y1, N —> 00, Yo —> Yo, M —> 0.

Por otro lado, dado que y,,y, € Y, Vn € N, entonces ay, + By, € Y, pues Y es un
subespacio vectorial. Definamos la siguiente sucesién {ay, + 8y, }o2, C Y, donde

ayy + By, — ayi + Bya, n — o0.

Con eso probamos que ay; + Bys € Y.
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d) Dada la convexidad de C, al tomar a € K, 0 < o < 1, se verifica que aC' + (1 —a)C C C.

= Tenemos que
aC®+(1-a)C°= | J (y+ (1 -a)C°).

yealC®

Con dicha igualdad hemos mostrado que el conjunto aC° + (1 — «a)C® es abierto,
pues se ha reescrito como homotecias de conjuntos abiertos. Por la convexidad de C'
se cumplira que

aC’+ (1—a)C° CaC+ (1 —-a)C CC.

Finalmente, por definicién de conjunto interior de C' debe suceder que
aC’+ (1 —a)C° CC°,

lo cual prueba que C° es convexo.
p q

» Sea O, por el literal b) tenemos que

aC + (1 —a)C CalC +(1-a)C.

Por hipétesis, se tiene que

aC+(1—a)C CC=aC+(1-a)CCC.

De esta forma tenemos las siguientes inclusiones

aC+(1—a)C CaC+(1—a)CCC.
Lo cual prueba que, aC + (1 — a)C C C; es decir, C es convexo.
e) Ya que B es balanceado, aB C B, siempre que « € K donde |o| < 1.
= De nuestra hipétesis tenemos que
aBCB — agza_BQF,

probando que B es balanceado.

= Ahora supongamos que 0 € B°. Analicemos los casos, dependiendo del a.

Si a = 0, tendremos que aB° = {0}, pero B° es un vecindario de 0. Utilizando lo
anterior, tenemos que
aB® C B°.

Sea |a] <1y a # 0. Por definicién B° C B, y B es balanceado, entonces
aB® C aB C B.

Por otro lado, aB° es abierto; por la definicion de interior de B, se cumple que
aB® C B°. De esta forma probamos que B es balanceado.
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f) Sea E un conjunto acotado, entonces 3s > 0 tal que E C tV, siempre que t > s para
todo vecindario abierto V' de 0.

Sea %, una base local de 0 en X, asi que, dB € %, tal que B C V. Por otro lado, del
Teorema 2.7, tenemos que 3B, € A, tal que
B CBCV. (2.4)

La definicién de acotado se cumple para todo vecindario abierto de 0; en particular, se
cumple para By y obtenemos que

E Cthb
= E CtB, =tB;
== E C tB, por (2.4)
= E CtV.

Asi que E C tV, para todo vecindario abierto V de 0, siempre que t > s, para s > 0.
El elemento s se toma de la hipdtesis que E es un conjunto acotado. De esta forma,
probamos que E es acotado.

O
Teorema 2.10. Sea X un espacio vectorial topolégico.

a) Si'V es un vecindario abierto de 0, entonces existe un vecindario abierto y balanceado W
de 0 tal que W C V.

b) Si V es un vecindario abierto y convero de 0, entonces existe un vecindario abierto,
balanceado y convexo W de 0 tal que W C V.

Demostracion.

a) Sea V un vecindario abierto de -(0,0) = 0. Por la continuidad de la multiplicacién existe
un vecindario V' de 0 y un § > 0 tal que

sija—0l<d = aV' CV.

Consideremos el conjunto,

Notemos que W es la unién homotecias de vecindarios abiertos V' de 0, por lo cual W es
un vecindario abierto de 0.

Ahora, probaremos que W es balanceado. Sea € K tal que |3] < 1, queremos probar
que SW C W.
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Sea y € W, asi que y = fw, con w € W. Por la forma en que W esta definido, da,
la| < 6 tal que w = av, con v € V'; asi que, y = fw = Bav. Ahora analicemos el escalar

Ba,
la| < ¢
|Bllal <[]0 < & pues [5] <1
|Bllal <0

Lo cual implica que y = Sawv, con |fa| < 0; es decir y € BaV' C W. De esta forma
probamos que SW C W garantizando que W es balanceado.

Sea o € K. Por hipdtesis, si |a| < §, entonces oV’ C V; obteniendo que

W = Uav’gv — WCV.

la<é

De esta forma, probamos que cualquier vecindario abierto V' de 0 contiene un vecindario
abierto W balanceado de 0.

Sea V' un vecindario abierto convexo de 0. Por la continuidad de la multiplicaciéon por
escalar, existe un vecindario abierto V' de 0 tal que

sijla—0l<d = aV' CV.

Ademas, por la convexidad de V' se cumple que vV + (1 —~v)V C V, para todo 0 <y < 1.

Definamos los siguientes conjuntos,

A=) aV, W= {]Jav

\|a|‘<§ |a‘<6
al=1

Notamos que W es un vecindario abierto de 0, pues es la unién de homotecias de vecin-
darios abiertos de 0 respectivamente; ademas, A CV y W C V por construccion.

En el literal anterior probamos que W es balanceado, entonces aWW C W siempre que
la| < 1.
Sea o € K. Si || = 1, entonces 1/|a] = 1; con ello obtenemos las siguientes inclusiones,
(1/e)W CWCV,
a(l/a)W C aW CaV,
W CalW CaV,

AN

W C aV.
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De momento hemos probado que W C aV siempre que |a| = 1,Va € K|

—WC [laV=A=WCA

|laf=1

Ya demostramos que W C A; ademas, W es un vecindario abierto de 0 incluido en A.
Por la definicién de interior de un conjunto, debe ser que

W C A°.

Por otro lado, A es un conjunto convexo pues es la interseccion de conjuntos convexos;
por el literal e) del Teorema 2.9, ya que A° es un vecindario abierto de 0 se cumple que
es convexo; ademas se tiene que

WCACACV = A°CVW

Lo que haremos en este punto, es probar que A es balanceado. Sean 0 < r < 1, || = 1,
de modo que |Br| < 1. Debemos verificar que frA C A, para ello notamos que se cumple
la siguiente igualdad

rBA=rp ﬂ aV = ﬂ rBaV = ﬂ raV.

|a|<8 |a|<d |a|<d
|a|=1 |a|=1 |a|=1

Utilizando la convexidad de V', tenemos que
VCrV4+1-r)VCV =1V CV =|arV C|a|V.

Obteniendo que
ﬂ la|rV C ﬂ la|lV = rpA C A.

lal=1 la|=1

De esta forma, se probd que A es balanceado, pues |[r3| < 1. Finalmente, aplicando el lite-
ral e) del Teorema 2.9, ya que A es balanceado y 0 € A°, obtenemos que A° es balanceado.

Con ello, demostramos que existe vecindario abierto, balanceado y convexo, A° en este
caso tal que A° C V', donde V' es un vecindario abierto arbitrario de 0.

]

Recordemos que cada espacio vectorial topoldgico estd determinado por una base local en 0,
es por ello que el Teorema 2.10 puede enunciarse en términos de basicos.

Teorema 2.11. Sea X un espacio vectorial topoldgico
a) X tiene una base local balanceada de 0.

b) Si X es localmente convexo, entonces tiene una base local convexa y balanceada de 0.
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Demostracion. Denotemos por 7 a la topologia vectorial de X.

a) Por el Teorema 2.10 cada vecindario abierto de 0 contiene un vecindario abierto balan-
ceado de 0. Definamos el conjunto de todos los conjuntos abiertos que contienen a 0, dada
por

V={V : Ver0eV}

Ahora, construyamos la coleccion Ay, que contiene a los vecindarios abiertos balanceados
de 0 que son subconjunto de cada vecindario abierto de 0 en X

PBo ={U : U es vecindario abierto balanceado de 0 tal que U C V,VV € V}.

Probemos que %, es una base local.

= Por definicién, se cumple que %A, C 7.
» Por construccién, si U € #”, entonces 0 € U.

= Si U es un vecindario abierto de 0. Por el Teorema 2.10, si V' es un vecindario
arbitrario abierto de 0, entonces contiene un vecindario U abierto y balanceado de
0; es decir, AU € %A, tal que U C V.

Con esto hemos probado que %, es una base local de 0.

b) Tenemos que X es un espacio topolégico localmente convexo; es por ello que garantizamos
la existencia de una base local de 0, denotada por A, donde todos sus elementos son
convexos. Definamos la siguiente coleccién,

P ={U" | U" es un vecindario abierto, convexo y balanceado de 0}.

Vamos a verificar que la coleccién %’ es una base local convexa y balanceada de 0.

» Por definicién, cumple que %' C 7.

» Por construccién, cada elemento U” es un vecindario abierto de 0.

= Por hipdtesis, ya que U es un vecindario abierto que contiene a 0, entonces existe
un vecindario U’ abierto y convexo de 0 tal que U’ C U. Por el Teorema 2.10 literal
b) existe un vecindario U” abierto, balanceado y convexo de 0 tal que U” C U’; en

consecuencia, U” C U. De esta forma hemos garantizado que para todo vecindario
abierto U de 0, existe un elemento U” € %’ tal que U” C U.

Asi, hemos probado que %’ es una base local.
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Teorema 2.12. Sea X un espacio vectorial topologico y V' un vecindario abierto de 0. Se
cumple que,

a) Si{r,}o>, es una sucesion estrictamente creciente y positiva tal que 1, — 00, N — 00,
entonces

X = G V.
n=1

b) Cada subconjunto compacto K de X es acotado.

c) Sea {0,}:°, una sucesion estrictamente decreciente tal que 6, — 0,n — oco. Si 'V es
acotado, entonces la coleccion,

{6,V :n=1,2,3,...}
es una base local de 0 en X.

Demostracion.

o0

a) Seax € U r,V, entonces existe n € N tal que x € r,V; por otro lado, V' es un vecindario
n=1
abierto de 0, asi que r,V, también lo es.

Tomemos = € X fijo y definamos la aplicacién f,,

fo K— X

a—> oT.

f« es continua, pues es la restriccion del dominio de la multiplicaciéon por escalar, la cual
es continua por definiciéon de un espacio vectorial topolégico. Por la continuidad de f,, el
siguiente conjunto es abierto en Tysual

V) ={aeK | fula) €V}
={aeK | areV}
=W.
Ya que r,, — o0 n — oo, entonces 1/r, — 0; por definicién de convergencia, para

todo vecindario abierto U de 0, se cumple que 1/r, € U, siempre que n > N, donde
N e N.

Sea m > N; en particular, para W se tiene que

r,eW = f(1)r)ef(W) = {(/rp)zeV = zer,V.
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De momento, tenemos que x € r,V, asi que,

o0
T E U r,V.
n=1

o0
Ya que el x dado es arbitrario, con la relaciéon anterior hemos probado que X C U V.
n=1
o0
Es evidente que U r,V C X. Ya que hemos probado ambas inclusiones, tenemos que

n=1

X = D r,V.
n=1

Sea V' un vecindario abierto arbitrario de 0. Por el Teorema 2.10, podemos garantizar la
existencia de un vecindario abierto W balanceado de 0 tal que W C V; luego, por el literal
a), si {r, }o°; es una sucesién estrictamente creciente y positiva tal que r,, — 00, n — 00,
entonces

oo
X=Jrw
n=1
Tomando r,, = n, se tiene que
o0
X = U nW.
n=1

Sea K un subconjunto compacto de X, por construccion,
o
KcXx=Jnw

n=1

Por lo anterior, decimos que la coleccion
A={nW :n e N},

es una cobertura abierta de K, pues cada nW sigue siendo un vecindario abierto de 0.
Por la compacidad de K, A posee una subcobertura finita; sin perdida de generalidad,
asumiremos que la subcobertura esta dada por la coleccién,

A={nW :n=1,... k}.
Entonces

k
KQUMV
n=1

En este punto, utilizaremos una propiedad de los conjuntos balanceados que no es muy
dificil de probar. Si W es balanceado y n < m, con n, m € N, entonces nWW C mW.
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Por la propiedad anterior, tenemos que

S

UnW:sW — K CsW CsV.
n=~k

Al tomar t > s, se cumplird que K C tV. De esta forma probamos que K es acotado.

¢) Sea U un vecindario arbitrario de 0 en X. Si V' es acotado, entonces Js > 0 tal que

V CtU, siempre que t> s.
Debemos probar que la coleccion By = {6,V : n=1,2,3,...}, es una base local de 0.

Para comenzar, los elementos de %, son homotecias de un vecindario abierto V' de 0,
por lo que 6,V € 7, satisfaciendo el primer axioma de una base local. Luego, dado que
0 € 4,V, Vn € N, se cumple que todos los elementos de la base local contienen a 0,
verificando el segundo axioma.

Por 1ultimo, al tomar ¢,, tal que
O0p, — 0, n — oo,
tenemos que 1/4, es suficientemente grande. Si s > 0, entonces s < 1/4,,; en consecuencia,
VCl/6,)U = 6,V CU.

Con lo anterior, probamos que todo vecindario abierto U de 0 contiene un vecindario de
la forma 6,,V, probando el tercer axioma de una base local de 0.

]

Otro resultado interesante de los espacios vectoriales topoldgicos, es una caracterizacion de
los espacios vectoriales topoldgicos localmente compactos.

Teorema 2.13. Si X es un espacio vectorial topologico localmente compacto, entonces es
de dimension finita.

Demostracion. X es un espacio vectorial topolégico localmente compacto. Por definicion,
existe un vecindario abierto V' de 0 tal que V' es compacto; por el Teorema 2.12, b) dado que
V' es compacto , también es acotado.

Definamos la sucesiéon {27"}>° ;. la cual es estrictamente decreciente. Por el literal ¢) del
Teorema 2.12, la coleccién

1
%’0:{2—”‘/:7161\]},
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es una base local de 0 para X. Por otro lado, la coleccién
1 = .
A:{xi+§V:xi€V,z€[},

es una cobertura abierta de V. Por la compacidad de V, A contiene una subcobertura finita;
sin perdida de generalidad, asumiremos que dicha subcobertura esta dada por

1 — " 1
/: . —_ N ; -: C ~ .
A {a:z~|—2V rveVii=1, ,m} — V_H(:Un+2V)

Definamos el espacio vectorial generado por x1, s, ..., Ty, es decir
Y = Span(zy,za, ..., Zm).

Tenemos que dim(Y) < m. Por el Teorema 2.3, Y es cerrado. Con todo lo mencionado
anteriormente, tenemos que

" 1
nggU(xn+§v>

n=1

CY + V

1
2

=

1

3
Il

N

Y + V.

DN | —

Y es un conjunto generado, entonces \Y = Y, siempre que A\ # 0. En particular, al tomar
1
A = 1/2, se cumple que Y = (1/2)Y. Aplicando este hecho a la inclusion V' C Y + §V,

tenemos que
1 1 1 1
Con lo anterior, se obtienen las siguientes inclusiones

1
VQY—l—Y—i—ZV

1 1
C2Y+-V=Y+-
- + 1 + 1
: 1 : . 1
es decir, V C Y + ZV. Al repetir el proceso n veces, se verifica que V C Y + Q—HV, Vn € N.

Concluyendo que

VC ﬁ (y + Qinv) | (2.5)
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Recordemos que la coleccion Ay, es una base local de 0; es decir, con ella podemos obtener
a todos los vecindarios abiertos de 0 en X. Por el Teorema 2.9 a) se cumple que

Y = ﬁ (Y + 2—1nv) : (2.6)

Por la inclusién (2.5) y la igualdad (2.6), tenemos que V C Y; sin embargo, Y es cerrado,
entonces V' C Y. Ademads, para cada k € N se cumple que kV C kY =Y, por lo que

GkVQY.
k=1

Tomemos, {k}32; una sucesién estrictamente creciente y positiva. Aplicando el Teorema 2.12
a), se cumple que

X =Jrv.
k=1
Lo cual nos lleva a concluir que, X C Y, lo cual implica que Y = X; en consecuencia,
dim(X) = dim(Y"), pero dim(Y") < m, asi que X es de dimensién finita. O

2.3. Funcionales y teoria de dualidad

2.3.1. Funcionales

En el cédlculo, es usual trabajar con las funciones real valuadas que van de R a R; sin
embargo, dado que deseamos trabajar con espacios mas generales, debemos introducir una
generalizacion de esto. Inicialmente, definiremos un operador; mas adelante, definiremos las
aplicaciones que son de nuestro interés.

Definicién 2.17 (Operador). Sean (X, K) y (Y, K), dos espacios vectoriales. Una aplicacion
f: X — Y se denomina operador. Un operador f : X — Y| se dice lineal si satisface
que

flx+y) = f(x)+ f(y),
flar) = af(z),

para todo x,y € X y para cualquier escalar a € K.

Ejemplo 2.8. Para un a € R? fijo, la aplicacién
T:R*— R
r—a-x,

donde a - x es el producto punto en R3, es un operador lineal.
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Nosotros estamos interesados en estudiar los operadores con codomino igual al campo sobre
el cual esta definido nuestro espacio vectorial. Puesto que solamente se han definido espacios
vectoriales sobre el cuerpo de reales y los complejos, simplemente diremos que estudiaremos
los operadores donde su codomino es K.

Definicién 2.18 (Funcional). Un operador que va de un espacio vectorial (X, K) a su campo
de escalares K, definido como f : X — K, se denomina funcional. Ademas, si f cumple
que

flx+y) = f(x)+ f(y),
flar) = af(z),

para todo x,y € X y escalares a € K, se dice que f es un funcional lineal.

Ejemplo 2.9. La integral definida, cuyo dominio es el espacio vectorial de las funciones
Riemann-integrables de [a,b] C R y su codomino son los reales, es un funcional (Ver [5],
Capitulo 2, Seccién 2.8, Ejemplo 2.8-6, pagina 105-104).

Nota. Recordemos que, si f : X — K es un funcional lineal, entonces su codominio y su
ntcleo, denotados por Ran(f) y Ker(f), son subespacios vectoriales de K y X, respectiva-
mente.

Ahora definiremos otro tipo de funcionales. En particular, si nuestro conjunto de partida es
un espacio normado, podemos definir funcionales acotados.

Definicién 2.19 (Funcional acotado). Dado (X, ||.||) un espacio normado, un funcional lineal
f, se dice acotado si existe un ntimero positivo ¢ € R tal que

|f(x)] < c||z]|, para todo z € X.

Observacion. Sitenemos un funcional f lineal y acotado, podemos definir la norma ope-
rador de f como sigue:

fll.. = sup = sup |f(x)].
1 lop S IEDomml ()]
0 lloll=1

Por definicién de la norma operador, para todo € X, se satisface la siguiente desigualdad:

|/ ()]

]

< fllop = 1f @) < 1 llopll]l-

Ahora veremos ciertas propiedades que relacionan a los espacios convexos, balanceados y
acotados, con la imagen y la preimagen de un funcional lineal.
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Proposicién 2.23. Sea (X, K) un espacio vectorial, dos conjuntos A y B tales que A C X
y B C K. Dado el funcional lineal f : X — K, se verifica que:

a) f(0)=0.

b) Si A es convexo o balanceado, entonces f(A) posee la misma propiedad que A.

¢) Si B es convexo o balanceado, entonces f~(B) posee la misma propiedad que B.
Demostracion.

a) Tenemos que f(z) = f(x). Por la linealidad de f, f(x—x) = 0. En consecuencia, f(0) = 0.
b) Sea A un conjunto convexo. Consideremos la imagen

flA)={yeY | y= f(z) donde x € A}.

Tomemos y,4 € f(A). Entonces 3z, 2" € A tal que f(z) =y, f(z') =1 Dado 0 <t <1,
veamos que

ty +(L—t)y' =tf(x) + (1 —1)f(2)
= f(tz) + f((1 —t)2')
= fltz + (1 — t)2).

Ademsds, por la convexidad de A, se tiene que tx + (1 — )2’ € A. En consecuencia,
ftz+ (1 —t)z") € f(A). Por tanto, f(A) es convexo. Ahora veamos el caso cuando A es

un conjunto balanceado. Sea a € K tal que |a| < 1, y tomemos un y € af(A). Asi que,
y = af(x) = f(ax), para algin x € A. Como A balanceado, tenemos que ax € A; de
este modo, y = f(ax) € f(A). Por tanto, f(A) es balanceado.

Sea B un conjunto convexo, tomemos x,x’ € f_l(B) y 0 <t < 1. De este modo, existen
v,y € K tales que f(z) =y, f(2') =4 € B. Notamos que

fltw+ (1 = t)2') = ftx) + f(1 - 1)z
=tf(z) + (1 —1)f(a')
=ty+ (1-1t)y.
Por la convexidad de B, se tiene que ty + (1 —t)y’ € B. En consecuencia, tx + (1 —t)z' €

f71(B); es decir, f~!(B) es convexo.

Ahora veamos el caso cuando B es balanceado. Tomemos x € af~'(B). De este modo,
r = ay, donde y € f~1(B). Notamos que f(z) = f(ay) = af(y); ya que B es balanceado,
si af(y) € B, entonces x € f~(B). Por tanto, f~'(B) es balanceado.

O
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Teorema 2.14. Sea (X, ||-||) un espacio normado y f : X — K un funcional lineal.
Entonces:

a) [ es continuo si y solamente si f es acotado.

b) f es continuo si y solamente si f es continuo en un punto de X.

Demostracion.

a)

s “ <=7 Inicialmente, asumiremos que f es acotado. Si f = 0, el resultado sera inme-

diato. Ahora veamos el caso cuando f # 0, es decir, f no es el funcional trivial. De
esta forma, || f||,, # 0. Tomaremos un y € X arbitrario, y probaremos la continuidad
en este punto.

Sea e > 0 arbitrario. Definimos § = ¢/|| f||
un x € X tal que

op> donde || f[| o es un escalar fijo. Tomemos

€

1 llop

|z — vyl <9, con 6 =

Notemos que

1) = F)ll = [[f(z = w)ll
< [Ifllcpllz =yl

< [ llepd

< E.

Con esto probamos que f es continuo en y. Dado que y era un punto arbitrario de
X, concluimos que f es continuo en todo X.

“ = 7 Ahora asumimos que f es continuo en un punto arbitrario y € Dom(f).
Luego, dado un ¢ > 0 arbitrario, existe un ¢ > 0 tal que

e — yll < 6, para todo @ € Dom(f) = ||f(x) — F(y)l| <.

Tomemos cualquier xg # 0 € Dom(f), y definamos

+(5 o
T = —
Y 2 o]
0 T
T—Yy== .
2 o]

Notamos que ||z — y|| = §/2; en consecuencia, ||z — y|| < 0. Ahora observemos que

1) = F)ll = [[f(z = w)l

[l

il
2 Jlool
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Por hipétesis, ||f(z) — f(y)|| < . Entonces

5 |1£ ()|
2 Jlooll = °
(el < <1200

Ahora bien, como el punto xy € Dom(f) era arbitrario, lo cual nos permite concluir
que f es acotado en todo Dom(f), excepto en x5 = 0.

Analicemos qué sucede si xqg = 0. Para xq = 0, la desigualdad es trivial pues
1 (o)l < cllzoll =0 <= [[f(z0)]| <0.
Probando que f es acotado en todo Dom(f).

b) s “=— " Si f es continuo en X, es evidente que f serd continuo en cada punto z € X.

s “ <=7 Ahora asumimos que f es continuo en un punto x arbitrario. Por el literal
a), si f es continuo en un punto, entonces f es acotado; sin embargo, si f es acotado,
entonces f es continuo en todo X.

Corolario 2.3. Sea (X, ||-||) un espacio normado. Si f : X — K es un funcional lineal y
acotado, entonces el nicleo de f, denotado por Ker(f), es un subespacio cerrado.

Demostracion. Debemos probar que Ker(f) = Ker(f). La inclusién, Ker(f) C Ker(f) se
cumple por definicion de cerradura, ; falta probar la otra inclusion.

Sea x € Ker(f), asi que Iz, }>>; C Ker(f) tal que
Ty —> T, N — 0Q,
dado que f lineal y acotado, por el resultado anterior y el Teorema 1.5, se cumple que
f(z,) — f(x), n— oo.

Como z,, € Ker(f), se tiene que f(z,) = 0; de esta manera, {f(z,)}.>; es una sucesién
constante en K. Por lo cual debe suceder que f(x) = 0, es decir, z € Ker(f). Asi, probamos

que Ker(f) C Ker(f) y podemos concluir que Ker(f) = Ker(f).

O
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2.3.2. Espacios duales.

Al considerar el conjunto de los funcionales lineales, notamos que estos forman un espacio
vectorial bajo la adicién y multiplicacion escalar usual. En este apartado, estamos interesados
en estudiar dicho espacio.

Definicién 2.20 (Espacio dual algebraico). Dado un espacio vectorial (X, K), denotamos
por X' al conjunto de todos los funcionales lineales f : X — K, el cual es llamado espacio
dual algebraico de X.

Nota. El espacio dual algebraico también se denota de la forma X' = £(X, K).

Nuestro interés, en particular, es estudiar a los funcionales lineales y continuos. Sin embargo,
para hablar de continuidad, debemos tener una topologia; es por ello que los estudiaremos
sobre espacios vectoriales topoldgicos, los cuales estan dotados de una topologia vectorial
y un campo de escalares.

Definicién 2.21 (Espacio dual). Sea X un espacio vectorial topolégico. El conjunto de
todos los funcionales lineales y continuos en X, es llamado el espacio dual de X, el cual es
denotado por X*.

Observacion. El espacio dual algebraico y el espacio dual, son espacios vectoriales sobre
K, los cuales denotamos como (X', K) y (X*,K), respectivamente.

Observacion. Sea X un espacio vectorial topoldgico. El espacio dual X™ es un subespacio
del espacio dual algebraico X', es decir,

X*C X',
puesto que todo funcional lineal y continuo es un funcional lineal.

. Podriamos obtener el dual algebraico del dual algebraico o el dual del espacio dual de un
espacio vectorial topologico? La repuesta es afirmativa, se pueden definir tanto el doble dual
algebraico como el doble dual, los cuales estudiamos a continuacion.

Definicién 2.22 (Doble dual algebraico y doble dual). El espacio doble dual algebraico
es el conjunto de todos los funcionales lineales g : X " — K, al cual denotamos por X .

X" ={g9: X — K | g es un funcional lineal}

El espacio doble dual es el conjunto de todos los funcionales lineales y continuos g : X* —
K, el cual se denota por X™*. Es decir,

X" ={g: X* — K | g es un funcional lineal y continuo}.

Nota. Los espacios doble dual algebraico y doble dual, también son espacios vectoriales
sobre K, denotados por (XN, K) y (X™,K).
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2.3.3. Espacio dual sobre espacios normados

Hasta el momento, se ha definido el dual sobre un espacio vectorial topoldgico X; ahora,
veremos algunas propiedades particulares que solamente se cumplen cuando X es un espacio
normado, que a su vez, es un espacio vectorial topolégico por la Proposicién 2.10.

Teorema 2.15. Si X es un espacio normado, entonces el espacio dual, denotado por X*,
se define como el conjunto de todos los funcionales lineales y acotados.

Demostracion. Sabemos que el dual de un espacio vectorial topolégico, se define de la si-
guiente forma

X*={f: X — K | f es un funcional lineal y continuo}.

Por el Teorema 2.14, literal a), un funcional f es continuo en X siy solamente si f es acotado.
Redefiniendo el conjunto X*, se tiene que

X*={f:X — K | f esun funcional lineal y continuo}
={f:X — K | f esun funcional lineal y acotado}.

]

En particular, si trabajamos con un espacio normado de dimensién finita obtenemos, un
resultado atn mas fuerte.

Teorema 2.16. Si X es un espacio normado de dimension finita, entonces todo funcional
lineal es acotado.

Demostracion. Dado que X es de dimensién finita, podemos tomar una base {eq,...,e,}.
Para cualquier x € X, tenemos que

n
ng ae;,  a; € K.

i=1

Tomemos un funcional lineal arbitrario, f. Por lo que

IF @)l = llaif(e)ll <MY Jeyl, donde M = mix |f(e;)].
=1 =1

1<i<n

Ahora, por el Lema 2.1, se cumplird que

n n
Izl =) llevesll = ¢y Je].
i=1 1

1=

M
Uniendo ambas desigualdades, tenemos que |[|f(z)|| < —||z||, YV € X. Por tanto, f es
c

acotado. O
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Teorema 2.17. Sea (X, ||]]) un espacio normado. Si dotamos al espacio dual de X con la
norma operador, entonces (X*,|-[[,,) es un espacio normado, donde

|/ ()]

z€Dom(f) H{L’H ’
z#0

1Fllop =

Demostracion. Debemos probar que la norma operador satisface los axiomas de una norma.

1. Por definicién, 0 < |f(x)| y 0 < [|z||. Asi que 0 < %, lo que implica que
x
flx
z€Dom(f) Hl’”
z#0
2. Si||fll,, =0, se tiene que |]|"|(x||)| < 0. Ademas, del numeral 1)
x
col@l e,
— ] ]
En consecuencia, |f(z)| = 0. Por lo que f(x) = 0. Ahora bien, esto se cumple para

todo € X; en consecuencia, f = 0. Veamos la otra direccién, sea f = 0. Luego,
|f(z)| = |0] = 0. Por tanto,

|/ ()|
sup =1 f|l..=0.
z€Dom(f) ”JJH H Hop
z#0
3. Tenemos que
|af (z)| ol f ()] |/ (@)
lofllop = sup = sup = la| sup = lall[fllop-
z€Dom(f) ||$|| z€Dom(f) ||IH z€Dom(f) HSEH
z#0 z#0 T#0
4. Notemos que para f,g € X*, se tiene que
(f +9)(@)|
+ = sup ——.
1f =+ gllp N

Luego, notamos que

((f+9)@)| _ |[f(=)+9(@)] _ [f@)]  |g(=)]

= < + .
]l [l IR
En consecuencia,
o @I @ e
z€Dom(f+g) ||l‘|| z€Dom(f) ||I’|| z€Dom(g) ||x||
x#0 x#0 x#0

Por tanto,

I1f +9gllop < 1 llop + lgllop-
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Teorema 2.18 (Espacio dual). Si X es un espacio normado, entonces su espacio dual es
un espacio de Banach, bajo la norma operador.

Demostracion. Sea {f,}:; una sucesién de Cauchy en X*. Debemos probar que esta con-
verge.

Al ser {f,}>2, una sucesién de Cauchy, se cumple que para todo € > 0,3IN € N tal que
m>n>N = |fo— ful, <e

Esto se cumple para todo z € X y todo € > 0. En particular, se cumplird para gy = ¢/||z||,
donde x # 0. Dado que f,, — f,, es un funcional acotado, se verifica que

() = fn ()| = |(fo = frm) (2)]
< o= fallopll2]

< eof| ]|

Por lo anterior, tenemos que {f,(z)}:>; € K es una sucesiéon de Cauchy en K; ademas,

n=1
este es un espacio de Banach, entonces la sucesién { f,,(z)}2; es convergente en K. Por ello,
existe un y € K tal que

folr) —y, n— oco.

Ahora, definamos el funcional
f: X —K
x>,

donde f(z) = y es el limite de {f,(x)} 2 ; para probar que f € X*, nos falta verificar que
f es lineal y acotado.

Sean 1 y xo € X tal que f(x1) =y1 v f(xa) = y2. Definamos dos sucesiones {f,(z1)}02, vy
{fn(x2)}22, en K, las cuales convergen a y; y 41, respectivamente. En consecuencia,

fn(xl) + fn(f@) —> Y1 + Y2, M — OO.

Ademés, dado que f(x; + z2) € K, entonces existe una sucesién {f,(z1 + x2) oo, € K tal
que
folzr +22) — f(1+22), n— 0.

Por la linealidad de f,, tenemos que f,(z1) + fu(x2) = fu(z1 + x2). En consecuencia, las
sucesiones { f,,(z1) + fu(z2)}02, v {fu(x1 + 22)};2, son iguales. Por la unicidad del limite,
debe ser que

flxr+22) = f(x1) + f(22).
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Anteriormente, se prob6 que
fol) —y, n—oo00 = af.(x) — af(z), n— .

Ahora tomemos ax € X tal que y' = f(ax). Asi que, existe una sucesion {f,(ax)}oo; tal
que
folaz) — ¢/, n — oo

Por la linealidad de f,, af,(z) = f.(ax); de este modo, ambas sucesiones son iguales y por
la unicidad del limite debe suceder que af(z) = f(ax). Por tanto, f es lineal.

Falta probar que f es acotado; para ello, probaremos que f,, — f es acotado Vn > N.

Sea xz € X fijo y € > 0 arbitrario. Se probé que f,(z) — f(z),Vz € X. Por la continuidad
de la norma, tendremos que || f,(z)|| — || f(z)]|, V2 € X. La tltima sucesién estd en K, asi
que, existe N € N tal que si n > N, entonces

[fn(z) = f(@)]] = [fn(z) — f(z)] <e.

Tomando n > N, al aplicar la norma operador a f, — f, obtenemos

(fo — =l
an f||op z€Dom(f) ||ZL’||
x#0
g a@) = (@)
»€Dom(f) [z
x#0
< sup

)
z€Dom(f) ||J;||
z#0

< sup €
z€Dom(f)
z#£0

< E.

De este modo, hemos probado que f, — f es acotado, siempre que n > N. Luego, dado que
f— fu, fn € X*, ya que X™ es un espacio vectorial, se tiene que

f:(f_fn)+fn€X*

Ademas, se ha probado que Ve > 0,dN € N, si n > N, entonces

||fn - f||op <Eé.

Es decir, {f,}°, es una sucesién convergente. Por lo tanto, X™ es un espacio de Banach. [

Observacion. Es importante notar que X siempre serd un espacio de Banach, sin importar
si el espacio normado X es un espacio de Banach o no.
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Ahora definiremos una aplicaciéon llamada aplicacion candnica, cuyo dominio es X y su
codominio es X . Dicha aplicacién, evidentemente, nos permitiré relacionar los elementos de
un espacio vectorial X con los elementos del doble dual algebraico X " sin embargo, antes
de definirla, construiremos un funcional “especial” en el doble dual algebraico, que nos sera
de gran ayuda.

. » . " . .
Observacion. Al relacionar los elementos de X con su X , es equivalente a relacionar los
"
elementos de X con X™, pues X C X .

Sea (X,K) un espacio vectorial sobre K y x € X un elemento fijo. Podemos construir un
funcional g € X" (asociado a x) de la siguiente forma:

¢ X —K
fr— fl).
Es decir, g,(f) = f(z), para « € X fijo. Por construccién, el dominio de g, es X .

Verifiquemos que g es lineal. Sean fi, fo € X " a € K, tenemos que:

9 (fr + f2) = (fr + f2)(2) g (afr) = (afi)(z)
= fi(z) + fa(x) = a(fi(z))
= 02(f1) + 92(f2), = ag.(f1).

Lo cual comprueba que g, € X " ya que es lineal y su dominio es X " Ahora, definiremos
formalmente dicho funcional.

Definicién 2.23 (Evaluacién puntual en z). Sea (X,K) un espacio vectorial y z € X es
fijo. La evaluacion puntual en z, se define de la forma
g X — K
fr— f@).

., ., "
Observacion. Por construccién, g, € X .

Nota. En particular, si tomamos las evaluaciones puntuales g, : X* — K, se cumple que
g € X™.

Una vez definida nuestra evaluacién puntual, podemos definir la aplicacién que relaciona a
. ’
X con su dual algebraico X .
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Definicién 2.24 (Aplicacién candnica). Sea (X, K) un espacio vectorial. Definimos la apli-
. » ’ . " .
cacion canédnica de X a X como sigue,

C: X — X"

T Gy

Donde g, es la evaluacion puntual definida anteriormente.

Ya hemos definido la aplicacién que relaciona el espacio vectorial X con su dual algebraico.
Es importante ver como son los elementos del espacio vectorial, su dual y su doble dual.

Espacio. | Elementos del espacio. | Elementos evaluados en un punto.
X x -
X 7 F@)
X g 9(f)

Nota. Observemos que los elementos del dual y del doble dual, también tendran dicha
forma, pues X* C X'y X*™* C X",

Proposicién 2.24. Sea (X, K) un espacio vectorial. La aplicacién canénica C' es lineal.
Demostracion. Consideramos la aplicacién candnica
"
C:X—X

T — Gy
Sean z,y € X, a € K, f € f'. Observemos que

(Claz + By))(f) = Gaz+sy(f)
= f(az + By)
= af(x) + Bf(y)
= ag.(f) + Bgy(f)
= a(Cy)(f) + B(CY)(f)

Por tanto, C' es lineal.

]

La aplicacion canoénica tiene muchas propiedades importantes cuando X es un espacio nor-
mado; sin embargo, para demostrarlas es necesario enunciar diversos teoremas.
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Teorema 2.19 (Teorema de Hahn-Banach). Sea (X,K) un espacio vectorial, Z un subes-
pacio vectorial de X y p: X — R un funcional de modo que

= plz +y) <p(x) +py), Yo,y € X.
v plaz) = |alp(z), Va e Kz € X.
Si f: Z — K es un funcional lineal tal que
[f(@)] < p(x), Ve € Z,
entonces f tiene una extension lineal, f: X — K, la cual satisface que,

)f(x)‘ < pla), Ve X.

flz) = f(x), VYxelZ

Demostracion. La demostracién de este teorema serd omitida. Véase [5], Capitulo 4, Seccién
3, Teorema 4.3-1, pagina 219-221. O

El resultado anterior es uno de los mas fundamentales en el Analisis Funcional, el cual posee
diversos resultados inmediatos.

Teorema 2.20 (Teorema de Hahn-Banach para espacios normados). Sea (X, ||-||) un espacio
normado y Z C X un subespacio. Si 1 Z — K es un funcional lineal y acotado, entonces
f tiene una extension lineal f : X — K que posee misma norma operador

17, = ez,
donde B
17, = sw [F@)]. 1l = sw £
flzll=1 llzl=1

Demostracion. La demostracién de este teorema serd omitida. Véase [5], Capitulo 4, Seccién
3, Teorema 4.3-2, pagina 221-222. O

Teorema 2.21 (Funcionales lineales y acotados). Si X un espacio normado y x¢ # 0 fijo,
entonces existe un funcional lineal y acotado f en X* tal que

|1

Demostracion. Definimos el siguiente subespacio Z = Span{xo} = {az, : a € K} y constrya-
mos el siguiente funcional,

=1 J@o) =l

f:Z—K

azy — al|xo]|.
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El funcional f es lineal y acotado. La norma operador esta dada por

Hﬂ‘ = sup ) = sup oz = 1.
reEZ rEZ
llz]|=1 llzll=1
El Teorema 2.20, nos dice que f tiene una extension lineal, f: X — K tal que
= = 1.
17, =11

Ademés, f(z) = f(z),Vx € Z; en particular, para zo € Z, por ello f(z0) = f(z0) = ||zo|. O

Corolario 2.4. Todo elemento x en un espacio normado (X, ||-||), se puede representar de

la forma
|/ ()]
]l = sup
feX Hf”op

Ademdas, si xg € X satisface que f(xo) = 0,Vf € X*, entonces xo = 0.

Demostracion. Sea x # 0 fijo, por el Teorema 2.21 sabemos que existe un funcional

f.: X —K
tal que
|%], =17%@ = el
Por otro lado,
sup |F(@)] > = Izl = ||z]|.
fGX* f”op ‘ x 1
op
Ademas, se cumple que
f(x 1 o I
p LI o gy Ml 0
fex* f||op fexx ||f||0p
70 £#0

De momento, se ha mostrado que para cada x € X, a excepcién de x = 0, se cumple que

rexs ||f||op

Si z =0, dado que f un funcional lineal y acotado, se tiene que f(0) = 0. En consecuencia,

0= Jlaf = sup LB _ g

rexs £l op
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Finalmente, estamos listos para probar las propiedades de la aplicaciéon canénica cuando se
trabaja sobre un espacio normado.

Proposicién 2.25. Si (X, ||-||) es un espacio normado, entonces la aplicacién candnica C' es
inyectiva.

Demostracion. Sea
C: X —X"
T — Gy

Lo que haremos sera analizar el nicleo de C'. Tomemos z € Ker(C'). Luego,

C(x)(f) = g2(f) = f(x) =0,Vf € X~

Por el Corolario 2.4, dado que estamos en un espacio normado, esto implica que x = 0. Asi
que, Ker(C') = {0}. Si C tiene un nicleo trivial, entonces C' es inyectiva. O

o« o s . . ., ;. "
Proposicién 2.26. Sea (X, ||-||) un espacio normado. La aplicacién canénica C' : X — X
es una isometria y un operador acotado.

., A . " . .
Demostracion. Para comenzar, en la Proposicion 2.25 vimos que C': X — X es inyectiva.
Debemos probar que [|g.||,, = ||z[|; para ello, trabajaremos solamente con las evaluaciones
puntuales con dominio en X**

go: X —K
fr— f(@).
Dado f € X*. Tenemos, || f(2)|| < [|f|l,,/[z]|. Ahora, notamos que
lg=(f)ll

||g$||op = Sup

L/ ()]

ffE#XO* HfHop

1 llop 1

sup ———
ffifo* ||f||op

IN

IN

sup ||z = [l]-
fex*
F#0

Con esto hemos probado la primera desigualdad.
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Sea x # 0 fijo. Por el Teorema 2.21, podemos garantizar que existe un funcional fve X* tal

que || 7] = 1, ||7@)| = llz]l. Luego,

1g2llop = sup [92(f)]
fex*
lrl=1

= sup [f(z)]

fex*
flI=1

> |J@)] =l

Con esto probamos la segunda desigualdad y por ende la igualdad, para todo x € X, excepto
cuando x = 0. Veamos el caso cuando xz = 0, tenemos que

l90(Nlop = NSO = [[0]] = 0 = .

Hemos probado que ||g.||,, = [|z[|, lo cual es la segunda condicién para que C' sea una iso-
metria.

Ademas, se cumple que
1C@)lop = ll9allop = llzll < 2|l V2 € X.

Lo cual prueba que C' es un operador lineal y acotado. O]

Definicién 2.25 (Espacios embebibles). Si f : X — Y es un isomorfismo de X a un
subespacio de Y, entonces decimos que X es embebible en Y.

Definicién 2.26 (Algebraicamente reflexivo). Si la aplicacién canénica C' es sobreyectiva,
se dice que X es algebraicamente reflexivo.

La importancia de la aplicacién canodnica es el hecho que cuando se trabaja bajo un espacio
normado (X, ||-||) cumple que es un isomorfismo. Dicha aplicacién nos permite reconocer a
X dentro de X ", pues las normas se preservan. De hecho, si C' es sobreyectivo, se puede
decir que son X y X " son “idénticos” ; esto, debido a que la sobreyectividad implica que
Ran(C) = X". Por tanto, C' serfa un isomorfismo de X a X .

Ahora veremos algunos espacios duales de diversos espacios vectoriales especificos.



116 FUNDAMENTOS EN ANALISIS FUNCIONAL

Ejemplo 2.10.

1. El espacio dual de R"™ es R". (Ver [5], Capitulo 2, Seccién 2.10, Ejemplo 2.10-5, pagina
121).

1 1

2. El espacio dual de ¢, es {,, con —+ — =1, 1 < p < +oo. (Ver [5], Capitulo 2, Seccién
p q
2.10, Ejemplo 2.10-7, pdgina 122-124).

El siguiente resultado es de gran importancia pues jugara un papel importante en las apli-
caciones del Teorema de Alaoglu.

1 1
Teorema 2.22. El espacio dual de LP es LY, donde — 4+ — =1, con 1 < p < +00.
p q

Demostracion. La demostracion de este teorema sera omitida. Véase [6], Capitulo 8, Seccion
8.3, Teorema 11, pagina 79. O]

Otro resultado que nos sera de mucha utilidad es el siguiente, el cual nos dice que para
probar la continuidad en un espacio vectorial topoldgico basta con garantizarla en un solo
punto. Este resultado es bastante conocido en espacios normados; sin embargo, acd haremos
una generalizacion a espacios vectoriales topologicos.

Teorema 2.23. Sea X un espacio vectorial topologico y f : X — K un funcional lineal.
St f es continuo en 0, entonces f es continuo en X. En consecuencia, [ es uniformemente
continuo.

Observacion. La continuidad uniforme, se refiere al hecho que para todo vecindario abierto
W de 0, existe un vecindario V' de 0 tal que

Sty—zx eV = f(x)— fly) € W.

Demostracion. Por hipotesis, f continuo en 0. Sea U un vecindario abierto arbitrario de
f(z), donde (—f(z)) 4+ U es un vecindario abierto de 0. Por la continuidad del Teorema 1.4,
debe existir un vecindario abierto V' de 0, tal que

fV) S (=f(z)+U.

Lo que debemos probar es la inclusién f(V +x) C U.
Sea z = f(v') € f(V +x), donde v' = v+ x, con v € V. Asf que

= f() = flv+z)=flv)+ f(2).

Ademas, se tiene que

f)e f(V) = f) € (-f(2)) +U = f() = f(v) + f(z) € U,
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lo cual prueba que f(V +x) C U. Por el Teorema (1.4), dado que U es un vecindario abierto
de f(x) y se garantizo la existencia de un vecindario abierto V +x de x tal que f(V+z) C U.
Se prueba la continuidad en todo X.

Al mismo tiempo, se probé la continuidad uniforme. Sea W un vecindario abierto arbitrario
de 0. Dada la continuidad, existe un vecindario abierto V' de 0 tal que f(V') C W; de este
modo,

y—zeVyfly)—flx)e (V) = [fly)—flx)eW.
O

Ahora, estudiaremos algunos resultados méas fuertes que se obtienen al trabajar los funcio-
nales bajo un espacio vectorial topologico X.

Teorema 2.24. Sea X un espacio vectorial topologico. St f es un funcional lineal, las
siguientes propiedades son equivalentes:

a) f es continuo.

b) El espacio nulo es cerrado.

¢) El espacio nulo no es denso en X.

d) f es acotado en algin vecindario abierto V de 0.

Demostracion. Esta prueba la haremos para cualquier funcional distinto del trivial, pues
para el funcional trivial los resultados son inmediatos.

» “a) = b)” Tenemos que [ es continuo. El unipuntual {0} es cerrado y por la continui-
dad de f, tenemos que f~'({0}) es cerrado; de este modo, como f~({0}) = Ker(f),
se concluye que el espacio nulo es cerrado.

» “b) = ¢)” Asumamos que Ker(f) es cerrado, es decir, Ker(f) = Ker(f). Por con-
tradiccién, asumiremos que Ker(f) es un conjunto denso en X, asi que Vx € X se
cumple que f(x) = 0; sin embargo, esto no puede ser, pues hemos asumido que f es
un funcional distinto del trivial. De esta forma, probamos que Ker(f) es denso en X.

» “c) = d)” Por hipdtesis, el espacio nulo no es denso en X. Ademads, X \ Ker(f) es
abierto. Sea V un vecindario abierto de 0 y € X \ Ker(f). Tenemos que  + V es un
vecindario abierto de x. Por la Proposicién 2.2, tenemos que

(z+V)NnKer(f)=0 = (z+V)nKer(f)=0.

Luego, por el Teorema 2.10, existe un vecindario balanceado W de 0 tal que W C V|
el cual también cumplira que

(x+W)NKer(f)=0.
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2.4.

Aplicando la Proposicién 2.23, f(W) C K es balanceado. Del ejemplo 2.2, sabemos que
en K los tnicos conjuntos balanceados son (), K, {0}, B,(x). Analizaremos cada caso.

Si f(W) =0, {0} 6 B,(z), entonces f(W) es acotado; lo cual garantiza que f es aco-
tado en algiun vecindario W de 0.

Falta ver el caso cuando f(WW) = K. Tomemos x € X \ Ker(f) arbitrario. Dado que el
espacio nulo es un espacio vectorial, se sigue que

—r € X\ Ker(f) = f(—z)eK=fW).
En consecuencia, existe y € W tal que f(y) = f(—=x). Por la linealidad de f,
fly+2)=0 = y+axecKer(f).

Ademsds, y + = € x + W; pero esto es una contradiccion, pues (z + W) N Ker(f) = 0.
De esta forma f es acotado en algiin vecindario W de 0.

“d) = a)” Por hipdtesis, sabemos que existe un vecindario abierto V' de 0 en X tal
que f(V') es acotado; en consecuencia, para todo vecindario abierto U de 0 en K existe
un nimero s > 0 tal que f(V) C tU, siempre que t > s.

fVyct = (1/)f(V) = f(1/5)V) U

Lo anterior prueba, que para todo vecindario abierto U de 0 en K se ha encontrado un
vecindario abierto (1/¢)V de 0 en X tal que f((1/t)V) C U; aplicando el Teorema 1.4,
tenemos que f es continuo en 0. Finalmente, por el Teorema 2.23 se concluye que f es
continuo en todo X.

]

Espacios localmente convexos y Teoremas de se-
paracion

En esta seccion, iniciaremos definiendo una seminorma, pues nos seran de gran utilidad
cuando hablemos del funcional de Minkowski; dicho funcional es primordial para demostrar
los teoremas de separacién que es uno de los objetivos principales de dicha seccién.

Definicién 2.27 (Seminorma). Sea X un espacio vectorial y p : X — R una funcién real
valuada. Si para todo z,y € X a € K se satisface que:

a) p(z+y) < plx) + p(y).

b) plax) = |a|p(x),

entonces decimos que p es una seminorma.



2.4. ESPACIOS LOCALMENTE CONVEXOS Y TEOREMAS DE SEPARACION 119

Proposicién 2.27. Sea X un espacio vectorial topoldgico. Sip: X — R es una seminorma,
entonces

a) p(0) = 0.

b) Vx € X, p(x) > 0.

¢) Ip(z) —p(y)| < p(z —y).
Demostracion.

a) Si a = 0, entonces
p(0) = plax) = [a|p(x) = Op(z) = 0.

b) Sea x + (—x) = 0, con ello tenemos la siguiente relacién

0=p(0) =p(z+ (—x)) < p(z) + p(—x)

Hemos mostrado que
0<2p(x) == 0<p(x).

Que es lo que queriamos demostrar.
¢) Dada la subaditividad de la seminorma p, tenemos que
pE)=plr—y+y) <pl-y)+ply) = »p)—py) <pl@-y).

De la misma forma podemos obtener, que —p(z — y) < p(x) — p(y). Al unir ambas
desigualdades se verifica que

—plz —y) <pz) —ply) < plr—y),

es decir, [p(z) — p(y)| < p(z — y).

Definicién 2.28. Sean X e Y espacios vectoriales. Una coleccién de funciones

separa puntos de X, si para cualquier par de puntos z,y € X, © # y existe f; € # tal

que fi(r) # fi(y).
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Observacion. En la definicién anterior, es importante notar que cada f; es especifico para
el par de puntos z,y € X; es decir, si tomamos z,y; € X, con  # y1, y # y1, el f; € F
para el cual f;(z) # f;(y1) puede o no ser distinto de f;.

Nota. Es importante no confundir una familia de que separa puntos con un espacio sepa-
rable.

A continuacién veremos un ejemplo de familias que separan puntos.

Proposiciéon 2.28. Sea X un espacio vectorial topoldgico y ¢, la evaluacion puntual. La
familia
F={g. € X" | g. : X* — K ze X},

separa puntos de X*.

Demostracién. Sea © € X arbitrario, definamos g, € X**. Tomemos f, f' € X* tal que
9z(f) = g=(f"), entonces

dicha igualdad se cumple Va € X, con esto se concluye que f = f’. Probando que .%# separa
puntos de X. O

Bajo el contexto de seminormas definiremos el funcional de Minkowski; sin embargo, antes
debemos dar la definiciéon de conjunto absorbente.

Definicién 2.29 (Conjunto absorbente). Sea X un espacio vectorial. Un subconjunto A se
dice absorbente, si para todo x € X, existe t € R, ¢ > 0 tal que z € tA.

Como podemos observar, al tener un conjunto absorbente podemos cubrir a un espacio
vectorial con homotecias de estos. ;Habra una forma mas facil para decir si un conjunto es

absorbente o no? La respuesta es afirmativa, para ello tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 2.29. Sea X un espacio vectorial topoldgico. Si V' es un vecindario abierto de
0, entonces V' es un conjunto absorbente.

Demostracion. Sea V' un vecindario abierto 0 € V. Por el Teorema 2.12 literal a), si tomamos
una sucesién estrictamente creciente positiva {r,} -, tal que r, — 00,n — 00, entonces

X = [OJ r,V.
n=1

Asi que para cada x € X, existe r, > 0 tal que x € r,V. Verificando que V es un conjunto
absorbente. 0
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Ejemplo 2.11. El conjunto A = {z € R? : ||z|| < 1} es un vecindario abierto de 0 en R”.
Por la Proposicion 2.29, A es un conjunto absorbente.

Definicién 2.30 (Funcional de Minkowski). Sea X un espacio vectorial y A un conjunto
absorbente. El funcional

pa: X — R
x> pa(z) =inf{t >0:t 'z € A},

es llamado funcional de Minkowski.

Observacion. Es importante notar que el funcional de Minkowski se calcula para cada x
y el conjunto A es fijo.

Otra propiedad importante del funcional de Minkowski es el hecho que es finito, es de-
cir, pa(x) < oo. Nos podemos preguntar ;Por qué debe ser asi? Analicemos que sucede si
pa(xr) = oco. En este caso tendriamos que no existe t € R,¢ > 0 tal que t7lz & A; sin
embargo, esto es una contradiccion, pues al ser A un conjunto absorbente 9t € R, ¢ > 0 tal
que t 'z € A.

Al inicio, se dijo que las seminormas estaban relacionadas con el funcional de Minkowski,
pero ;cudl es dicha relaciéon? Resulta que los funcionales de Minkowski son seminormas en
casos especificos, formalizaremos dicho resultado a continuacion.

Teorema 2.25. Sea p una seminorma de un espacio vectorial X . Entonces
a) El conjunto B = {x € X : p(x) < 1} es convezo, balanceado y absorbente.
b) Se cumple que p = up.

Demostracion.

a) Debemos probar que el conjunto B = {x € X : p(x) < 1} es convexo, balanceado y
absorbente.

» Probemos que B es convexo. Sea xz,y € B, t € R tal que 0 < ¢ < 1, por ello que
p(z) < 1, p(y) < 1. Debemos verificar que tx + (1 — t)y € B. Veamos la siguiente
desigualdad,

p(te + (1 —t)y) < [tlp(z) + [1 — t|p(y)
< |t| + |1 —¢
<t+1-t
<1.

Asi que B es un conjunto convexo.
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» Probando que B es balanceado. Sea « tal que |a| < 1, debemos probar que ax € B,
con z € B. Ya que z € B, entonces p(x) < 1, con ello se obtiene que

plax) = lafp(z) <laf <1 = plazr) <1.

Lo cual prueba que ax € B, es decir, B es balanceado.

= Probemos que B es absorbente. Sea x € X, p(x) > 0, s € R tal que p(z)/s < 1.
Notemos que,

Es decir,

T
—-e€B =— z¢€sB.
s

De esta forma se prueba que para cada x € X, existe s > 0 tal que x € sB. Lo cual
verifica que B es un conjunto absorbente.

b) Debemos probar que ug(z) = p(z).

Para comenzar, analicemos quien es el funcional de Minkowski
pp(x) =inf{t >0:z/t € B}
=mf{t >0:p(x)/t <1}
=mf{t >0:p(zx) <t}

Sea p(x) < s, asi que Je > 0 tal que € + p(z) = s; ademds, por definicién, pg(x) < s por
lo que

pp(r) < p(r)+e
pe(r) < p(z).

Probando asi la primera desigualdad.

Sea p(x) < s. Por la caracterizacién del infimo Ve > 0, 3s’ tal que p(z) < s’, donde
s' <pp(r)+e = p(x) <pp(r)+e = p(r) < pp(z),

probando asi la segunda desigualdad. Finalmente, concluimos que p(z) = pp(z).
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Teorema 2.26. Sea X un espacio vectorial. Si A un conjunto convexo y absorbente, enton-
ces.

a) pa(r +y) < pa(@) + paly)-
b) pa(tr) =tua(x), sit > 0.
c) Si A es balanceado, entonces pa es una seminorma.

d) Si B={xe X :pusx) <1} yC ={z € X : pa(x) < 1}, entonces BC A C C y
A = KB = HcC-

Demostracion. Veremos la prueba de cada uno de los literales.

a) Seae > 0 arbitrario. Definamos t = pa(x)+cy s = pa(y)+e;dondet € {t >0: 2/t € A}
yse{s>0:y/se A}.

x t
Por la convexidad de A, al tomar 7 Y eEAy0< ra < 1, se tiene que
s S

t t
-£+ 1— Jea
t+ s t t+ s S

Notamos que,

t T t Y t T S Y
2 1— A L2 .2
(t+s) t+( t+s> s (t+s> t+(t+s) s
__* Yy
t+s+t+s
Tty
t+s

Tty

Con lo anterior, probamos que € A y nos permite concluir, que

t+se{r>0:(z+1t)/re A}l
En consecuencia,
palr+y) <t+s
< pa(@) +e+paly) +e
< pa(@) + paly) + 2¢
< pa(@) + paly).

Obteniendo asf la desigualdad deseada, pa(z +y) < pa(z) + pa(y).
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b) Analicemos a pa(tx), con t > 0,

pa(te) :1’nf{r>0:t—aj EA}
r

:dﬁ{r>O:G%SGA}

:inf{tr/t>0:ﬁ€fl}

:tl’nf{m>0:£€A}
m
= tua(z).

De esta forma probamos que tpa(x) = pa(tx).

Por hipdtesis, A es balanceado. Por el literal a) obtenemos la primera condicién de una
seminorma. Solamente nos falta probar que p(tz) = |t|u(x).

Por la Proposicion 2.1, si A es un conjunto balanceado, también es simétrico. Utilizaremos
esto en la siguiente igualdad de conjuntos

,uA(tx):inf{r>0:t—$ GA}
r

x
=mfsr>0: ——¢€ A} , por la simetria de A
{ (r/1¢])

X
=1inf < |t|r t>0:—€A}
{"/" D
, £
:|t\1nf{m>0.m€A}
= [t|pa(x).

Sea B={z € X :pua(r) <1}y C ={x € X : pa(xz) < 1}, por definicién tenemos que
B CC.

Tomemos x € B, asi que, pa(z) < 1. Sean 2,0 € Ay 0 <t < 1. Por la convexidad de A
se tiene que
tr+(1—t)0=0€Ad = BCA

Ahora tomemos x € A, en consecuencia, 1 € {t > 0 : tx € A}. Lo anterior implica que
pa(x) <1, es decir z € C. Probando asi, la segunda desigualdad.
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De momento hemos obtenido que C' C A C B. Por definicién, se cumple que
{t>0:tveCyC{t>0:t'vc A C{t>0:t"'2¢€ B}
= Wmf{t>0:t v eB}Cinf{t>0:t'vc A} Cinf{t>0:¢t'2€C}.

Por lo que, pup(x) < pa(z) < pe(z). De momento nos faltan probar las otras desigualda-
des.

Tomemos = € X fijo. Sea s,t de modo que pc(x) < s < t, asi que, /s € C' C A; en
consecuencia, pa(z/s) < 1.

Notemos que

(2)%::1:/36%1 —  pa(z/t) <s/t <1,

es decir, z/t € B, por lo que ug(x) < t. Lo anterior, se cumple para todo t > pc(x),
entonces pp(x) < pe(z). Ya que hemos demostrado ambas desigualdades, tenemos que

pp(x) = pe(z) = pa(z).
0

Teorema 2.27. Sea X un espacio vectorial topologico y B es una base local convezxa local
y balanceada de 0. Si'V € A, entonces le podemos asociar su funcional de Minkowski py de
la siguiente forma,

V={reX: uy(z)<1l}, paratodoV € A.

Demostracion. Probaremos que V = {z € X : uy(x) < 1}. Lo haremos por doble inclusién.

» “—= " Seax €V, asi que uy(x) < 1. El funcional de Minkowsky esta bien definido,
pues al ser V' un vecindario abierto de 0 es un conjunto absorbente.

s “ <=7 Ahora, debemos probar que si x € {z € X : uy(x) < 1} entonces z € V. Lo
haremos por contra reciproca.

Sea z ¢ V. Tenemos que z/t € V, siempre que t > 1; esto viene del hecho que V' es
balanceado. Utilizando lo anterior, tenemos que py(x) > 1, es decir,
rg{re X  uy(r) <1}
De esta forma se ha probado V = {z € X : uy(z) < 1}.
m

En los espacios vectoriales topoldgicos existe una forma alternativa para verificar que si estos
son espacios normados o no, es decir, si la topologia vectorial es inducida por una norma.
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Teorema 2.28. X es un espacio vectorial topologico normado si y solamente si existe un
vecindario abierto, convexo y acotado en 0.

Demostracion. La demostracion de este teorema serd omitida. Véase [8], Capitulo 1, Teorema
1.39, pagina 30.
O

Sea X un espacio vectorial topolégico complejoy f : X — C un funcional lineal y continuo.
Ya que f es complejo valuado, podemos definir u = Re(f), donde u : X — R. Utilizando
lo anterior, reescribimos al funcional f como

f(z) = u(z) —iu(iz), z e X.
Esto es debido al hecho que, z = Re(x) — i Re(iz), =z € C.

De igual forma, con el funcional v : X — R, podemos definir el funcional f : X = C,
donde
f(z) = u(z) —iu(iz), =€ X.

Dicho funcional es complejo valuado y lineal. De lo mencionado anteriormente, tenemos que:
dado un espacio vectorial topoldgico X y un funcional f, f € X™ si y solamente si, su parte
real es continua; ademas, cada funcional continuo real valuado u : X — R se corresponde
con la parte real de un 1nico funcional complejo f € X*.

Teorema 2.29. Sea X un espacio vectorial topologico. Si A y B son conjuntos convezos,
no vacios y disjuntos, tenemos que:

a) Si A es un conjunto abierto, entonces existe f € X* y vy € R tal que

Re(f(x)) <~ < Re(f(y)),

para todo x € A y para todo y € B.

b) Si X es localmente convero, A compacto y B es cerrado, entonces existe f € X* y
Y1,72 € R tal que

Re(f(2)) < <72 <Re(f(y)),

para todo x € A y para todo y € B.

Demostracion.

a) La prueba de dicho teorema la haremos para el caso que X sea un espacio vectorial to-
pologico real. Pues todo funcional lineal y continuo se corresponde a la parte real de un
unico funcional u : X — R real valuado.
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Sea X es un espacio vectorial topoldgico real. Tomemos f : X — R un funcional
arbitrario y ag € A, by € B fijos. Definamos xq = by — ag. Ademads, el conjunto

C=A-B + xo,
es abierto. Notemos que ag — by + xg = 0 € C, asi que, C' es un vecindario abierto de 0;

en consecuencia, C' es absorbente.

Ahora probaremos que C' es convexo. Sea 0 < ¢t < 1, tomemos ¢, ¢ € C, entonces
tc+ (1—t)d =tla—b+xo) + (1 —t)(a — b + x0)
=ta+ (1 —t)a—(tb+ (1 —t)b) +xo,

-~ -~

€A €B

Ast que tc + (1 — t)d € C; de momento, se ha probado que C' es un vecindario abierto,
convexo y absorbente de 0. Asi que, podemos definir el funcional de Minkowski sobre C'

uciX—>R,
z— po(x) =mf{t >0:z/t € C}.

Por el Teorema 2.26, se cumple que puc(x +y) < pe(z) + pe(y). Ademds, si t > 0, en-
tonces pco(tr) = tuc(z). Lo anterior, garantiza que pc tiene la forma del funcional p, del
Teorema 2.19.

Por otro lado, dado que AN B = (), se tiene que xy ¢ C. Lo anterior implica que,
pic(zo) = 1.
Definamos el siguiente funcional sobre el subespacio M = Span{ax, : « € R} de X
f:M—R
axTg — Q.

Sit > 0, entonces f(tzg) = t, por lo que
ftzo) < tuc(wo).
Pero, si t < 0, entonces f(tzg) < 0 < pc(tzg), obteniendo de este modo que

|f(W)| = f(y) < pely), siempre que y € M.

Hemos demostrado se cumplen todas las hipotesis del Teorema 2.19, asi que f tiene una
extension lineal B
f: X —R,

tal que f(z) = f(x),a € My |f()] = f(z) < po(), Vo € X.
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En particular, dado y € C', se cumple que

fly) <pely) <1 = fy) <1

Es decir, f(y) < 1, siempre que y € C. Dado —y € —C, se cumple que

Fley) <po(-y) <1 = —fly) < 1.

Con lo anterior, obtenemos que f(y) > —1, siempre que —y € —C'. En general, probamos
que

‘ﬂ <1, en CN(=0C).

De esta forma concluimos que f es acotado en el vecindario abierto C'N (—C') de 0. Apli-
cando el Teorema 2.24, tenemos que f es continuo.

Sizy € A,y € B, entonces x1 — y; + xg € C. Obteniendo que

1> pe(zr — 1+ 20) > f(x1 — y1 + 20)

1> f(x1) = fyr) + flo)
1> f(z1) — f(y) +1

flp) > far),

lo cual prueba que, f(z1) < f(y1), siempre que 1 € A, y; € B; en consecuencia,

fLA)Nf(B) =0,
donde f(A) C f(B). Garantizando que 3y € R tal que

flx) <v< fly), Vxi1€Ay €B.

Sean A compacto y B cerrado, por el Teorema 2.2, existe un vecindario abierto y convexo
V de 0 tal que
(A+ V)N B =0.

A+ V es un conjunto abierto y convexo, pues es la traslacion de V' un vecindario abierto
y convexo, entonces por el literal a) probando anteriormente, existe f € X*, 71 € R tal
que

Re(f(x)) < < Re(f(y)), Vee A+ V,y € B.

Es decir, f(A+ V)N f(B) = 0. Por la compacidad de A, ya que f es continuo, tenemos
que f(A) es compacto y f(A) C f(A+ V); en consecuencia Iy, € R tal que

Re(f(z)) < 72 < Re(f(x)), Ve Az e A+ B.
Finalmente se obtiene que
Re(f(2)) <72 <m <Re(f(y), VzeAyebB.

Con ello concluimos la prueba.
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]

Teorema 2.30. Si X es un espacio vectorial localmente convexo, entonces X separa puntos

de X.

Demostracion. Sean x,y € X, tal que x # y. Tenemos que X es un espacio vectorial topologi-
co convexo; los conjuntos {z}, {y} son cerrados, compactos y convexos al ser unipuntuales;
lo anterior, verifica todas las hipotesis del Teorema 2.29, por ello 3f € X™ vy 71,72 € R tal

que
Re(f(2)) <m <72 <Re(f())-

Lo anterior implica que f(z) # f(y), es decir, que X* separa puntos de X. ]
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CAPITULO 3

El Teorema de Alaoglu

“Sin duda se precisaba un gran acto de fe para pensar
que este proceso iba a converger; pero nosotros
teniamos fe en Bourbaki”

-André Weil.

131
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3.1. Convergencias débil y débil -*

Uno de los resultados méas importantes que son consecuencia del Teorema de Categorias
de Baire 1.16, es el Teorema de Acotamiento Uniforme; el cual se utiliza para demostrar
resultados de las convergencias débil y débil-*, que son el objetivo principal de esta Seccién.

Teorema 3.1 (Teorema de Acotamiento Uniforme). Sea X un espacio de Banach, Y un
espacio normado y {1, }o2, una sucesion de operadores lineales y acotados. Si {||T,(x)|}o,
es acotada; es decir, para todo x € X se cumple que,

”Tn(l’)H S Cz, vn S N> Cy € R
En consecuencia, existe un numero c tal que
HTnHop <cg, Vn € N.
Demostracion. Para cada k € N, definimos el conjunto
Ar={z e X : |T.(2)|| <k, Vn e N}

Probaremos que Aj es cerrado. Por definicién A, C Ay, solo nos falta probar la inclusién
A, C Ay

Tomemos x € Ay, asi que, existe una sucesién {z;}:2, C Ay, tal que
T, — T, 11— 0Q.
La sucesién {x;}:2; C Ay, entonces para cada n € N, se cumple que
[T ()| < k.
Utilizando el hecho que T,, es acotado, se tiene que es continuo. Asi que,
T; —>x, 11— 00 = To(z;) — Th(x), i — oo.
Por la continuidad de la norma, se obtendra que
To(x;) — Tp(z), 1—=00 = |Tu(z)|| — [|Tu(z)]|, i— oo.

Recordemos que ||T),(x;)|| < k, con esto se obtiene que

Tl = lim [T < lim & = k.
Lo anterior verifica que x € Ay, vy con ello que Ay es cerrado.

Por otro lado, de la definiciéon de nuestro conjunto Ay, tenemos que

cn
k=1



3.1. CONVERGENCIAS DEBIL Y DEBIL -* 133

Al ser X un espacio de Banach, el Teorema de Categorias de Baire, 1.16 garantiza que existe
un ko € N tal que Ay, contiene un subconjunto abierto no vacio de X. En particular, dado
que trabajamos en un espacio normado, Ay, contendra una bola abierta. Es decir,

BIO (T) C AkO'

Sea x € X arbitrario, distinto de cero. Definimos

r
Z=x9+ YT Y=
’ 2||]
De lo anterior, obtenemos que
[z = 2ol = [lvll
= 7]
r
= Srrll=l
2|
T
2
<r
Es decir, z € B,, C Ay,; en consecuencia, se verifica que
| T.(2)] < ko Vn € N.

La desigualdad anterior, en particular, se cumplird para zy € B,,. Definimos © = —(z — z)
g

y obtenemos la siguiente desigualdad

1
ITa (@)l = Z T (2 = o)
f}/
1
< ;(IITn(Z)H + [T (o))
4
< —[lllko.
r
Con dicha desigualdad se cumple que
1, 4 T, 4 4
IZu)l < —ko = sup 7] < —ko = [Tl < —Fo,
||',”C|| r CCED?;HO(T'IL) ||$|| r T

como el n € N era arbitrario, la desigualdad se cumple para todo n € N. Que es justamente
lo que se queria demostrar. O

M4s adelante estudiaremos la topologia débil y débil-*, por ello es necesario estudiar diver-
sos tipos de convergencia. En particular, las convergencias débil y débil-*, que definimos a

continuacion:
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Definicién 3.1 (Convergencia débil). Sea X un espacio vectorial topoldgico. Una sucesion
{z,}>2, contenida en X, se dice débilmente convergente, si existe z € X tal que

f(x,) — f(z), n — oo, paratodo fe X"

Esto se denota como x, — =, n — oo. El elemento z, es llamado el limite débil de

{In}zozl-

Definicién 3.2 (Convergencia débil-*). Sea X un espacio vectorial topolégico. Una sucesién
de funcionales {f,} 2, contenida en el dual, se dice débil-* convergente si existe f € X~
tal que

folx) — f(x), n — o0, paratodozx € X.

Esto se denota como f, —» f. Al elemento f € X*, le llamamos el limite débil-* de

{fn}nts-

Observacion. Notemos que la convergencia débil se trabaja sobre elementos de un espacio
vectorial topolégico, mientras que la convergencia débil-* actia sobre elementos del dual de
un espacio vectorial topolégico, es decir, sobre funcionales.

Una duda que puede surgir naturalmente es jpor qué la convergencia débil no tiene un papel
importante en el calculo? La razdén, es debida a que en los espacios vectoriales topoldgicos
de dimensién finita no existe una distincion entre la convergencia normal y la convergen-
cia débil, de hecho, ambas coinciden. Por otro lado, en un espacio vectorial topoldgico de
cualquier dimension X, es evidente que si una sucesion converge en el sentido usual, enton-
ces convergera débilmente (pues los funcionales continuos preservan dicha convergencia); sin
embargo, el reciproco no siempre es valido. A continuacién, veremos un ejemplo de ello en
un espacio de dimensién infinita.

Ejemplo 3.1. Sea (*(K) un espacio vectorial complejo. En este espacio, los elementos son
vectores de la forma

x = (ay,as,...), cona; € K, Vi € N.

Ademas, dichos elementos son cuadrado sumables, es decir

o0
Z |an|* < 0.
n=1

Definimos la siguiente sucesién {z,,}°2, C ¢*(K), donde
Tpn = (07 a071707"')7

se puede observar que la n-ésima componente es 1 y las demas son 0. Probaremos que la
sucesién converge débilmente a cero, pero no converge en el sentido usual.
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Queremos probar que
f(z,) — f(0) =0, n— oo, Ve X"
Donde 0 = (0,0,---,0,---). De forma equivalente, podemos demostrar que
|f(z,)| — 0, n — oo, Vfe X
Sea f € £*(K)* arbitrario. Ya que ¢*(K) un espacio de Hilbert (Ver [5], Capitulo 3, Seccién
1, Ejemplo 3.1-6, pagina 133), podemos aplicar el Teorema de representacién de Riesz (Ver

[5], Capitulo 3, Seccién 8, Teorema 3.8-1, paginas 188-190). De esta forma, garantizamos la
existencia de un elemento y € ¢* tal que

f(xn) = <xn7 y> = Z%E,

donde x,, = (a1, a2,...), y = (b1, ba,...) ¥ [[Ylle = [ lop-
Aplicando la definicién de f(x,) a la convergencia original, debemos probar que
{zn,y)| — 0, n — co.
Observamos que:
[{zn, )| = 10, -+, 0, 1,0, ), (Y1, -+ 5 Yn—1, Yy Y1, - )|
= [Unl.
Utilizando la igualdad anterior, la convergencia que se debe probar se redefine como
[Un] — 0, n — oo.

Por otro lado, recordemos que y € £2, entonces

oo
2 2
Iyll7, = lyal® < oo.
n=1

La condicién anterior implica que
lyn|> — 0, n — o0 = |yn] — 0, n — oc.
Utilizando el hecho que |7,,| = |ya|, obtenemos que
|| — 0, n — oo.
De esta forma se ha probado que

w
z, — 0, n — oo.
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Ya se demostrd que la sucesion {z,}°°; es débil convergente, nos falta verificar que
T, — 0, n — oo.
Para comenzar, notamos que

[0 = Ollz = [[zalle = 1.

[e.9]

Asi que {z,,}>2, no puede converger a 0; asi que, {z,}>>; no converge de la forma usual.

En el Ejemplo 3.1, se comprobd que la convergencia débil, no garantiza la convergencia de
forma usual. A continuacién, estudiaremos diversos resultados que relacionan la convergencia
débil con conceptos clasicos de la teoria de sucesiones.

Lema 3.1 (Convergencia débil). Sea X un espacio vectorial topolégico normado. Si {x,}oo
es una sucesion débilmente convergente, entonces:

a) El limite débil x de {x,}>2, es dnico.
b) Cada subsucesion de {x,},> | converge débilmente a x.

¢) La sucesion {||z,||}>2, es acotada.

Demostracion.

a) Por contradiccion, supongamos que el limite no es tnico, es decir 3z, y € X, donde z # y
tal que

T, —> T, N — 00, Ty, —> 1y, N — 00, donde x # .
Ya que {z,}.°, converge débilmente, se tiene que

Se observa que para cualquier f € X™, los elementos de la sucesién { f(x,,)}oo; son reales
o complejos; en consecuencia, su limite es unico, es decir f(z) = f(y). Utilizando la
linealidad de f, tenemos que

Ya que trabajamos en un espacio normado, podemos aplicar el Corolario 2.4; si f(x—y) =
0, entonces x — y = 0, obteniendo que = = y. Lo cual es una contradiccién y prueba que
el limite es tnico.
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b) Por definicién tenemos que

Se sabe que {f(z,)},2; CK, Vf € X", entonces cada subsucesion {f(x,,)}re; converge
al mismo limite que {f(z,)}.> ;. Es decir,

f(xn,) — f(z), k— oo.
Lo cual prueba que z,, 5z k — oo, que es lo que se deseaba.
¢) Por definicién, la convergencia débil implica que
flzn) — f(z), n — oo, Vfe X"

Al ser X un espacio normado, los funcionales en el dual son acotados. En consecuencia,
al tomar f € X™, tenemos que

[f(zn)| < cllzall,  VneN.
Definamos la evaluacion puntual para cada z, € X fijo
Gz, X" — K
f—= 9a,(f) = f(zn).
Por construccién {g,, (f)}o2; es una sucesién acotada, entonces
|9 ()] = |f ()| < cllanll = ¢

Aplicando el Teorema de Acotamiento Uniforme 3.1, se garantiza que existe una constante
c € R tal que
192, llop < ¢, Y0 € N.

Por otro lado, en 2.26 se probé que ||gs, [|,, = [|#x ]|, obteniendo que
lzall < e

De esta forma, verificamos que la sucesion {||z,||}52; es acotada.

]

Lema 3.2. Sea X un espacio normado. La sucesion {x,}.°, converge débilmente a x, siy
solo si se satisfacen las condiciones (A) y (B).

(A) La sucesion {||x,|}o2, es acotada.

(B) Sea M C X* un congunto total. Si f € M, entonces f(x,) — f(z),n — oc.
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Demostracion.

» “= " Por hipétesis z, — © n — oco. Dado que X es un espacio normado, podemos
aplicar el Lema 3.1 c), con lo cual obtenemos la condicién (A). El literal (B), es una
consecuencia inmediata de la definicion de convergencia débil.

» “ <=7 Asumamos que se cumplen las condiciones (A) y (B). Queremos probar que
existe € X tal que para todo f € X™, se cumple que

Tomemos f € X™* arbitrario. Por la condicién (A), ||x,| < ¢, para todo n € N; en parti-
cular se cumplird que ||z|| < ¢, siempre que ¢ sea una constante suficientemente grande.

Ya que M es un conjunto total de X™, se tiene que
Span(M) = X™.

Por la igualdad anterior, para cada f € X existe una sucesién { f;};°, € Span(M) tal
que
fi— f, 11— o0.

Lo cual significa que para todo ¢ > 0, 3N € N tal que, si 7 > N, entonces
€
”.fl - f”op < %

Ahora, utilizaremos el hecho que f; € Span(M) C X™; por la condicién (B),
filzn) — fi(x), n — oo.

Lo anterior se cumple para cada i € N fijo. Por la definicién de convergencia, para todo
€ > ( arbitrario, existe NV € N tal que, si n > N, entonces

[fien) = fiw)] < 5.

Tomemos ¢ € N fijo. Sea N € N tomado anteriormente, si n > N, entonces

() = f(@)] < [f(2n) = filwn)| + [filzn) = filx)| + |fi(z) — f(2)]

9
< = fillopllzall + 5+ 11fi = Fllop 2]

<5 +5+5
—Cc+ -+ —c¢
3¢ 3  3c
< €.

Ya que f € X* era arbitrario, la desigualdad anterior se cumple para todo f € X*,
esto muestra que
flan) — f(z), n— oo

Es decir, que la sucesién {x,}>2; converge débilmente a x.
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Teorema 3.2. Sea X un espacio normado. Si {x,}o> es una sucesion débilmente conver-
gente a x, entonces
||| < liminf ||z,||.
n—o0

Demostracién. Por hipétesis, X es un espacio normado. Aplicando el Teorema 2.21, al tomar
x # 0, se garantiza la existencia de un funcional f € X* tal que

|1

Por otro lado, {z,},>; es débilmente convergente, asi que para todo f € X*, existe z € X
tal que

=1 @] = e

f(z,) — f(z), n — oc.

La convergencia anterior se cumple para f, es decir

Ja) — f@), nooo. = |Fw)

— | 7@

, N — 00.

Usando el hecho que J?es un funcional acotado y Hﬂ

1
< 2 ol = iz
op

Al aplicar la definicién de limite inferior, tenemos que

=1, se tiene
op

| P

lim inf Hf(zn)

n—00

— lim Hf(xn)

n—oo

= 7@ = ta.

Lo anterior, es debido a que la sucesion converge y por ello tanto el limite inferior como el
limite superior, coinciden con en limite usual. Finalmente, obtenemos que

| 7@ < llzal

lim inf H}v(xn) < liminf ||z, ||
n—oo n—oo

Hf(x) < lim inf ||z,

n—oo
|z|| < liminf ||z,]|.
n—oo

]

Ahora estudiaremos algunos de los resultados de la convergencia débil para las convergencias
débil-*.
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Teorema 3.3. Sea X un espacio de Banach y una sucesion {f,}o>, C X*. Si

fo ot 2 o,

entonces f € X*.

Demostracion. La demostracion de este teorema serd omitida. Véase[5], Capitulo 4, Seccién
4.9, Lema 4.9-5, pagina 267. O

Teorema 3.4 (Funcionales). Sea X un espacio de Banach y {f.}or, una sucesion débil-*
convergente a f. El limite débil-* f es un funcional lineal y acotado, si y solamente si se
satisfacen las condiciones (A) y (B):

(A) La sucesion {||full,, et €s acotada.
(B) Sea M un conjunto total. Para todo x € M, la sucesion { f,(z)}re, es de Cauchy en K.
Demostracion.

» “=" Por hip6tesis, tenemos que f, —» f, n — oo. Es decir existe f € X* tal que

fulz) — f(z), n—o00, VreX.

Ya que f, € X*, Vn € N y X es un espacio normado, entonces f, es un funcional
acotado. Es decir,

[ Fn (@) < efl]].

La desigualdad anterior verifica la hipotesis del Teorema de Acotamiento Uniforme 3.1,
obteniendo que {||fu||,,}nz:1 es acotada, probando la condicién (A).

Sabemos que X es un espacio de Banach; si
falz) — f(z), n — oo, Ve € X,

entonces la sucesion {f,,(z)},2, es de Cauchy para todo = € X. En particular, serd de
Cauchy para todo x € M, probando asi la condicién (B).

» “ <=7 Asumiremos que se satisfacen las condiciones (A) y (B). Queremos probar que
existe f € X* tal que f,(z) — f(z),n — 0.
Por hipétesis, {[|full,p}ne1 es acotada, entonces Jc € R tal que

”anOP S C7vn € N

Dado que M es un conjunto total, al tomar x € X arbitrario, existe una sucesion
{z:}:2, C Span(M) tal que
T, — T, 11— 00.
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Para ¢ > 0, dN; € N, si ¢ > N, entonces

€
|z — z|| < —.

3c

Por construccién x; € Span(M), para cada ¢ € N. De la condicién (B), la sucesion
{fn(z;)}:2, es de Cauchy. Es decir, existe Ny € N tal que si m,n > Ny, entonces

3

|fn($z> - fm<xz>| < 3

Sea ¢ > 0 arbitrario y N = max{Ny, Na}. Si n,m > N, entonces
[fu(@) = fn(@)] < [ful2) = ful@a)| + [fa@i) = fn(@)| + [ fro(2i) = fru(2)]

9
< alloplle = @ill + 5 + [ fmllop 25 — ]

De esta forma, se probé que {f,(z)}>2; es una sucesién de Cauchy. Por construccién
{fn(x)}22; € K. Al ser K un espacio completo, la sucesién converge en el sentido
usual. El elemento x € X era arbitrario, en consecuencia, {f,(z)},2, converge para
todo z € X. Es decir,

falz) — f(z), n — oo, Vo € X.
Por el Teorema 3.3, la convergencia anterior implica que f € X*, concluyendo que

fnﬂ>f, n — 00.

3.2. Topologias débil y débil-*

En esta seccién, vamos a introducir los conceptos de topologias débil y débil-*, para ello nos
guiaremos de [8], capitulo 3, paginas 56-68. La importancia de estas topologias, es el hecho
que toman un papel fundamental en la demostracion del Teorema de Alaoglu.

Antes de dar una definicién formal de las topologias débil y débil-*, vamos a definir una
Z-topologia.
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Proposicién 3.1. Sea X un conjunto no vacio, {(Ya, 7a)aer una colecciéon de espacios
topolégicos v .% una familia no vacia de aplicaciones, definida como:

F =A{fa

Jo : X — Yy, a€lie 1}

La coleccion,

S=Sa  Sa={fa!(Ve):Vs€Ta fu, € F, B T}

acl

es una subbase de X.

Demostracion. Para probar que la coleccion S es una subbase de X, debe suceder que la
unién de todos sus elementos sean X.

SiV =Y, € 7,, entonces f;il (Y,) € S. Notamos que
A Y,)=XCS8.

[e7)

Por definicion § C X; de esta forma hemos probado que & = X, verificando que & es una
subbase de X. O]

Definicién 3.3 (.%- topologia de X). Sea X un conjunto no vacio, {(Ya, 7a) facr una colec-
cién de espacios topoldgicos y % una familia no vacia de aplicaciones, definida como:

F = {faz

fo, : X — Y, a€liel}.

Sea S la subbase de X definida por .7,

S:USO” Sa:{f;i1<vﬁ):‘/ﬂ€7'a7faiGﬁ)ﬁe(}}.

ael

La topologia generada por la subbase S, es llamada .#- topologia de X.

Una pregunta que puede hacerse es jqué tiene de especial dicha topologia? Lo especial, es
que al dotar a X con la .#-topologia, obtenemos una propiedad muy importante para cada
aplicacién de la familia ..

Proposicién 3.2. Sea X un conjunto no vacio, {(Ya,7.)}acr una colecciéon de espacios
topolégicos v % una familia no vacia de aplicaciones, definida como:

ﬁ = {fai

fo, : X — Yo,a€lie 1}

Si 7 es la #-topologia de X, entonces toda aplicaciéon de .# es continua con respecto a 7.
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Demostracion. Tomemos f,, € % arbitrario, definido como
foi 1 (X,7) — (Yo, Ta)-

Por definicion, la topologia 7 es generada por la subbase

S=JSa  Sa={fa'(Vh): Vs €T fo, € F.BET}.

ael

Sea V3 € 7, arbitrario, entonces f, 1(V/g) € T, pues es un abierto en si mismo; con esto
probamos que f,, es continua en 7. Lo anterior se cumple para todo f,, € .-#, en consecuencia,
las aplicaciones de la familia .# son continuas bajo la topologia 7 sobre X. O

Ya probamos que todas las aplicaciones de la familia .% son continuas, al dotar a X con la
F-topologia de X'; como siguiente punto, probaremos que la .%-topologia de X cumple algo
mas fuerte: es la topologia mds débil donde las aplicaciones de la familia .% son continuas.

Teorema 3.5. Sea X un conjunto no vacio, {(Y,, 7o) taer una coleccion de espacios to-
) ) €
poldgicos y F una familia no vacia de aplicaciones, definida como:

={fa | fo;: X — Yo, a€ i€ L}

La 7 - topologia de X denotada por T, es la topologia mds débil en X donde toda aplicacion

de la familia ¥ es continua.

Demostracidn. Sea 7' una topologia arbitraria de X, la cual satisface lo siguiente: si f,, € %,
entonces
foi : (X, 7") — (Y4, 7a),  es continua.

Usando la continuidad de f,, con respecto 7', si Vs € 7,, entonces f;'(Vjs) € 7. Sabemos
que la .%-topologia de X, denotada por 7, es generada por la subbase

S=J%:  Sa={fa'(Vs): Vs €Ta fo,€F BET}.

ael

Notamos que S C 7/, pues fojil(Vg) € 7’ para todo Vj € 7,. Ya que se satisfacen las hipGtesis
de la Proposicién 1.7, obtenemos que 7 C 7'; en consecuencia, 7 es la topologfa méas débil,
donde cada aplicacién f,, € .-# es continua. ]

A continuacién ejemplificaremos la forma que toma una .%-topologia.

Ejemplo 3.2. Consideremos el espacio vectorial topologico R, con 7 sy como su topologia
vectorial y R su campo de escalares. Sea .% la familia de aplicaciones, definida por

= {id | id: R — R}.

Lo que haremos sera escribir de forma explicita quien es la .%-topologia de R, denotada por 7.
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Sea A C X un subconjunto cualquiera, sabemos que id(A) = A; del mismo modo, se cumple
que
id ' (A)={r e X : idlx)=2¢€ A} = A.

La .# —topologia de X, es la topologia generada por la subbase
S = {idil(VB) © V3 € Tusual, B € J}.
Utilizando el hecho que id ' (A) = A, la subbase se redefine como
S={id"(Vs)=Vs : V3 € Tusuat, BEJ} ={Vs : Vj € Tusual, B € J}.

Se puede observar que S C Tuga- Por otro lado, la base generada por la subbase S, esta

dada por
B = {ﬂsi SZ-GS}.
i=1

Tomemos V € Tygual, sea z € V;si V =1id (V) € S C A. Con esto, se garantiza que existe
un elemento V € A tal que x € V C V| verificando asi todas las hipotesis del Lema 1.4,
obteniendo que 7 = Tygual-

En este ejemplo, dotamos a R con la .%#-topologia y observamos, que si la familia .% solo
consiste de la aplicacién identidad, entonces la .%#-topologia de R coincide con la topologia
usual.

Ahora veamos otro ejemplo. Analizaremos la .%-topologia de un conjunto que es bastante
conocido, nos referimos al producto arbitrario de espacios topologicos.

Ejemplo 3.3. Sea {(X4,7a)}acr una coleccién de espacios topolégicos y X el producto
arbitrario de estos espacios, definido como

X:HXQ.

acl

Ahora consideremos la familia
F ={n, | ael},

que es la coleccién de todas las proyecciones de X a X,. Recordemos que la .%-topologia de
X denotada por 7 es la topologia mas débil donde cada 7, es continuo; sin embargo, en la
Proposicién 1.21, demostramos que la topologia producto 7, es la topologia mas débil donde
esto sucede. Lo cual nos permite hacernos la siguiente pregunta ;las topologias coinciden?
.Se contradicen las definiciones? Para responder ambas preguntas, estudiemos cada topo-
logia.

Sabemos que la siguiente coleccion S es una subbase para 7,

S=JSu  Sa={n'(Vs) | Vs s}

ael
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Por otro lado, la topologia producto es generada por la subbase
S'=JS  Sa={m'(Vh) | Vs €}
acl

Se puede observar que § = &', asf que 7 = 7, por lo que se sigue manteniendo el hecho que
la topologia producto es la topologia mas débil donde las proyecciones son continuas y no se
contradice ninguna definicion.

Teorema 3.6. Sea X un conjunto no wvacio, {(Y,, T 1 una coleccion de espacios to-
) ay lTa) Jae
poldgicos de Hausdorff y % una familia no vacia de aplicaciones, definida como:

F = {}a,

Denotemos por 7 a la % -topologia de X. Si F es una familia que separa puntos de X,
entonces (X, T) es un espacio de Hausdorff.

fo, : X — Yy aeliel}.

Demostracion. Por hipétesis, .% separa puntos de X; es decir, si z,y € X, x # y, entonces
Ifa; € F tal que fo, () # fa,(y)-

Para cada a € I, al tomar f,.(x), fa,(y) € Y, tal que fo,(z) # fa,(y); ya que Y, es un espacio
de Hausdorff, se garantiza la existencia de conjuntos abiertos disjuntos U y V' € 7, tal que

fai(x) S U7 fai(y) eV.

Por definicién, para cada a € I, las aplicaciones fo, : (X4, 7) — (Y4, 7,) son continuas;
por lo cual, si U y V € 7,, entonces f(;il(U) y fojil(V) € 7. Por construccién = € f;il(U),
y € £, (V). Ademés, se tiene la siguiente igualdad

OO0 V) = 110N V) = f.1(0) = 0.

De esta forma, hemos encontrado dos conjuntos abiertos disjuntos f,'(U) y f.' (V) € T,
que contiene a x e y, respectivamente; dado que x e y, eran arbitrarios, hemos probado que
X es un espacio de Hausdorff bajo la topologia 7. O]

Ahora, volvamos a estudiar el ejemplo (3.3) y veamos que sucede si la coleccién arbitrario
cumple una propiedad especifica.

Ejemplo 3.4. Sea {(X,, Ta) taer una coleccién de espacios topolégicos, definamos
X =[] X
acl
Consideremos la familia .# = {r, | a € I'}. Ya estudiamos que la .#-topologia de X, deno-

tada por 7, coincide con la topologia producto 7.

Analicemos que sucede, si X, es un espacio compacto y de Hausdorff, para todo o € I.
Para comenzar, aplicando el Teorema de Tychonoff 1.15, tenemos que, (X, 7,) es un espacio
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compacto.

Ahora vamos a probar que la familia .# separa puntos. Sean z,y € X, donde
T = (Ta)act, Y= (Ya)acr, con T F#y,

asi que, Ja € [ tal que z, # y,. Con dicho « definamos la proyeccién m,,

T X — Xg,

(sz)aEI — Zq-
Al tomar z, y € X, dados anteriormente, notamos que
TolT) = Ta, Ta(y) =Ya = TalT) # TalD).

Esto prueba que .# separa puntos de X. Hemos verificado todas las hipdtesis del Teorema
3.6, entonces (X, 7) es un espacio de Hausdorff.

Recordemos que 7, = 7; asi que, el espacio producto (X, 7,,) es Hausdorff y compacto, siempre
que se satisfagan las condiciones definidas anteriormente.

El hecho que una familia separe puntos nos permite obtener una gran cantidad de resultados,
tal como se vio en el Teorema 3.6; sin embargo, no es el inico. A continuacion, estudiaremos
otro resultado de este tipo.

Teorema 3.7. Sea (X,T) un espacio topoldgico compacto y {fn}rey una sucesion de fun-
ciones continuas. Si la familia,

F=A{fo| fn: X —K neN}
separa puntos de X, entonces X es metrizable.

Demostracion. Para comenzar, definamos la siguiente funcion,

d(z,y) =Y 27" fulz) = faly)l,

Verifiquemos que cumple todos los axiomas de una métrica.

» Dado que 0 < ||, entonces
0 <27 ful@) = fuly)] D 27" fulw) = falw),
n=1

por lo que 0 < d(z,vy).
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» Debemos probar que d(x,y) = 0 si y solamente si z = y.

“ =" Tenemos como hipdtesis que d(x,y) = 0, entonces
> 27" fal@) = faly) = 0
n=1

27" fu(2) = fuly)] = 0,
[fu(@) = fuly)] =0,

fu(x) = fuly) = 0.

Hemos obtenido que, f,(z) = f.(y), para todo n € N; dado que .% separa puntos, lo
anterior implica que r = y.

“ =7 Tenemos como hipétesis que x = y, sea n € N fijo. Observamos que
fn(@) = fuly)
fu(@) = fuly) =0
27" ful@) = fu(y)] = 0

D 27 fulw) = faly)] =0

d(xz,y) =0.
De esta forma, se verifica el segundo axioma de una métrica.

» Ahora verificaremos que d(z,y) = d(y, z).

d(z,y) =Y 27" ful@) = )| = D27 fuly) — ful2)| = d(y, ).

La igualdad anterior prueba el tercer axioma de una métrica.

» Verificando que d(z,y) < d(x, z) + d(z,y).

d(z,y) =D 27" ful@) = fuly)|
§ ZQin‘fn(m) - fn(z) + fn('z) - fn(y)’

<D 27 fal@) = ful] )27 fal(2) = fuly)]

<d(z,z)+d(z,y).
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Ya que hemos demostrado los cuatro axiomas, se tiene que d(zx,y) es una métrica.

El siguiente paso, es probar que la serie d(z,y) es uniformemente convergente, aplicando el
criterio de la M de Weierstrass (Ver [2], Capitulo I, Seccién 6, Teorema 6.2).

Por el Teorema 1.1, si X es compacto y f, es continuo, entonces f,(X) es compacto. Por
otro lado, al ser (K, Tysua) un espacio métrico, la Proposicién 1.24 nos dice que f es acotado;
es decir, AM,, > 0 tal que

|fnu(x)| < M, para todo z € X,n € N.

Al estar en un espacio vectorial, si z,y € X, entonces x — y € X, por lo que

|fu(z) = fuly)| < M, para todo z,y € X,n € N,
27" fu(x) = fu(y)|27" < M, para todo x,y € X,n € N.

Tomemos M = max{M,}, entonces
neN

Sz S v (1) <
n=1 n=1 n=1

Aplicando el criterio de la M de Weistrass, la serie,

> 27 falw) = fuly)l

es uniformemente convergente en X x X.

Para cada n € N, f,, es continua; por la convergencia uniforme, la funcién

A, y) = 327 ful) = fuly)]

es Tp-continua en X x X con respecto a la topologia producto.

Ahora verificaremos que 7, C 7. Sea U € 74 arbitrario, por definicién, para todo x € U
existe € > 0 tal que B.(z) C U. Lo que haremos serd probar que la bola abierta B.(z), es
un conjunto abierto en 7.

Definamos la funcién d,, para cada = € X, la cual esta dada por

d, : X — K

Y —> d(m, y).
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Ya que d es continua, d, también lo es; utilizando la continuidad de d,, si B:(0) € Tusual
entonces d,'(B.(0)) € 7. Notamos que

d;'(B:(0)) = {y € X : du(y) € B:(0)}
={y € X :|d(z,y)| <e}
={ye X :d(z,y) <e}
= B.(z).

Dicha igualdad, comprueba que B.(z) es un conjunto abierto en 7, por lo que U € 7. De
esta forma, hemos probado que 7, C 7.

Al ser (X,7;) un espacio metrizable se tiene que es Hausdorff, y por hipdtesis (X, 7) es
compacto; ademas, 7; C 7; lo anterior satisface todas las hipdtesis del Teorema 1.14, entonces
74 = 7. La igualdad de las topologias, implica que el espacio (X, 7) satisface las mismas

propiedades topoldgicas que el espacio (X, 74), por ello (X, 7) es metrizable. ]
Lema 3.3. Sea (X,K) un espacio vectorial y tomemos f1, fa, ..., fn, [ funcionales lineales.
Definamos

N={zeX: fi(z)=--= fulx) =0}.

Las siguientes propiedades son equivalentes:
a) Existen escalares ay, ... ,a, € K, tal que f =ai1fi+ -+ anfn.

b) Existe un escalar v < oo, tal que

|f(x)| <~ méx | fi(z)], para todo v € X.

1<i<n
c) f(x) =0, para todo x € N.

Demostracion.

a) Probaremos que “a) = b)”.

Por hipdtesis, existen escalares aq, ..., «a, € K tal que

f=afi+-+a,fn
Sea x € X arbitrario, notamos que
[f(2)] = lavfi(z) + - - + anfu(2)]
< lenfi(@)] + - + lanfu(2)]
< Jeallf@)] + -+ Jen[ fa(2)]
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Definamos g(x) = gix |fi(z)], de esta forma, tenemos que
<i<n

[f@)] < laal[fr(@)] + - + |an|| fu(2)]
< laalg(@) + -~ + |an|g(2)
< (Joa] 4 -+ + [an[)g(2).
Al tomar, v = (Jay| + - - + |an|) < 00, reescribimos la desigualdad anterior como
|f ()] < vg(@).
Lo cual prueba la condicién b).

b) Probaremos que “b) = ¢)”.

Por hipédtesis, existe un escalar v € R, v < oo tal que

|f ()] <’ylr£1;§u<x | fi(z)], para todo = € X.
Six € N, entonces
fi(x) = folz) = ... = fu(x) = 0.

Por lo anterior, lrgéx |fi(z)| = 0, siempre que = € N. Asi que
<i<n

lf(x)] <0 Vr e X.
Finalmente, por definicién de valor absoluto
0<[f(@)] = [f(#)|=0 = [f(z)=0.
Lo cual prueba que f(z) =0, Vz € N.

¢) Probaremos que “c) = a)”.

Por hipétesis, f(z) = 0, para todo z € N. Definamos la aplicacién
f: X —K

tal que si x € N, entonces f(z) = 0. Por construccién, tenemos que
ﬂker(fi) = N Cker (f).
i=1

Observemos que la igualdad no se garantiza, pues pueden existir x € X \ N tal que

f(z)=0.
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Definamos la siguiente aplicacion
g: X — K"
T (f1<5(]>, ceey fn(x))

Verificaremos que ¢ es lineal. Sean x, y € X, a € K, tenemos que

9@ +y)=(filz+y),..., falz+y)) glax) = (filax), ..., falaz))
= (fi(@) + [i(y), -, fa(@) + fuly)) = (afi(z),. .., afu(2))
= (fi@),- - ful@) + (f1(y), - fuly) = a(fi(@),. .., ful2))
= g(z) + 9(y), = ag(x).

Por otro lado, g(X) = Im(g) = I es un subespacio de K". Con ello definimos la siguiente
aplicacién sobre I,

h:I—K
9(x) — h(g(x)) = f(2),

donde g(x) = (fi(z),..., fu(z)), para algin x € X. En conclusién, para todo g(z) € I,
existe un x € X tal que
hg(z)) = f(z).

Verifiquemos que h es un funcional lineal. Sea g(z),g(y) € I, a € K, tenemos que

h(g(z) + 9(y)) = h(g(z +y)) h(a - g(x)) = h(g(o - x))
= flz+y) = fla-x))
= f(@)+ f(y) =a- f(z))
= h(g(x)) + h(g(y)), = a - h(g(x)).

Ya que h es lineal, por el Teorema 2.16 tenemos que h es acotado. En general, podemos
decir que estés tres aplicaciones estan relacionadas de la siguiente manera

9
X

C K"

1
K
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El diagrama anterior, nos servird para probar que g esta bien definida. Inicialmente, no
sabemos nada sobre ¢, podria suceder que dados x1, 29 € X, entonces

g(x1) = g(xza),  g(w1),g(xa) € I.

Para que h esté bien definida, debemos probar que
h(g(z1)) = h(g(x2)).
De momento se tiene que g(z1) = g(x2), entonces

g(x) = g(x2)
(fi(@1), s ful@n)) = (fila), - ful@2)).

De la igualdad anterior, debe suceder que

= fi(z1) = fi(z2) Vi=1,...,n
= fi(x1) — fi(z2) = Vi=1,...,n
= fi(r1 —22) =0 Vi=1,...,n

=—=r — 129 € N C ker f.

Hemos obtenido que x; — x5 € ker f, entonces

flzg —x9) =0
f(z1) = fla2) =0
f(a1) = f(2)
h(g(z1)) = h(g(z2))

Lo cual prueba que h esta bien definida en I.

Por el Teorema de Hahn-Banach para espacios normados 2.20, al ser h un funcional lineal
bien definido en [ y I C K", se garantiza la existencia de funcional lineal h, definido como

h:K*— K, h(y)=hly), Vyel.

Al ser K un espacio vectorial de dimensién finita, sabemos que Ilay, ..., a, € K tal que

h(y) =0y + -+ Qpln,

donde y = (y1,...,yn), cony; € K, Vi=1,... n.
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Tomando g(z) € I C K", debe ser que g(z) = (fi(x),..., fo(x)), para algin = € X. Por
definicién, se cumple que

arfi(z) + -+ apfolr) = f(x), VrelX.

Asi que existe una coleccién tunica de escalares aq,...,«a, € K tal que

a1f1<x) +ooet O‘nfn(x> = f([E)
Lo cual prueba el literal a).

]

Teorema 3.8. Sea (X, K) un espacio vectorial e Y un espacio vectorial que separa puntos
de X, el cual contiene funcionales lineales de X . Si T es la'Y -topologia de X, entonces (X, T)
es un espacio localmente convexo. Ademds, el dual de X esY .

Demostracion. Tenemos que K =R o K = C, en ambos casos. K es un espacio de Hausdorff
CoN Tysual- Definamos la siguiente familia de funcionales

Y ={fs : fa€X acll}

Por hipotesis, Y es un espacio vectorial que separa puntos de X; ademads, el codominio
(K, Tusua) €s un espacio de Hausdorff. De este modo, se satisfacen todas las hipétesis del
Teorema 3.6, por lo que (X, 7) es un espacio de Hausdorff, donde 7 es la Y-topologia de X.

Iniciaremos probando que 7 es invariante bajo la traslacion; es decir que al trasladar un
conjunto abierto con respecto a un punto x € X este sigue siendo abierto bajo 7.

Por definicion, 7 es la topologia generada por la subbase

S:USaa Sa:{fojl(v,@):V,BeTusualaBEJvfaEY}'

acl

Para lograr nuestro objetivo, es necesario probar que la subbase es invariante ante traslacion.

Dado f,'(V3) €S, con a € I, y B € J arbitrarios, se debe verificar que (f,'(V3) +v) € S,
para todo v € X.
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Sea v € X arbitrario. Probaremos la siguiente igualdad f, (V) +v = £, (Vs + fu(v)).
“C” Sea w € f,*(V3) + v, entonces x =y +v, y € £, (V3)

=z —v e f,'(Vp)

= fa(z) = fa(v) € V3

= fo(z) € Vi + folv)

— € Jo (Vs + falv)).

“2" Siz € £, (Vs + fulv)), entonces fo(z) € Vs + falv). Lo anterior nos permite obtener
que

= fo(@) = fa(v) € V3
= folr —v) € Vj
=z —v e f, ' (Vp)
=z € ;' (V3) +v.

De esta forma, se verifica que f,*(Vs) +v = £, ' (Vs + fa(v)).

Sabemos que (K, 7ysua1) €s un espacio vectorial topoldgico; en consecuencia, si Vs € Tusyal,
entonces Vi + fo(v) € Tusual, con fo(v) € K (pues es la traslacién de un conjunto abierto).
Aplicando la pre imagen al conjunto anterior, tenemos que

fVe) +v=f (Ve + fulv) €Sa CS.

Lo cual prueba que los elementos de la subbase S, son invariantes sobre traslaciones.

Ahora probaremos que U +v € 7, donde U € 7 y v € X. Recordemos que la topologia 7 es
generada por la subbase S; es por ello, que la coleccion

— {ﬂs,-|sies,z’:1,...,n},
=1

es una base para la topologia 7. Por el Lema 1.1, U € 7 es de la forma,
U= U m fi_l(vﬂ)a VB € Tusual-
neNi=1
Lo que haremos inicialmente serd probar la siguiente igualdad de conjuntos, donde v € X,

es arbitrario
(U ()£ (Vs) + ) Uﬂf (Vs + fi(v)).

neN =1 neNi=1
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“C” Seax € (U ﬂ N (Vs) + v), entonces t =y +v,cony=x —v € U ﬂ (V).

neNi=1 neN =1

— dneNtalquer —v € ﬂf[l(Vg)
i=1

=z —v € f(Vp), Vi=1,...,n
= fi(z) — fi(v) € V3, Vi=1,...,n
= fi(z) € Vs + fi(v), Vi=1,...,n
=z € f7(Vs+ fi(v)), Vi=1,...,n

=>56€ﬂf (Vs + fi(v),,

= Uﬂf (Vs + fi(v)).

neNi=1

“D” Sea x € U ﬂ f7 (Vs + fi(v)), donde fi(v) € K. Para comenzar, se cumple que

neNi=1
U ﬂf (Vs + fi(v <U ﬂ Vs + fi(v ) , asi que, f;(z) € U ﬂ(Vg + fi(v)).
neN =1 neNi=1 neNi=1
—> dn € N tal que f;(z EﬂVg—i—f,
=1
= fi() € Vs + fi(v), Vi=1,...,n
:>f7,(2§')—fl<v)€v,3, Vi=1,...,n
= fi(x —v) € Vj, Vi=1,...,n
—x—v € fi1(Vp), Vi=1,...,n
:>:L”€fl-_1(V5)+U, Vi=1,...,n

=z e )i (Ve)+v
i=1
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De esta forma, hemos probado que,

U—l—v=<Uﬂf{1(V5) ) Uﬂf (Vs + fi(v), Vs € Tusuar

neNi=1 neNi=1

Al ser K un espacio vectorial topoldgico, si Vi € 7, fi(v) € K, entonces Vi + f;(v) € 7. Al
aplicar la pre-imagen al conjunto anterior, tenemos que

Uﬂf (Vs + fi(v) =U+ver

neNi=1

Que es lo que deseabamos demostsrar.

Sean f; € Y, r; >0,i=1,...,n; con estos elementos, definamos el siguiente conjunto,

={z: |fi(zx)|<r;parai=1,...,n}.

Observemos que el conjunto V,,, depende de una cantidad n de funcionales lineales y de
escalares r; > 0. Como siguiente paso, vamos a verificar que V,, es convexo y la igualdad

V. = (1/2)V,, + (1/2)V,

» Sea 0 <t < 1. SizyeV,, entonces |f;(x)| < i |fily)| < 7, para todo i =1,...,n.
Utilizando lo anterior, obtenemos que,

|fitz + (1 = t)y)| = [fi(tz) + fil (1 = t)y)]
= [tfilz) + (1 =) fi(y)]
< [¢[lfi(@)] + [(1 = O)[fi(y))]
< tlfi(x)[+ @ =) fi(y)|
<tr; + (1 —t)r
<7

La desigualdad anterior, se cumple Vi = 1,...,n, asi que tx + (1 — t)y € V,,. Lo cual
prueba que V,, es convexo.

= Vamos a demostrar que
(1/2)Vo + (1/2)Va = Vs, (3.1)
e “C” Sabemos que V, es convexo, al tomar ¢ = 1/2, tenemos que
(1/2)V,, + (1/2)V,, C V,.

e “D” Sea z € V,, entonces |fi(z)| < r;, Vi = 1,...,n. Por otro lado, podemos
reescribir a x como = = (1/2)x + (1/2)x. Si x € V,,, entonces (1/2)z € (1/2)V,,
lo cual garantiza que x € (1/2)V,, + (1/2)V,,. Probando asi la igualdad.
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Ahora, vamos a probar que la coleccion,
Vo=A{V, : neN}, Vo=Az : |fi(zx)|<r;parai=1,...,n}

es una base local de 0.

1. Probaremos que V,, € 7, Vn € N.

Por definicion de Y-topologia de X, la aplicacién
fi : (X7 7—) — (K; 7_usual)

es continua; en consecuencia, si B, (0) € Tysual, entonces f~'(B,.(0)) € 7. Por otro
lado, notamos que

fi 1 (B (0)) = {z € X : fi(x) € B, (0)}
={z € X :|fi(z)] <ri}.

Al intersecar los conjuntos anteriores para i = 1,...,n, se cumple que

n

(7B, (0) ={z e X :|filx)| <rii=1.. n}=V,

=1

Ya que V,, es una interseccion de conjuntos abiertos, se tiene que V,, € 7; probando de
esta forma que Vy C 7.

2. Sea n € N arbitrario. Tenemos que, x = 0, dado que f;(0) = 0, entonces
|f1<0)|<7’2 Vi=1,...,n.
En consecuencia, 0 € V,,, Vi = 1,...,n. Lo cual prueba el primer axioma de base local.

3. Sea U € 7 arbitrario, de modo que 0 € U. La topologia 7 es generada por la subbase
S; asi que, para todo z € U, dm € N tal que

m
e (V7' Us) CU.  Up € Tugual, con B € J.
i=1
En particular, lo anterior se cumple para x = 0, asi que, 0 € f; '(Us), Vi=1,...,m.

Ya que f; es lineal, si 0 € f;!(Us), entonces f;(0) = 0 € Us. Una base local en 0 para
la topologia usual en K, esta dada por las bolas abiertas de centro 0; en consecuencia,
3r; > 0 tal que B,,(0) C Ug,

— [7NBL0) C S WUy, Vi=1,..m
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Vamos a demostrar que existe un conjunto de la forma V,,, tal que
i=1
Definimos V,, = {z : |fi(z)| <r;,i=1,...,m}, notamos que

(V71 (B(0) = [ Wz € X : fi(x) € Br(0)}

=Nwe X : @) <r}

= V-

Lo cual prueba que
Vo= ()71 (Br(0) S () i Us).
i=1 i=1

Con esto, se demuestra el tercer axioma de una base local.

Se tiene, que V,, es un vecindario abierto de 0, Vn € N; por la Proposicién 2.29, el conjunto
V,, es absorbente. En conclusion, la coleccion V, solo posee conjuntos absorbentes.

Otro punto importante en esta prueba, es verificar que (X, 7) es un espacio vectorial topolégi-
co; por hipétesis (X, K) es un espacio vectorial y (X, 7) es un espacio topoldgico, debemos
verificar que los unipuntuales son cerrados, y que tanto la adicién como multiplicaciéon por

escalar son continuas.

» Verificando que los unipuntuales son cerrados. Sea = € X, probaremos que X \ {z} es

abierto.

Se tiene que

X\{ay= |J w+Va), Vaewcr

yeX\{z}

Anteriormente, se probd que la topologia 7 es invariante sobre traslaciones; en conse-
cuencia, si V,, € Vy C 7, entonces y + V € 7, donde y € X. Por ello, U € 7 pues es la

unién arbitraria de conjuntos abiertos.
= Probando que la adicion,

+: XXX —X

(z,y) — 2z +y
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Es continua. Se probara que + es continua en (0,0), pues recordemos que la continui-
dad en un punto implica la continuidad en todo el espacio X x X.

Sea U un vecindario abierto arbitrario de +(0,0) = 0. Se ha mostrado que X posee
una base local de 0; por lo que, existe un conjunto V,, € V, tal que

0eV,CU.

Por construccién 0 € V,,, lo cual implica que 0 € (1/2)V/,.

Con lo anterior, garantizamos la existencia de dos vecindarios abiertos V{ y V; de 0,
donde
Vi=V; =(1/2)V,.

Por definicién V{ x VJ es un abierto en la topologfa producto; utilizando (3.1) tenemos
que
+((1/2)V,, x (1/2)V,,) = (1/2)V,, + (1/2)V,, =V,, C U.

Por el Teorema 1.4, probamos que la adicién es continua en (0,0) y en consecuencia,
es continua en todo X x X.

= Ahora probaremos la multiplicacién por escalar,
S Kx X — X
(,y) — a-x

es continua. Sea U C X un vecindario abierto arbitrario de o - x, con o € K,z € X.
El conjunto —a - x 4+ U, es un vecindario abierto de 0. Por definicién de base local,
3V, € Vy tal que

V,.C—-a-2+U — V,+a-zC+U.

Ya que V,, € V), es absorbente, para el elemento x dado al inicio, ds > 0 tal que x € sV,.

Sea r > 0, el conjunto B,(«), es un vecindario abierto de «; con dicho r, construimos
el vecindario abierto de x, dado por x + rV,,.

Debe suceder que 5 € B,(a), entonces 3(z +rV,) C a - x + V,; sin embargo, el hecho
que la inclusién sea verdadera, depende del r que se tome; nuestra labor es encontrarlo.

Siy e x+rV,, entonces y —x € rV,, v se tiene la siguiente igualdad

t=F0y—ar=QPF—-a)y+aly—=z) € (f—a)(z+rV,)+alrV,).
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Ademas, tenemos las siguientes relaciones:

e SizesV, = V,+xCV,+sV,.
e Sif—a<r = (B —«a)AC A, para cualquier subconjunto A.
o r(rV, +sV,) +arV, = [r(r+s) + ar|V,.

Con las relaciones anteriores, tenemos que

(B —a)(x+1rVa) +a(rVy) C[r(r+s) + ar]V,.

Lo anterior, nos permite afirmar que Sy —ax € [r(r+s)+ar]V,; pero queremos probar
que
[r(r+s) + [alr]V, € Vi,

esto pasard si y solamente si r7(r + s) + |a|r < 1.

Para que se satisfaga la desigualdad anterior, debe ser que r(r+s) < 1/2y |a|r < 1/2,
asi que

lalr <1/2 = <¥L
a|r r .
2l

Asumiendo que r < s, entonces

r+s<s+s

r(r+s) <r(2s)

P < = (e ts) <
sir < — r(r+s —.
~ 4s -2
Al't md L] ti
omar r = min ¢ —, —, — ¢, se tiene que
2la]’ 2745 [ K
r(r+s)+|alr <r(2s)+ _]a] ,
- 2|
1 1
< —(2 —_—
< 5o 8)+2|a||04|,
<1—|—1
-2 2
<1
, 1 s 1 .
Tomando r = min ¢ ——, —, — », se satisface que
2o 27 4s

[r(r+s)+ |a|r]V, CV,.
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La inclusién anterior, nos permite obtener que
py—azx € lr(r+s)+alrlV, = py—azxeV, = pyec(a-z+V,).
Lo anterior garantiza que
Blx+rV,) Ca-x+V, CU, siempre que | —a| <r
— a-x+ [B(V, +x) CU, siempre que | —a| <r
De esta forma, se prueba la continuidad de la multiplicacién por escalar.

De momento, hemos probado que X donde 7 es la topologia vectorial y K su campo de
escalares, es un espacio vectorial topoldgico. Por otro lado, como V, es una base local de 0,
donde todos sus elementos son convexos, se obtiene que V), es una base local convexa de 0;
como consecuencia inmediata, (X, 7) resulta es un espacio localmente convexo; sin embargo,
nos falta verificar que X* =Y.

Recordemos que el dual de un espacio vectorial topolégico se define como
X ={f | f:(X,7) — (K, Tusua1), [ lineal y continuo }.
Para probar que X* =Y, lo haremos por doble inclusion.
s “D7 Sea f € X*. Construyamos la siguiente familia de funcionales lineales
F=A{fi + fieYi=1,...,n}
Con estos elementos, definamos el conjunto.
Ve=A{eeX:|filx)|<l,i=1,...,n} €V
Y con el conjunto anterior, definamos
B=A{lfi(x)] -z € Va} U{|f (@) : |f(2)| <1,z € X}.
Ahora, consideremos el maximo de dicho conjunto, 6 = max{B}. Por definicién de

maximo,

[f(z)] <o <L

De esta forma se cumple lo establecido en el literal b) del Lema 3.3, lo que implica el
literal a); es decir, existen escalares a; € K, i = 1,...,n tal que

= Zaifi(f’c)-

Ya que hemos escrito a f como una combinacién lineal de funcionales, con f; € Y, se
tendra que f € Y. Dicha afirmacién es valida, pues Y es un espacio vectorial.
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= “C" Sea f, € Y. Por definicién f es lineal, ademas, f, es continuo, bajo 7. En con-
clusién f, € X™.

De esta forma, hemos finalizado la prueba.

[]

Ahora que hemos dado esta serie de resultados y nociones generales; finalmente, estudia-
remos la topologia débil y débil-* de un espacio vectorial topoldgico X.

Definicién 3.4 (Topologia débil). Sea X un espacio vectorial topolégico, cuyo dual X*,
separa puntos de X. La X™*-topologia de X, es llamada topologia débil de X.

A la topologia débil de X (también llamada X*-topologia de X), la denotaremos por 7,,. Al
espacio vectorial topoldgico X dotado con 7, lo denotaremos por X,,.

Observacion. Notemos que la topologia débil solo puede obtenerse en espacios vectoriales
topoldgicos X, cuyo dual separe puntos. Por ejemplo: los espacios vectoriales topolégicos
localmente convexos (Ver (2.30)).

Corolario 3.1. Sea X un espacio vectorial topologico cuyo dual separa puntos y T, Su
topologia débil. Si dotamos a X con 1, entonces X,, es un espacio localmente convexo tal
que (X,)" = X",

Demostracion. Sea T, la X*-topologia de X. Por hipdtesis, el dual, X™*, es un espacio vec-
torial que separa puntos de X. Aplicando el Teorema 3.8, tendremos que X, es un espacio
localmente convexo cuyo dual es X*; es decir (X,,)" = X™. O

Antes de definir la topologia débil-*, vale la pena hacer un pequeno recordatorio de la
aplicacion candnica, la cual relaciona el espacio dual de X™ con el espacio original, utilizando
la evaluacién puntual. La aplicaciéon candnica estd definida como sigue

C: X — X*
z — ga(f),
donde g, es la evaluacion puntual, definida por
gr: X' — K
[ g.(f).

Notemos, que por definicién g, € X**. Para definir la topologia débil-*, debemos considerar
el conjunto de todos las evaluaciones puntuales

{9: | 9. : X" — K, z€ X}

Dicho conjunto, es una familia de aplicaciones que separa puntos de X™* (ver Proposicién
2.28).
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Definicién 3.5 (Topologia débil-*). Sea X un espacio vectorial topoldgico, 7 su topologia
vectorial, K su campo de escalares. Consideremos la familia de las evaluaciones puntuales,
definida por

F={g. € X" | g.: X" —KuzreX}

La .Z%-topologia de X*, es llamada topologia débil-* de X*.

La topologia débil-* de X* (también llamada X-topologia de X™) se denotard como 7. El
espacio vectorial topologico X™* dotado con 7., se denotard por (X™),..

Al igual que en la topologia débil, puesto que la coleccién,
F={g. €« X" | g : X" —KzeX}

separa puntos de X™; por el Teorema (3.8), tenemos que (X*),. es un espacio localmente
convexo.

Observacion. A diferencia de la topologia débil, la topologia débil-* puede obtenerse para
el dual de cualquier espacio vectorial topologico X, sin importar si este separa puntos o no.

Ahora que hemos dotado a un espacio vectorial topolégico X con su topologia débil 7, de-
notado por X,,, podemos preguntarnos, ;qué sucedera si a X,, lo doto con su topologia débil?

Sabemos que X, es localmente convexo y su dual separa puntos; por el Corolario 3.1 se tiene
que (X,,)* = X*. Por otro lado, la topologia débil de X,,, es la X*-topologia de X,,, en este
caso se obtiene que (X)), = X.

Proposiciéon 3.3. Sea X un espacio vectorial topoldgico. La topologia débil 7, es la topo-
logia mas débil donde los funcionales f del dual son continuos.

Demostracion. Sea f € X™, asi que f es T-continuo. Recordemos que 7, es la X*-topologia
de X; por definicién 7, es la topologia mé&s débil en X donde los funcionales f € X™ son
continuos. Probando lo que se deseaba. O

Sea X un espacio vectorial topologico, T su topologia vectorial, 7, su topologia débil. Cuando
trabajamos un espacio sobre diversas topologias, es necesario especificar la topologia sobre
la que se trabaja; debido a ello nos vemos en la necesidad de definir: vecindarios originales,
vecindarios débiles, vecindarios débil-*, cerradura original, cerradura débil, cerradura débil-
*originalmente acotado, débilmente acotado y débil-* acotado, entre otros. Cuando se
mencione la palabra débil o débil-*, se refiere a que se trabaja bajo 7, 0 T,+; sl no sé
especifica, se asume que se trabaja bajo la topologia vectorial.
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Teorema 3.9. St X es un espacio vectorial topolégico de dimension infinita, entonces cada
vecindario débil V' de 0 contiene un subespacio de dimension infinita.

Demostracion. Sea T, la topologia débil de X. El espacio X,, posee una base local dada por
Vo =4V, :n € N}, Ve=Ax : |filx)|<mry, fie X*i=1,...,n}.

Los conjuntos V,,, dependen de una cantidad finita de funcionales f; € X™ y radios r; > 0,
Vi=1,...,n.

Sea U un vecindario abierto débil de 0; por la base local, existe V,, € V, tal que
V,CU.
Definamos la aplicacion
f: X—0C"
z — (fi(x))i=1,...n,
donde (f;, ..., fu) es una n-upla. Por otro lado, vemos que
ker(f)={rx e X : fi(lzr)=0,Vi=1,...,n}.
Por el Teorema de Rango-Nulidad, tenemos que
dim(X) = dim(ker(f)) + dim(Ran(f))

< dim(ker(f)) + dim(C")

< dim(ker(f)) + n.
Ya que X es un espacio de dimensién infinita, deberia ser que

dim(ker(f)) +n = oo — dim(ker(f)) = oo.

Lo cual verifica que ker(f) es un subespacio vectorial de dimensién infinita.

Ahora probemos que ker(f) C V,. Si z € ker(f), entonces fi(z) =0, Vi = 1,...,n; por lo
que
Ifilx)] <0<r, = z€V,

De momento, hemos probado las siguientes inclusiones,

ker(f) CV, C U.

Dado que ker(f) es un subespacio de dimensién infinita, se comprueba que un vecindario
abierto arbitrario U de 0, contiene un subespacio de dimensién infinita. O
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Corolario 3.2. 51 X es un espacio vectorial topologico de dimension infinita, donde todo
vecindario abierto de O contiene un subespacio de dimension infinita, entonces X, no es
localmente acotado.

Demostracion. Por contradiccion, vamos a suponer que X, es localmente acotado, asi que
existe un vecindario abierto débilmente acotado W de 0. Por hipotesis, X es de dimension
infinita, con ello se satisfacen las hipotesis del Teorema 3.9 y se garantiza la existencia de un
subespacio vectorial Y de dimensién infinita tal que

YW = Y #{0}.

Se ha verificado que W es un conjunto abierto que contiene un subespacio no trivial; por la
Proposicién 2.12, W no es débilmente acotado; sin embargo, esto es una contradiccion a la
hipétesis que W es débilmente acotado. De esta forma probamos que X, no es localmente
acotado. O]

Teorema 3.10. Sea X un espacio vectorial topoldgico localmente convexo. St E es un con-
Junto convexo, entonces la cerradura débil de E, coincide con la cerradura original; es decir

—=w

E" =FE.
Demostracién. Para probar que E = E, lo haremos por doble inclusién.

s “C” Por definicion 7,, C 7, en consecuencia, los conjuntos cerrados de 7, también son
cerrados en 7.

Enl ’ ~ . . ——w
Se sabe que E es el cerrado mas pequeno que contiene a F; sin embargo, £ es un

. . « ey =w
conjunto cerrado que contiene a FE. Por definicién de cerradura ser que £ C FE |
probando asi la primera inclusion.

—=w

» “D” Una forma equivalente de probar que £ C E, es probar la siguiente igualdad.

E'CE—F"N(X\F) =0

Sea y € (X \ E) arbitrario. Ya que E es cerrado bajo 7, entonces X \ E es abierto en
7, ademds por construccion EN (X \ E) = 0.

Por el Teorema 2.9 literal d), si £ es un conjunto convexo, E también lo es. Dado que
X es un espacio vectorial topoldgico localmente convexo, existe una base local convexa
de 0, la cual denotamos por V y se define como

VY ={V, : V, es convexo, 0 € V,,,n € N}.

Luego por el Teorema 2.16, con la base local convexa V de 0, podemos definir siguiente
base de X
B=|J{z+V, | V.eV}

zeX
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El conjunto abierto X \ E, se puede reescribir como

X\E= |J {z+Va | VaeV} = 24V, C(X\E).

z€X\E
En particular, lo anterior se cumple para el elemento y € X \ E; asi que,
y+V, C(X\E).

El conjunto y 4 V,, es convexo, pues en un espacio vectorial topoldgico la traslacién de
un conjunto convexo sigue siendo convexo. En conclusién, X \ E contiene un conjunto
abierto convexo y + V,.

Dado que X es un espacio localmente convexo, al tomar los conjuntos convexos y+ V,,,
E, disjuntos, donde y + V,, es abierto y E es cerrado; lo anterior, satisface las hipotesis
del Teorema 2.29 literal a), entonces 3f € X*, 3y € R tal que

Re(f(w)) <~ <Re(f(2)),

para todo w € z + V), y para todo z € E. Utilizando lo anterior, podemos definir el
siguiente conjunto,

A={ze€ X :Re(f(z)) <y} Cz+V,CX\U.

A es un vecindario débil de y; ademds EN A =0y por ende ENA = (.

De momento A es un vecindario débil abierto de y, disjunto de E; por tanto, y ¢ E”.
Ya que esta prueba se hizo para un y € X \ F arbitrario, se cumple que

E'Nn(X\E)=0.

Que es lo que deseabamos demostrar.

Corolario 3.3. Sea X un espacio vectorial topologico localmente convexo, T su topologia
original y T, su topologia débil, entonces

a) Un conjunto A es originalmente cerrado en X si y solamente si A es débilmente cerrado

en X.

b) A es un conjunto originalmente denso en X si y solamente si A es débilmente denso en

Demostracion.
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a) Probaremos ambas direcciones de la primera afirmacién.

s “=" Sea A un conjunto originalmente cerrado en X, asi que, A = A. Dado que X
. . — —Jw , —Jw .
es un espacio localmente convexo, se tiene que A = A, asi que, A = A ; es decir,
A es un conjunto débilmente cerrado.

. 7 . /7 Sw
» “«<=" Sea A un conjunto débilmente cerrado en X, asi que, A = A". Dado que X
. . —SWw o , — .
es un espacio localmente convexo, se tiene que A = A, asi que, A = A; es decir, A
es un conjunto originalmente cerrado.

b) Probaremos ambas direcciones de la segunda afirmacion.

» “=" Sea A un conjunto originalmente denso en X, asi que A = X. Dado que X
: . — —w —w i
es un espacio localmente convexo, se tiene que A = A = A = X; es decir, A es
un conjunto débilmente denso.

. 1 . , Sw
s “<=" Sea A un conjunto débilmente denso en X, asi que A~ = X. Dado que X es
un espacio localmente convexo, se tiene que

A"=A=4A=X.

Es decir, A es un conjunto originalmente denso.

3.3. El Teorema de Alaoglu

Una de las aplicaciones mds importantes de la topologia débil-*, es el Teorema de Alaoglu, el
cual nos habla de la compacidad del dual de un espacio vectorial topologico; dicho resultado
es el protagonista del presente trabajo. En este punto, finalmente, hemos construido la teoria
necesaria para poder enunciarlo y demostrarlo; sin embargo, aiin debemos definir el polar de
conjunto que se utiliza de forma especifica en dicho Teorema.

Definicién 3.6 (Polar de un conjunto). Sea X un espacio vectorial topolégico y V un
vecindario abierto de 0. El conjunto

P={feX":|f(z)| <Lz eV},

es llamado polar de V.

El polar de un vecindario abierto V' de 0, posee diversas propiedades, la cuales veremos
detalladamente a continuacién,

Proposicién 3.4. Sea X un espacio vectorial topolégico y V' un vecindario abierto de 0. Si
P es el polar de V', entonces:

a) P es convexo.

b) P es balanceado.
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Demostracion.
a) Sea t € R tal que 0 <t < 1. Tomemos f, f' € P. De este modo,
If(z)] <1, |f'(z)] <1, para todo z € V.
Debemos verificar que tf + (1 —t)f’ € P.
£f () + (1 = ) f"(2)] < [tf (2)] + (1 = 1) f'(2)]
< [t f (@) + 1 =t f(2)]
< [t + 1 -t
<t+1-t
<1
De esta forma, probamos que P es convexo.

b) Sea |a| < 1. Tomemos f € P, asi que, |f(x)| < 1 para todo z € X. Debemos verificar
que af € P. Notemos que

af (2)] < |eflg(2)|
< |af
< 1.

Por tanto, P es balanceado.

]

Teorema 3.11 (Teorema de Alaoglu). Sea X un espacio vectorial topoldgico, T su topologia
vectorial y K su campo de escalares. Si V' es un vecindario abierto de 0, entonces el polar de
v,

P={feX":|f(x)|<1,z eV},

es débil-* compacto.

Demostracion. Antes de iniciar la prueba, es importante aclarar que al espacio dual X™* lo
trabaremos con la topologia débil-*, denotada por 7.

Para comenzar, ya que V' es un vecindario abierto de 0 de un espacio vectorial topolégico,
tenemos que V' es absorbente por la Proposicién 2.29; en consecuencia, para cada z € X,
existe r, > 0 tal que

x
rer,V — —eV.
Ty

Sean f € P, =z € V. Por la definicién del polar de V', se cumple que

()l
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Por otro lado, notamos que

/()]

Utilizando la igualdad anterior, obtenemos la siguiente desigualdad

L i)

Ty

1 1
~|1/@)] = —If (@)
f@) <rey VzEX
Al tomar los 7, anteriores, se define el conjunto
D,={aeK:|a| <r,}.

Por construccion, el conjunto D, depende de r, y en consecuencia de x.

También, notamos que
B, (0)=D,={aeK:l|a| <r,} CK.

Es decir, D, es una bola cerrada de centro 0 y radio r, del cuerpo K. Por el Teorema de
Heine-Borel (Ver [2], Capitulo II, Seccién 4, Teorema 4.10), D, es compacto y cerrado bajo
la topologia usual de K.

Consideremos la coleccién de conjuntos compactos {(D,, Ty+) bzex. Definamos el producto
cartesiano arbitrario de espacios topolégicos,

D:HDx.

zeX

Por el Teorema de Tychonoff 1.15, D es compacto bajo la topologia producto, la cual deno-
taremos por 74.

Al tomar 5 € D, tenemos que 8 = {a}azep, . Construiremos una funcién g
rzeX
g: X —K
r— g(x) = a,

donde |a,| < 7.

La funcién g, al tomar = € X, nos devuelve un elemento o, € D, tal que |a,| < r,. Aplicando
g a todo X, obtenemos una coleccion

{9(z) = ar €K : |ay| <7p 7€ X}

Dicha coleccion, coincide con la familia indexada f; es decir, el conjunto D lo podemos
reescribir de la forma

HDx:D:{g | g: X — K, |g(z)| <r,,Vre X}

zeX
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En este caso, el conjunto D consiste en todas las aplicaciones que van de X a K tal que
lg(x)| < ry, para todo x € X.

Como siguiente paso, probaremos que P C X"y P C D.

s “PC X" Sea f € P. Por definicién del polar P, tenemos que f € X™; de este modo,
esta inclusién es inmediata.

» “PC D” Sea f € P. Por definicién, f es de la forma f: X — K. Anteriormente, se
mostrd que para x € X, existe r, > 0 tal que

|[f(@)] < 7.

Con esto se cumplen ambas condiciones para verificar que f € D.

Hemos demostrado que P € X* y P C D; en consecuencia, P C X*N Dy X*ND # (.

Ya que P es un subconjunto de D y de X*, podemos dotarlo con las topologias de subespacio
heredadas de los espacios topolégicos D y X™. Dichas topologias las denotaremos por 74, y
Twt, respectivamente. Con lo anterior, definimos los espacios topoldgicos (P, 7ys,) ¥ (P, Tap)-
Por otro lado, dado que X* N D # () sabemos que 3fy € X* N D; en particular, tomemos
fo e P.

En este punto, nuestro proposito es demostrar que las topologias de subespacio 7+ v 74
coinciden; para ello, vamos a definir una base local de fy en (D, 74) y (X, 7,+), donde fy es
el funcional fijo definido anteriormente.

Consideremos el conjunto .o7,, que son todas las posibles colecciones de n elementos diferentes
de X, definida como

oy, ={A; : jeJ}, donde A; ={z; € X:1<i<n}
A; es una coleccion finita de n elementos distintos de X.

Sean € > 0y A; € ,. Con estos dos elementos, definamos el conjunto

Wo= |J Wa,,  Wa, ={feX® : |f(z)— folw:)| <2 € A}
AjE.Q{n

Verificaremos que la coleccion,
Wy, = {W,, :n € N}

es una base local de fy en X™. Probaremos cada uno de los tres axiomas de una base local.
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1. Seae >0y A; € o, Tomemos x; € A;, donde fy(z;) € K, para todo 1 < i < n.
Consideremos la bola abierta,

Bs (fO ('Iz)) € Tusual-

Por definicién de la topologia débil-* de X™ (ver (3.5)), la evaluacién puntual g,, es
continua en 7,+. En consecuencia,

Ba(fO(xz)) € Tusual — g;l(Ba(fO(xz))) € Ty*-
Por otro lado, notemos la siguiente igualdad de conjuntos,
9o (Be(fol)) ={f € X* ¢ gu.(f) € B(fo(w:))}
={feX" : f(x:) € Be(fo(z:))}
={feX" : [f(z:i) — folz:)| <e}.

Lo anterior, se cumple para todo x; € A;. De este modo,
()92 (Be(fo(w:)) = {f € X* 2 | f(:) — folw:)| <&, € Aj} = Wa,. (3.2)
i=1

La igualdad (3.2), prueba que el conjunto Wy, se puede escribir como una interseccién
finita de conjuntos abiertos en 7,+. Luego, Wy, € 7,+; esto se cumple para cualquier
A; € o,. Recordemos que W, estd definido como sigue

Wo=J Wa, (3.3)

AjE-Q{n

ast que, W, € 7+, pues es la union arbitraria de conjuntos abiertos Wy,. De esta forma
probamos el primer axioma de base local.

2. Sea W, un conjunto de Wy,, donde

Wo=J Wa,

AjEJan
Tomemos un A; arbitario. Sea x; € A;. Luego,
| fo(wi) = folzi)| = | fo(zi — z:)| = | fo(0)] = |0] < e.

Lo anterior, se cumple para cualquier z; € Aj, entonces fo € Wa,; en consecuencia,
fo € W,,. Lo cual prueba el segundo axioma de una base local.

3. Sea U € 7, tal que fy € U. Recordemos que la base de la topologia débil-* esta dada

por
By = {ﬂgril(L{g) tUp € Tusual} )

=1
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Por definicién de base, para cada f € U, se cumple que
feB= g, Us) CU. (3.4)
i=1

Sea A; = {x; : 1 <i < n} C 4, la coleccién de los elementos z;, que determinan las
imagenes inversas de las evaluaciones puntuales g, en el conjunto B.

En particular, la inclusién (3.4) se cumple para fy. De este modo,
fo € ﬂg;(uﬁ) cU.
i=1

De la relacion anterior, tenemos que fy € g;il (Us), para cada z; € A;; en consecuencia,
92,(fo) = folzi) € Us.

Recordemos que U € Tysual- Ademads, del ejemplo (2.7), tenemos que las bolas de centro
fo(x;) € Ky radio r; > 0 son una base local de fy(z;) en (K, Tygua). Dicha base local
se define como

‘@fo(wi) = {Bn(fo(xl)) DV > 0}'

Ya que Uz es un conjunto abierto que contiene a fy(z;), existe un radio r; > 0 tal que

fo(zi) € By, (fo(x:))) € Up.

Dicha construccion la podemos hacer para cualquier x; € A;. Al tomar € = 1rgu<n {r:},
<i<n

se cumplird que

Be(fo(w:))) € By, (folw:))) S Us.

En consecuencia,

T, (B=(fo(:)) € g2, (Us).

La inclusién anterior se cumple para todo z; € A;. De este modo,

ﬂg fO xz gﬂ Z/{ﬁ

Finalmente, por la igualdad (3.2) tenemos que

ﬂg fO T )) WA]"
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Ya que esto se cumple al menos para la colecciéon A; € 47,, se tiene que

Wa, €0 Us) CU = W, = | ] Wa CU.

=y

(2

De esta forma, hemos demostrado que si U es un conjunto abierto tal que fy € U,
entonces existe un conjunto W, € Wy, tal que W,, C U. Lo cual verifica el tercer
axioma de una base local.

Ahora daremos una base local de fy en (D, 74). Sean A; € 47, definidos anteriormente y
€ > 0; con estos elementos definamos el conjunto,

Vo = U Va,, Va, ={feX™ ¢ |f(z:) = folzs)] <e,2; € Aj}.
AjEJZ{n

Verificaremos que la coleccion,

Vi, ={Vh:n € N},
es una base local de fy € D. Anédlogamente, probaremos cada uno de los tres axiomas de
base local.

1. Sea A; € o7,. Tomemos z; € A;, donde fy(z;) € K, para todo 1 < i < n. Consideremos
la bola abierta,

Brzi (fO (xz)) € Tusual-

Notemos que D, C K, es por ello que el conjunto D,, puede dotarse con la topologia
de subespacio de Tysua1, la cual denotaremos por Tusual,, - Tenemos que B, (fo(zi)) €

Tusual, @Sl que,
Br‘zi (fO(xz» N Dxl = BT%‘ (fO(mz)) S Tusualei .

La construccién de la bola B, (fo(w;)), se hizo para todo z; € A;. Al tomar

e = min {r;}, se tiene que
1<i<n

Be(fo(xi)) € By, (fo(x:)) = B:(fo(2:i)) € Tusualp,,

Por definicién de la topologia producto, las proyecciones m,, son continuas en 7,4; de
este modo,

BE(fO(‘rZ)) € 7-usuaLlDIi — W:;Zl(Bg(fo(l’z))) € Tq.

Por otro lado, notemos la siguiente igualdad de conjuntos,
o (Be(fo(w:))) = {B € D : my, (8) € Bo(folw))}
={B €D :ay € B(fo(x:))}
={9€ D:g(x:) = o, € Be(folw:))}
={9€ D:g(x:) € B-(fo(:))}
={g9€D:g(x:) — fo(z:)] <e}.
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Lo anterior, se cumple para todo x; € A;. En consecuencia,
(V7o (B-(fo(x:)) ={g € D+ g(w:) = fo(w:)| < &, € A} = Vay. (3.5)
i=1
La igualdad (3.5), prueba que el conjunto V4, se puede escribir como una interseccién
finita de conjuntos abiertos en 74. Luego, V4, € 74; esto se cumple para cualquier
A; € 4,. Recordemos que V,, se define como
Vo= J Va,. (3.6)
Aj €y,
En consecuencia, V,, € 74, pues es la unién arbitraria de conjuntos abiertos de 74. De
esta forma probamos el primer axioma de base local.
2. Sea V,, un conjunto arbitrario de Vy,, donde
Vo= |J Va,.
Aj €y
Tomemos un A; arbitrario. Sea x; € A;. Luego,
|[fo(zi) = fo(xi)| = [folz: — z:)| = [fo(0)| = |0] <e.
Lo anterior, se cumple para cualquier x; € Aj; de este modo fy € Vy,. Por consiguiente,
fo € Vi,. Lo cual prueba el segundo axioma de una base local.
3. Sea U € 14 tal que fy € U. Recordemos que la base de la topologia producto esta dada

por

By = {m W;l(uﬂ) : U € Tusualy,, } .

i=1

Por definicién de base, para cada f € U, se cumple que

feB= ﬁ m ' (Us) C UL (3.7)

i=1

Sea A; ={z; : 1<i<n}C ., lacoleccién de los n elementos que determinan las
imagenes inversas de las proyecciones 7,, en el conjunto B.
En particular, la inclusién (3.7) se cumple para fy. En consecuencia,

fo € ﬂw;l(uﬁ) cU.
=1

De la relacion anterior, tenemos que fo € 7. ! (Us), para cada z; € Aj; asi que,

T, (fo) € Us.
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Sin embargo, fo(x;) = ay,; es decir, ay, € Us.

Recordemos que U € Tysual- Sabemos que las bolas de centro fo(x;) € Ky radio r; > 0
son una base local de fo(x;) en (K, Tysual). Dicha base local se define como

‘%fo(%‘) = {Bn(fO(xz)) DV > 0}.
Dado que Up € Tusual,, , con fo(z;) € Us. Por definicién de topologia de subespacio,
Us =U'N Dy, con U € Tygual-

Por construccién, U’ es un conjunto abierto de fo(z;). Por definicién de base local,
existe un radio r,, > 0 tal que

BTi(fO(xi))) cu'.

La construccién anterior la podemos hacer para cada z; € A;; al tomar € = min {r;},
1<i<n

se cumple que

B:(fo(x:))) € Br,(fo(w:))) CU’

= B.(fo(z;))) N D,, CU' N D,,
= B:(fo(w:))) € Up
— o (Be(fo(:))) € 7, (Us).

La inclusién anterior se cumple para todo z; € A;, asi que,

n n

(V7. (B(folwi)) € () Us).

i=1 =1

i=1

Vi, C(\m Us) CU=V, = | Vi, CU.
i=1 Aj €ty

De esta forma, hemos demostrado que, si U es un conjunto abierto tal que fy € U,
entonces existe un conjunto V;, € Vy, tal que V,, C U. Lo cual prueba el tercer axioma
de una base local.

De momento, hemos demostrado que la coleccién Wy, = {W,, : n € N}, es una base local
de fo en (X*,7,+); donde,

W, = U Wa,, con Wa, ={f € X* :|f(x:) — folxi)| <e,2; € Aj}.
AjE.an
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Asi mismo, se mostré que la coleccién Vs, = {V,, : n € N}, es una base local de fy en

(D, 74); donde,

Vi = U Va;, con Va, ={9 € D :|g(z;) — folw:)| < e,z € Aj}.
Ajemfn

Por la Proposicién 2.20, utilizando las bases locales de fy, Vs, v Wy,, podemos construir
bases locales para los subespacios (P, 7,z) v (P, 74, ); las cuales estan dadas por

VPfo = {VnﬁPVn EVfO,neN}, WPfo = {anPWn EvaovneN}'

A continuacién, vamos a verificar que W,, N P = V,, N P; en consecuencia, probaremos que
las bases locales de subespacio coinciden.

» ‘W, NPCV,NP".

Sea f € W,.

few,= U Wa,, con A; definido anteriormente.
AjEJZ{

Lo anterior, nos dice que f € Wjy,, para algin j € J; en consecuencia, para todo
T; € WAj, 1 <4 < n se cumple que

|f(2i) = folzs)] <e. (3.8)

Con esto, se tiene una de las condiciones para verificar que f € V4. Por otro lado,
dada la forma de f: X — K, tenemos que f € D. Comprobando que

[ €Va,, paraalginjeJ = fev,.

Lo anterior prueba que W, C V,,. En consecuencia, W, N P C V,, N P. Probando la
primera inclusion.

» SV, NPCW,NP".

Sea f €V, NP, asi que,

fev,= U Va,, con A; definido anteriormente.
AjEW

Tenemos que f € Vy,, para algun j € J; en consecuencia, para todoz; € Va,, 1 <1< n
se cumple que

|f(2i) — folzs)] <e. (3.9)
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Con esto, se tiene una de las condiciones para verificar que f € Wy,; ademas, dado
que f € P, se tiene que f € X*. Lo cual comprueba, que f € Wy, para algin j € J
por lo que f € W,,.

También, por definicion, tenemos que f € P; en consecuencia, f € V,, N P. Lo cual
prueba la segunda condicion.

Ya probamos que W,, N P =V, N P, siempre que € > 0 sea el mismo para ambos conjuntos.

Por la Proposicién 2.21, las bases locales Wp, 'y Vp, de fo en (P, 7y, ) v (P, 74p), determinan
las bases Bpnx- ¥ Bpap, para los espacios topoldgicos (P, 7ys) v (P, 7a,); las cuales estdn
dadas por

Brox- = JU~Ffot(VanP) | Vi €V}, Beap = | J{F—for(WanP) | W, € Wy}
fepr fepP

Denotemos por TZ’U}; y Tallp a las topologias generadas por las bases Bpnx+ vy Bpnx+. Por la
Proposicion 2.22, dichas topologias coinciden con las topologias originales de 7 y Tap. Es

decir,

/ . / .
Tw}g — Tw;‘), 77—dp — po'

Utilizando la igualdad de los conjuntos, W,, N P = V,, N P, tenemos que

Bpax+ = U{f‘f0+(vnﬂp) | Va 6Vfo}
fepr

= U —fo+ Va1 P) | W€ Wy}

fepr

= Bpnp-

Hemos probado que las bases Zpnp vy Bpnx+ coinciden; por la unicidad de las topologias
generadas por las bases, debe suceder que

Togs = Taps (3.10)

Wp

Anteriormente, probamos que 7,z = T{U}; y TC/lP = 74,. Utilizando (3.10), obtenemos que
Twt, = Tdp; €s decir, los espacios (P, 7,) vy (P, 7a,) son iguales.

. —d
Ahora, vamos a probar que P es cerrado en 74,; para ello, verificaremos que P = P . Por
D, —d —d
definicién, P C P, nos resta por probar que P C P.

_ €
Sean fy € Pd, a,beK,z,ye Xye>0talesquee; = m > (. Con estos elementos,
a

definimos el conjunto A; € 73, como sigue

Aj =A{z,y,ax + fy}.
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Con estos dos elementos, definimos el conjunto
Vo, ={g€D : |g(w) = fo(w)| <e1,w € Aj}.

—d o . : .
Tenemos que f € P . Por definicién de cerradura, todo vecindario abierto V' de fy, cumple
que V N P # (); en particular, lo anterior se cumple para Va,. En consecuencia,

VAJ,QP#@.

Garantizando, que existe g € Va, N P.

Las condiciones para probar que f € P, es el hecho que fy sea lineal y continuo; cada una
de ellas, probaremos a continuacion:

= Probando que fj es lineal. Sean «, § € K, z,y, € X. Tenemos que,

folaz + By) = afo(z) + Bfoly) <= folar + By) — afo(z) — Bfo(y) = 0.

Tomando g € V4, N P, como fue definido anteriormente; ya que g € P, entonces
g € X™; de este modo, es vélida la igualdad g(ax + By) = ag(x) + Bg(y). Analicemos
lo siguiente,

folaz + By) — afo(x) — Bfoy) = folax + By) — glax + By)
+ g(az + By) — afo(z) — Bfo(y)
= folaz + By) — g(az + By)
+ ag(z) + Bg(y) — afo(z) = Bfo(y)
= folaz + By) — glax + By)
+ag(x) — afo(z) + Bg(y) — Bfo(y).
Aplicando valor absoluto, tenemos la siguiente desigualdad,
| folaz + By) — afo(z) — Bfo(y)]
=|folax + By) — glaz + By) + ag(x) — afo(z) + Bg(y) — Bfo(y)]
<|folaz + By) — g(azx + By)| + |ag(x) — afo(z)| + |Bg(y) — Bfo(y)]
<lg(ezx + By) — folax + By)| + lallg(z) — folz)| + |Bllg(y) — fo(y)]

<e1 + |aler + |Bler

< el B

l+a+p l+a+p l1+a+p
€1

A+l + 18 g5 ==

<£&1.
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Dado que |fo(ax + By) — afo(x) — Bfo(y)| no depende de €1, podemos garantizar

| folax + By) — afo(x) — Bfo(y)| < 0.

Tenemos que el médulo es mayor o igual a 0, en consecuencia,

|folax + By) — afo(z) = Bfo(y) =0 = folax + By) — afo(x) — Bfoly) = 0.
Lo cual prueba que fj es lineal.

= Ahora debemos verificar que f; es continuo en la topologia 74. Lo que haremos serd
verificar que fy es acotado en un vecindario abierto V', pues esto implica que fy es 7+
continuo, por el Teorema 2.24.

Tomaremos el vecindario abierto V' de 0, dado en la hipotesis. Sea z € V y ¢ > 0.
Definamos el conjunto A; = {z} C .. Ahora definimos el conjunto,

Va, ={g9€D:lg(z) = fo2)| <&,z € 4;},

que es un vecindario abierto de fy en 7.

Sea f € P”. De forma analoga, por definiciéon de cerradura, ya que V4, es un vecindario
abierto en 74 de fy, se tiene que
Va, NP =10.

Garantizando de esta forma, que existe un elemento g € V4, N P. Del hecho que g € P,
se tiene que |g(z)| < 1, para todo € V. Ahora analicemos lo siguiente,

|fo(@)| = |fo(z) — g(z) + g(z)|
<|g(z) = fo(z)| + |g(2)]
<e+1.
Dado que |fo(x)| no depende de &, podemos concluir que

[fox)| <1, VezeV (3.11)

Dicha desigualdad, prueba que fy es un funcional acotado en el vecindario abierto V
de 0, satisfaciendo el literal c¢) del Teorema 2.24. Por lo que f; es 74 continuo.

Hemos probado que fj es lineal y 7; continuo, es decir, fo € X*. Ademds, anteriormente
en (3.11), se prob6 que
[fox)| <1,  VzeV,

lo cual es la segunda condicion para verificar que fy € P. De esta forma, probamos la inclu-
.. .
sion P C P, y se garantiza que P es cerrado en 7.
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Hemos probado que P es cerrado en 74. Ya que D es compacto en 7y y P C D, por el Teorema
(1.9), se tiene que P es compacto en 7,.

Utilizando el Teorema 1.11, dado que P es compacto en 7, y P C P, entonces P es compacto
en 74,; sin embargo, mostramos que 74, = Ty, por lo que P es compacto en Ty, .

De nuevo, utilizando el Teorema 1.11, dado que P es compacto en 7, , se tiene que P es
compacto en 7. Mostrando asi, que el conjunto P es compacto en la topologia débil-*. []

Ahora que hemos demostrado el Teorema de Alaoglu, nos podemos preguntar si el resultado
que este nos da se cumple para una bola de radio finito arbitrario, pues en R", cualquier
bola cerrada de radio finito » > 0 es compacta bajo la topologia usual. Para responder a
ello, tenemos el siguiente Corolario.

Corolario 3.4. Sea X un espacio vectorial topoldgico, T su topologia vectorial y K su campo
de escalares. Si V' es un vecindario abierto de 0 y 0 < r < 0o fijo, entonces el conjunto

B(0)={feX" : |f(2)| <razeV}
es débil-* compacto.
Demostracion. Del Teorema de Alaoglu se tiene que
P={feXx* : |f@)|<lzeV}

es débil-* compacto, siempre que V' sea un vecindario abierto de 0.

(X", Ty+) es un espacio vectorial topolégico. Por la Proposicién 2.13, la aplicacién M) es un
homeomorfismo para cada A # 0 € K fijo, la cual se define como

My 2 (X7, T ) — (X7, Topr)
T — \I.

Al ser un homeomorfismo, M, (P) es continuo. Por el Teorema 1.10, dado que P C X* es
compacto bajo la topologia débil-*, se tiene que M, es compacto en la topologia débil-*.
Ademas, notamos que

My (P) = AP

={feX" : felP}
={feX" : %fGP}
—{fex ’%ﬂ@

<lLzeV}

={feX" : |f(x)| <Nz eV}
= B,)(0).

Dicha igualdad, nos permite concluir que B, (0) es compacto bajo la topologia débil-*.  [J
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El Teorema de Alaoglu es de suma importancia, pues nos permite conocer bajo qué condicio-
nes una bola cerrada de radio finito en un espacio dual de cualquier dimension, es compacta.
Se pudo comprobar que esto sucede cuando el dual se trabaje con la topologia débil -* y el
espacio al que se le calcule el dual, sea un espacio vectorial topolédgico; esta compacidad no
se cumple de forma general en espacios de dimension infinita y es por ello nuestro interés
en probarlo. Al probar esta version, garantizamos que dicha propiedad se cumple en espa-
cios conocidos, tales como: espacios normados, espacios métricos, espacios de Hilbert, entre
otros. Esto es debido, a que los espacios mencionados anteriormente son espacios vectoriales
topoldgicos. A continuacién, haremos una particularizacion del Teorema de Alaoglu para
espacios normados.

Teorema 3.12 (Banach-Alaoglu). Si X es un espacio normado, entonces la bola cerrada
unitaria,

BX")={feX" : |fl,, <1},
es compacta en la topologia débil-*.

Demostracion. Por la Proposicién 2.10, tenemos que (X, ||-||) es un espacio vectorial to-
poloégico, donde su topologia vectorial es la topologia inducida por la norma y K es su
campo de escalares. Por el Teorema de Alaoglu 3.11, ya que la bola abierta unitaria B;(0)
es un vecindario abierto de 0, se cumple que el polar de B;(0),

P={feX":[f(x)| <1,z € Bi(0)},

es compacto en la topologia débil -*. Lo que haremos serd probar que P = B(X"), lo haremos
por doble inclusion.

a) “C7 Sea f € P. Por definicién, se cumple que
|f(x)| <1, siempre que x € Bi(0).

Ya que X es un espacio normado, podemos definir la norma operador [| f|,,. Obteniendo
que

|f(z)] <1, Vze Bi(0) = sup |f(x)| < 1.

reEX
llzll=1

Lo anterior, prueba que || f[|,, < 1. Por otro lado, ya que f € P, tenemos que f € X"
Con estas dos condiciones, se verifica que f € B(X").

b) 27 Sea f € B(X"). Por definicién, f € X* y [ f[[,, < 1. Ya que X es un espacio
normado, f es lineal y acotado; tenemos que

[F @) < M Fllop I
<|lzl,  Vze By(0)
<1

De esta forma se prueba que f € P.



182 EL TEOREMA DE ALAOGLU

Hemos probado P = B(X™), por lo que B(X™) es compacto en la topologia débil -* de X.
O

El Teorema de Alaoglu tiene diversos resultados inmediatos, los cuales resultan al dotar a
nuestro espacio vectorial topolégico con alguna propiedad en especial.

Teorema 3.13. Sea X un espacio vectorial topoldgico separable. Si V un vecindario abierto
de 0 y P es el polar de V', entonces P es metrizable en la topologia débil-*.

Demostracion. Por definicién, ya que X es separable, contiene un subconjunto denso conta-
ble. Tomemos A = {z,},°,, como nuestro conjunto denso contable; de este modo, A = X.

Al espacio X ™ lo trabajaremos con la topologia débil-*, recordemos que esta es la .%-topologia
de X™, donde .# se define como

F =g, € X | g : X* — K}.

Por definicién de la topologia débil-*, se tiene que g, : X* — K es débil-* continuo (Ver
proposicién 3.2); en particular, lo anterior se cumple para las evaluaciones puntuales g,,,.
En consecuencia, {g., }oo; es una sucesiéon densa en X** ya que la aplicacién canénica C,
relaciona los elementos de X con los elementos de X ™ mediante la evaluaciéon puntual.

Ahora probaremos que la sucesién {g,, }°2; separa puntos de X, esto lo haremos por contra
reciproca.

Sean f, f" € X*. De este modo, existe g, ,n € N tal que
fz,) = f'(x,), VneN.

Con lo anterior, probamos que f = f’ en el conjunto {z,}52 ;.

Por la densidad de {z,,}°°,, se tiene que A = X. En consecuencia, para todo z € X, existe
una sucesion {xy}pe, C A tal que

T — T, k — oo.
Por el Teorema 1.5, utilizando la continuidad de f y f’, tenemos que
f(zy) — f(x), k — oo,
f/(xk) —)f/(l'), k — oo.

Anteriormente, se probé que f'(z,) = f(z,), para todo n € N; en particular, dicha igualdad
se cumple para todo k£ € N.
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Por lo anterior, tenemos que las sucesiones {f'(z1)}e; v {f(z1)}32; en K son iguales. En
consecuencia, por la unicidad del limite, f(z) = f'(x). Lo anterior, se mostrd para cualquier
r € X, asf que, f = f. Luego, {g., }22, separa puntos de X* y por ende separa puntos de
P.

Por el Teorema 3.7, dado que P es débil-* compacto y {g., }»-; es una sucesién de funciones
continuas que separa puntos de P, se tiene que P es metrizable en la topologia débil-*. Por
tanto, se obtiene lo deseado. O

Nota. Un conjunto B C X*, decimos que es secuencialmente débil-* compacto, si toda
sucesion { f,,},2; € B posee una subsucesién { f,, }re; tal que

fon 5 f, k= oo, feB.

Teorema 3.14 (Teorema de Helly). Si X un espacio vectorial topoldgico separable y V' un
vecindario abierto de 0, entonces el conjunto,

P={feX" : |f(x)| <1,z eV}
es secuencialmente débil-* compacto en X*.

Demostracion. Por el Teorema de Alaoglu 3.11, P es compacto en la topologia débil-*. Lue-
go, utilizando el hecho que X es un espacio separable, del Teorema 3.13, tenemos que P es
metrizable en la topologia débil-*.

Por el Teorema 1.12, en los espacios metrizables la compacidad coincide con la compacidad
secuencial. En consecuencia, si P es débil-* compacto, entonces P es secuencialmente débil-*
compacto, que es lo que desedbamos demostrar. O

Teorema 3.15 (Teorema de Helly generalizado). Si X es un espacio vectorial topoldgico
separable, V' es un vecindario abierto de 0 y 0 < r < oo fijo, entonces el conjunto

P={feX® : |fla)|<rzeV},
es secuencialmente débil-* compacto en X*.

Demostracion. La prueba es analoga a la prueba del Teorema de Helly 3.14, solo que en
lugar de aplicar el Teorema de Alaoglu 3.11, se utiliza el corolario 3.4. [

Con este resultado, finalizamos la seccion del Teorema de Alaoglu, donde hemos podido ver
de primera mano el Teorema, asi como resultados inmediatos. En el siguiente capitulo, vamos
a estudiar aplicaciones del Teorema de Alaoglu, donde usaremos el teorema como tal y un
resultado inmediato: el Teorema de Helly.
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CAPITULO 4

Aplicaciones del Teorema de
Alaoglu

“Lo que sabemos es poco. Lo que no sabemos es
mmenso”

-Pierre Simon Laplace.

185
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En este capitulo estudiaremos diversas aplicaciones del Teorema de Alaoglu, la primera
que estudiaremos esta altamente relacionada con el Algebra; posteriormente, veremos una
aplicacion relacionada con las funciones arménicas y con el Nicleo de Poisson.

4.1. Transformada de Gelfand

En esta primera seccién veremos la aplicacion relacionada con Algebra; para ello, introducire-
mos algunos conceptos nuevos con el fin de poder explicar de mejor manera dicha aplicacién;
la cual seguiremos de [8], Capitulo 10 y 11, paginas 245-254, 275-28]1.

4.1.1. Teoria preliminar

Definicién 4.1 (Algebra compleja). Un dlgebra compleja es un espacio vectorial A sobre
C tal que para todo z,y, z € A y para todo escalar a € C, la multiplicacion satisface:

a) x(yz) = (zy)z.

b) (x +y)z =zz+yz.

c) (y+2) =zy+zz.
)

d) a(ry) = (az)y = z(ay).

Definicién 4.2 (Algebra conmutativa). Sea A un algebra compleja, se dice que es conmu-
tativa si
xy =y, Ve, y € A.

Definicién 4.3 (Algebra de Banach). Sea A un espacio de Banach el cual es un algebra
compleja con respecto a la norma. Si A satisface que para todo x,y € A:

= eyl < iyl
» Existe e € A tal que ze = ex =z, con ||e]| = 1.

Entonces decimos que A es un algebra de Banach compleja; en particular, si A es un
algebra conmutativa, se dice que es un algebra de Banach compleja conmutativa.

Nota. En otros textos, cuando se dice que A es un algebra de Banach compleja, no necesa-
riamente se asume que dicha dlgebra tiene un elemento identidad.

En particular, podemos relacionar las dlgebras complejas con la nocién de continuidad.
Nota. Cuando hablamos de continuidad de la multiplicacién en un 4lgebra de Banach com-

pleja conmutativa A, nos referimos a continuidad de la multiplicaciéon tanto por la izquierda
como por la derecha.
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Proposicién 4.1. Si A es algebra Banach compleja, entonces la multiplicacién inducida por
la norma es continua en A.

Demostracion. Probaremos la continuidad tanto por la derecha y por la izquierda.

Tomemos una sucesién {z,}->; C A tal que
Tp —> T, N — 00.
Definamos el operador multiplicacién por la derecha y por la izquierda como sigue,
M, :A— A M,:A— A
T — Ty, T — yx.

Lo que haremos serd probar que M,, (x,) — M, (x),n — 0o, 0 equivalentemente, probare-
mos que ||M,, (z,,) — M, (z)|| — 0,n — oo.
Por hipétesis, dado que {z,},>, converge a z, se tiene que

Ve >0, dN € N, tal que si n > N, entonces ||z, — z|| < ¢,

en particular, al tomar y fijo, lo anterior se cumple para e; = €/|y/||, donde £ > 0 es arbitrario.
Sea N € N, y tomemos un natural n > N. Observemos que

1My, (2n) = My, (2)|| = [lzny — zy]|
< [l — 2yl

<elyll
< Iyl
Iy

<&,

con esto se prueba que
M, (x,) — M, (z), n— oc.

Por el Teorema 1.5, obtenemos que M, es continua, pues A es metrizable; andlogamente, se
verifica que la multiplicacién por la izquierda es continua. Concluyendo de esta forma, que
la multiplicacion inducida por la norma es continua. O

Definicién 4.4 (Elemento invertible). Sea A un algebra compleja, cuyo elemento neutro
multiplicativo estd dado por e. Un elemento x en A se dice invertible si tiene un inverso,
es decir, si existe un elemento 2~ en A tal que
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Proposicién 4.2. Los elementos inversos en un algebra compleja A son tnicos.

Ahora debemos dar otra definicién que es muy utilizada en el algebra abstracta, con ella
nos referimos a los ideales; sin embargo, definiremos dicha nocién para el caso de algebras
complejas conmutativas.

Definicién 4.5 (Ideal). Sea J un subconjunto de un algebra compleja conmutativa A. J es
un ideal si cumple que:

a) J es un subespacio vectorial de A.
b) zy € J, siempre que z € A, y € J.

Si J # A, se dice que J es un ideal propio.

Definicién 4.6 (Ideal maximal). Sea J un ideal de un algebra compleja conmutativa A. J
se dice maximal si no existe un ideal propio I C A tal que J C [.

Los ideales cumplen diversas propiedades muy importantes. A continuaciéon se mencionan
algunas de ellas.

Proposicién 4.3. Sea A un algebra de Banach compleja conmutativa.

a) J es un ideal propio si y solamente si no contiene ningtin elemento invertible de A.
b) Si J es un ideal, entonces J es un ideal en A.

Demostracion.

a) Por contrarreciproca, deberfamos demostrar que J no es un ideal propio si y solamente
si J contiene algtin elemento invertible de A.

“ =" Dado que por hipdtesis J no es un ideal propio, se tien que .J = A. Por definiciéon
sucede que e € J, donde e es el elemento neutro multiplicativo; pero e es en si mismo un
elemento invertible, garantizando de esta forma que existe un elemento invertible en J y
verificando asi la primera direccion.

“ <=7 Sea y € J un elemento invertible de A. Por definicién de ideal, J C A.

Sea = € A. Dado que y es invertible, existe y ' € A tal que yy~' = e. De este modo,

T = x(yy‘l) =(yx)y ' = cJ
-~

eJ

Probando asi que A C J. Es decir, J no es un ideal propio.
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b) Sea J un ideal. Por definicién de cerradura, si € J, existe una sucesiéon {z,,}52, C J
tal que
Ty —> T, N — 0.

Dado que la multiplicacién es continua, por el Teorema (1.5) tenemos que
Tply —> TY, N —> O0.

Ademas, si y € A, entonces por la definicién de ideal se tiene que x,y € J; por ello
{xny};’f:l_g J. Dado que hemos probado que converge a zy, se cumple que xzy € J. Por
lo tanto, J es un ideal.

O

Teorema 4.1. Si A un dlgebra conmutativa compleja con un elemento neutro multiplicativo,
entonces

a) Todo ideal propio de A estd contenido en un ideal maximal de A.
b) Si A es un espacio de Banach, entonces cada ideal mazimal de A es cerrado.
Demostracion.

a) Sea I un ideal propio de A. Es decir, I # A. Definamos a & como la coleccién de ideales
propios en A que contienen a I. Dado que [ se contiene a si mismo, se verifica que & es
distinto del vacio. Vale la pena mencionar que & es una colecciéon parcialmente ordenada,
con el orden dado por la inclusion.

Consideremos % una cadena totalmente ordenada con € C & y C' la unién de todos los
elementos de . Si I C C" € €, entonces C' C C; en consecuencia, C' € Z. Por definicién
I CCyC+#A. Asipues, C es una cota superior.

De momento, hemos demostrado que nuestra coleccién & cumple todas las hipdtesis del
lema de Zorn; por ello, garantizamos la existencia de un elemento maximal en &, el cual
denotamos por C” € & donde I C C”. Por tanto, todo ideal propio de A esta contenido
en un ideal maximal de A.

b) Sea M un ideal maximal de A arbitrario. Por definicién, M C M; sin embargo, por la
Proposicion 4.3 literal b), sabemos que la cerradura de un ideal en un espacio de Banach
también es un ideal. Asi, M es un ideal que contiene a M ahora bien, dada la maximalidad
de M, debe suceder que M = M. Probando asi que cada ideal maximal de A es cerrado.

]

Ya que hemos estudiado un poco sobre algebras de Banach e ideales, vamos a definir un
homomorfismo que es una aplicacién que va de un algebra de Banach a otro objeto, la cual
debe cumplir diversas propiedades.
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Definicién 4.7 (Homomorfismo complejo de A). Definamos la siguiente aplicacién que va
de un algebra de Banach compleja conmutativa A a los complejos

p: A— C.
Si para todo x, y € A, a € K se cumple que:
a) p(z+y) = o) + o(y).
b) ¢laz) = ap(z).
c) plzy) = o(x)e(y).
Entonces a ¢ le llamaremos homomorfismo complejo de A.

Una propiedad que es bastante simple, pero que es de mucha utilidad es la siguiente.

Proposicién 4.4. Sea A un édlgebra de Banach conmutativa. Si ¢ un homomorfismo com-
plejo de A, entonces ker(y) es un ideal de A.

Demostracion. Sabemos que ker(p) es un subespacio vectorial de A.

Tomemos x € A, y € ker(p). Luego, ¢(y) = 0. Asi que

p(xy) = e(x)p(y) = ()0 = 0.
Lo anterior, garantiza que xy € ker(y). Por tanto, ker(¢) es un ideal de A. O

En este punto, es importante mencionar el siguiente conjunto. Denotamos por p(A), al
conjunto de todos los homomorfismos complejos de A distintos del trivial. Es decir,

w(A) ={p: A—C | p#0}.

Proposicién 4.5. Sea A un algebra compleja con un elemento neutro multiplicativo. Si ¢
es un homomorfismo complejo de A distinto del trivial, entonces ¢(e) =1y ¢(x) # 0, para
todo elemento invertible x € A.

Demostracion. Dado que ¢ # 0, tenemos que existe un y € A tal que p(y) # 0. De este
modo,

o(y) = lye) = p(y)ple) = o) ple) = 1=p(e).
Ast que p(e) = 1.

1

Tenemos que z es un elemento invertible, asi que, xx™" = e; en consecuencia,

p(x)p(e™h) = plza™) = ple) = 1.

La igualdad anterior, garantiza que p(x) # 0y p(z~) # 0; de esta forma, se concluye que
para todo elemento invertible x de A, ¢(x) # 0. O
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Teorema 4.2. Sea A un dlgebra de Banach compleja y x un elemento de A. Si ||z| < 1,
entonces:

a) e — x es invertible.

N1 ||51U||2
b) ||(e — ) e xHSl——HxH

c) |p(x)| < 1, siempre que ¢ sea un homomorfismo complejo de A.

Demostracion.

1. Ya que A es un algebra de Banach, se cumple que
[2*|| < Nzl

En general, esto es cierto para todo n € N. En consecuencia, [|z"| < ||z]".

Consideremos la sucesién {z"}>° ;. Para probar que converge a 0, equivalentemente,
podemos probar que {||z"]|}52, converge a 0.

In(e)
In([|x[[)

Sea € > 0 arbitrario. Tomemos dos naturales n, N tales que n > N > ado

que x esta fijo, tenemos
In(e)
In([|z])

In(||z||)n < In(e)

In([lz]") < In(e)

<n

=" < fl=]” < &
"] <,
de esta forma, probamos que {||z"|}s2, converge a 0. Es decir,

" — 0, n— oc.
Por la convergencia anterior, al tomar £y = €/n, con n € N, se cumple que
€
"] < —.
n

Definamos la sucesién {s, }>°, donde s,, = e+x+x*+---+2". Probaremos que dicha
sucesion es de Cauchy. Sea € > 0 arbitrario y N € N. Tomemos naturales m,n tales
que m >n > N

9
Isn = smll = 2™ + - + 2™ < (m = n) ||| < mfa™| <m— =e.
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En consecuencia, {s,}:2; es una sucesiéon de Cauchy, ya que estamos es un espacio de
Banach, dicha sucesion es convergente. Asi pues, existe s € A tal que

Sp, —* 8, N — 00.
Notamos que
sple—x)=e+ax+2®+- - F2" —(z+22+- +2")=e— 2",
Por la continuidad de la multiplicacién, tenemos que si {s, }>°; converge a s, entonces

e— 2"t =s,(e — ) — sle —x),n — 0.

Por otro lado,
e—a" — e, n— 0.

Notamos que las sucesiones, {e—2" 1} v {s,(e—x)}>2, son iguales. Por la unicidad
del limite, debe ser que s(e — z) = e. Por lo tanto, e — z es un elemento invertible.

Sea s el elemento invertible de e — x, es decir, s = (e —2)~'. Consideremos la siguiente
relacién, donde s es el limite de la sucesién {s,} >, definida anteriormente, es decir,
s=x+2°+---. Por ello,

|s —e—af = ||o* +2* + -

< [l + [l=*]] + - -
9
<>l
n=2
9 0
<D el = e
n=2 n=0

oo

2

<) )"l
n=0

o0
2
<l * Y Il
n=0
2
ol
1—lz|
Lo cual nos lleva a probar que,
2
H(e—m)’l e xH < Edl
1— |||
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3. Tenemos que e — z es un elemento invertible. Asi, dado A € C tal que |A| > 1, tenemos
que e — A 'z es un elemento invertible. Entonces debe suceder que

ple—=A"1r) = p(e) = A () = 1= X Tp(x) £ 0,
esto es debido a la Proposicién 4.5. Dicha igualdad, implica que
AT ().

Lo anterior, demuestra que A # ¢(x), lo cual implica que |p(z)| < 1. Observemos, si
sucediera lo contrario, serfa una contradiccién al hecho que A~ # o(z). De esta forma,
hemos demostrado lo que se deseaba.

[]

Un teorema que es de gran utilidad es el Teorema de Gelfand-Mazur, pues es la clave en la
demostracion de resultados muy importantes.

Teorema 4.3 (Gelfand-Mazur). Si A un dlgebra Banach tal que todo elemento distinto de
cero es invertible, entonces A es isométricamente isomorfo a los complejos.

Demostracion. La demostracién de este teorema serd omitida. Véase [8], Capitulo 10, Teo-
rema 10.14, pagina 255. O]

Otra estructura que es muy usual en el dlgebra son los espacios cocientes, ahora estudiare-
mos que sucede con los espacios cocientes de algebras de Banach, ;jse podra realizar dicha
construccién?

Proposicién 4.6 (Cociente de dlgebras). Sea A un algebra conmutativa de Banach, J un
ideal propio cerrado de A. Si m: A — A/J la aplicacién cociente, entonces

a) A/J es un dlgebra de Banach.
b) 7 es un homomorfismo.

Demostracion. La demostracion de esta proposicién serd omitida [8], Capitulo 11, Seccién
11.4, pagina 276-277. O]

Teorema 4.4. Si A es un dlgebra compleja conmutativa, entonces todo ideal mazximal de A
es el nicleo de algin homomorfismo ¢ € p(A).

Demostracion. Sea M un ideal maximal de A. Sabemos que todo ideal maximal es cerrado;
por el Teorema 4.6, se sigue que A/M es un algebra de Banach.

Sea x € A/M. De este modo, tomemos un x € A tal que x ¢ M. Ahora definamos
J=Harx+y:acAyec M} (4.1)

Vamos a verificar que J es un ideal que depende de la eleccién de .
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] Sean v, w € J; 0575 S C taleS que vV = 1T ‘I‘ yl, W = as™ _’_y27 donde ai, s c A’
Y1, Y2 € M. Entonces

av + fw = a(ax + y1) + Blasx + ys)
= (aay + Pag)x + ayr + Bys.

Dado que A es un espacio vectorial, tenemos que (ca; + fay) € A; asi mismo, M es
un subespacio vectorial, por lo que ay; + By, € M. De esta forma, se garantiza que
av + fw € J. Por lo tanto, J es un subespacio vectorial de A.

» Sean 2’ € A, v € J tal que v = ax + y. Notemos que

v =2 (ax + y)

= 2'ax + xy.

Dado que M es un ideal, se tiene que xy € M. Ademds, ya que A es un espacio
vectorial, se cumple que z'a € A. De esta forma, 2'v € J.

Asi que J es un ideal, donde por construccion, M C J. Lo cual se puede verificar al tomar
a = e, x = 0. Ahora bien, por la maximalidad de M, debe cumplirse que J = A; en particular,
debe suceder

e=axr +vy,

para algun a € A, y € M. Definamos la aplicacién cociente

T:A— A/M, (4.2)
al evaluar el elemento e en 7, tenemos que

1 =mn(e) =n(ax +y) = w(azx) = w(a)m(x).

Eso significa que 7(z) # 0. Ahora, por el Teorema Gelfand Mazur 4.3 y el hecho de que A/M
un algebra de Banach, se tiene que 7(z) es un elemento invertible para todo x € A/M; en
consecuencia, hay un isomorfismo de A/M a los complejos.
Sea j : A/M — C un isomorfismo a los complejos. Al hacer la composicién con la aplicacién
cociente m : A — A/M, la cual es un homomorfismo, tenemos que ¢ = jom es un
homomorfismo. La aplicacion ¢ se define como

p:A— C,

asi que, ¢ € u(A).
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Ahora analicemos la siguiente igualdad de conjuntos

ker(p) = {a' € A: p(a) =0}
={d" € J:(jom)(a) =0} (pues se mostré que J = A)
={ax+yeJ:jnlar+y)) =0,a,x€ A,ye M}

J
={ar+yeJ:m(ax+y)=0,a,x € A,y € M}
m

(
={ar+yeJ:m(ax) =0,a,x € A,y € M}
={ar+yeJ:ax=0,a,x € Ay € M}
={yeJ:ye M}
= M.
Hemos mostrado que ker(y) = M; de esta forma, se garantiza que cada ideal maximal de A
se corresponde con el nicleo de un homomorfismo complejo, ¢ € u(A). O

4.1.2. Transformada de Gelfand

Definicién 4.8 (Transformada de Gelfand con respecto a ). Sea A un élgebra de Banach
compleja. El siguiente funcional

8)

cu(A) — C
¢ — Z(p) = p(x)

es la evaluacion puntual de z, a este le llamaremos transformada de Gelfand con res-
pecto a x.

Ya hemos definido la transformada de Gelfand con respecto a un punto z, donde z € Ay A es
un algebra de Banach compleja conmutativa; a continuacién, vamos a definir la transformada
de Gelfand sobre un algebra de Banach.

Definicién 4.9 (Transformada de Gelfand). Sea A un élgebra de Banach compleja conmu-
tativa y 7 es la transformada de Gelfand con respecto a € A. A la coleccién de todas las
transformadas de Gelfand con respecto a x la denotaremos por A, y esta dada por

A={% : zec A}
A la aplicacion

¢:A—>A\

T — T,

le llamamos la transformada de Gelfand con respecto a A.
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Una vez definida la transformada de Gelfand, con ella vamos a definir la topologia de
Gelfand, la cual viene a ser una topologia débil.

Definicién 4.10 (Topologia de Gelfand). Sea A un dlgebra de Banach compleja conmutativa
y A es la coleccion de todas las transformadas de Gelfand con respecto a un punto z € A. A
la A-topologia de p(A) le llamamos topologia de Gelfand con respecto a u(A).

De la definicién de .#-topologia débil (ver (3.3)), la fi—topologfa de p(A) es la topologia
mads débil donde la transformada de Gelfand con respecto a x, denotada por I, es
continua. Sea C(u(A)) el espacio de todas las funciones continuas que van de p(A) a C. Es
evidente que A C C(u(A)), pues dado que los caracteres de 1i(A) son A-continuos, estos
preservaran la continuidad siempre que el dominio posea una topologia mas fuerte.

Anteriormente, en el Teorema 4.4, a), mostramos que existe una correspondencia uno a uno
entre los ideales maximales de A y los homomorfismos ¢ € u(A); con ello, damos paso a la
siguiente definicion.

Definicién 4.11 (Espacio ideal maximal). Sea A un dlgebra de Banach conmutativa com-
pleja. Al dotar al espacio pu(A) con la topologia de Gelfand, denotada por 7, el siguiente
espacio topoldgico ((A), 7¢) es llamado espacio de ideales de maximales de A.

Hasta este momento hemos definido la transformada de Gelfand, la cual relaciona la topologia
débil con diversos elementos del Analisis Funcional, donde la estructura sobre la cual se
trabaja son algebras de Banach conmutativas complejas; vale la pena mencionar que la teoria
de la topologia débil-* ha sido de suma importancia en el Capitulo 2 y que fue una parte
fundamental para la demostracion del Teorema de Alaoglu 3.11. Con todo lo mencionado
anteriormente, finalmente podemos enunciar una aplicacion del Teorema de Alaoglu.

Teorema 4.5. Si A un dlgebra de Banach compleja conmutativa, entonces (u(A), 7q) es un
espacio de Hausdorff y compacto.

Demostracion. Sea A un algebra de Banach compleja conmutativa. Por el Teorema 2.18, se
tendra que A* es un espacio de Banach.

Del Teorema de Alaoglu 3.11, sabemos que al dotar a A* con su topologia débil-*, se cumple
que el polar de la bola unitaria B;(0),

P={feA:|f@)]<1zeBO)}
es compacto en la topologia débil-*.

Sea ¢ € p(A) un homomorfismo arbitrario, el cual tiene la forma ¢ : A — C. En conse-
cuencia, p € A*.
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Utilizando la hipé6tesis que A es un algebra de Banach, si x € By(0), entonces [|z] < 1;
aplicando el literal ¢) del Teorema 4.2, tenemos que

p(z)] < 1.

Lo cual verifica que u(A) C P.

Deseamos probar que p(A) es un espacio compacto y de Hausdorff bajo la topologia de
Gelfand. Recordemos que la topologia de Gelfand es la A-topologia de 1(A), donde

A={3 : 2€ A}

En su lugar, lo que haremos seré verificar dichas propiedades bajo la topologia débil-* de A*
y luego lo probaremos para la topologia de Gelfand; para ello recordemos la definicién de
topologia débil-*, que es la .%-topologia de A*, donde

F ={g, € A7 : xe€ A}

a) u(A) es Hausdorff bajo la topologia de Gelfand.

Sabemos que la familia Aﬁ separa puntos, esto por la Proposicién 2.28. Por el Teorema 3.6,
al dotar a pu(A) con la A- topologia de 11(A), se tiene que p(A) es un espacio de Hausdorff
bajo la A- topologia. Es decir, u(A) es un espacio de Hausdorff bajo la topologia de
Gelfand.

b) p(A) es compacto bajo la topologia débil-* de A.

Para probar la compacidad débil-* de u(A), verificaremos que es débil-* cerrado; para
ello, demostraremos que p(A) = p(A)™

N Tw*

» “C 7 Por definicién de cerradura tenemos que u(A) C p(A)

s “D7 Sea fy € (A)Tw* C A*. Debemos verificar que fy es un homomorfismo com-
plejo y que existe un x € A tal que fo(x) # 0.

Para ver que fy es un homomorfismo debemos verificar las siguientes condiciones
para todo x, y € A:

a) folx +y) = folr) + foly).
b) folax) = afo(r).
¢) folzy) = fo(z)foly)-

Por definicion, como fy € A*, se tiene que es lineal; lo cual verifica las condiciones
a) yb).
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Para probar la condicién c), se debe demostrar que fo(zy) = fo(z)fo(y), o equiva-
lentemente, fo(zy) — fo(x)fo(y) = 0.

Para comenzar, fijemos =, y € A, € > 0, con estos tres elementos definamos el
conjunto

Aj = {'raya-ry7€}7 Aj S 5274

Con este conjunto definimos el siguiente vecindario abierto débil-* de fy en A*,
Wa, ={f € A" |f(z:) — folws)| < e,2; € Aj}.

Puesto que f € u(A)™", todo vecindario abierto W de fy, se cumple que WNu(A) #
(). En consecuencia, debe suceder que

Wa, 0 pu(A) # 0.

Por lo que existe un elemento g € A" tal que g € Wy, N p(A).

3

(L+ [g(@)| + [fo(w)])
riormente; teniendo esto en cuenta, definimos siguiente vecindario abierto débil-* de

fo

Definamos ¢’ = , donde g, fo, x son elementos fijos dados ante-

Wi ={f € A"« |f(z;) — folz:)| < & 2; € Aj}.
Analogamente, por definicién de cerradura, tenemos que

Wi, Npu(A) # 0.

Tomemos g € Wf'lj N u(A), y notemos que g € Wy,. Por definicién g, es un homo-
morfismo y con ello tenemos las siguientes relaciones

| fo(zy) — fo(x) fo(y)|

~—

| fo(xy) — g(zy) + g(zy) — folz)fo(y)]

)
)

<& +1g(@)g(y) — fow)g(@) + foly)g(x) — folz)foly)l
) = foWllg(@)| + g(z) — fo()l[ fo(y)

<& +elg(@)] + £ foly)]

< (1+g(z)+ foly))e
)
L+ |g(@)] + [fo(y)])

< (1+g(z) +f0(3/>>(
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Ahora bien, como la ultima desigualdad estricta se cumple para todo € > 0 y el elemento
| fo(xy) — fo(x) fo(y)| no depende de €, entonces se puede concluir que

| fo(zy) — fo(x) fo(y)] < 0.

En consecuencia, |fo(zy) — fo(x)fo(y)| = 0; es decir, fo(zy) — fo(x)fo(y) = 0, lo cual
satisface la condicién c).

De momento, hemos garantizado que fp cumple con ser un homomorfismo; sin embargo,
nos falta verificar que fy # 0, es decir, que no es el homomorfismo trivial.

Sea e € A el elemento identidad y g € W4, N p(A), como fue definido anteriormente, al
ser g un homomorfismo, g(e) = 1. Notemos que

11— fole)] = lg(e) — fole)] <e.

Ya que la desigualdad anterior se cumple para todo € y la expresién |1 — fo(e)| no depende
de e, podemos concluir que

|1 — fo(e)| <0.

En consecuencia, |1 — fy(e)| = 0; es decir, 1 — fy(e) = 0. Por tanto, fy(e) =1y fonoesel
homomorfismo trivial. De este modo, se tiene la segunda inclusién y por ende, se cumple
que pu(A) = p(A) " ; es decir, que u(A) es cerrado en la topologia débil-* de A.

Por el Teorema de Alaoglu, P es compacto en la topologia débil-* y u(A) C P es cerrado en
la topologia débil-*, aplicando el Teorema 1.9, se concluye que p(A) es débil -* compacto.

Denotemos por 7,4y, si 7,(a) es la topologia de subespacio que hereda ;1(A) de la topologfa
débil-*. Por el Teorema 1.11, u(A) es compacto bajo la topologia 7,(4), pues es compacto en

la topologia débil-*.

Ahora, lo que debemos hacer es verificar que p(A) es compacto bajé la topologia de Gelfand
Ta; para ello, probaremos que 7¢ C 7,(4).

Sabemos que la topologia 7,., es generada por la base

B = {ﬂ (20

Asi, por el Lema 1.7, al ser 7,4 la topologia de subespacio de p(A), esta es generada por la
base

Z/{B € Tusual} ) T; € A.

Buu(a) = {ﬂ(g;-l(uﬁ) N u(A))

=1

Ug € Tusual} , xr; € A.

Por otro lado, la topologia de Gelfand es generada por la base

B = {ﬂ i (Up)

i=1

:Up € Tusual} , x; € A.
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n

Sea B = ﬂ 7;'(Us) un bésico arbitrario de %g. Por el lema 1.3, tenemos que para cada
i=1
x; € B, se cumple que

T (Us) = {f € p(A) - Bi(f) € U}
={f e n(A): flz;) € Us}
={f e A NuA): g,,(f) € Up}
={f e A" :g.,(f) €Us} N u(A)
= 9o, (Us) N u(A).

Por lo que,

(Voz' @s) N pl(A)) = ()77 WUs).

i=1
Lo anterior nos dice que para todo bésico B € A, existe un basico B' € %4 tal que
B =B'yxz € B'C B. De este modo, podemos concluir que 7¢ C 7,,4).

Finalmente, por la Proposicién 1.22; si pu(A) es compacto en Tu(A), tenemos que wu(A) es
compacto en 7. Por lo que el teorema queda demostrado. O

4.2. El nucleo de Poisson en el disco unitario

En esta seccién estudiaremos una segunda aplicacién del Teorema de Alaoglu, la cual fue
tomada de [3], Teorema 1.10, paginas 11-13; lo que haremos serd utilizar algunos elementos
bésicos del Analisis Armonico y de Teoria de la Medida para relacionarlos entre si; esto con
la finalidad de dar una representacion de las funciones armonicas con dominio sobre disco
unitario, en términos de funciones del espacio medible de Lebesgue LP(T).

Para realizar lo mencionado anteriormente, vamos a analizar el espacio LP(T) y utilizaremos
la convolucién.

4.2.1. Fundamentos tedricos

Inicialmente, definiremos uno de los conjuntos mas importantes sobre los cuales trabajare-
mos, el disco unitario sobre C, denotado por D

D={zeC:|z|] <1} CC.
A su frontera 0D, la denotaremos por T, donde
T={ze€C:l|z|=1}={e”:0 € [-m ]} CC.
De igual forma, vamos a definir los siguientes espacios,
C(T)={f:T — C: f es continua},
Cox(R) ={f:R — C: f es 27 periddica y continua}.
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Proposicién 4.7. Toda funcién f : T — C puede definir una funciéon g : R — C, 27-
periédica, tomando g(z) = f(e™); reciprocamente, toda funcién g : R — C, 27-periédica
define una funcién f : T — C, tomando f(e"*) = g(x). En otras palabras, existe una
correspondencia biyectiva entre el espacio C(T) y el espacio Cy,(R).

Demostracion. Sea g € Cor(R). Definamos la funcién
f:T—C
e’ +— g(0),
donde f(e”) = g(0). Verifiquemos que f estd bien definida.

o . . . »
Sean €. ¢ € T. con 0.0 € [—m. 7] tal que ¢ = €. Dado que € es una funcién 27-
l ) b )

periédica, entonces 6 = 6’ + 27; g es una funcién 2r-periédica, asi que,

9(0) = g(0' + 27) = g(0").

0

Lo anterior, verifica que f(e?) = g(f) = g(#') = f(¢"). Probando de este modo que f esté
bien definida y se verifica que al tomar una funcién g € Cy,(R), podemos definir una funcién

fec(T).
Sea f € C(T). Definamos la funcién
g:R—C (4.3)
x> f(e®), (4.4)

donde g(x) = f(e). Probaremos que g esté bien definida. Sean x,y € R tal que x = y + 27,
sabemos que e = ¢, entonces g(x) = f(e) = f(e") = g(y). De esta forma, probamos
que g estd bien definida y es 2m-periddica; es decir, se prueba que con la funcién f € C(T)
podemos definir una funcién g € Cs,(R).

Por lo mostrado anteriormente, se garantiza que existe una correspondencia biyectiva entre

los espacios C(T) y Ca,(R) O

Definicién 4.12 (Espacio de medida). Sea X un conjunto no vacio, .4 una sigma &lgebra
en X y p una medida en X. La terna (X, A, u) recibe el nombre de espacio de medida.

Definicién 4.13 (Medida de probabilidad). Sea X un conjunto no vacio y A una sigma
algebra de X. La funcién P : A — [0, 1] es una medida de probabilidad, si verifica que:

1. P(X)=1.

2. P(A) > 0, siempre que A € A.
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3. Si{A,}>2, € A es una sucesién de conjuntos disjuntos dos a dos, entonces
P (U An> = P(A,).
n=1 n=1

Una vez dada la definicién de una medida de probabilidad, es natural definir un espacio

de probabilidad.

Definicién 4.14 (Espacio de probabilidad). Sea X un conjunto no vacio, A una sigma
dlgebra en X y P una medida de probabilidad. La terna (X, A, P) recibe el nombre de
espacio de probabilidad.

Nota. Sea A, la sigma algebra de los conjuntos medibles de Lebesgue. Si ' € A, entonces
m*(FE) denota la medida exterior de Lebesgue del conjunto £ y m(FE) denota la medida
de Lebesgue del conjunto F.

Definicién 4.15. Sea (R,.A,m) un espacio medible, donde A denota la o-algebra de los
conjuntos medibles de Lebesgue y m denota la medida de Lebesgue. Sea E € A. Decimos
que un conjunto F' es medible en E, si F = F'N E, donde F’ € A.

Ahora, que ya hemos definido un espacio de medida, otra definicién que serd de suma im-
portancia son las funciones medibles.

Definicién 4.16 (Funcién medible). Sea £ C R un conjunto medible. La funcién,
f:E—C

es medible, si y solamente si para todo conjunto abierto A de C, se cumple que f(A) es
un conjunto medible en E.

El espacio de medida de los reales esta dado por (R,.4,m), donde A son los conjuntos
medibles de Lebesgue en R y m es la medida de Lebesgue; sin embargo, estamos interesados
en una variacién de dicho espacio, para ello analicemos lo siguiente. Sea (R, .4, m) el espacio

de medida de los reales y [—m, 7] C R. Denotaremos por A" a la o-dlgebra de los conjuntos
medibles de Lebesgue en [—7, 7], la cual definimos como

A ={AN[-7m,7]: Ae A}
Ahora definamos la medida de Lebesgue restringida a nuestro intervalo [—, 7],
m' =m|y =m"|a,
donde

m': A — [0, +oc.
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En otras palabras, m'(E) = m(E) = m*(FE), siempre que E € A’; sin embargo, atin nos
falta un paso mas para obtener el espacio que es de nuestro interés (pues lo utilizaremos en
nuestra aplicaciéon). Como siguiente punto, vamos a normalizar la medida m’, mediante la
siguiente aplicacion

A A — [0, 1]
E+— \E),
fone (E) (E) (E) _ w(E)
ME) = m!([—m, 7)) - m([—m, 7)) T [—7, 7)) o
Nuestra medida se define como /
AE) = mQ(FE ),

Dado que m/, es la restriccién de la medida exterior de Lebesgue y la medida exterior, se
cumplird que

ME) = = = , siempre que E e A

Verificaremos que la funcién A es una medida de probabilidad (Ver 4.13)

1.
)\([—7'[',7'(']) _ m ([;:777-]) _ m ([2_:771-]) _ g_; -1

Probando asf el primer axioma.

2. Sea E € A’; al ser m la medida de Lebesgue tenemos que m(FE) > 0. Ademés, m(FE) =
m/(E), siempre que E € A" y obtenemos que
m(E) = m'(E)
"(E)
'(E)
2m
AE) > 0.

3 3
ARV
e} o

3

| \/

Probando asi el segundo axioma.

3. Sea {E,}>2; € A’ una sucesién de conjuntos disjuntos dos a dos; también, sucede que
{E,}o2, € A. Por propiedad de la medida de Lebesgue, se tiene que

o (0) - S

n=1
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Ay A, son una o-dlgebra, asi que

E=|JE.eA = EcA.
n=1
Aplicando m’ al conjunto E, tenemos que
(VS B (VEN RO wil
n=1 n=1 n=1 n=1

Finalmente, obtenemos que

A (U En) = %m (U En> = % nzlm'(En) => méf") = ; AE,).

n=1 n=1 n=1

Probando el tercer axioma, y verificando por completo que A es una medida de proba-
bilidad.

Definicién 4.17 (Espacio de medida sobre [—m, 7). Sea [—m, 7] C R, A’ la o-dlgebra de
los conjuntos medibles de Lebesgue en [—7m, 7] y A es una medida de probabilidad, donde
ME) =m(E)/2r. A la terna ([—m, 7], A, \) le llamamos espacio de medida sobre [—, 7]

Nota. A partir de este punto, cuando nos refiramos al espacio de medida [—7, 7] se refiera
al espacio medible ([—7, 7], A’, \), donde A’ son los espacios medibles de Lebesgue en [—7, 7]

m'(E
y A es la medida definida como A\(E) = #
s
Una vez dados estos conceptos preliminares, podremos definir el espacio LP(X), que es el
espacio de las funciones Lebesgue p integrables; dicho espacio, es uno de los espacios mas

importantes en Teoria de la Medida.

Definicién 4.18 (LP(X)). Sea (X, M, 1) un espacio de medida y 1 < p < oo es un pardme-
tro fijo. El espacio LP(X), se define como

Lp(X):{f:X—>C ‘fesmedibley/X\f\pdu<oo}.

Sobre dicho espacio definimos la norma p, dada por

1Al = ( / |f|pdA>p .

Estos espacios también son conocidos como espacios medible de Lebesgue.
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Proposicién 4.8. El conjunto T lo podemos identificar con el intervalo [—m, 7.

C
® {zeC:|z| =1}

N

| d
- § w \J

En particular, nosotros estamos interesados en el espacio LP(T), el cual definimos a conti-
nuacion.

Definicién 4.19 (Espacio LP(T)). Sea (T,.A’,\) un espacio de medida y 1 < p < 0o un
parametro fijo. El espacio de las funciones medibles y Lebesgue p integrables, se define como

Lp(X)—{f:X—MC ‘fesmedibley /X|f|pd,u<oo}

A dicho espacio lo dotamos con la norma

11l = ( / |f|pdA>p .

Ahora, analicemos la integral / | f|Pd\, tenemos que
T

[isvar= [ irra

1

— - [ Ifrant
2 Jr
1 ™

|f(#)Pdt.

:% .

El espacio LP(T), se puede redefinir como

LP(X):{f:X—HC

1 s
fes medibley2—/ ]f(t)|pdt<oo} :
™ —T

Por la proposicién 4.7, toda funciéon medible es continua; por otro lado, la funciéon f : T — C
induce una funcién g : R — C que es continua y 27-periddica, entonces el espacio LP(T) lo
podemos redefinir como

1 ™
LP(T) = {f R—C ’ f es medible, 27-periédica y 2—/ |f(®)[Pdt < oo} .
™ —Tr

Una vez hemos dado algunas definiciones y resultados basicos de Teoria de la Medida, vamos
a dar algunos conceptos basicos de Anélisis Arménico y de Analisis complejo. Iniciaremos
definiendo la derivada parcial de una funcién complejo valuada.
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Definicién 4.20 (Derivada parcial). Sea €2 C C un conjunto abierto. Definamos una funcion
f: Q2 — C complejo valuada y su parte real e imaginaria, u(x,y) = Re f(z + 1y), v(z,y) =
Im f(z +iy). La derivada parcial de f con respecto a x e y se define como:

af  Ou Ov
of  Ou  Ov (4.6)

= i
gy oy Oy
A continuacién, vamos a definir la derivada compleja.

Definicién 4.21. Sea €2 C C un conjunto abierto, f : 2 — C una funcién complejo valuada
y z € (). La derivada compleja de f en z se define como,

Fo) — pn L2 =)

h—0 h

Ademas, si el limite existe, decimos que f es compleja diferenciable en z.

Con estas dos definiciones, podremos definir el espacio de las funciones de clase C* sobre los
complejos.

Definicién 4.22 (Espacio C*(Q)). Sea Q2 C C un conjunto abierto. Una funcién f : Q — C
se denomina k— veces continuamente diferenciable, si todas sus derivadas parciales de
orden k existen y son continuas.

Al conjunto de todas las funciones complejo valuadas, k-veces continuamente diferenciables
lo denotamos por C*(Q), donde k € N.

Definicién 4.23 (Funcién holomorfa). Sea €2 C C un conjunto abierto. Definamos la funcién
f:Q — C. Si para cada z € ), f es compleja diferenciable, decimos es holomorfa.

Definicién 4.24 (Funcién analitica). Sea 2 C C un conjunto abierto. La funcién f : Q@ — C
es analitica, si su derivada existe y es continua.

Por definicién, es evidente que toda funcién es holomorfa es analitica. A continuacion, dare-
mos el resultado de formalmente.

Teorema 4.6. Sea 2 C C un conjunto abierto. Si f : Q@ — C es una funcion holomorfa,
entonces f es analitica.
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Las funciones analiticas se pueden caracterizar de una forma muy particular. Utilizando el
Teorema 4.6, damos una propiedad especifica de las funciones holomorfas.

Teorema 4.7 (Funcién analitica). Sea 2 C C un conjunto abierto. Si f : Q@ — C es una
funcion analitica en €, entonces f puede representarse como una serie de Taylor; es decir,

f(Z) :Zan(z_a)nu donde an:f(n)(z)‘m a,ao, a1, ... € (C’

n=0

para todo z € V', donde V' es un vecindario abierto de a en €.

Las funciones analiticas tienen cierta relacién con las funciones infinitamente diferenciables;
esto viene del hecho que pueden representarse como una serie de Taylor.

Proposicién 4.9. Sea ) C C un conjunto abierto. Si f : {2 — C es una funcién analitica
en €2, entonces f es de clase C*°(Q).

De la serie de teoremas anteriores, finalmente concluimos con la siguiente propiedad.

Teorema 4.8. Sea 2 C C un conjunto abierto. Si f : Q0 — C es una funcion holomorfa,
entonces f es de clase C™(S2).

Existe un par de ecuaciones que son de gran importancia en el Anédlisis Complejo, con ello
nos referimos a las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

Teorema 4.9. Sea ) C C un conjunto abierto. Consideremos una funcion f : Q@ — C
donde u, v son las partes reales e imaginarias de f. Las siguientes ecuaciones:

ou(x,y)  Ov(x,y)

b = o (4.7)
du(z,y) ov(r,y)
= — 4.

son conocidas como ecuaciones de Cauchy-Riemann.

Utilizando las ecuaciones de Cauchy-Riemann podemos redefinir a las funciones holomorfas.

Teorema 4.10. Sea 2 C C un conjunto abierto. Consideremos la funcion f : Q@ — C
definida como

f(z) = u(z) +iv(2),

donde u,v : @ — R. f es holomorfa si y solamente si u, v, satisfacen las ecuaciones de
Cauchy-Riemann.
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Finalmente, estamos listos para definir una funcién armoénica complejo valuada, que son las
funciones bajo las cuales se desarrollara nuestra aplicacién.

Definicién 4.25 (Funcién arménica). Sea € un conjunto abierto de C. Una funcién
f:Q—C,
se dice arménica, si es de clase C?(12) y satisface la ecuacién,

Q2f  o°f
@‘i‘a—zﬁ:o. (4.9)

Nota. La ecuacién (4.9) es conocida como ecuacién de Laplace.

Observacion. Las derivadas parciales de la funcion f, se refieren a la derivada parcial de
la parte real e imaginaria, las cuales estan dadas en (4.5) y (4.6).

Una caracteristica importante de las funciones armonicas y las funciones holomorfas, es el
hecho que se relacionan entre si. Para estudiar dicha relacién, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.11. Sea ) un conjunto abierto de C. St f : Q0 — C es una funcion holomorfa,
entonces su parte real e imaginaria son funciones armonicas real valuadas.

Demostracion. Sea f : {0 — C una funcién holomorfa, la cual es de la forma

flz +iy) = u(z,y) +iv(z,y),

donde u(z,y) = Re (f(x +iy)) v v(z,y) = Im (f(z + iy)); ademds, u y v son funciones real
valuadas. Por el Teorema 4.10, garantizamos que u y v satisfacen las ecuaciones de Cauchy
Riemman; es decir.

e ou_ o
or Oy Y oy Oz’

Por el Teorema 4.8, dado que f(z) = u(z)+iv(z) es holomorfa, obtenemos que f es de clase
C*(Q); en consecuencia, u y v son de clase C*°(Q2). Utilizando lo anterior, garantizamos
que las derivadas parciales de segundo orden existen y son continuas, asi que, las siguientes
expresiones son vélidas,

2 2 2 2
gu _ v y ou__ u (4.10)
0x?  Oyox oy? Ox0y

2 2 2 2
Ov _ Ou v Ov _ O (4.11)

0y? - %y 0x? Oyx
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Al sumar las expresiones de (4.10) y (4.11) se concluye que

82u+82u_ Pv Pu . @+@_0
0z Oy2  Oydr Oxdy ox2  oy2
v v 0%u  *u v 0%

oy? + oz Ory Oyx oy? + 02

De esta forma, hemos demostrado que las funciones u y v satisfacen la ecuacion de Laplace
(4.9); es decir, u = Re (f) y v = Im (f) son funciones armoénicas real valuadas. O

Corolario 4.1. Sea (2 C C un conjunto abierto. Si f : Q2 — C es una funcion holomorfa,
entonces f es armonica.

Demostracion. Por hipétesis, f es una funcién holomorfa. Reescribimos a f como

[z +iy) = ulz,y) +iv(x,y),

donde u(z,y) = Re (f(z +iy)) y v(z,y) = Im (f(z +iy)). Ya que f es de clase C*(Q) las
siguientes expresiones estan bien definidas,

02f  *u 0
912 9z | ox?
oo o
oy?  oyr oy

Al sumar ambas expresiones obtenemos que,

0*f 0*f *u 0w Pu 0%
= +1 + +1

022 o2 o o T oy

0%u N 0%u » 0*v N 0*v
===+ = il ==+ |-
ox?  Oy? ox?  Oy?
Por el Teorema 4.11, las funciones u(z,y) = Re (f(z +1iy)) v v(x,y) = Im (f(z + iy)) son
armonicas real valuadas, asi que,

T
ox2  Oy? Y 0%y Ox?

=0.

Utilizando lo anterior, tenemos la siguiente igualdad,
0*f  O*f *u  O%*u (0% 0%
+ o= + +il 25+ 7
ox?  Oy? ox?  Oy? or?  0y?

=0.

De esta forma, se ha probado que f es una funcién armonica, pues satisface la ecuacion de
Laplace y es de clase C?(12). O
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Otra cualidad muy importante de las funciones arménicas, es el hecho que la propiedad de
ser armonica se preserva bajo traslaciones y homotecias.

Proposicién 4.10. Sea f : 2 — C una funcién armoénica.
a) Tomemos 2’ € C. La 2'-traslacién de f, definida como
f.:Q+2 —C
2 fa(2) = f(z —2),
es una funcién armonica.

b) Tomemos r € R, con r > 0. La r-homotecia de f, definida como
1
f.: -0 —C
T

z+— fr(2) = f(rz),

es una funciéon armoénica.

El siguiente resultado relaciona la antiderivada de una funcién holomorfa con una funcién
del mismo tipo.

Teorema 4.12. Sea G un conjunto abierto, simplemente conexo en C. Si f : G — C es
una funcion holomorfa, entonces existe una funcion holomorfa, F': G — C tal que

F'(z) = f(2), Vzed.

Demostracion. La demostracion de este teorema sera omitida. Véase [1], Capitulo 8, Seccion
1, Teorema 8.5, pagina 111. O

Hasta este punto hemos analizado diversas propiedades de las funciones armonicas, por
ejemplo, demostramos que toda funcion holomorfa es armonica; sin embargo, este resultado
no es la unica relacién que hay entre este tipo de funciones.

Teorema 4.13. Sea G un conjunto abierto, simplemente conexo en C. Definimos una fun-
cion f : G — R armdnica real valuada si y solamente si existe una funcion holomorfa,
g: G — C tal que

f =Re(g) en todo G.

Demostracion.

“ <=7 Por hipétesis, g : G — C es una funcién holomorfa tal que Re(g) = f, donde
f: Q2 — R. Por el Teorema 4.11, Re(g) = f es una funcién armonica real valuada (esta
implicacién es independiente del dominio de la funcién g).
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“ = 7" Tomemos una funcién armoénica real valuada f : G — R, debemos encontrar una
funcién holomorfa g : G — C tal que Re (g) = f.

La funcién f : G — C, es armonica, por ello satisface la ecuacién de Laplace,

f  Of
@‘i‘ (9_y2 =0.

Definamos las siguientes funciones, U : G — Ry V : G — R,

of of
U=— V=-—
Ox oy’
con ellas definimos la funcién
h:G—C

2+ h(z) =U(z) +iV(z).
Derivando parcialmente, obtenemos que

w_er
or 0%’ oy Oy’

Con la igualdad anterior, obtenemos que

oo _

or Oy
ou _ov
or Oy’

Es decir, se satisface una de las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Andlogamente, tenemos que

8_U _O*f G_V L 0 f
oy  Oxdy’ dy  Oyoz’
Con ello, obtenemos que
ou__ov
oy Oy’

garantizando que se satisface la segunda ecuacion de Cauchy-Riemann. De momento, hemos
probado que h satisface las ecuaciones de Cauchy Riemman; aplicando el Teorema 4.10, te-
nemos que h es una funciéon holomorfa en G.

Aplicando el Teorema 4.12 a la funcién holomorfa

h:G—C,
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garantizamos que existe una funcién holomorfa, H : G — C tal que
H =h en todo G.
Ya que H es una funcién holomorfa, podemos reescribirla como
H(z +iy) = Ui(x,y) +iVi(z,y),

donde Ui(x,y) = Re (H(x +iy)), Vi(z,y) = Im (H(z + iy)); ademds, H satisface las ecua-
ciones de Cauchy-Riemman, es decir,

aUl(x7y) — _a‘/l(x7y)
oy or

(4.12)

Derivando H con respecto a x, se tiene que

oH  oU, N Z,E?Vl
or  Ox oz’
sustituyendo (4.12), tenemos que

OH 0U, 8U 1

9r O 83/
Finalmente, utilizando el hecho que H' = h sucede que:

U, 0y _9f _9f

ox dy ox 5’y
Al igualar las partes reales e imaginarias, tenemos que,

o _ou o _ou
or  or ° oy Oy

Como siguiente punto, integraremos una de las expresiones anteriores

/8U1 _/ of
U=f+c

Definimos la funcién, g : G — C tal que g = f +iV;. Con todos estos elementos, tenemos
que

g=U —c+1iV
= (U +1iV) —
=H—c.

Hemos reescrito a g como una traslacion de H; g es una funciéon holomorfa, pues dicha
propiedad se preserva bajo traslaciones. Finalmente, por construccion se tiene que Re (g) = f,
con ello probamos lo que se deseaba. O
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Una pregunta que nos podemos hacer es jpor qué fue necesario introducir el término de
funcién analitica? Con el siguiente resultado veremos la finalidad, la cual en pocas palabras
es representar una funcién arménica con dominio simplemente conexo como una serie de
Taylor.

Observacion. El conjunto
D={zecC:|z|<1}={re? cC: -1 <O <m,0<r <1},

es un conjunto abierto, simplemente conexo.

Proposicion 4.11. Si f : D — C es una funcién armonica, entonces f tiene una represen-
tacion en series de Taylor de la forma,

f(re®) = Z anr™e™? donde re € D.
ne”

Demostracion. Sea f una funciéon arménica real valuada en un conjunto abierto, simplemen-
te conexo; por el Teorema 4,13, existe una funcién holomorfa g : D — C tal que Re (g) = f.

g es una funcion holomorfa, aplicando el Teorema 4.6, tenemos que ¢ es analitica; en conse-
cuencia, para zg € D, se cumple que

f(z) =) bu(z—2)", VzeD.
n=0

Donde D es un vecindario abierto de zp; en particular, lo anterior se cumple para zy = 0, asi
que,
o
f(z) = E b,z", siempre que z € D.
n=0

Recordemos que f = Re(g); por otro lado, la parte real de un nimero complejo se define
como

g+g g+g
R =— ==,
e(9) == f="
Se sabe que todo complejo se puede reescribir como z = re = rcos(f) + irsen(d), con
re” € D.
Analicemos la funcién f:
_9tg
1=

lem, , le

1 1
=5 nz:% b,2" + 3 Z by, (r™ cos(nf) + ir™ sen(nb))

n=0
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1 > 1 o
f= 3 nZ:Ob (1" cos(nf) + ir" sen(nd)) +3 ; r™ cos(nf) — ir" sen(nd))
1 — — P o
=5 nzzo(bn + b,,) (" cos(nd)) — 5 nzzo(bn + b,)r" sen(nf)).

Recordemos que f es una funcién real valuada, asi que

EZ bp + b,)r" sen(nf)) = 0.
n=0

[\D

Utilizando lo anterior, redefinimos a f como

oo

> by + bn) (r" cos(nb))

n=0

[e=]

3

1 - ] —in
=3 Z Re(by,)r™(e™? 4 e=?)
n=0

_ %iRe(bn n zn@ 4= Z Re P znO
n=0 n=-—00
= Z Re (b, )r"le™?.

nez
Tomando a,, = Re(b,,), tenemos que
0\ n| in
)= E anrimlen?
nez

obteniendo la expresion deseada. O

4.2.2. Aplicacion en el Nicleo de Poisson

Antes de definir nuestra aplicacion del Teorema de Alaoglu, es necesario que definamos el
operador convolucion; dicho operador transforma dos funciones g y f en una tercera funcion,
la cual expresa la forma en la que f se modifica en términos de g y viceversa.

Definicién 4.26 (Convolucién). Consideremos las funciones, f : T — Cy g : D — C.
La convolucion de f y g se define como

(f*g)( /f g(t —T)dr = /1rf(t —71)g(T)dT. (4.13)
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Lo que haremos en este momento serd estudiar las funciones arménicas sobre el disco abierto
unitario, el cual definimos anteriormente y denotamos por D; para ello iniciaremos definiendo
el nicleo de Poisson, la cual es una funcién que es una pieza clave de este apartado.

Definicién 4.27 (Ntcleo de Poisson). Sea 0 < r < 1 un escalar fijo. La funcién
P.(0):R — R,
definida como
1—r?
1 —2rcos(f) +r?’

P(0) = (4.14)

es llamada nucleo de Poisson.

Proposicién 4.12. Para cada 0 < r < 1 fijo, el nicleo de Poisson P,(6) : R — R posee
una representaciéon como serie de Taylor dada por

_ E r\n|ezn9'
nez

Demostracion. Tomando 0 < r < 1 fijo, —oo < 0 < 0o, notamos que

= . 1 1+ re® e
O0\n __ o 10 10\n
%(re ) =0 = —1_r€ia_(1+r6 )nz%(re ",
obteniendo que
1+ ret?
1— rel@ - + QZ 7"6

=142 Z(r" cos (n@) + ir" sen (nd)).

n=1

Ahora analicemos la parte real de la expresién anterior,

1 0
Re(lj:;e) —1—1—227’ cos (nd)

n=1
=14+ irn(emﬁ + —m@)
n=1
=14+ Z Tn(einﬁ) + Z Tn(e—mé’)
n=1 n=1
00 -1
=14+ Zrn(eine) + Z r- (em9)
n=1 n=-—00
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Por otro lado, tenemos que

1+re  (1+4re? 1 — rei?
1—re?  \1—reb 1 — reif
1+ rei? — reif — 2

|1 — rei?)?

1+ rcos (0) +irsen () — rcos () + irsen () — r?
1 —2rcos(f) + r?

1 + 2irsen (0) — r?
1—2rcos(f) +r2"

Con las dos igualdades anteriores, se verifica que

1+ ret? 1—r?
Re — | = .
1 —re? 1 —2rcos(0) + r?

De momento, hemos obtenido las siguientes igualdades:

1+ ret , 1+ re® 1—r?
R =) =D ririe R =) = = P,.(0).
e<1—r629) Zr (™) y e(l—re’9> 1 —2rcos() + r? (6)

ne”

Con ellas, se tiene que

P(0) =) ril(em?).

ne”L

Que es la igualdad que se deseaba demostrar. O

En particular, las funciones arménicas real valuadas (o funciones armonicas complejo valua-
das con su parte imaginaria nula) poseen una representacién como una integral, la cual es
similar a la convolucion.

Teorema 4.14. Si g : T — R es una funcion continua en T, entonces existe una funcion
continua f: D — R tal que

a) g(z) = f(z) para z € T.

b) f es una funcidn armdnica real valuada en D.

Ademds, f es unica y estd definida por

) 1 i . .
f(re?) = —/ P.(6 —t)g(e"),  parare? € D.

2 ),

Demostracion. La demostracion de este teorema serd omitida. Véase [2], Capitulo 10, Seccién
2, Teorema 2.4, paginas 257-258. O
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Corolario 4.2. Si f : D — R es una funcion continua armonica real valuada sobre D,
entonces f se define como

fre®)y = — /W P.(0—t)f(e™), parare® € D.

—T

Demostracion. La demostracion de este corolario serd omitida. Véase [2], Capitulo 10, Sec-
cién 2, Corolario 2.9, Pagina 259. O

El resultado anterior lo podemos generalizar para el tipo de funciones armoénicas que estamos
estudiando, es decir, las funciones armoénicas complejas valuadas.

Teorema 4.15. Si f : D — C es una funcion armdnica, entonces [ posee una represen-
tacion en término del nicleo de Poisson, dada por

f(re®) ! /7r P.(0 —t)f(e™)dt, parare® € D.

:% o

Demostracion. Sea f una funcién armonica, definida como f = u + iv, donde u = Re (f) y
v = Im (f) son funciones armonicas real valuadas.

Sea u: D — R, v: D — R, funciones continuas sobre D; en particular, son funciones
armoénicas real valuadas sobre D. Por el Corolario 4.2, se cumple que

) 1 g ) .
u(re) / P.(0 — t)u(e™)dt, parare? € D,

T o

—T

. 1 4 . .
v(re'?) / P.(0 — t)yv(e™)dt parare” € D.

T or

—T

Para re' € D, se tiene que

f(re®y = u(re) + iv(re®)

— 1 " it 1 " it
o) P.(0 —t)u(e )dt+227r /_7r P.(0 —t)v(e™)dt
1 s

P60 — t)(u(e™) + iv(e'))dt

:% o
1 ™

:% .

P.(6 —t)f(e™)dt.
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Corolario 4.3 (Integral de Poisson). Sea f una funcion armdnica sobre el toro
f:T—C
e — f(e).

Si f: D — C es una funcion armdnica tal que f|lr = f, entonces f puede ser representada
como una convolucion de la siguiente forma

Flre®) = (P. = f)(0), para re € D.
A esta expresion se le conoce como la integral de Poisson.

Demostracion. Sea f : T — C una funcion armonica, se puede descomponer de la forma
f =wu+1iv, donde u = Re(f), v = Im (f), son funciones armoénicas real valuadas en T tal
que

u:T—R, y v:T—R.

Por hipétesis, fv: D — C es una funcién armonica, la cual se puede descomponer de la
forma f = u+ v, donde u = Re (f), v = Im (f); ademés, u y v son funciones continuas tal
que

u:D— R, v:D—R.

En particular, se cumple que

f(z) =u(z) +iv(z) = u(z) +iv(z) = f(z), siempre que z € T.

Por el Teorema 4.14 se tiene que

(re®) = = / " PO — t)ii(et)t,

2 J_.

B(re?) = — / " B0 — 1)t

2m J_,

Ademss u(z) = Re(f(2)) = Re(f?z/)), v =1Im(f(z)) = Im(ff(\z/)) siempre que z € T,
entonces

f(re®) = t(re) + iv(re)

~ L [ po- e+ i [ R - o
2 J_. o |

= % _: Po(0 —t)f(e)dt

= % _: P.(0 —t)f(e")dt

= (P * [)(0).

De esta forma, verificamos que f(re??) = (P.xf)(), que es lo que deseabamos demostrar. [



4.2. EL NUCLEO DE POISSON EN EL DISCO UNITARIO 219

Proposicién 4.13. Definamos el nicleo de Poisson, P,(f) para un escalar fijo 0 < r < 1,

entonces
1 iy
1. — P.(0)do = 1.
o | (0)

2. P,(0), es mayor o igual que cero, continuo, una funcién par y 2m-periédica, siempre
que 8 € [—m, 7).

Demostracion.
1. Serd r un escalar fijo tal que 0 < r < 1. Analicemos la integral dada

1 ™ 1 ™ ‘
[n|/ inb
o - b.(0)d6 = o - ( E (e )) do.

neZ

En la demostracién de la Proposicién 4.12, se probé que

Zr'"‘(eme) =1+ i "2 cos (nh).

neL n=1

Sustituyendo dicha expresiéon en la ecuacion anterior, y aplicando el Teorema de Con-
vergencia dominada de Lebesgue se tiene que

I I =
- _WPT(Q)dH—%/_7r <1+2;r cos(n&)) do

I 1L ™=,
=5 7ﬁd9+% B (2;7" cos(n@)) do

1
Verificando que by P.(0)df = 1.
m

—T

2. Dado r fijo tal que 0 < r < 1, definimos

1—17r2

P.(0) = .
() 1 —2rcos(0) + r?

Verifiquemos que P,(6) es continua. Por el tipo de funcidn, sera continua si

0 < 1—2rcos(f) +r?.
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Sabemos que
cos(f) <1 = 2rcos(f) < 2r.

Ademas, dado que 7 < 1, se tiene que (1 — r?) > 0. Utilizando ambas desigualdades,
tenemos que

()
(6)
1+7r*—2rcos(d) >14+7r*—2r
1+ 7% — 2rcos(f)
1+ 7% — 2rcos(f)

Probando que en efecto P,.(#) es continua.

Para verificar que P,(f) > 0, solo debemos probar que 0 < 1 — 7, pues ya se probé
que el denominador es positivo. Veamos que

0<r<1 = 0<r’<1 = 0<1-—1r>%

De esta forma, se verifica que 0 < P,.(6).

Ahora, veamos que es una funcién par

1—172 1—17r2

+(=6) 1+ 2rcos(—0) +r2 1+ 2rcos(f) + r? r(0)

Anélogamente, se verifica que es 2m-peridédica

U e - Y0
' " © 1+2rcos(f+2m)+1r2  1+2rcos(f)+r2 TV

Entonces se cumplen todas las propiedades deseadas. O

Antes de ver el resultado mas importante de esta seccion, que es la aplicacién del Teorema
de Alagolu, enunciaremos un resultado que nos servira mas adelante.

Teorema 4.16 (Teorema de representacion de Riesz para el dual de LP(E)). Sea E un
1
conjunto de R, Lebesque-medible de medida finita, sean p y q, de forma que — + — = 1. Al

p g
tomar 1 < p < oo fijo, para cada ¢ € (LP(FE))" existe una funcion g € LY(E) tal que

o(f) = /Ef(t)g(t)dt, para todo f € LP(E).

En consecuencia, (LP(E))* es isomorfo a LI(E).
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Demostracion. La demostracion de este teorema serd omitida. Véase [4], Capitulo 19, Seccién
2, pagina 400. [

En el Corolario 4.3, vimos que una funciéon arménica se puede expresar como la convolucién
del niicleo de Poisson con una funcion arménica. En el siguiente resultado veremos que dicha
convolucion se preserva con una clase especifica de funciones, y es aqui donde utilizaremos
una consecuencia del Teorema de Alaoglu, especificamente el Teorema de Helly generalizado

Teorema 4.17. Si f es una funcion armonica cuyo dominio es el disco unitario D,
f:D—C
re —s f(re'),
tal que

sup ||f(rei0)Hp < 00,
0<r<1

para algin 1 < p < oo fijo. Entonces, existe una funcion g € LP(T) tal que
f(re®)y = (P, % g)(0), siempre que  re'’ € D.

Demostracion. Para esta demostracién, tomaremos un p fijo arbitrario, de modo que 1 <
p < 00.

Para comenzar recordemos la definicién del espacio LP(T). Anteriormente, se estudié que se
puede identificar de dos formas,

LP(X):{f:X—HC ‘ fesmedibley%/Tr ]f(t)|pdt<oo}.

LP(T):{f:R—>(C

f es medible, 27-periédica y % /_7; |f()|Pdt < oo} .
Sea f una funcién arménica cuyo dominio es D, la cual definimos a continuacién
f:D—C
re —s f(re).
Sea {r,}.°, una sucesion creciente, donde r, = 1 — 1/n, y satisface que r,, — 1, n — cc.

Utilizando la sucesién anterior, para cada n € N, se define la siguiente funcion:
gn(0) = f(rpe”), para —7 <0 <,
donde,
gn A, — C,

0 — g,(0) = f(rnew).
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A, ={z€C:|z] =r,} es el dominio de la funcién g,. Lo que haremos en este punto serd

probar que g, € LP(T), para cada n € N; para ello verificaremos que g, es medible y que
1 ™
%/ lgn(8)[Pdt < oo,

» Verificando que g,, es medible.

Dado que f es armoénica, es continua; podemos observar, que g, es una restriccion del
dominio de la funcién f, al conjunto A,, = {z € C: |z| = r,}. Por el Teorema 1.6, g,
es una funciéon continua.

1 s
» Probando que 2—/ lgn(t)[Pdt < 0.
m —T

Notemos que al evaluar a f en los puntos del conjunto A, obtenemos que
flrae®) = ga(0),  0€ A,
donde 0 < 7, < 1; en consecuencia, se satisface que
1 /" . 1/p 4
19 (O)]l,, = <% /_ﬂ |f(rnezt)|pdt> < JSu £ (rac®)|| < oo.

En particular, para cada 0 < r, < 1 se tiene que

Hgn(ﬁ)Hp < sup 1 Hf(rneiG)H )

0<rn< P

Definiendo M = sup H f (rnew)Hp € R, se cumple que

0<rp,<1

1 T
— (D) |Pdt < MP.
o | lon(®)ldt <

—T

Tomemos MP = M, entonces

1 (7 1 (7

— LOPdt < M = — L ()P dt < oo.

5 | lora <y — o [ gpa < o
Lo cual satisface la segunda condicién para concluir que g, € LP(T).

Por otro lado, del Teorema 4.16 sabemos que el espacio dual de LY(T) es isomorfo a LP(T),
siempre que 1 < p < oo; es decir

(L4(T))" = L(T).

1 1
Dado que p es el exponente conjugado de ¢, se cumple que — + - =1ysil < p < oo,
p q

entonces 1 < ¢ < o0.
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El espacio LY(T) es un espacio separable, pues 1 < ¢ < oo y T es un subconjunto de R,
Lebesgue medible y de medida finita, (para més detalles ver [4], Capitulo 7, Seccién 4, Teo-
rema 11, pagina 152).

Aplicando el Teorema de Helly generalizado 3.15 (resultado inmediato del Teorema de Alao-
glu), si LY(T) es un espacio normado separable, entonces toda bola cerrada de radio finito en
(LY(T))* = LP(T) es secuencialmente débil-* compacta; asf que, Bj;(0) es secuencialmente
débil-* compacta.

Anteriormente, se prob6 que
{gn}nZi € Bar(0).
Ya que la bola cerrada By, (0) en LP(T) es secuencialmente débil-* compacta, la sucesion
{gn}o2, posee una subsucesién convergente {g,, }re;; es decir,
Gy LN g, k—o00, donde g & By (0).
Por el isomorfismo LP(T) = (LY(T))*, la sucesién {g,}rey y g € LP(T) se se identifican con

on vy @ € LI(T), para cada n € N. Utilizando lo anterior, se obtiene que

Ini w—*>g, Ek— oo <= (pnkﬁmo, k — oo.
La segunda convergencia, significa que
©n, (h)—¢(h), k — oo, para todo h € LY(T),
esto por la definicién de convergencia débil-* (Ver (3.2)).

En concreto, del Teorema de representacion de Riesz 4.16, se obtiene que

©On, (h) ! /7r h(t)gn, (t)dt — ! /ﬂ h(t)g(t)dt = p(h), k — oo, (4.15)

o), o |
dicha convergencia se cumple para todo h € L(T).

Vamos a verificar que el niicleo de Poisson, satisface que P.(f) € LY(T). Por el Teorema 4.13,
para 0 < r < 1 fijo, se satisface que P,.(#) es continuo, 2-7 periddico y positivo; lo anterior,
garantiza que P,(0) € LY(T) y por ende, P.(0 —t) € LY(T) .

Recordemos que la expresién (4.15) se cumple para todo h € L(T), en particular, se cumplira
para el nicleo de Poisson P,.(f — t), entonces

1 ™ ™

PO - gt — — [ PO—bDg)dt, k. (4.16)

o ,,r 2m

—T
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Dado que f(re) una funcién arménica, su homotecia f,, (re”) = f(r,re®), para 0 < r, <1,
sigue siendo una funcién armoénica.

1
Dicha funcion f, , se define como f,, : —D — C, la cual es armoénica sobre —D; en
T Tn

particular, serd arménica sobre D, pues D C —D, ya que 1 < 1/7,,.
TTL

Del Teorema 4.15, tenemos que una funcién armonica sobre la cerradura del disco unitario,
se puede representar de la forma

. 1 i . .
frn(rew) = 2—/ P.(0 — t)frn(e’t)dt, para re? e D, 0<r,<l1.
T

—Tr

Obteniendo que

) 1 & )
0\ . _ 1t
Fre) = 5= [ RO=0f,
1 " it
= % . PT(Q — t)f(rnke )dt
_ X [T o=ty 1)t
- 27_[_ . T g?’bk .

Asi que el limite 4.16 nos queda definido como

fou (6% = / U PO - g (dt — /_ CPO—tg)dt,  k—oo  (417)

—T

Por otro lado, f es continua. Aplicando el Teorema (1.5), si
Tn, — 1, Kk — 00,
entonces
frn, (re) = f(rp,re”) — f(re®), k — oo. (4.18)

Finalmente por la unicidad del limite, dado que la subsucesién {f;, };2; converge a dos
limites distintos (4.17), (4.18), se tiene que

Frei?) = /ﬂ PO — D)g(t)dt.

:% B

donde g € LP(T). Probando de esta forma dicho Teorema. O



Conclusiones

A continuacion, se mencionan algunos de los aspectos més destacados del presente trabajo.

De forma general, se pudo concluir que El Teorema de Alaoglu es un pilar de fundamen-
tal en diversas areas de la Matematica, tales como: el Analisis Funcional, el Algebra,
entre otros. Por otro lado, en el Capitulo 4: Aplicaciones del Teorema de Alaoglu, se
evidencié que dicho teorema, nos permite relacionar ramas de la Matemaética, que a
simple vista no parecen tener algo en comun.

La importancia de trabajar sobre espacios vectoriales topoldgicos, radica en el hecho,
que los espacios clasicos de la matematica, por ejemplo: los espacios métricos, de Hilbert
y normados, entran en esta categoria; es por ello, que al demostrar el Teorema de
Alaoglu, garantizamos que dicho resultado se satisface, para una gran variedad de
estructuras Matemaéticas.

Al definir las topologias débil y débil-*, observamos una relacién entre el Anélisis
Funcional y la topologia; debido a ello se tuvieron que emplear diversas técnicas para
comprenderlas a completitud; asi mismo, quedo evidenciado que dichas topologias nos
permiten obtener resultados fuertes, entre ellos: que dichas topologias son las mas
débiles (0 més gruesas), donde los elementos del dual y las evaluaciones puntuales son
continuas.

Se demostré que la bola unitaria del dual de un espacio vectorial topoldgico, es com-
pacta bajo la topologia débil-*, este resultado es conocido como el Teorema de Alaoglu;
también se probaron versiones especializadas de dicho teorema, por el ejemplo: El Teo-
rema de Helly, el cual puede aplicarse para demostrar, que si f es una funcién armoénica,
cuyo dominio es el disco unitario D

f:D—C
re — f(re).
tal que

sup ||f(rei9)Hp < 00,
0<r<1

Entonces, para cada 1 < p < oo fijo, existe una funcién g € LP(T), tal que

fre) = (P +g)(0),

siempre que re? € D.
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= Dada un dlgebra de Banach, compleja conmutativa, con unidad, se probd que el espacio
pu(A) ={¢: A — C: ¢ es un homomorfismo no trivial}

es Hausdorff y compacto, con respecto a la topologia de Gelfand, esto se hizo utilizando
el Teorema de Alaoglu de forma directa.
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Proyecciones a futuro

En el presente trabajo de investigacion solamente se pudieron estudiar dos aplicaciones del
Teorema de Alaoglu; sin embargo, en un futuro se podrian analizar més aplicaciones de este.
Por ejemplo, el Teorema de Alaoglu se puede aplicar a ecuaciones diferenciales mediante el
siguiente resultado.

Teorema 4.18. Sean A, B matrices de funciones de R* a R, donde A es simétrica y se

m
define C = B+ BT — Z A, ; como una matriz positiva. Si
j=1

C>kl, k>0,

entonces para cada funcion periodica f cuadrado integrable, la ecuacion
Ly)=f  L=> A;0;+B,
j=1
tiene una solucion y, periodica y cuadrado integrable.

Este resultado puede encontrarse en [6], Seccién 11.5, Teorema 5, paginas 113-115.

Por otro lado, también se puede aplicar para obtener diversas versiones de los Teoremas
clasicos del Analisis funcional, tal como el Teorema de Hahn Banach.

Teorema 4.19 (Teorema invariante de Hahn Banach). Sea X wun espacio normado, Y un
subespacio de X. Si f € Y, T' C B(X) y se satisface que:

a) T(Y)CY y ST =TS, para todo S,T € T.
b) foT = f, para todo T € T.

Entonces eziste F € X* tal que F(x) = f(x), siempre que x € Y, donde ||F| = ||f| v
FoT =F, para todo T € T.

Este resultado puede encontrarse en [8], Capitulo 5, Teorema 5.24, pagina 141.

227



228



Bibliografia

A

Donald Bak. Joseph J. Newman. Complexr Analysis. 3.* ed. Springer, 2010.
John B. Conway. Functions of One Complex Variable. 2. ed. Springer-Verlag, 1978.

Gabriel Garcia Figueroa. «Teoremas de Extension Armonica para Funciones y Distri-
buciones». Tesis de mtria. Universidad de Sonora, 2006. URL: https://posgrado.mat.
uson.mx/tesis/maestria/gabriel-garcia-figueroa.pdf.

P Fitzpatrick H Royden. Real Analysis. 4.2 ed. Pearson Education Asia Limited an
China Machine Press, 2010.

Erwin. Kreyszig. Introductory functional analysis with applications. John Wiley y Sons.
Inc, 1978.

Peter D. Lax. Functional analysis. John Wiley y Sons. Inc, 2002.
James. R. Munkres. Topology. Prentice Hall, Inc, 2000.
Walter. Rudin. Functional analysis. 2.2 ed. McGraw-Hill, 1996.

229


https://posgrado.mat.uson.mx/tesis/maestria/gabriel-garcia-figueroa.pdf
https://posgrado.mat.uson.mx/tesis/maestria/gabriel-garcia-figueroa.pdf

230



	Resumen
	Introducción
	Capítulo 1 – Fundamentos en Topología
	Topología y bases de una topología
	Continuidad
	Topología producto
	Espacios compactos
	El Teorema de Tychonoff

	Capítulo 2 – Fundamentos en Análisis Funcional
	Espacios normados y de Banach
	Espacios normados
	Espacios de Banach

	Espacios vectoriales topológicos
	Funcionales y teoría de dualidad
	Funcionales
	Espacios duales.
	Espacio dual sobre espacios normados

	Espacios localmente convexos y Teoremas de separación

	Capítulo 3 – El Teorema de Alaoglu
	Convergencias débil y débil -*
	Topologías débil y débil-*
	El Teorema de Alaoglu

	Capítulo 4 – Aplicaciones
	Transformada de Gelfand
	Teoría preliminar
	Transformada de Gelfand

	El núcleo de Poisson en el disco unitario
	Fundamentos teóricos
	Aplicación en el Núcleo de Poisson


	Conclusiones
	Proyecciones a futuro
	Bibliografía

