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INTRODUCCION

El proposito del presente trabajo de graduacion es estudiar la teoria sobre de las cuadricas
con Geometria Proyectiva, aplicando conceptos, definiciones, y teoremas fundamentales,
los cuales nos llevan a comprender la importancia de sua@gilican las diferentes ramas

de la matematica y sus representaciones graficas.

Es por ello que erestetrabajo se trata de desarrollar temas que estan enfocados a

comprender las cuadricas con geometria proyectiva y su importancia.

En el primer capituloes desarrollara la nocién de proyeccion, donde se dan definiciones
importantes sobre la proyeccion, asi como una descripcién de que susedgrega los

puntos ideales o puntos al infinito, y que estos sean los centros de proyaceimg<l
enrigecimiento que aportan estos nuevos conceptos. Se desarrollaran los conceptos de
coordenadas homogéneas, que es fundamental para la comprension de los puntos ideales o
puntos al infinito, que facilitaran el manejo algebraico en el estudio del espacio
proyectivo, el cual también incluye puntos complejos, asi como la representacion del
espacio en diferentes dimensiones, y cambio de estructura de coordenadas, subespacios,

hiperplanos y dualidad.

En el segundo capitulo se desarrollaran definiciones, tesraraeolarios, lemas y uno de

los mas importantes teoremas de la Geometria Euclidiana, desarrollado con la Geometria
Proyectiva, que es el Teorema de Desargues, y algunos resultados importantes adicionales.
También se hard una introduccidén a proyectividadazén cruzada, y transformaciones

lineales.

En el tercer capitulo se desarrollara la aplicacion de los conceptos estudiados en los
capitulos anteriores, en el cual se refleja la riqueza que tienen las cuaplicasdo los
conceptos de legeometria pyyectiva, asi como sus diferentes representaciones. Es
importante mencionar que en el pasado el ser humano se ha visto favorecido por tales
representaciones, facilitando la comprensién de su entorno, aunque muchas veces no este

consciente de los aspectoatematicos que estan involucrados.




OBJETIVOS

GENERAL:

U Estudiar y profundizar el conocimiento de las Cuédricas con Geometria Proyectiva,
haciendo uso de conceptos, teoremas, corolarios y lemas importantes que las
enriguezcan, asi como mostrar su importancia en las diferentes areas de la
matematica, dandole uenfoque méas amplio que el de la geometria euclidiana,

generalizando asi esta teoria.

ESPECIFICOS:

U Aplicar conceptos y teoremas de importancia de la Geometria proyectiva a las

Cuéadricas

U Desarrollar estructura y propiedades del espacio proyectivdgpapdicacion de la

cuadricas.

0 Aplicar los conceptos de la geometria proyectiva a algunos teoremas de la

geometria euclidiana y en especial al estudio de las Cuéadricas.

0 Hacer un enfoque analitico y geométrico del estudio de las cuadricas en la

geometra proyectiva.




CAPITULO |

«Conceptos fundamentales de | a geometr

1.1 La nocién de proyeccion

Considérese la situacion del dibujo de la figura (1.1) una elipseotra elipsef, dentro

de la elipseE;. Si se comienza tomando un punto arbitrario P sébrey trazando una
tangente ak, uniéndose coi; en un punto Q, luego desde Q se traza otra tangdfjte a
uniéndose conE; en un punto R, y uniendo R y P, seria inusual gjusegmento PR sea
tangente &,. En generalno se cumplird que dadas dos elipses estas tengan un triangulo
inscrito en una y circunscrito en la otra.

“Figura 1.1

Definicion de proyeccion 1.1Una proyeccion de un plamo hacia un plana’ desde un

centro de proyeccion O, y este es un punto exterior a los dos,manasa transformacion
por el cual un punto P del plamoes mapeado en otro pumden el cal el segmento OP
intercepta el plana’.

Ahora considérese la figura (1.2) que esta formada por un tridngulo equiA&€raina
circunferencia circunscrit&,, y otra circunferencia inscritd(,. Si se analiza esta figura
extendiéndola enunplanr, y fApr oyect §ndmn,ltomandoscontocentroot r o p
de proyecciormpy como en la fig (1.3) se obtiene el resultado de la figura (1.4)
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Figura 1.4
Tomando una proyecciéon desde un plancsobre un plana’, con centro de proyeccion
O, (figura 1.3)se obtiene la propiedad que se esta buscando, pero dichos planos no son
paralelos ya que si fueran paralelos la proyeccion es la misma, y lo que se quiere ver es que
sucede con la proyeccion cuando los planos no son paralelos.

Ahora tomando un punto l#trario X deK;, este sera mapeado por la proyeccién en un
punto X' de r’ tal que K; es proyectado en otra curva ovaladg que puede ser
interpretada como una elipse. Igualmekitees proyectada como otra elipké,. Los
vérticesA,B y C dd triangulo equilatero son proyectados #hB’'y C’ en el planor’,
puesto qued, B y C estan sobr&,, entoncesA’, B’y C'estan sobre la elipd€’;; pero el
triangulo A’ B'C’' generalmente no sera equilatero. Un punto de la AR tes mapeado en
algun otro punto de la rect&’B’ ya que la proyeccion de rectas son también rectas;
ademas, puesto que la reBtd, por ejemplo es tangenteka, la rectaB'C’ es tangenta la
elipseK’,. Para ver este resultado primero se discutira si es posible lo siguiente: Que si los
puntos de tangenciade la rectaBC con K, son proyectados al interior de los puntbs

los cuales estan sobre lareBtd’ y K',.

Supdngase queB’'C’ tiene otro punto en comun cafl, , sea Z’ el punto en comun con

K',. Este punto seria la proyeccion de un punto Z el cual seria la intersecadiih aba

K,, peroBC es tangente &, por lo tanto no puede haber otro puein comin mas que

solo Y. Asi B'C’ solo tendra el puntd’en comun conk’,.

Aqui se estd aplicando una caracteristica intuitiva de las tangentes a circunferencias y
elipses, pero para algunas otras curvas no se puede decir que una tangenteata que

solo toca exactamente un punto de la curva ya que este tipo de argumentos para otras
curvas son inadecuados.

Para el proceso de proyeccion desde el cghse tiene transformada la figura (1.2) en la
figura (1.4) obteniendo dos elipses (gqesulta ser un caso particular) tal que un triangulo
puede ser inscrito en una elipse y circunscrito en la otra.

Con el resultado obtenido se tiene la propiedad buscada queo@sr inscribir y
circunscribir triangulos en elipses de manera que lodados del triangulo sean
tangentes a la elipse inscrita y los vértices de dicho triangulo estén sobre la elipse
circunscrita.




Se puede hablar también de la simetria de la figura (1.2) claramente se toma cualquier
punto deK, y ser elegido como un vértiae un triAngulo inscrito eR; y circunscrito
sobreK,. Asi por la misma proyeccion se podrd concluir que cualquier punto sobre la
elipseK’; puede ser tomado como uértice de un triangulo inscrito y otro circunscrito en

las elipses.

Propiedad proyediva
Es aquella que se conserva luego de una proyeccion, caso contrario no lo es.

Entre las propiedades proyectivas mas comunes se tiene:
U Si se tiene puntos alineados en el plano, la proyeccion de estos puntos sobre otro
plano; también estan alineados.
0 Silas rectas son concurrentes, sus proyecciones también seran rectas concurrentes.

En la figura (1.2) y en la figura (1.4) se observan las siguipnbgsedades proyectivas:
U X esta sobre una curkg, yX'esta sobre una curdg, .
U C es el puntode interseccion de la rect#C, y la rectaBC y C' es el punto de
interseccion de la rectC'y la rectaB'C".
U AB esuna recta, §'B'es también una recta.

Lo siguiente no es una propiedad proyectiva:
U La proyeccion de un trianguémuilatero es un triAngulo cualquiera.
U La proyeccion de una circunferencia no es una circunferencia.

En la figura (1.2) y en la figura (1.4) se observan las siguieptepiedades no
proyectivas:
U AK;jes un circunferenciad y se puede ver qu
U ABC es un triangulo equilatero; peAdB'C' no es un triangulo equilatero.
U El«CAB =60 yel «C'A'B'+ 60.
U SiM es punto medio deC, M'no es punto medio d&'C".
Note que todos los detalles de esta lista de propiedades no proyectivas involucran
magnitudes, cantidades y angulos.

1.2 Argumentos fundamentales para la proyecciéon

Fundamentalmente, los argumentos dados en la seccion argqui@ren una proyeccion

gue tenga una Acorrespondencia wmndigua a unoo
(1.5) le corresponde exactamente un puHtalel planon’, y es epunto en el que se unen

la recta OU con el planar’; y a cada punt®’ del plano ', le corresponde un Unico punto

V en que la rectadV’ se intercepta con el plano. Not e que |l a fAcorre:
f oment adand) es satde por ejemplo en la argumentacién que la proyeccién del

puntoC esta sobre ambas, que son la proyecciorKdeg la proyeccién delC; mientras

gue | a Acorr espomaire)masamos amnet aeguments de gRED es

tangente aK',. Pero esto no es tan simple.




Si se toma un punto X sobre la circunferen¢jaal queOX es paralela &’ figura (1.6),
entonces hay un punto que no estareny que correspondaXder. ( Si X es un punto
de K; se puede mostrar que la proyecciorkKges una parabola. Si hay dos purfpg de

K, tal que0OX y OY son ambos paralelos@ en la figura (17), entonces puede mostrarse

que la proyeccion d€; es una hipérbola).
Q

Figura 1.5
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Si el vérticeC del triangulo estuviera en una posicion en la cOél fuese paralelo ar’,
entonces la proyeccion del triangdl8C apareceria como en la figura (1.8).

Si ambosB y C estaria en una posicion tal ga8 y 0C sean paralelos &, entonces la
proyeccion del trianguld BC apareceria como en la figa(1.9).

Esta ilustracion indica esas definiciones en la geometria ordinaria nuestra definicion de
propiedad de proyeccion no es muy utilizada. Recordando que la propiedades proyectivas
que se dieron anteriormente llamadas asi porque son propiedades quses@pieajo

toda proyeccion.

En todos estos casos ilustrados, no se ha
unoo deseado, como se hab2za dicho.

Para toda otra posicion relativa de y n’ que no son paralelpsina proyeccién no
establece una correspondencia uno a uno.

Definiciénl.2: Dadas dos rectas coplanatgddy un centro de proyeccion O, en el plano de
las rectas, pero no sobre la misma recta, la proyeccion de unfpsabwel es el puntd®’

en queOP se intercepta coh El punto M, comun dy [l’, corresponde a si mismo en la
proyeccién y es conocida como el punto correspondiente a si mismo en la proyeccion.

[o]
L)
b

hl'
Figura 1.10

1.3 Elementos Ideales

La dificultad descrita en la secciér21se base en el hecho, de que en el espacio de
geometria ordinaria euclidiana, las rectas paralelas no tienen puntos en comun. Por esta
razén se afladeA punt os o fdpewrd tecs al al ¢omuntd mefitpaid t o
ordinarios. 0

Si se tienen rectas paralelas distintas todas ellas se cortan en un unico punto ideal, ya que en
cada direccién como se observa en la figura (1.11) habra un Unico punto de corte, debido a
las siguientes propiedades:

U Dos rectas distintas et plano se cortan en unico punto.
U Dos puntos distintos en el plano generan una recta.

Siempre que dos rectas no son paralelas en el plano tienen precisamente un punto en
comun, en caso contrario, son paralelas y se uniran en algun punto que se llgmata un
ideal.




Haciendo el mismo razonamiento para tres dimensiones como para dos: todas las rectas
paralelas en el espacio contienen un punto ideal, y todas las rectas paralelas en una
direccion dada tienen el mismo punto ideal en comun.

P

Figura 1.11

Con este argumento, se puede mencionar démtaraciones siguientes utilizadas en la
Geometria Euclidiana agregandole los puntos al infinito:

ayifDos rectas distintas en un plano tienen
paral el aso.

b)iDos rectas no paralelas se intersecan en
coiDasctas paralelas se cortan en un punto
El trato de planos, rectas y puntos estan fundamentados en ciertas suposiciones (axiomas y
postulados) esto es en la geometria euclidiana pero en seccién se trabajara agregando los
puntos ideales. Desde ahp se podra darle el nombiep u n & oualquier cosa que

cumpla las declaraciones.

En resumen, toda la geometria (realmente, toda la matematica) trata con construccion de

|l a i maginaci - -n del ser humano; Yy un punto q
desde este punto de vista, C 0 Mo esuconsigemtat o A0

por si mismo.

La creacion de puntos ideales y la convencion, que estos son un punto ideal
correspondiente a cada direccibn en el espacio no es suficiente para obtener la
correspondencia uno a uno en una proyeccion. Esta condicion deida de proyeccion,

es una proyeccion hecha de una recta sobre otra recta; pero se vio en el caso ilustrado por
la fig.1-9 que la rect®&C del planor no tiene una correspondencia en el plahdcorde

a la convencién que se ha hecho, los puntoB@eorresponden a un punto idealmde

Asi se obtiene la siguiente convencion:

Los puntos ideales de un plano constituyen una recta llamada la recta ideal del plano.

u
[

{



Prueba:
Se da tres direcciones distintas de rectas paralelas, en cada direccion de las rectas dadas
hay un punto ideal.

Sean P, Ry Q los respectivos puntos ideales en cada direccion dada, se quiere ver que P, Q,
y R estan alineados.

Por contradiccion:

Como por conwvecion se tiene que P y Q son puntos, por el postulado de la Geometria
Euclidiana, que por dos puntos pasa exactamente una recta y es Unica se obtiene la recta
PQ, en la direccion de las rectas paralelas a la késtatoma un punt8’ que perteneca

la recta PGsupongase que este es un punto ordinario en la direccion de I8’ rdetaqui

que si La rectaPR’ tendria la misma direccion de, pero también tendria la misma
direccion de la rectd’ lo cual es una contradiccién puesto que las rectalLng son
paralelas y cada una de ellas tienen un anico punto ideal en cada direccion porRo6 tanto

no puede un punto ordinario, entonces es ideal pero por serRisid®. De Aqui se tiene

queP, Q y R estan alineados. Y asi PQR es la recta ideal del plano.

Figura 1.12

Con estas convenciones, peieden nuevamente hacer las siguientes afirmaciones.

1) Bajo un centro de proyeccion desde un plarootro planatr’ hay una correspondencia

uno a uno entre los puntos y una correspondencia uno a uno entre las rectas.

2) En un plano, bajo un centro de proyeccion desde una reat@tra rectal’ hay una
correspondencia uno a uno entre los puntos.

3) En el espacio tridimensional, dos planos cualesquiera distintos se intersecan en una
Unica recta.

4) En un planogcualesquiera dos rectas distintas se intersecan en un Unico punto.

Cada uno de las afirmaciones del 1 al 4 representa una consolidacién de casos que se
habian considerado por separado sin las convenciones sobre puntos ideales. Hay todavia
otraconsolidacién posible.




En |l a Apr oyec crnan'tafigua (L43)/& Q' R0... sbreabtdnedas como
los puntos en que las rectas paralelas en la misma direccion fija paga@ or... de w
interceptandoseon .

L a AProyecci -n ortogonal o es |l a proyecc
perpendicular a'.

Se puede ver que la proyeccion paralela (incluyendo la ortogonal) es un caso de centro de
proyeccion, en que el centde proyeccion es un punto ideal.

El espacio de puntos ordinarios, rectas y planos es llamado espacio ordinario en la
Geometria Euclidiana; agregandole puntos ideales, rectas y planos es Ifammaglgpp a c i 0
extendi doo

Analogamente, en dos dimensiones dehaa d e | Apl ano ordinari oo
i deal es es el Apl ano extendi doo.

Figura 1.13

1.4 Coordenadas homogéneas y sus ecuaciones.

Considérese una reajae pasa por el origen y el puftpy) como en la siguiente figura.

y
(5x,5y)
(2x,2y)
(x, )
X
1Figura 1-14

y



Los puntos(2x,2y), (5x,5y),(100x,100y)é t odos est 88n sobre | a r

Definicion 1.3: Dado un punto(x,y) arbitrario del plano, este es representado por
xle/x0 Y =x2/x0 a esta representacion de dicho punto se llamara coordenadas
homogéneas asociadas al puptpy) y estara representado p6r,, x4, x,).

Se sabe que glunto ideal en la recta es el que estd "infinitamente lejos" y este se
representara con coordenadas homogéfieas y/a), paraa = 0 pero la division por cero

no esta definida en aritmética y algebra. Una alternativa es usar tres coordenadas,
(x9,x1,x,) Parax, # 0, se tendrd un punto ordinario, con coordenadas no homogéneas
(x,v), donde x =xl/x0 , Y= xz/x0 y parax, =0, se tiene el punto ideal en la
direccion dadaPara cualquier punto dado, estas son las "coordenadas homogéneas" vy
estandeterminadas de la form@, x;, x,) 0 (kx,, kx4, kx,) y soncoordenadas del mismo

punto paratodé # 0.
Para cada triadé,, x1, x,) excepto el punt§0, 0,0) corresponde a un Unico punto.

De manera analoga se definen coordenadas homogénegsuptos en espacio de tres
dimensiones como cuadruples de nimeros reales, no todos cero.

Dado un punto (x,y,z), su representacion en coordenadas homogéneas son

X = xl/x0 y = xz/xo,z = x3/x0 y se escriben de la siguiente manérg, x;, x,,x3) 0

(kxo, kxq, kx,, kx3) con k # 0, para los puntos d&®3. Si la primera coordenadg, es

cero, el punto es ideal; En caso contrario el punto es ordinario.

Se sabe que el conjunto de vectores directores de la recta dados los puntos con
coordenadas rectangular€s,y,z) y (x,y’,z") estdn dados de la siguiente forma,

x' —x,y —y,z —2z

Los puntos ideales en la direccion determinada por Iadenescdirectores de coordenadas

ny, Ny, ng tienen el punto de coordenad@sn,, n,, n3)

1.5 Ecuaciones en coordenadas homogéneas.

Se sabe que en un sistema de coordenadas de dos dimensiones dado, la ecuacion de una
cierta rectd es
ax+ay+ay,=0 (D

De manera que sP(p4, p,) €S un punto que esta solbrentoncesa,p, + a,p, + ag = 0,
y también que st = r,y = s es una solucién de la ecuaci@ entonces el puntd/(r,s)
esta sobre.

La ecuacion(1) expresa la relacion entre la abscisa y ordens@a depuntosordinarios.
Claramente no podemos usar la ecuacién para comprobar si un cierto punto ideal esta
sobrel.

ecC



Una modificacion de ecuaci@d) lo hara aplicable para puntos ordinarios e ideales
Reemplazande porxl/xo y y por xz/x0 con x, # 0. La ecuacior(1) queda determina
de la siguiente forma:

ApXo + a1x1 + azx, =0 (2)

La ecuacion(2) obviamente satisface las condiciones de las coordenadas homagdgneas
los puntos ordinarios que estan sohrg esta satisface para las coordenadas homogéneas
de un punto ideal si y solo si el punto ideal esta sblfse dice, entonces, que la ecuacion
(2) esla ecuacion deé en coordenadas homogéneas

Una funcion polinomial en varias variables se lldmenogénea de gradositodo término
es de gradoenésimeen las variables en comin. A&i3 + Bx?y + Cy3 es homogénea de
grado3enxey,y

AooX3 + A1 X2 + AppX2 + 2001 XX, + 2A03X0Xy + 2a15X1 Xy
Es homogénea de grado 2:xgn x4, x,.

Si la funcién polinomialf (x,, x4, x5 ..., x,_1) €S homogénea en variables, entonces la
ecuacionf (x,, x4, X2 ..., X-—1) = 0 es llamada ecuacién homogénea.

Asi la ecuacion (1) no es homogénea en x ey, pero la ecuacion (2) es homogénea de grado
1 enx,, x4, x5.

Hay ciertas rectas cuyas ecuaciones son particularmente si8iegesuelve la ecuacion
del eje de las abscisgs= 0, en coordenadas hom@gas sustituyendyp por xz/xo se

tiene quex, = 0. Alternativamente, se puede notar que ese punto con coordenadas
(x0, X1, %), Esta sobre el eje de las abscisas si y solg si 0. Es conveniente considerar

este problema en tres partes. La recta en genegaly + a;x; + a,x, = 0, no todas

igual a cero, es el eje de las abscisas si la recta pasa por los puntos con coordenadas
(1,0,0) y (0,1,0). Por consiguiente sii; = 0 = a, y la ecuacion del eje X se reduce a

a,x, =0, asix, = 0 yes la ecuacién deseada.

Casos simples de las representaciones de una recta en coordenadas homogéneas:
ejey: x;1 =0

Recta ideal: x,=0
La recta general a través del origen es: a,x; + a,x, =0

. . . X
En tres dimensionesonsiste en remplazar por xl/x0 ey por xz/x0 , Y Z por 3/x0,
dondex, # 0. Asi el planor tiene como ecuacion en coordenadas ho homogéneas:

a.x +ayy +azz+ aq 3)

10
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X1 A2 A3
a1\ — +ﬂ-2_ +ﬂ-3_ +ﬂ-|}:ﬂ
o o o

Multiplicando porx, se convierte en:

ApXo + a1X; + ayx, +azx; =0  (4)

Y la rectal con ecuaciones no homogéneas

xX—r y—s z-—t
= = (5)
ny n, ns
Remplazanda, y e z
X1 _ Xz Xa_
Xg _ *o Xg
My N3 L
Se convierte en:
x1 - er xz - SxO X3 - txO (6)
ng - n; - ns
Est8&8 claro que un punto P ord)siysolbesilagst e

coordenadas homogéneas de P satisfacen la ecuacion (4) (o la ecuacion (6)). También que P

puedeser un punto ideal.

Se puede decir, entonces, que en tres dimensiones, la ecuacién (4) es la ecuacion de un
plano, y la ecuacion (6) es la ecuacion de una recta en coordenadas homogéneas.

Observacion: La ecuacion (5jepresenta una recta en la direcalém,, n,, n; ninguna de
lasn; cero para = 1,2,3, pasando &avés del punto A con coordenadas no homogéneas

(r, s, t).

La ecuacion (6) representa la recta en coordenadas homog&ieamnbargo, puede
obtenerse un resultado mas simétrico utilizando coordenadas homogéneas para A también,

se puede decir quér, 14,1, 73) donde

L] ) T3
r=—, s=—, = —,
_ To To To
Sustituyendor, s y t en la ecuacion,
x—x(‘"—l) Xy —Xp2 xg—xp2
1 0l B 2 O B 3 O,
mny Ta Mg
Entonces se obtiene:
ToX1 — XoT1 _ ToX2 — Xol2 _ ToX3 — XT3 %)
ny n; ni

11
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Ecuaciones de las cuadricas en el plano Complejo extendidgy.

U La circunferencia x? + y% = r? su ecuacién en coordenadas homogéneas sera:
x2 +y2 =72

() + () =

Xo X0

Multiplicando porx,? y pasando todos los términos al lado izquierdo se tiene:
Xt 4+ x5 —1r2x3 =0, (8)

La ecuacion (8) es la ecuacion de la circunferencia en coordenadas homogéneas

U La hipérbola (xz/

2
a > — (y /b2> =1 su ecuacion en coordenadas homogéneas

sera:

Gy ) (&),

Multiplicando porx,? y pasando todos los términos al lado izquierdo se tiene:
b?x? — a?x2 — a’b?x% = 0.
. 2 2 . .
U La Elipse (x /a2> + <y /b2> =1 su ecuacién en coordenadas homogéneas

sera:

) G
%o /az + %o /bz =1
Multiplicando porx,? y pasando todos los términos al lado izquierdo se tiene:
b%x? + a’x5 — a?b?*xZ = 0.
U Lapardbolay? = 4px su ecuacion en coordenadas homogéneas sera:

y? = 4px

E) =)

12
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Multiplicando porx,? y pasando todos los términos al lado izquierdo se tiene:
xZ — 4px;xy = 0

(Note que, en términos de coordenadas homogéneas, entre las curvas tienen ecuaciones
homogéneas de grado 2).

Se puede preguntar si estds curvas tiene puntos ideales sobre ellas. Un punto ideal,

(x9, %1, %5 ), tiene x, = 0; Asi, para un punto ideal sobre la circunferenciatiesee que

x? + x2 = 0, Pero la UGnica solucion real de esta ecuacidn, es0 = x, pero la triada

(0,0,0) no esta representa en un punto de 2 dimensiones en coordenadas homogéneas. De
esto se concluye que la circunferencia no tiene puntos ideales sobre ella. Un resultado de
acuerdo con nuestra intuicion es que una circunferencia aestiada en todas las
direcciones, y no se fNextiende hasta infinit

En el caso de la hipérbola, st, = 0, entoncesx, = (b/a)x;; Luego, si se tienen 2
puntos en la hipérbola&,; (0,1,b /a) y P,(0,1,—b/a) que son los puntos ideales del
plano enla direccidén de la recta con pendiebtgda y —b / a. Pero las asintotas de esta
hipérbola son rectas de pendientek / a, en consecuencia, cada punto idBglP, es
comun entre la hipérbola y una de las asintotas.

1.6 Espacios proyectivos; coordenadasomogéneas

Primero se define un rayo en un espacio vectorial

Figura 1-15

Definicion 1.4 Para un vector dada |1 V, (C), el rayo[a] es el conjunto de todos los
vectores de la forma K., Kl C.

Es claro que, pama+ 0, conp € C, [P.a ]=[a ], es decir que el rayo [R] y el rayo [a ]
consta de los mismos vectores. El ragd [es el espacio unidimensional generado @or

13
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La notacion de rayo comun es un tipo de segmenteata, en otras palabras el término de
rayo no es quizd un nombre ideal para este conjunto de vectores, pero es mas 0 menos
estandar.

Definicion 1.5 Los rayos g, ], [a,] .  @,] son llamados linealmente independientes o
linealmente dependientes de acuerdo como sean los veetpres,, é, ya sean
linealmente independientes linealmente dependienfes

Definicion 1.6 Un espacio proyectivo de dimension n, denotado $d€), es cualquier
conjunto de elementos en correspondencia uno a uno con los rayds, ), con
elementos deS, linealmente dependientes siy solo si la correspondencia de rayps de
son linealmente dependientes.

Cuando no hay otra interpretaciéon de los espacios que no sean de importancia, los
elementosde&S, sern | | amados fApuntoso.

Note que la definicién describe un espacio proyectivo como un sistema matematico con una
relacion, eso de la dependencia lineal, y no de operaciones. Parece tener muy pocas
condiciones impuestas sobre nuestro espacio, que pueden cpataconsiguiente, y se

puede hacer pocas conclusiones desde un sistema con tanta generalidad.

Ademas, las condiciones de correspondencia uno a uno con los rayos de un vector del
espacio, preserva la relacién de dependencia lineal, esto es sufiaientesinuar muchos
resultados interesantes.

En particular, ellos nos facilitan para introducir un sistema de coordenadas §tsim
tomar en cuenta la nocion de distancia. EnLos puntos sobre lsuperficie de una esfera

tangente al plano XY, no incluyen el punto O de tangencia, mas el punto de un semicirculo
en el plano XY con centro 0, incluyen un punto pero no otro, en correspondencia natural
con los rayos pasando por 0 (Figurh6).

Los vectoresd , b, g, d son linealmente &pendientegcoplanares); desde ahora los
puntos A, B, C,y D son linealmente dependientes.

! Los vectoresyy, a,. .., a, son linealmente independientesdi, c;a; = 0, implica quec; =0 = ¢, =

cee — Cn_

2 Si al menos uno de las # 0, entonces los vectores son linealmente dependientes.
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Figura 1-16

Lo que se quiere decir es que los puntos ideales de dicha figura son los que estan en el
plano paralelo al plano XY son de la forsiguiente (figura 417).

Figura 1-17
Los puntos deS, son los puntosiel plano XY mas los puntos de un semicirculo en un
plano paralelo al plano XY, incluyen uno y puntis semicirculo pero no el otro, en
correspondencia natural pasando por el centro del semicirculo{E8y. 1
Losrayos g ], [ ], [ 9], [ d], son coplanareson linealmente dependientes.

15
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Desde que los puntos A, B, C, y D son linealmente dependientes. En lenguaje intuitivo, se
puede decir que D es idel punt o al i nfinitoo
Note también que cualesquiera tres 0 mas puntos sobre el semicirclineatmente
dependientes.

Ahora se desarrolla un sistema de coordenadas en un espacio proyectivo. Se considera el
caso para = 2, que es el caso del espacio proyectivo en dos dimensiones con relacion a

un vector en el espacio tridimensional, este ultiotono el espacio tridimensional
euclidiano ordinario.

Figura 1-18
Suponga queA , A,, , A, €A, son n+1 puntos linealmente independientesSgden
correspondencia uno a uno con los rayag][[a,], [&a,] . &, de)V,,,. Ellos por
definicion de vectores linealmente independierdgs a,, a,, @, son linealmente

independientes, y como también son generadores , estos vectores forman una base para
. Ademas supdngase que D es un punt&deno uno de losA, y que D correspate al
rayo [d] de V,,,. El vector d pude ser expresado como una combinacion lineal de los
vectores de la basg,, a,, a,, @, forma unica:

d=d, g #, a.+ d+
Es decir. Asumiendo asi que D no es nulo sino dpsson cero. Si se hace el cambio de

estructura se tiene:
doay = a'y, dia; = aly,... dya, =a’y,.

n?

Los vectoresa,, a,, &, también constituyen una base p¥[g.
Ahora sea X un punto arbitrario &, correspondiente al ray®[], es decir.
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El vector e es expresado en una y solo una forma como una combinacitos ectores
de la basea,, a,,€& a,:

e=x,a,+x a,+é +x a,.
Definicion 1.7: El conjunto ordenadox;, x, €& , X, ) constituye las coordenadas
homogéneas de X relativo a les- 2 puntos fundamentale®y,, A, A,, ¢€A,,Desla
combinacion lineal de las + 1 puntos fundamentales.

El conjunto de coordenadas homogéneas de un pung) deslativo a un punto fijo del
conjunto de n+2 puntos fundamentales no es unico.

Se puede tenek, a,, k.a,, €k a,, con ninguno de lo&_ igual a cero, mas bien que
a,, d,, a,, @,,, determinan losayos la, ], [4,], [&,] . &,], asimismo se tendria
l.d, Il 0, i gu a ldneedatérreinamglas eayos],y m.e, mi 0, i gaial
determinar los rayos €[]
. d= d, .(koa0)+m—1.(k1al) + éld" (k, a.)

N K, o

Entonces se tendra el conjunto

Id Id,
k_o'(kO ao):am ot k (kn an):an

0 n

En otras palabras, se tendra que:

a,=l.a,, a4, =l.a,, é4,sl.a,
Finalmente, entonces se tendra que:

m.e=mx,a,+mx a,+€& +mx a
m
|

n*

m PR
xo.a0+|_ X, .8, +é +|— X,.4,

Asi se ha obtenido, como las coordenadaX delativo a losn + 2 puntos fundamentales

A, A, A, éﬁh,D,elconjuntoflﬂxo,m 5

I X, €, lmxn] en lugar dexX,, x, é ,

gue

X,). Se ve que las coordenadas homogéneas son determinadas dentro de un elemento

comundistinto de cero.

Las coordenadas de D en esta estructura(tal ... ,1); D es llamado el punto unitario.
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Las coordenadas da, son(1,0, .. ,0); de A, (0,1,..,0);de A, (0,0,... ,1). Los puntos

Ag 41,4, ... A, son llamados los veértices der + 1)-simplé€® de referencia: un triangulo en

dos dimensiones, y un tetraedro en tres dimensiones.

En el sistema de coordenadas homogéneas por extension de sistemas de coordenadas
rectangularesA, seria llamada el origen %, A,, €A, serian llamados puos ideales.

Pero no hay absoluta distinci-n entre fApunto
Desde que no se ha determinado un rayo, ahi no es un pufoqie corresponda a

A[ 0], 0 y desde ah &fcanceosdenads@o, € €9). un punto de

Se introducira un sistema de coordenadas s@&reomo sigue.

Se eligen 3 puntog\,, A, A,, sobre la semiesfera, no todos los puntos estan en el plano

gue esta pasando por el centro de la esfera, y se elige un cuarto punto D sobre la semiesfera,
no esta sobre cualquier circunferencia graAgéy, A A,, A A,, (figura £19). Sean

Qy, 1, &3, § l0s vectores trazados desde el centro de la esfera a los gyntds, A,, D.

Suponga que el plano pasa oty d intercepta el plano pasando pgy y a, en la recta

|. Alo largo de la rectd se elige un vectof , ytrazando rectas pasando por atravez de
/ paralelas &, y a, se puede determinaf como una combinacion lineal dg y a,:

/ =cya,+¢ a,
D se obtiene trazando un a recta paralela /ay a,, asi determinamog’ como un
combinacion lineal dd vy a,:

d=h,/ +h a,,

[P a | e
#'-.,‘?5 — ,.]al
Figura 1-19

% Se llama n+isimple: al conjunto de combinaciones convexas de los puntos linealmente independientes.
Se llama combinacion convexa de los puntos dados: a una combinacion lineal con coeficientes no negativos
enelquei, ¢ =1
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Ahora se puede expresal como una combinacion lineal @dg, a,, a,:
d=h,/ +ha,
:hO(COaO+C1a1)+hlaz
=h c a,+hy ¢ a +h a,
El conjunto
hocoao:a('w hOC.Lalza:ll.' hiazzalz-

Para el vectoe se intercepta el centro de la esfera con un punto arbiifalela
semiesfera, se expresa como una combinacion lineal dg, a,, a, por la misma

construccion geométrica usada para expresaomo una combinacion lineal dg, a, ,
a, (Figura. 220)

Figura 1-20
e=X,a,+ X a,+%, a,,

Entonces &,,X;,X,) son coordenadas homogéneasXde en términos del triangulo de
referencia A, A A,, y el punto unidad D.

Es conveniente tomar la notacibn de espacios vectoriales en referencia a las
coordenadas homogéneas de los puntos.

Si un puntoX tiene coordenadas homogeéneas,, (r,, ér,), se abreviara las
coordenadas coma , y se llamara un vector coordenadoXleClaramente k. r es un
vector coordenado del mismo punto X para cualquidr 0 . 7Sy S son vectores
coordenadas de dos puntos, entonceg +S es un vector coordenado de un tercer punto.
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Teorema L1: Sean los punto8,, B,, &, tienen vectores coordenadas, r,, &,
relativos a alguna estructura de coordenada$, erEntonces los puntoB,, B,, A,
forman un conjunto dependientes si y solo si los vectores,, &, deV, ,, forman
un conjunto dependientes.

Prueba: por definicion deS,, hay rayos| b,],[ b,], --.,[ b, ] de V.., en correspondencia
uno a uno con los puntd, B,, @, con el puntoB, forman un conjunto dependiente
si y solo si los rayos 4] forman un conjunto dependiente. Ademas, si el vector
coordenador; tiene componentas, r;4, ..., i, €ntonces, por definicion de coordenadas,

b =r,a,+r,a +-+r, a,,

Donde los ;] son rayos correspondientes a los vértices de-kimpgle de referencia,

ahora el conjunto d&, son linealmente dependientes si y solo si existen, ¢, no todos
cero, tal que, B, + -+ ¢ = 0.

Haciendo uso de la expresion para Ipsen términos de loa_, se tieneentonces
(cirio)a’y + (ciryp)a'y + + (cir)a’, =0 1<i<k

Desde que log_ son un conjunto linealmente independientes, esta Ultima ecuacion implica
gue cada uno de los coeficientes es cero:

[Tij][Ci] = 0.

Esta matriz puede ser abreviada como el vector ecuacion:
c1p1 + -+ cxpn, = 0 dondep; representa las columnas de la matriz.

Asi se tiene quéB,, B,, ..., B, } es un conjunto dependiente siy sold &, b,, ..., b .} es
un conjunto dependiente siy sold ¢, ,, ...., 7} €S un conjunto dependiente.

Corolario 1.1: supongase que el punté., i= 1 , €, k, eS ¥ §nquasab o s
subespacios de5,; y suponga queX, tiene como vector coordenado /a relativo a
cualquier estructura ef y el vector coordenaday relativo a cualquier estructura & .
Entonces los vectores, /,, €,, forman un conjunto linealmente dependiente si y solo
si los vectoresn, m,  en, forman un conjunto dependiente.

Prueba:
S y S, son subespacios d& y X, esta sobre ambos subespacios

Los vectores relativos &, en § son los/,.
Los vectores relativos &, en S, son losm.
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Como S es un subespacio d& todos los vectores d§ c S, esto implica qu& € S;, y
aplicando la definicion 1.6 los elementos §eE S, estdn en correspondencia uno a uno
con los rayos de/. ., si y solo si los vectores son linealmente depasmés, y si los
vectores son linealmente dependientes entonces por el teorema 1.1 los Xungm
linealmente dependientes; ademas como Xpsstan también ey, c S,, que es también
subespacio deS, y entonces aplicando nuevamente el teorema 1.1 los vecigresn

linealmente dependientes si y solo si los puntos son linealmente dependientes.
Por lo tanto/; son dependientesssolo si/m son también dependientes.

Cambio de estructura de coordenadas; subespacios; hiperplanos.

Un cambio de coordenadas para(unt 1)-simple de referencid,, A, A,, éA yun

punto unidad D en otrn + 1)-simple de referencia de referenéig B, ... B, Y un punto

unidad E efectia un cambio de estructura de coordenadas en un espacio proyectivo.
¢, Como son las codenadas de un punto en una estructura relacionada a estas coordenadas
con una estructura diferente? La respuesta es dada por el estudio de cambio de bases en un

espacio vectorial, porque de la correspondencia entre pun§sydes rayos de/,,,.

Se encuentra que las coordenadas de un vector, relativo a dos bases, son relacionadas por
una transformacion lineal. Asi se concluye que las coordenadas de un p&pioealativo

a dosestructuras coordenadas, también estan relacionadas por una transformacion lineal.
Ademas, porque de lo hecho en coordenadas homogéneas estas no son unicas, la

familiaridad de una constante de proporcionalidad aparece en la ecuacion de una
transformacion

Especificamente, si un punto tiene coordenadgs ( x,, € , X,) relativas a una

estructura de coordenadas, ¥, ( Y;, é/,) coordenadas relativas a otra estructura de
coordenadas, entonces

T[Ci] = [tu][xl] r # 0.
//’
(@)
uz//( f b
o (b)
. (@)
Figura 1-21

En S,, suponga que los puntos colineales A, B, y C tienen vectores coordenadasg,

relativos a una estructura de coordenadas, y vectores coordenados g , relativos a
otra estructura de coordenadas (figw2l). Supdngase adicionalmente qgreh a +k b .
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¢ Como es la expresion pagacomo una combinacion lineal de y 6 ? Se procedera de
la siguiente forma:

rflay] = [tij][ai] (2)
r,[b'] = [ti;][b;] (3)
r3[c’i] = [tij][ci] (4)

La constante de proporcionalidad que aparece en la transformacioén lineal expresa el cambio
de coordenadas, no necesariamenta egsma para puntos diferentes.

Ahora
c,=ha,+kb,, ¢=ha+kb, c,=ha,+kb,. (5)

Sustituyendo la ecuacion (5) en la ecuacién (dagiendo uso de la ecuacion (2) y (3), se
obtiene:

I3 Co=too Cotpy & +1p, C,
Iy Co=too (N @+ K by)+t,,( h & +k by)+ty, (h a,+k b,)
I3 Co=h(tog 8g+te; & +1g, 8, )+ (ty g+, by +1p, b,)
=hr a,+kr, b, etc.
0 =hha+2 k.
3 3

r r
=L ha+2kb.
r3 r3

Se ha estudiado subespaciosV(le también se tiene interés con los subespacics, den
particular los subespacios llamados hiperplanos.

Anteriormente se vio que la ecuacion:
8y Xp+ay X, +a, X, =0
es la ecuacion de una recta en el espacio de dos dimensiones y

aO X0+a1 X1+a'2 X2+a3 X3:0

la ecuacion de la recta en el espacio de tres dimensiones. Generalizando estas ideas, se
hace la siguiente definicion:
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Definicion 1.8: El conjunto de todos los puntoéxy, x4, ..., x,) de S,(C) que satisfacen
una ecuacion homogénea lineal singular

PoXo + P1Xy + -+ ppxy =0

Es llamado hiperplano (o plano o primario).
Asi, desde un punto de vista, una recta es un hiperplar® (@9, y un plano es un

hiperplano deS; (C).

Haciendo uso de algunos de los resultados sobre un espacio vesgquiaédgrobar que
un hiperplano erf, es un espacio proyectivo deIhdimensiones.

Teorema 1.2:Un hiperplano er5, es unS,_ ;.

Prueba: Por definicion de hiperplano 8,, se conoce que cada punto X, con coordenadas
(X, X, € , X,),delhiperplano definido pop, x,+ p, X,+ é +p, x,=0 corresponde a
un rayo [e] de V,,,,donde el vectoe puede escribirse como

n+l?
£ =XxoQ'y + X101 + -+ x50y,

Por resultados de espacio vectorial con respecto a sus dimersg@asgjue, el conjunto
{ e} de todos los vectores que constituyen un espacio vectodaiensional, y por
isomorfismo$ de subespacios y espacios, ehjoato {€} es isomorfo aV,. Asi se
concluye que los puntos d& correspondientes a estos rayos constituyeB un

Se puede hacer uso del algebra elemegmdah establecer dos teoremas basicos sobre
incidencia de puntos y rectas.

Teorema 1.3:En S,, dos puntos distintos determinan una uUnica recta (0 ambos puntos
estan justo sobre una recta).

Prueba : si A(a,, a,, a,), B(b,, b, b,) son dos puntos , ellos estan sobre la recta con
ecuacion
Po X+ Py X+ P, X,=0
Siy solo si
Po2otPa+p,a=0 y poby+pb+p,b,=0.
Si los a, no son proporcionales a Ibs, entonces esas dos ecuaciones determipanp, ,
p,un punto com¥n dentro de ell as, es un el eme

* Isomorfismo es. @ homomorfismo biyectivo entre los espacios vectoriales.
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Teorema 1.4:En S,, dos rectas distintas determinan un Unico punto (o ambas rectas pasan
justamente por un punto).

Prueba: Si
Po X+ P X+ P, %=0 'y q,%+0q, X+0, X,=0

Son las ecuaciones de dos rectasSgnentonces el punto R(, r,, r,) estd sobre ambas

rectas entonces el determinante del sistema asociado a las ecuaeidassra&ttas en
coordenadas homogéneas es distinto de cero.

Note que en el teorema 1.3, se asume que los puntos esBaresrsuperficial, ya que dos
puntos siempre estan &). La correspondiente Asunciono es superficial en el teorema
1.4, y es incluido en el teorema 1.3 para indicar una similitud entre los dos teoremas.

Teorema 1.5:Si T y U son subespacios &, entonced < U es también un subespacio
de S, .

Prueba:SeanX e TnU y YeETNnU
Entonces como T y U son subespacios$,de
X+Y €T, X+Y eU
X+Y eTnU
SeaX eTnNnU =aXeTnU

Por lo tantdl’ n U es un subespacio dg.

Nota: T y U pueden tener justamente un punto en comun, en estel (AsoU)=0; 0o T y
U no pueden tener puntos en comun en este caso es que T y U son asimétricos a cada otro,
y se asume que JU su dimensionesl.

Definicion 1.9: Si T y U son subespacios d§,, el espacios mas pequefio que los
contienen a ambos T y U es llamado el asociado de T y U, se simboliza por [T, U].

El asociado de T y U no es justamente la union de los dos conjuntos de puntossd y U.
arriesga la posibilidad leve de confusion por el bien del lenguaje geométrico expeesivo
asociado de dos puntos (espacio @Bneensional) Ay B es la recta AB, etc

Teorema 1.6 Si T y U son subespacios &, entonced (T)+ d (U)=d( T< U)+ d ([T,
U)).

Prueba: Supdngase que,, a,, as, ..., a,, forman una base paran U , entonces sean los
vectoresay, a,, Az, ..., Ap,; P1, B2, B3, -, Bg, que forman una base paradd, ay, as, ..., ay;

Y1u.Y2 V3 -, Y, forma una base para U entonces,a,,as, ..., @,;B1, B2, B3, -, Byg
, Y1, Y2, V3, -, ¥p FOrman una base para T+U.
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= d(T) + d(U) = d(T n U) + d([T, U])

Teorema 1.7:Si [T, U]= S, ysi T y U son asimétricos a cada otro, entonces
d(T)+ dU)=n-1.

Prueba: Como la union de T y U generanSg, entonces
d(T)+dU) =d(TnU)+d([T,U]) (Por definicion de asimetria)
=n—1 yaqued(TnU)=-1

1.7 Dualidad

La dualidad es prueba util en varias ramas de las matematicas y en algunas de las ciencias
también, pero su usen geometria proyectiva es particularmente elegante y especialmente
porque facilita los procesos de pruebas.

En S, se considera una rectd, con ecuacion,x, + a;x; + a,x; = 0, se puedeefalar
1; por la triada de coeficiente@,, a;, a,).

Puesto que kagx,+ ka;x; + ka,x; =0 para cualesquierd& # 0, es también una
ecuacion del;, la triada(ka,, ka4, ka,) representa la misma recta que la de coordenadas

(ap, ay,az).

Se comienza a ver que si la triadey, a;,a,) forma un sistema de "coordenadas
homogéneas" parg se puede demostrar que éste es realmente el caso, como sigue.

Haciendo que el rayo[1] de V;corresponda a una recta arbitraria con la ecuacion
loxo + lix; + l,x, = 0 sobre S,, donde el vector A tiene componentesl,l;,l,.
Entonces hay una correspondencia uno a uno entre las recfasydes rayos deV;.

Sea la dependencia lineal de las rectas definida por la dependencia lineal de los rayos
correspondientes. Asi,las rectas de S, constituyen los elementdsde un espacio
proyectivo de dos dimension&e designa pok, este espacio, del cual los elementos son

las rectas de5,.

Asi, asociado a un espacio proyectivo de dos dimensiriesy un espacio proyectivo de
dos dimensionesy,, cuyos elementos son las rectas (hiperplanos) de

Por definicion de hiperplano, se sabe que un hiperplandde es el conjunto de rectas
con las coordenada@, x,, x,) satisfaciendo una ecuacion lineal fija.

ApXo + aixq + Ay X3 = 0,
Puesto que cada una de estas rectas es un conjunto de punfgsetidiperplano en

X, es ciertamente un Aconj und ¢Rra edbmocestdarf unt os C
relacionadas estas rectas? Todas ellas pasan a través de un punto de hecho, eSpunto de
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con coordenadaga, a;,a,) . Este punto, que es comun a todas las rectas constituye el
hiperplano, que se elige llamar " hiperplangsto determina la relacion reciproca:

S 2
Elementos
Puntos Rectas
hiperplanos
Rectas Puntos

Esencialmente la relacidn se basa en el hecho siguiente: Los elemenfoq@ento) con
coordenada homogénép,, p,, ) estan sobréos elemento deX,(recta) con coordenadas
homogéneadq,, 91, ;) Si solamente si

do- Po + q1- P1 + q2- P2 = 0.

Esta es exactamente la condicién de la cual el elemeiférecta) con coordenadas
homogéneas (p,, p1,p,) pasa a través del elemento d&, (punto) con coordenadas

homogéneadqy, 41, 9-).

Este es el principio de la dualidad en dos dimensiones. Obtener el dual de una declaracion

en S, es un intercambio simplemente los términos "punto” y "recta”, realizando tal que

otros cambios enlar aseol og?2a (Al os puntos que est 8n
“rectas que pasan a través del punto”, etc.) como lo es la necesidad de la expresion
idiomética.

Considerando la figura-22(a) en el cual se tienen cuatro puntos, A, B, C, P, nindeno
los tres colineales, y las seis rectgsn, n, 1, s, t, uniéndose los pares de estos puntos.

La figura dual (figura 4222b) consiste en cuatro rectag, b, c,p, ninguna de las tres
concurrentes, y los seis puntos, M,N,R,S, T, de la interseccion de pares de estas
rectas. En la fig. -R2(a) los puntos A y B son unidos por la regtan la figura dual, las
rectasa’y b’se interceptan en el punio, etc.

Otra forma de expresar la relacion es decir que @tigtilo con vértices A, B, C y lados
I,m,n duales al triangulo con los lades, b, ¢,y vérticesL,M,N’, (un triangulo es una
figura "dual de si misma"), y que las tres rectgs, t, una pasando por cada veértice y
concurren en P dualiza a tres pun®sS’, T, uno sobre cada lado y colineales sgbte
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Figura 1-22

(b)

Una generalizacion de la discusion precedente de la dualidad en dos dimensiones
comenzaria como sigue. El conjunto de todos los hiperplarfy drmas un espacio
proyectivo de dimensién n que se dendfa. Un teorema proyectivo ers,, puede ser
dualizado para obtener otro teorema intercambiando el "punto” y el "hiperplano”, etc. esta
vez sera necesario el intercambiaSgecon S,,_, y, en generalS, con S,,_,.
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CAPITULO I

AEspaci o Pr pyegteicto vy dawles en una Yy

2.1 Teorema deDesargues yresultados relacionados

Teorema 2.1(Desargued En el plano si en dos triangulos con vértices y lados distintos,
las rectas que unen los vértices correspondientes son concurrentes seiowpoatos de
interseccion de lados correspondientes son colineales, e inversamente.

Prueba. Dados seis puntos distintos, forman los daéngulos elABCy A'B'C’ figura
(2.1). Se supone de acuerdo con la hipétesis del teatetnaBB, C'C se interceptan en
X. Sea AB vy, A'B se interceptan eh; BC y B'C’ se interceptan en M; CA §'A’ se
interceptan en N, se mostrara duéf, N son colineales.

W x

AR

ALY

Figura 2.1

Sean los vectores coordenados dgB3,C,A,B,C,L,M,N,X respectivamente
a,B,y,a,B,v' A, uv, & Puesto que X esta sobrédd’, £ es una combinacién lineal
de ay a, es decir;

E=pra+ Pad e (1)
Asimismo,

® GerardDesargues, un arquitecto de Leéstuvo activo en matematicas durante la primera mitad del siglo
17.
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E= L B+ qP i (2)

E=T Y+ 1Y i (3)
Igualando (1) y (2)

Pra—q B=q; 8 — P& ceeeeen.. (4)

Ahora p, a—gq,; pes un vector coordenado de un punto sobBs mientras que
g, B —p, @ es un vector coordenado de un punto soBrd. porquelos vectores
coordenados son iguales, deben ambos representar a L, el punto comBentg B’

Similarmente un vector coordenado de M es

G.B-—T1y=1Y.— @b
Y el vector coordenado de N es

pra—ny =ny-pa.
Entonces sumando los vectores coordenados de L, M y N se tiene que:

Pra—q. B)+(@.f—ry)—(r.a—1y)=0.
P —plat(@—q)p+ (i —r)y=0

Entonces se concluye qug, M, N son colineales.
Note que no se ha hecho ninguna mencién acerca de la dimension del eSpaci
namero de componentes de los vectores coordenadgionados en la discusion
precedente dependera miepero la prueba no sera afectada. [En el espacio tridimensional

euclidiano extendidoABC, A'B'C’ estan en planos diferentes.

Si la figura completa esta efy, la parte inversa del teorema Desargues se da por
dualidad.

[En S, el teorema de Desargues "Su dual es él mismo"] Pero, en un espacio de grado
mayor, la dualidad no sera de ayuda en esta prueba. Es por ello que se establecera un lema
gue su prueba es a menudo (util.

Lema 2.1 SeanL,M,N puntos distintos que estan respectivamente sobre los la&ps
AC, CA del triangulo ABC figura (2.2). Sean los vectores coordenados de

A,B,C, respectivamente «,f,y. Entonces L,M,N son colineales& los vectores
coordmados A, u,v de L,M,N pueden ser elegidos de modo que

A=p.a—q.pB u=q.p—ry, vV=r.y—p.a
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A L E
- - o - >
e Figura 2.2
M/

Prueba "<"; como los vectores coordenados de L, M y N la combinacion lineal de ellos
esigual acero,yaqué+u+v = 0

"=": Como esta sobreAB, A un vector coordenadale L puede ser escrito comad =
p.a—q.[B, para algurp,q. M esta sobre AC, cualquier vector coordenadd/des una
combinacion lineal dg y y; eligiendo un multiplo escalar apropiado, se puede escribir
U=gq.B— r.y, paraun ciertor.

Similarmente, se puede escribi=r. y —p'.a, para algirp’. Ahora el problema, es
demostrar que p' = p. Para hacer esto, hacemos uso la hipotesis @ué,N son
colineales. Asi, existen las constanigs:, n no todas cero, tal que
LA+ m.u+n.v=0,
Asi sustituyendad, u, v, se tiene:
Ilp.a—q.p)+m(q.p —1r.y) +nr.y—pa) =0

Reagrupando términos se tiene:

(lp—npla+(m-Dg.B+n—m)r.y=0
Como a, B,y son independiente (¢, porqué?) @®r ser los vectores coordenados de los
puntos) los coeficiente@p — np’) (m — 1)q, (n — m)r, deben cada uno ser cero. Puesto

queq # 0 r # 0, (¢porqué?) (R/Puesto quegs= 0 y r = 0, no podriamos expresar los
vectores coordenados de los puntos L, M y N) se concluyelgsien = n. por lo tanto

P =D
Esta es una prueba de la parte inversa del teorema de Desargues.

Desde L, M, N, son puntos colineales, uno sobre cada lagdréhnguloA4, B,C se sigue
del lema 1 es posible escribir sus vectores coordenados como

A=p.a—q.0; u=gq.p—ry; vV=r.y—p.a.
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Ademas puesto queL, M, N también estan sobre cada uno de los lados del triangulo
A'B'C’, es posible escribir sus vectores coordenados como:

AN=p.a—-q.p, w=q.p-r.d, v=ry-pa.

ComoAy A'son vectores coordenados del mismo puntol. A/, para algunl distinto de
cero igualmentey = m.u, v = n.v/, para alginm,n distintos de cero.

Puesto quel + u + v = 0 se concluye quel.A + m.u +n.v' = 0, es decir, que
Ip.a—q.B)+m(qg.p —ry)+n@.y —p.a)=0.
Reagrupando términos podemos escribir esta ecuaciéon como
(Il-n)p.a+ m-Dg.+ m-mr.y =0
Desde que ninguno de lps g, 7’ es cero, y también quer, 8,y’ son independiente, se

concluye que [—-n=0, m—1=0, n—m=0; en otras palabrasl=m =n=k.
EntoncesA = k. A’ esto implica que:

pa—qp=k(p.a—q.B), 6 pa—-kp.a'=qp—kq.pB.

Asimismo,u = k. u' conduce a
q-f—kq.L =r.y—kr.y’

Ahora p.a — kp'.a' es un vector coordenado de un punto sobre la retta q.p —
kq.B’' es un vector coordenado de un punto soB&’; r.y —kr'.y’ es un vector
coordenado de un punto Sobte .

La igualdad de los vectores implica que las rectaseacurrentes.

Lema 2.2 Sean L,M,N puntos distintos que estan respectivamente sobre los lados
AB,BC,CA del triAngulo ABC figura (2.3). Sean los vectores coordenadosAj&, C
respectivamente a,8,y. entonces AM,BN,CL son concurrentes < los vectores
coordenadost, u, v de L, M, N pueden ser elegidos tal que

A=p.a+qf; u=qp+r.y; v=r.y+p.a.

31

——
| —



____R\\
| ™, 9

RN

| N

| ,.-/'}1\

ol - \,
' . | / \.\\
e N\

I // = | \\\
/// L :_\_\\
L ————epg

Figura 2.3

Prueba: "<": Considérese el puntoP con vector coordenador =p.a+q.f +71.v.
puesto quer = p.a + 1.(q. B + r.y), esta claro queP esta sobre AM, a asimismo P esta
sobre BN y Sobre CI. Asi las tres rectas son concurrentes.

"=". La situacién es similar comparando una parte de la prueba del lema 1. Se puede
escribr

A=p.a+q.pB, u=gq.p+r.y, v=ry+p.a
Y se debe demostrar que = p..

Un vector coordenador, de P el punto de la concurrencia d&f, BN,y CL, puede ser
escrito

n=h.(p.a+q.pB)+ki.y=h(qB+1.y)+ka
n=h.(p.a+q.pB)+ki.y=h(@qB+1ry)+ka

Reagrupando términos y haciendo uso la independeagiyy, se concluye facilmente
que h; = h, = h;. de esta igualdad, se deduce que= p.

2.2 Proyeccion desde una recta sobre una segunda recta en el plano extendido; Razén
cruzada.

Retrocediendo a la nocion de proyeccion que se dio al principio. En el plano extendido
podemos tener una correspondencia uno a uno entre los puntgs ‘csabendo que 0 no
esta sobre ni [
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Figura 2.4 I’

Claramente se ve que no hay una correspondencia uno a uno entre cada uno de los puntos
del y I’ que estan ilustrados en la figura 2.4; para esta clase de proyeccion, esto es
necesario y suficiente que las rectas se unan en un punto que sera el pomouteencia.

Definicion 2.1: Una correspondencia uno a uno entre los puntos de dos rectas en el cual
las rectas se unen en un punto correspondiente, entonces las rectas son concurrentes al

punto O y es llamada una perspectiva con centro de perspectiva O, (en otras palabras las
rectas estan en perspectiva desde 0).

Figura 2.5 ﬂ
Se extendera esta nocion para considerar correspondencia de manera mas geénefal: Si
estan en perspectiva desdlg y sil y I’ estdn en perspectiva degdlg entonces esa es una
correspondencia uno a uno entre los puntosydE (fig 2.5). Este no es generalmente una

perspectiva. Podemos definir una correspondencia entre los puntgslake del’ para
una sucesion de mas de dos perspectivas.

Una correspondencia definida por una sucesion de un numero finito de perspectivas se
llama ungproyectividad entre los puntos dd y los del’.
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Dual de la definicion 2.1 Se dice que dos hac@s0’ de un mismo plano son perspectivos
cuando entre sus rectas existe una correspondencia biyectiva tal que los puntos en que se
cortan las rectas homologas estan sobre una misma recta.

Figura 2.6

¢,Que caracteristicas son preservadas bajo ogaqtividad?
La caracteristica que preserva la proyectividad es: la colinealidad, los tridngulos y las
rectas, pero las distancias no se preservan.

. . P'Q’ P .
No es verdadero que las razones de distancia son preseFngg% Q—i. Sin embargo los

griegos, determinaron que la razon de razones son preservadas: por ejemplo
R'P'/R'Q' RP/RQ
S'P'/S'Q"  SP/SQ

Note que si |l a Araz-n de razoneso puede ser
general, tales como los de la figura 2.7,us€g inmediatamente que son también iguales

para una proyectiva general.

La prueba de | a invarianza bajo proyecci - -n
proxima seccién (teorema 2.2); primero se eligira un nhombre y una notacién, y entonces
obtendrenos un resultado importante.

Figura 2.7
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, D son cuatro puntos distintos y colineales en el espacio real, la razén cruzada de
, denotada por (AB, CD), es el valor de

o0

CA/CB (_ CA DB )
DA/DB T cB'DAJ

Estadefinicion tiene un solo significado si las cuatro distancias estan definidas. Por lo
tanto, ninguno de los cuatro puntos pueden ser ideales; esto es porque lo restringimos a
nuestro espacio ordinario.

Para ello se trabajara en la recta real para lsedwra en coordenadas homogéneas.
SeaC=hA+k,B y D=h,A+k,B. En el cual se encontrar4d los valores de
hl) hZ) kl y k2

TomandOA=0+a1L, B=0+a2L,C=0+a3L, D=0+a4L
Donde O es el origeng; L. coni = 1,2,3,4, son las distancias del origen al punto.

Luego restando el segmertic- A y C — B se tiene:

C—A=(as—a;)L; C—B=(a;—ay)L
Despejando L de ambas ecuaciones se tiene:

_C-4A _C-B
Caz—ay’ T az—a,
Igualando L se tendra:
C—-A C—-B

a3 —a; a3 —Qp

C A C B
a3—a1 a3—a1 a3_a2 a3_a2

C C A B

a3—a1 ag_az a3_a1 a3_a2

1 1 1 1
(e aa) =) 7 =)
a3 —a; a3z —ay a3 — ay a3 —

¢ ((a3 —6;11)_(532— az)) =4 (a3 i al) ~bB (a3 i a2>

(a3 —ay)(az — az)) _B <(a3 —ay)(az — “2)1>

03 — Ay a3 —

Cla; —ay) =A<

Cla; —az) = (a3 — az)A — (a3 —a,)B
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a; — A az —
C=(3 2)A+(3 1)B
al_az az_al

El mismo proceso se realiza para encontrar D,
ay — Az ay — A
D= ( )A + ( B
a — 0y —ay

Haciendo las razones simples de cada uno de ellos se obtiene,

CA _ (%)A B _<a3—a2)A

C_B_ (%)B_ a3_a1 B’

DA (ﬁ) _ (%) A

ﬁ__(a4_a1>3__((14—(11)§
az_al

Por lo tanto la razén de razones es:

_(a3—a2)é
caypa_~\ai—a))5
CB DB__(a4—a2)é
a4_a1 B
as — a,
CA DA_a3—a1
CB/ DB~ % — a3
oy — Ay
ﬁ %_(%—az)(%—al) 1)
CB/ DB (a3 — a;)(a, — a3)

Ahora pasandolo a coordenadas homogéneas el conjunto que esta sobre la recta ABCD, de
manera que estos cuatro puntos distintos tengan, respectivamente, vectores coordenados

a(ag, a1); B(by, b1); y(co, c1); 6(dy, db). Sabemos que cada uno_ de
expresado como una combinaci - -n |ineal de U vy
y=hia+k.q §=hy.a+k,.(,

POI’IIGHdO(ll = ao_lal, a, = bo_lbl, asz = C0_1C1, a, = do_ldl,
Sustituyendo wimplificando en la ecuacion (1) se obtiene:

(agcy — as¢9)(bod; — bydy)
(bocy — byco)(apd; — a,dy)

(AB,CD) =
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Para el caso particular haciendp= h,, dy = h,, ¢ =k, dy = ky,ay =1, a, =
0,by =0, by =1, se tiene:

(AB,CD) =

kihy
h

T (2)

Utilizando la ecuacion (2) para la razén cruzada de cuatro puntos colineales, es también
valido cuando A, B, C, D son expresadostémminos de dos o tres dimensiones de
coordenadas.

RAZON CRUZADA EN S1

Sin hacer referencia la nocién de distanciae puedehacer uso de la ecuacion (2) de la
seccién anterior para definir la razén cruzads,en

Definicibn 2.2: SeaA, B,C,D cuatro puntos en;. Relativo a la misma estructura de
coordenadas esy, sean los vectores coordenados de A, B, C y D, son respectivamente
a,B,y,écon

y=hy.a+ k. p, §=hya+k,.p,

Entonces la razon cruzadadieB, C, D esta definida por:

ha

(AB,CD) =
k>

2}
hy
Nota. La generalizacion de esta definicion, no tiene que ser una recta.

La razon cruzada dada aqui ieslependiente del sistema de coordenadas y es una
constante particular de proporcionalidad.

Semejante a la definicién de distancia mencionada anteriormente, la definiciéon 2 asigna un
valor a la razén cruzada de cuatro puntos coloniales iguales, cuaodie los puntos es

ideal de hecho, como es el caso general en geometria proyectiva, no hay distincion entre
los trazos de puntos ordinarios y los puntos ideales.

Observacion: Desde ahora em,, el conjunto de todas las rectas que pasan por un punto
constituyen uns,, la definicion es una aplicacion inmediata de la definicion de razén
cruzada de cuatro puntos coplanares, rectas concurrentes. Esta observacion nos lleva a un
lema importante.

Lema 2.3:Ens,, la razon cruzada de cuatro puntos colieeas igual a la razén cruzada

de las cuatro rectas obtenidas por la union de un quinto punto a cualquiera de los otros
cuatro puntos, que no esta sobre la recta dada por los cuatro puntos.
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Figura 2.8

Prueba: Sean los puntos colinealdsB, C, D unidos con un punto O, formando las rectas
p,1,s,t, (fig 2.6). Sean los vectores coordenadossgnde 4, B, C, D, respectivamente,
a,B,v,d;y sean los vectores coordenados En, dep,r,s,t,r especti vament e,
U, . Si

)/=h1.a+k1.ﬂ, 6=h2a+kzﬁ,
Entonces
oc=h,.mw+kip, T=h,.m+k,.p,

Y comoo y T se pueden escribir como una combinacion lineal por lo tanto

(AB,CD) = WL (pr, st) .
h1k2

La prueba del lema ilustra que, si bien la definicién de perspectividad y proyectividad de
la seccién anterior se refiere al plano real extendido, ella pude considerarse y aplicarse
igualmente en,, con la Unica diferencia entre las formas de larfigi2.4 y 2.5, no son de

uso eficiente en | a prueba. Una expresi
son concurrenteso esto tiene interpretaci
mi sma soluci-n o wuna s ofreauencia se usara eldengudjen o ;

geométrico asociado con los diagramas para abreviar una discusion algebraica, pero no
reemplazandola.

Teorema 2.2 la razén cruzada es preservada en una proyectividad desde los puntos de una
recta a los de la segunda recta

Prueba: supéngase qud,, B;, C;, D, corresponden respectivamentelgB,, C,, D, en
una perspectividad con centro en P. Si designamos las Agéta®,B,, C,C,, D;D, por
a, b, ¢, d, respectivamente. Entonces por el lemati&ngeque:

(A1By,C1Dy) = (ab,cd) = (A;By, C;D5).

Por lo tanto una proyectividad es una sucesion finita de perspectivas.
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Lema 2.4:Si A,B,C,X,Y son puntos colinealesal que(4B,CX) = (AB,CY), entonces
X =Y.

Prueba: Se sabe que
W ki s
(AB,CX) = ks yque (AB,CY) = -

Y ademas quéAB,CX) = (AB,CY) entonces

—k1 ha _ —k1 hs
(AB,CX) = R (AB,CY) = T
De aqui se tiene que
bk B ko B porigtantar = V.
hy ks hy ks k, k3

Teorema 23: Si 4, B, C, ... estan sobre la rectacorrespondientes 4, B, C’, ... que estan
sobre la rectd’, con la razén cruzada de cualesquiera cuatro puntos distintos!sebre

igual a la razén cruzada de los cuatro puntos correspondientes [$ehtences esta es
una proyectividad de a I' que establece la misma correspondencia.

l!

Figura 2.9

Prueba: Seal larectad'B. SeadA'y BB' que se interceptan €n.
Se designa comé la interseccion d€,C conl. SeaCC'y BB’ que seriterceptan eid;.

Ahora, si se toma un punto arbitrario X ldee denota paX el punto dd correspondiente
a X en la perspectiva desdeal centrado en0,, y se denota poX el punto del’

correspondiente & en la perspectiva desdea I’ centrado er0,. Asi tenemos una
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proyeccion desdd a [’ (una sucesion de dos perspectivas) en la )&, C, X
corresponden, respectivamentelaB’, C, X por la definicion de perspectividad.

Se tendra sucesiones en la prueba de este teorema y se puedeXves glienismo punto,

como X', la correspondencia de X en la razén cruzada dada preserva la transformacion.
Esto se hace como lo siguiente. De la perspectiva centra@a e4B,CX) = (AB,CX);

y de la perspectiva centrada®@y) (A B, CX) = (AB,CX).

Asi (AB, CX) = (AB, CX). (se obtiene este resultado en un paso aplicando el teorema
2.2) pero, desde que la transformacion da¢B,CX) = (AB,C'X"). Asi, por el lema
2.4, se concluye qué = X .

Note que la construccion involucrada en la prueba del teorema 2.3 es una sucesion de
cualquier numero finito de perspectivas y es equivalente a una sucesion de mas de dos
perspectivas.

2.3 Proyectividades y tansformaciones lineales.

Supoéngase que ef,, se elige cuatro puntos distintos arbitraridsB, C, D sobre la recta

l y se requiere que ellos correspondan, respectivamente, a cuatro puntos distintos arbitrarios
A,B,C',D sobre la rect&, en proyectividad. Esto es generalmente imposible, porque las
posibilidades sor(AB,CD) # (A'B',C'D").

Es decir, no hay proyectividad de la cual hara que cuatro puntos arbitraribs de
corresponden a cuatro puntos arbitraried den la rectanay infinidad de proyectividades
(perspectivas, de hecho) que hacen que a un pdnsmbrel corresponda um’ sobre

I; que es justamente una perspectiva que tomalgRiede [ corresponda a,B de Iy

que puede no estar en perspectiva que tenm, C del encorrespondencia cod’, B, 'C’,

de I,

Hay proyectividades que no estan en perspectiva.

Teorema 2.4. Hay exactamente una proyectividad que toma tres puntos distintos
arbitrarios de la acta [ en correspondencia con tres puntos distintos arbitratlos
(alternativamente, una proyectividad desde una recta a una segunda recta esta determinada
por tres pares de puntos correspondientes).

Prueba: Sean 4,B, C tres puntos distintos dé, y sean A,B,C los puntos distintos
correspondientes d&, entonces la figura 2.9 muestra como el conjunto de una sucesion de
dos perspectivas (es decir, una proyectividad eritrg ') en la que A,B,C esta en
correspondencia cod’, B, C', respectivamente. Ademas, hay una proyectividad semejante;
es decir, que es justamente una correspondencia entre los puhtp$'deuesto que si una
proyectividad tomaA,B,C,X sobre A,B,C’, X’ respectivamente, y si tomamos otros
puntos, A,B,C, X sobre A,B’,C, X, entonces(AB,CX) = (AB,C'X) y (AB,CX) =
(A'B,C'X), por Teorema 2.2; de esto se tiene Kue X, por Lema 2.4 de este capitulo.
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En otras palabras la transformacion de cualquier pirés el mismo en una proyectividad
como en la otrala proyectividad es la misma.

Nota: la construccion implicada en la prueba del teorema 2.3 da un método de localizar
geométricamente en el plamwdinario que el puntX' es correspondiente a un punto
arbitrario X en la proyectividad determinada por tres pares de puntos correspondientes.

El teorema 2.4 nos permite caracterizar perspectividades de una forma util.

Se considera el puntd comun a las rectag y [’ (figura 2.10). En cualquier perspectiva
entre Ly l', M es claramentécorrespondiente asi mismo," es dedi,es un punto del
correspondiente deV como un punto eri’ en la perspectividad.

o]
L

Figura 2.10 U

Teorema 2.5 En una proyectividad entre dos rectas, el punto comun es correspondiente en
si mismo < la proyectividad es un perspectiva.

Prueba"=" se llama a la proyectividad daga; Sea M el punto comun de las dos rectas

ly ['sead,B dos puntos dé, ambos distintos deM; Sean A, B’ los dos puntos dd’
correspondiented, B en la proyectividadp (fig. 2.10).

Sea0 el punto de la interseccion déd'y BB', y se llamap’ a la perspectividad dd al’
centrado en0. Entonces g lleva M,A,BaM’,A,B’, respectivamente; asi mismo hace

g'. Por lo tanto, por Teorema 2.4, que dice que dados tres puntos arbitrarios de una recta le
corresponden tres puntos arbitrarios de la otrgass idéntico cong’.

" <" Esto es trivial. (Puesto que si la proyectividad es una perspectiva, entopgetoel

en comun entre las 2 rectas serd el mismo, tanto para la proyeccion como para la
perspectiva, y por tanto sera correspondiente en si mismo).

Considérese proyectividades relacionandolas con las transformaciones lineales.

Primero se pregunta: ¢, Q,B,C son tres puntos distintos fijos solbrg A, B, C'son tres

puntos distintos fijos elt, para cualquieX de [ (distinto de4, B,C) podemos encontrar
unX’'de I’ tal que (AB,C'X") = (AB,CX)?

Es absolutament@cil establecer que hay exactmbe un puntaX’ que corresponde a cada
X y es el siguiente teorema.
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Teorema 2.6. La transformacion razén cruzada preserva los puntos de una recta a los
puntos de una segunda recta, es lineal en las coordenadas homogéneas unidimensionales de
los puntos.

Prueba: Sean los vectores coordenadosAdR, C, X losp,y,écony =h.a+ k.p,

§ =s.a+t.B; Sean los vectores coordenados deB’,C’, X' los a,B,y & ,con y =
h.a' +k'.B; & =s.a +t. La existencia des’ y t'es la pregunta. Si las razones
cruzadas son iguales,

s:t' = h'ks:k'ht. (3)

Asi, dados 4,B,C,X,A,B,C’, hay una razon Gnica des’ a t’ para que las razones
cruzados sean iguales; por lo tankd,se determina Unicamente.

Es util obtener una expresion para los coordenadss de

Supoéngase que en un sistema coordenado unidimensional,sabte(a, a, ),
B = (by, by), & = (x4, %1),Y €N un sistema coordenado unidimensional gn
a'=(a'pal), B'=0ob"Y), &= (xyx), noesnecesario tratar explicitamente gon
Yv.
Luego
E=s.a+tp,
Se tiene,
ag S + byt = x, a;s + byt = x;.
Similarmente, se tiene

a'ss +b'yt =xy a't's +b'it =x;

Solucionar estos pares de las ecuaciones para s, t’, y el sustituyendo en ecuacion (3)
conduce a

(b'yx'o = b'ox'):(a1x'g — a'ox’y) = R'k(b1xo — boxy): k'h(aﬂfo — Qg X1).
b'ix'og—b'yx'y = mh'k(byxy — byxy)
a1x'o—aox'y = mk'h(a;xy — apx,),  (4)
Para una constante de la proporcionaliciag 0.

Luego si se despeja’, de la ecuacion donde esta se tiene
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a'1x'o = mk'h(a;xo — apxy) + a'oxy

Entonces

. mk'h(a;xg — apgxy) +a'ox’y
x 0 - ’
aq

Sustituyendo en el termino dég se tiene

b mk'h(a;x, — agxy) + a'ox;
1 a’l

) - blox'l - mh'k(blxo - boxl)
Asi despejanda’; setiene

c(a) . o . o (0 . , e '
by (=2 xl—boxl=x0(—b1mkh(—,)+mhkb1)+x1(b1mkh(—,)+mhkb0>

1 al a1
Asi:
e . . o[ ' : o Qo .
2y (b (E2) = b, =xo(—blmkh(—,)+mhkb1)+x1(b1mkh(—,)+mhkb0)
aq aq aq
C T S

C.X1=TXy+ SXq

Al multiplicar por ¢ y sustituyendo patx'; se tiene

, mk'h(a;xy — apgxy) + a’ox’;
cxog=c :
aq

2 al 4 aO a’O
=cmk h—x, — cmk h—x; + — (rxy + 5x;)
aq aq aq

/ n a1 Qo Qo o Ao
cxog=xg\cmkh—+—r1|+x;|—s—cmk h—

a; aiq aq aq
\ ) —

V

p q
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Solucionando la ecuacién (2) paxa,x,, Y observando queh,k,h’,k’ son algunas
funciones de las coordenadas deB, C, A, B',C’, de lo que finalmente se obtienen

C.X'g = pxo+ qx;
c+0 (5
C.X'1 = 71Xy + 5X;

Donde p,q,7,s,c son las funciones implicadas de las coordenddBsC,A’,B,C". Asi
se tiene una expresion para las coordenada$ de(A'B', C'’X") = (AB, CX).

También se puede trabajar de forimeersa a requerir los coordenadasen términos de

X'. Esta discusion se pudo haber realizado con esta misma vision, y se habria obtenido un
punto UnicoX que corresponde &.Este argumento podria llevarse a cabo con este
objetivo, y se hubiese obbédo un Unico puntX correspondiente &. Sin expresiones
explicitas que salen pagggq,r,s, la ecuacion (5) se puede solucionar parg x,, en
términos dex’y, x'y; es decir,ps — qr # 0.

Una transformacion, como la de la ecuacion (5), en que las coordenad&$ sim
funciones lineales de las coordenadasXise llamanTrasformaciones lineales.

Si se desea interpretas, como el plano ordinario, y se esta dispuesto a restringir la
atencion a los puntos ordinarios, se puede dividir el segundo de la ecuacion (5) por el
primero, e introduciendo los coordenadas no homogéneas

,oX X1
X = — X =—
X0 X0
Sustituyendo
. TXo + SXg
pPXo + qxq
Dividiendo y multiplicando pok, se obtiene
, sx+r
X = (6)
qx+p

Como la ecuacion de la razdn cruzada preserva transformaciones. Esta transformacion no
€S uno a uno sin excepcion.

Es importante para dicho propdsito establecer el inverso del teorema 2.6, es decir, que una
transformacion lineal uno a uno de los puntos de una recta a los de una segunda recta
preserva la razén cruzada. Todo lo que se sabe del teorema 2.6 es que bajo la
transformacion lineal de la ecuacion (5), la razén cruzada de tres puntos particulares
A,B,C 'y cualquier cuarto puntX es igual a la razon cruzada de los tres puntos
particulares A, B, C'y el punto X que correspondiente & . Todavia no seabe que la

razén cruzada de cualesquiera cuatro puntos séle® igual a la razon cruzada de sus
correspondientes segun lo dado por la ecuacion (5).
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Teorema 2.7 Si X,Y,Z,W son cuatro puntos sobre la reétay si X,Y’,Z,W'son los
puntos correspondientes de la rect@on la correspondencia determinada por la ecuacion
(5) con ps — gr # 0, entonces

XY, ZW) = (XY, ZW).

Prueba: Con la notacién anterior, se tiene:

C1X'o = pXo + qxy, C2Y o = PYo + qV1,
C1X'1 = rXo + 5Xq, C2Y o = TYo + SY1, (6)
€329 = PZo + qz4, CaWw'o = pWo + qwy,

€321 =712y + 574, CaW'1 = TWo + sWy,

(Como se observo anteriormente, la transformacion lineal tor¥asabre X' no toman
necesariamenté, un vector coordenado particular de sobreé’, un vector coordenado
particular deX’, pero preferiblemente un mdaltiplo éé es decirc, €.

La misma transformacion lineal puede tomar pgran vector coordenado dg tomando
un maltiplo distinto, c,n’ den’, un vector coordenado dé etc.)

Sea (y w, los vectores coordenados déy W, que tienen las expresiones siguisnte
como combinaciones lineales dey 7:

{=hi$ + ks w = hy§ + kon
Sacando las componentes de los vec®res {, o’
&= (Clxlo» C1xl1)1 77, = (czylo,czy/l), {'= (C3Z,0,C3Z/1)1 w = (C4W/0' C4W/0)’

Escribiendo estas ecuaciones del vector como ecuaciones algebraicas en los términos de las
componentes de los vectores que se sustituyen en la ecuacién (6) nos da

C3Z g = hic1x o + kicay
Entonces

_ hi ,+k102

z'y = x
0 cs 0 c3y°

Y tres expresiones similares patg;, w'y, w'; se obtiene asi

hic, . kic, , . hycy ., ko,
(’: 1¢1 + 1277, w = 2%1 + 2277

C3 C3 Cy Cy
Por lo tanto
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ki hy
(XY, ZW) = e

kica/cs hycifcy  kih,

XY, ZW) = . = :
hici/cs kacyfca  hyk;

En resumen, se tiene el resultado que los tres tipos siguientes de transformaciones de los
puntos de una recta a los de la segunda recta son equivalentes el uno al otro.

(1) Proyectividad,
(2) Razon cruzepreserva transformaciones,
(3) Transformaciones lineales;

c.x'y = pxo + qxq,
ps—qr # 0;¢c # 0.
c.x'y =rxy+ 5xq,

Se establecio la equivalencia indicada en cuatro pasos:
(a) Las transformaciones que son proyectivas preservan la razén cruzada (teorema 2.2);
(b) Las transformaciones que preservan la razon cruzada son proyectivas (teorema 2.3);

(c) Las transformaciones que preservan la razén cruzada son lineales (teorema 2.6);
(d) Transformaciones que son lineales preservan la razén cruzada (Teorema 2.7).

2.4 Definicionesimportantes y el teorema de Pappus

(i) Una propiedad proyectiva dg a S; en que los puntos,B,C,... deS, corresponden
respectivamente a los puntdsB’, €, ... deS; puede ser designada como

(4,B,C,..) A (A,B,C,..).

(ii) silos S; y S; de (i) son rectak ', respectivamente, cada rectaaegeces llamada una
hilera de puntos, y la proyectividad de (i) puede ser denotadalooriio

(i) si la proyectividad de (i) es una perspectiva, con centro en O, a veces la
simbolizaremos usando
0
(4,B,C,..) A (A,B,C,...)

0
IAL.
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(iv) si las rectasVA,VB, ... de los haces con vérticdscorrespondientes en una

proyectividad con las rect®1’,VB’, ... de los haces de vérticEs, se escriben
V(4,B,C,..) ANV'(A,B,C,..).

Si dos haces proyectivos estdn en perspectiva

las rectas sobre las que se unen
correspondientes haces de rectas se lkgende perspectiva

los

p

(v) si los dos haces de (iv) son perspectivas, con ejes de perspestevpueden escribir
V(A,B,C,..) NV'(A,B,C),..).

V AV
Se puede hablar de geectiva en un sentido intuitivo.

(vi) si se tiene una proyectividad (es decir una transformacion lineal) relaciona los puntos
de una rango a la recta de un haz.

En la figura 2.1lhay claramente una correspondencia uno a uno en que la transformacion
preserva la razon cruzada la cudl todaB,C,D,.. en PA,PB,PC,PD,... se puede
simbolizar esta proyectividambmo

(A,B,C,..) AP(4,B,C,..)

n]
Figura 2.11

Una proyectividad de los puntos 6lg sobre los mismos puntos g
saa llamada una colinealidad 8g.

. Esta proyectividad
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Figura 2.12
.O

2

Se puede visualizar una colinealidad de una emano una sucesion de dos
0, 0,
perspectivasl A [ A [ (figura 2.12) este procesxige el ajuste désobre unS,. Pero
la colineacion puede ser expresada algebraicamente haciendo referengja @i se elige
un sistema de coordenadas solbyeentonces la correspondencia de cualquier punto
(x9, x1) €s el puntqx’y, x';) donde

xyo _ x()
: LM] =4 [x1]' (7)
A una matriz no singulat x 2.

Literal mente | a palabra fAcolinealidado hac
puntos colineales sobre puntos colineales, y esto es verdadero en cualquier propiedad
proyectiva de los puntos d, a ésos deS,. Algunos autores lo utilizan el termino
colineaci-n como un sin-nimo apropiado como
ficolineaci-no para | 8&sS,prNotg gque tsiS,yd S¢,audae s en
colineacion deS,, no es necesariamente tambiérsge

Colineacioén y correlacién no son lo mismo.

Correlacion: es una propiedad proyectiva de los puntoS,de los hiperplanos del mismo
S,

Si &, tiene componentes,, x4, ..., X, €S el vector coordenado de un puntésge vy s ¥,
con componentesw,, w;, ...,W,, €S vector coordenadelacionado a un hiperplano,
entonces la ecuacion de una correlaciot es= B¢, dondeB es una matriin + 1) x

(n+1). Se tendra erocasiones que estudiar colineacion y correlacion con el mismo
detalle.
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Colineacionde §,,: esta definida como una transformacion de pumogjentemente lleva
hiperplanos sobre hiperplanos. Ademas la matriz que expresa la transformacion de puntos
es dferente desde que expresa la transformacion de los hiperplanos.

Suponga que, relacionado a cierta estructura de coordenadas, una colineagjéesen
caracterizada por los puntos de una transformacion

k& = AE.

Si el punto con vector coordenaél@sta en el hiperplano con vector coordenadial que
nté=0(recuerde que °~ puede se interpretado com
cualquiera), entonces los puntos de la transformacion, con vector coordenadsta

transformado en un higadano, con vector coordenadq tal que(r’)t.&" = 0. Asi

1, 1
(M) AE)=0 o [(n’)t.EA]f =0

Por lo tantatr® = k'(r")!4, o k'(mt =nt A™1 . Aqui =ty ()® son matrices filas; en
términos de matrices columnas, las ecuaciones antesmEmvierten en

km' = (AN (8)

Se observa la aplicacion de la correlacién. Si, relativo a cierta estructura de coordenadas,
una correlacion transforma un punto con vector coordefad@n un hiperplano con
vector coordenade de acuerdo con la formula

ko = bE, 9)

Entonces un argumentinportante es el procedimiento de una demostracion que la
correlacion lleva el hiperplano con vector coordenadoen el punto con vector
coordenadas) acorde a la formula

kn=UAYHa (10)
Es util pensar que la correlacién se puede ver como una transforrfiagi@nlieva puntos

a hiperplanos e hiperplanos a puntos. Conmstéo de vista se puede pensar quesuna
transformacion de un cierto conjunto (puntos e hiperplanos saisrsps).
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Teorema de Pappus

Ahora se probara un teorema de fundamental de mucha importancia, debido a Pappus de
Alejandria, afio 400.

Teorema 2.8 Si los puntos de dos variedalesn un plano son proyectivamente
relacionados, entonces los puntte interseccion de las rectas que interceptan estos pares
de puntos correspondientes son diagonalmente colineales, si

(A,B,C,..) A (A,B,C,...)

Es decir, los puntos de interseccionA®Ry A'B, de AC'y AC, ..., deBC'y B'C ... son
colineales.

Nota:l a recta en que est8n estos puntos es |
de la proyectividad.

Prueba: considérese los hacedA,AB’AC',.. y A'A,A'B,A'C,... estos haces son
proyectivos, para

AA,B,c,.) AN (A,B,C,.)N(AB,C,..)NA(AB,C,..).

Ademas los haces estan en perspectiva, para la recta cotdlies correspondiente en si

misma por definicion dual de haces de perspectiva. Por consiguiente los puntos de
interseccion de las rectas correspondientes son colinedlBsy A'B,AC'y AC,... es

decir, se interceptan en puntos colineales. Araditante, es para los haces con vértices en

B y B' estan en perspectiva, tal qBd’y B'A,BC, y B'C, ... se interceptan en puntos
colineales. El problema ahora es demostrar que dos rectas estan determinadas (es decir, los
ejes de perspectiva de los haces con vérficgsA’, y los ejes de perspectiva Bley B')

estan sobre la misma recta, los ejes quiesea que se crucen son los de la proyectividad.
Para hacer esto se hara en dos casos.

Caso 1
Si dadas las proyectividades y no estan en perspectiva, entonces el punto de interseccién de
las dos variedades, 4, B, C,.. yl: A, B, C/, .., no estan en correspondencia con si

mismas puesto que no hay un unico centro de perspectiva egl geRitienen el mismo
centro de perspectiva, pero cghya no tienen el mismo centro de perspectiva. Suponga
que el punto en comun, en la rectaes llamadaV, al que le corresponde un purit
sobrel’ mientras que este mismo punto comun, es un puntd ltemado N’, al que le
corresponde un puntd sobre [. Los ejes de perspectiva de los haces con védices

van desdeM’ a N; asimismo para los haces con vérti®e®’, o con cualquier par de
puntos correspondientes de las proyectividades dadas como vértices.

® Una variedad lineal: es un subespacio de una estructura vectorial del espaciavproyect
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Desde que dos puntos determinan una recta, tenemos el resultado deseado puesto que se
aclaro por definicion dual ed perspectividad de haces que los purisy N estan
alineados.

l-l-‘ ,'..'.:\-.-A""
Recta de Pappus.-.
e
[ ﬁr.-__:_::_

Figura 2.13 caso no perspectivo (a)

Caso 2
Si las proyectividades dadas son una perspectiva, entonces los ejes de perspectiva de los

haces con vérticegl, A’ pasan por los siguientes dos puntos: el punto de interseccién de
y l', y el punto de interseccion dé’'y A'B. Asimismo los ejesle perspectiva de los haces
con vérticesB, B'pasan por los mismos dos puntos. Por tanto los puntos estan alineados.

Recta de Pappus

- e [ AN
- Y

L= -.:_-__-_-_‘-——___ |II_-':: i \\
T

A B "'-——-_____lr
Figura 2.13 caso perspectivo (b)

Prueba 2

Sean4, B,C, sobrel que corresponden respectivamente},aB’, C’, sobrel’. Se elige el
sistema de coordenadas en dos dimensiones para el plano y asignando los vectores
coordenados pow, 8, v; @, B, y. desde queC es colineal cond y B, y es una
combinacion lineal der y B; se elige de tal forma que= a + . Asimismo se elige:'y

f' de tal forma quegr' = a' + . La ecuacion ddB’ se puede escribir en términos de

determinantes como

51

——
| —



Xo Qo b(,)
X1 aq bi = O, (11)
Xy Ay bé

La cual se puede abreviar cof§ap | = 0.
Usando abreviaciones similares, se puede escribirAédBdeomo
|Sa’Bl =0 (12)
La ecuacion ddC’ como
|éaa’| + [EaB| =0 (13)
La ecuacion dd'C como
|$a'al + [§a’Bl =0 (14)
La ecuacion d&C’'como
1$Bal +1§BB'1 =0 (15)
La ecuacion d&'C como
1$B'al + 1§B'Bl =0 (16)
Supdngase qud’'B y AB' se interceptan eih, con vector coordenadd. Entoncesi
satisface la ecuaciéon (11) y (12). Asimismai&i y AC' se interceptan e, con vector
coordenadq, satisfaciendo las ectianes (13) y (14); y #'Cy BC' se interceptan eN,

con vector coordenadqg entoncew, satisface las ecuaciones (15) y (16).

Se debe demostrar qiigM, N son colineales. Si sumamos (11) y (12), o (13) y (14), o (15)
y (16) se llega a que la ecuacion4lé conlleva a que

|SaB| + [§a’Bl =0 (17)
Cadaunodelos u, vsatisface (17). As?2 (17) es | a ecuaci
Desde la prueba uno se vio que en el caso que no son perspectivas, se puede caracterizar
los ejes cruzados como las rectas interceptandose en dos puntos correspondientes al punto

en comun de dos viadadesEn poco tiempo se demostré el caso perspectivo, los ejes
cruzados pueden estar caracterizados en términos de una cierta razon cruzada.
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2.5 Razdn cruzada y divisiobn armonica

Para hacer uso del concepto de razon cryzad@ero se deriva unexpresion para la
razén cruzada de cuatro puntos colineales, cada uno de ellos es expresado como una
combinacion lineal de dos puntos particulares.

Supongase que los puntos colinealdsB,C,D,E,F tienen vectores coordenados
a,B,y,6,&,¢, respectivamente, cony=ha+kf, § =ha+k,, e€=hza+
ksB, v ¢ = h,a+ k,B. Entonces por la definicion 2 de razén cruzada se puede obtener

_ k3 kl k4 k2
(CD,EF) = bt (18)
ks kol ks ky

Demostracion: Como € = hga+ k3, v ¢ =hya+ky y l0 que se quiere es la
combinacion lineal de y ¢ en términos dg y 6.

=>&=myy+nd
Ahora igualando las dos ecuacioneg de tiene que:
hs;a + k3 = myy + n;é
hsa + ks = my(hya + k.B) + ny(h,a + k, )
hy;a + k3 = mihia + mikff + nihya + n kB
hsa + ks = (myhy + nyhy)a + (myky + niky)B
Ahora se tiene el sistema de dos ecuaciones con dos incognitas siguiente:
hsa = (m hy + n hy))a

k3B = (mky +n.k;)B

h; = m;h; + n,h,

ks =mik; + nik,
Resolviendo este sistema se tiene:

h; = m;h; + n,h,

h3k1 - h1k3 = k1n1h2 - k2n1h1
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hzki—hiks _ hakz—h3k;
T h KR, y my =—-———"
kihy—kzhq hikz—hzkq

De esto se tiene quen, =
Ahora resolviendo para se tiene que:
= ¢ =myy +n,d
Ahora igualando las dos ecuacionegpdse tiene que:
hya + kB = myy + ny6

hya + kyf = my(hya + ki B) + ny(hya + k)

hya + kyf = myhia + myk, S + nyhy,a + nyk,

hya + kyf = (myhy + nyhy)a + (myky + nyky)B
Ahora se tiene el sistema de dos ecuaciones con dos incognitas siguiente:

h,a = (myhy + nyhy)a

kyB = (maky + nyk;)p

h.4_ = mzhl + nzhz

k4_ = mzkl + nzkz
Resolviendo este sistema se tiene:

h4, = m2h1 + nzhz

hoky = hiky = kinyhy, = kynahy
; _ haki—hiky _ _ hoksa—hsks
De esto se tiene que n, = m Yy my, = — m

Ahora utilizando la definicion de razén cruzada se tiene que:

nim,;

(CD,EF) =

myn,;

( hsk, — h1k3) ( hok, — h4k2)

_ \kihy —kohy )\ Rik; — Roky
(_ hyks — h3k2) ( hyky — h1k4)
hiky — hyky ) \kihy — kohy
( )|
L >4 )



_ Chsky — haks) (haky— hoks) (hiky — hoky) (kihy — kahy)
(hsky;— hyks)Cheky — hyky)(hiky — hoky)(kihy — kzhy)

_ Chgky — haks)(haky— hoks)
(hska— haks3)(Chaky — hiky)

hs hy| |ha by

_ ks kil lky Kk,
(CD,EF) = hs Tyl Vhe g
ks kol lky Ky

Definicion 2.3: La razdn cruzada es positiva, cuando los pares no se separan, y es negativa,
si un par divide al otro.

Se sigue directamente de la ecuacién (18) que
(CD,EF) = (DC,FE) = (EF,CD) = (FE,DC) (19)

Se sabe que 4!=24 permutaciones de 4 elemeiday, entonces, a lo sumo 6 razones
cruzadas distintas.

Usando la definicibn de razén cruzada, sabemos quéX¥jZW) =r, entonces
XY, w2) =1 X2, YW) = 1-r;(Xz,wy) =1/ 5 w,v2) = 1~ (Yr);

-7
Y (XW,ZY) = /(r _ 1)

Es tedioso estar demostrando cada una de ellas por lo tanto se daran las reglas para
obtenerlas.

Regla 1 cuando se permutan los pares la razon cruzada no varia.

Segun la formula para obtern@W, XY) = )Z();VYZM; y esto coincide coXY, ZIW)

Regla 2:la razén cruzada no varia cuando los elementos dentro de cada par se permutan
simultdneamente.

Regla 3:al permutar los elementos en un solo par, el valor de la razén cruzada se cambia
por su reciproco.

Regla 4:cuando se permutan los elementos no correspondientes de los pares distintos, el
valor de la razon cruzada se reemplaza por su complemento hastiaih

—(XZ+2ZY)(WY+YZ)

Por ejemplo: encontrgdXZ, YIW) = o

XZWY +XZYZ + ZY WY + ZY.YZ
ZY XW
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En el segundo término del numerador permutamos las letras, se asocia y se tiene lo

siguiente:

XZWY
Y Xw

Pero

XZ.WY + ZY(XZ + WY + YZ)
7Y XW

XZ. WY +ZY. WX
ZY XW

XZ.WY+ 1
ZY XW

= r entonces se tiene:

=1-r

Estos son los grupos de razones cruzadas que conservan el mismo valor.

1- (XY,ZW) = (YX,WZ) = (ZW,XY) = (WZ,XY) = r

2- (YX,ZW) = (XY,WZ) = (WZ,XY) = (ZW,XY) = 1/,

w
1

4

(6]
1

(e}
T

(XZ,YW) = (YW,XZ) = (ZX,WY) = (WY, ZX) =1—r
(ZX,YW) = (WY,XZ) = (XZ,WY) = (YW, ZX) = 1/(1 9

(YZ,XW) = (XW,YZ) = (WX, ZY) = (ZY,wX) = 1 - (1/;)

ZY, XW) = WX, YZ) = (XW,ZY) = (YZ, WX) = r/(r -1

Es posible que puedan ser menos que 6 valores distintos en este conjunto.

(@) Si r = 1/, entonces = +1.

Sir = 1, entonces los valores Unicos de las otras razones cruzadas es O.
(dos de esas expresiones son indefinidas en estekssa)currira solo si
dos de los cuatro elementos coinciden.

Sir = —1, entonces los valores Unicos en las otras razones cruzadas son 2
1 . .
ys En este cas@XY,ZW) = (XY, WZ).| o que se quiere deci

dividen a X y Y arm-nicamenteo o 00X,
arm-nicoo o AW es el cuarto el emento
AW es el conjugado arm-nico de Z resp
W dividen a Xy Y armdnicamente, entonces W y Z también divide
armonicamente a X y Y; y ademas, X y Y (y Y y X) dividen
arménicamente a Zy W.
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(b)Si r= 1/(1 — ) entonces r es una raiz cubica imaginarialdey los valores

anicos de las otras razones cruzadas son ofi@ssraubicas imaginarias de En
este caso X, Y, Z, y W, se dice que forman un conjuntcagubnico.

El concepto de divisibn armonica es relacionado fundamentalmardeep cuadrilatero
completd y se completa el cuadrilatero de la siguiente manera./S&a(, D los vértices
de un cuadrilatero completo con puntos diagofidteg, R (figura 2.14) supongamos que
PR se une cordB en S. Entonces; puede demostrar qué sis el armormo conjugado
deQ con respectod y B (AB,QS) = —1.

P

Figura 2.14

Teorema 2.9Dos veértices de un cuadrilatero completo es&parados arménicamente por
el punto diagonal sobre su lado y el punto en el que su lado se intercepta con la recta que
une las otras dos puntos diagonales.

Prueba: Se deducira este resultado en dos formas
P R
1- ) supongamos queR se une corcD enS. Entonces (4,B,0,5) A (D,C,Q,5) A
(B,4,0,5) se realizan las proyectividades correspondientes de manera que tomando
los vectores coordenados deB,C, D, Q,S,S, a,B,y,8,0,n se tiene

oc=k;f+hia y n=k,f+ ha

" La configuracién consistente en cuatro puntos coplanares, ninguno de tres de ellos colineales, y la
interseccion de seis pares de rectas de estos puntos es llamado un cuadrilatero completo.

8 Punto diagonal: se le llama al punto interseccién depaces de lados opuestos de un cuadrilatero completo
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oty _ o _ _hakp _ 1
on, = @ =(DC,05) = (B4, Q5) =" = 2. Luego

se tiene que =i = ¢2 =1 ya que los elementos son distintos, esto implica

que¢p = —1 = (AB, QS) por lo tanto dos vértices del cuadrilatero estan separados
armoénicamente por los puntos diagonales.

Por lo tanto(AB, QS) =

2-) seana, 3,y, 6 los vectores coordenados de los vectatds, C,D en la estructura
de sistema de coordenadas en dos dimensiones. Estogsdotanan un conjunto
linealmente dependiente:

kya + koff + ksy + ko8 = 0.

Desde que los tres puntos no son colineales, ninguno &g ésscero. Para simplificar, se
escogen nuevos vectores coordenadosgdaC, D:

Of’= kla' ﬁrz kZﬁr y’= k3]/, 6’= k46r

Entonces se tiene:
a+p+y+68=0.

La ecuacione’' + f' = —(y + &") esta es una combinacion lineal de las coordenadas de A

y B de la otra combinacion lineal de las coordenadas de C y D. de esta forma Q tiene
coordenadasy' + B’ [0 alternativamente-(y + §)]. Asimismo,a +8 = —(y + 8"

implica que P tiene coordenadas + 5 o, —(y + ). Finalmentef +48 = —(a +

y") implica que R tiene coordenadfs+ § o, —(a +¥"). Se usax + ' como el vector
coordenado de); a + &', deP; y B +6’, de R. Desde queS esta sobrePR Sus
coordenadas deben ser expresadas como una combinacion liRgaR¢i@ara algurk, [,

o=k(a'+8)+1( +8)=ka +1B8 + (k+ 15§

Pero S también esta sobrdB; por lo tantoo solo debe ser expresado como una
combinacion lineal de’y B'. Asi los que deben ser cero sént+ =0 = [ = —k, tal
que o =ka —kB'y n=a +p' Por la definicion de razén cruzada, se tiene que

(AB,QS) = % = _Tk = —1 por lo tanto dos vértices del cuadrilatero estan separados

armonicamente por los puntos diagonales.

Como una consecuencia de este teorema, vea que lasPiédtds PQ,y PS (fig 2.14)
forman un conjunto arménico.

Teorema 2.10 Dos lados opuestos de un cuadrilatero completo estan separados
arménicamente por las rectas que unen sus puntos de interseccién con otros dos puntos
diagonales.
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Figura 2.15

Prueba: Por el teorema 2.9 se sabe dué, QS) = —1 ademas que por el lema 2.3, se
sabe que ef, la razén cruzada de 4 puntos colineales es igual a la razén cruzada de las
cuatro rectas obtenidas por la uniéon de un quinto punto P cualquiera, que no edi sobre
recta que contiene a los otros 4 puntos colineales. PorRdnfB, PQ,y PS forman un

conjunto armonico.

Para el teorema 2.9, se observa otro estilo de resultadoRQué estan separados

armonicamente por los puntos en @gse unerconAD y BC.

Teorema 2.11 Dos puntos diagonales de un cuadrildtero completo estdn separados
armoénicamente por los puntos en que sus rectas son interceptadas por los lados del

cuadrilatero pasando por el tercer punto diagonal.
P

e
B

Figura 2.16

Prueba: Por el teorema 2.9 se sabe dqui3,(QS) = —1 puesto que la razén cruzada se
preserva por perspectividad, en este caso con centro de perspectvd®N, QR) = —1
y por tanto los puntos M, N, Q y R forman una cuaterna armoénica, y que RstaQ e
separados armdnicamente por los puntos enRguee unen comD y BC donde M y N

son la interseccion del lado del cuadrilatero con el punto diagonal.
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2.6 Algunos teoremas sobre triAngulos

Haciendo uso de los lemas 2.1 y 2.2, se puede obtenearutle teoremas que son una
generalizacion de resultados que se han encontrado anteriormente.

Figura 2.17
Teorema 2.12SeanL, M,y N tres puntos uno en cada uno de los lados del triadRdo
y seanl, M, N’ otros tres puntos, uno sobre cada lado del triangulo (fig 2.17). Suponganse
que (A4B,LL) =ky; (BC,M'M) =k,; (CA,N'N)=ks. Entonces una condicion
necesaria y suficiente para qué M’y N'sean colineales es que k 1k, k; = 1.

Prueba: De acuerdo con el lema 2.1, los vectores coordenadds Mgy N pueden ser
escrito asi

A =pa—qp, n=qp—ry, V=ry—pa

Entonces, usando lo de que los puntos estan alineados, se puede concluir que los vectores
coordenados dg&, My N' pueden ser escritos de la siguiente manera@gimi = pa —
qB,y A = cya + c,B asi como la razén cruzada @B, L'L) = k, enbnces se tiene:

Tomandoc; = p = ¢, = —qk; = 1 = pa — k,qp,
Al igual que para los otros dgsy v'se tendra
A =pa—kigp, 1 =qp - kyry, v =ry = kspa.
Si los puntod., M'y N’ son colineales, entonces existén, h, y hszno todos ceros, tal
que

hll’{, + hzlu/ + h31// = 0,
O
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hy(pa — k1qB) + hy(qB — kary) + hs(ry — kspa) =0

hipa — kih,1qB + hyqB — hykyry + hary — hskszpa = 0
Reagrupando se tiene,

a(hip — h3ksp) + B(haq — kihiq) + y(hsr — hyky) =0
Por la independencia de S, y, podemos decir entonces que los escalares deben ser cero:

hip — hsksp =0, h,q—kihiq=0 'y hgr—hyk, =0
Asi,
hy = h3ks, hy = hiky, hs = hyk;

Luego despejando ldg ,i = 1,2,3

k. — Z_g | hy | _hs
Esta ecuacion implica qugk,k; = 1.
Inversamente se tendra entonces que

hyA + hou' + hgv' =0
S_ustituyendo los valores d&g = hsks, h, = hik,, h; = h,k,. en la ecuacién anterior se
tiene:

h3k3l' + hlkll/l' + hzkzv' = 0

Dividiendo por h; k4 la ecuacién anterior

o ke o ok,
A+h3k3’u +h3k3v =0
hy 2_
Peroh—s—k3yhs—k2
ket e L2, g
Yot Tl

’ ’ 1 ’
A+kip+—v =0
ks

Peroki = k.k,
3
/1, + kl,u, + klkzv/ = 0

Por tantal, My N’ son colineales.
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Teorema2.13Seanl, M, N tres puntos colineales, uno sobre cada lado del triadRdo

y seanL, M, N otros tres puntos, también uno sobre cada lado del triangulo. Sup6ngase
que (4B, LL) =k;; (BC, MM) =k,; (CA, NN) =k;. entonces una condicion
necesaria y suficiente es gd#, BN, CL sean concurrentes es qug,k; = —1.

B

!

Figura 2.18

Prueba: Como L, M y N son colineales por el lema 2.1 los vectores coordenados de
L,M,y N pueden ser escritos asi

A=pa—qp, u=qp—ry, V=T1y—pa

Ahora supdéngase qudM,BN y CL son concurrentes, entonces parlema 2.2 los
vectores coordenados se pueden escribir asi:

A=pa+qp, g=qB+ry, V=1y +pa
ComoA, B, L y L estan alineados entonces se pueden escribir de la siguiente forma:
_ A =pa—kiqp, n=qp — kyry, vV =ry = kspa.
Se tiene que:

pa+qB =pa—kiqB qp+ry =qB —kyry  ry+pa= ry—kspa
qB = —k.qp ry = —k,ry  pa= —kzpa
l==k;>k =-1 ==k, =2k, =-1 1=—-k;=>k;=-1
De esto se tiene quie k, k; = —1
Ahora se tiene qué,k,k; = —1 Considérese el puntoP con vector coordenadar =

p.a+q.B +r.y. puesto quer = p.a + 1.(q.f + r.y), esta claro queP esta sobrelM,
a asimismo P esta soB&/ y SobreCL Asi las tres rectas son concurrentes.
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Corolario 2.1 seanL, M, N tres puntos colineales, uno sobre cada lado del triazRdo
Seal el conjugado arménico derespecto @y B; M, deM respectoB y C; N, deN
respectdC y A. EntoncesiM, BN, CL son concurrentes.

- —=e

Figura 2.19

Prueba: Por hipotesis se tiene quieM, N son puntos colineales y que ademas kyjes el
conjugado armonico derespecto & y B; M, deM respectaB y C; y N, deN respecta’
y A entonces (4B, LL) = —1; (BC, MM) = —1; (CA, NN) = —1.

Utilizando el teorema anterior quk,k,k; = —1 entonces se tiene queV, BN, CL
son concurrentes.

Corolario 2.2 tres puntosL,M y N', uno sobre cada lado del triangutBC, son
colineales si y solo si el producto algebraico de las razones en el cual ellos dividen los lados

AB,BC,CAes 1.

Figura 2.20

Prueba: Supongase que= L, M = M,y N = N’, asi se tendra entonces que:

(AB,L'L) = —-1; (BC,M'M) =-1; (CAN'N)=1, puesto que si los vectores
coordenados deesA = h,a + k;f y comoL = L' < la razon cruzada es

(AB,L'L) = — % = —1, (Puesto qué'y M'son conjugados armoénicosde AyByde By

C respectivamente) caso similar para las otras dos razones, (en el caso de la razén cruzada
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de (CA,N'N) = 1) por definicién puesto que es positivo si un par no separa al otro luego
utilizando el teorema 2.9 sk,k,k, =1 < L,M y N', son colineales. Por tanto se
cumple el corolario 2.

Corolario 2.3 si L, M, N son tres puntos, uno encada lado del triangil6, entonces
AM, BN, CL son concurrentes si y solo si el producto algebraico de las razones en que
dividen los ladogiB, BC, CA es -1.

Figura 2.21

Prueba: Supdngase que=L, M = M,y N = N, asi se tendra entonces que:

(AB,L'L) = -1; (BC,M'M) = -1; (CAN'N)=-1, puesto que L M,N; son
conjugados armoénicos de A 'y B, By C, A y C respectivamente asi si los vectores
coordenados delL es A=hja+kp y como L=L<¢& la razébn cruzada es

- kih L -
(AB,LL) = # = —1, caso similar para las otras dos razones (luego utilizando el teorema
11

2.10 si k.k,k, =—1 & AM, BN, CL, son concurrentes. Por tanto se cumple el
corolario 3.

Los corolarios 2 y 3 son el teorema de Menelao y Ceva.

Colineacion enSy

Es conveniente referirse a una colineacionSencon un punto fijo singular como

Aparab-Ilicabo, y a una con dos punt os fi
parab-lica posteriormente s e fijoslsengmadinaros r §
y fAhiperb-licaso si |l os puntos fijos son
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2.7 Involucién y transformacion; Involucidén en Sq; colineacion ciclica; involucién métrica.

Una transformacion dein dominio sobre si mismo es llamadadnvolutivo si la
transformacion, aplicado dos veces en la sucesién, es equivalente a la identidad. Asi una
transformacion involutiva es su propia inversa.

Las transformaciones involutivas no necesariamente son lineales; las que son lineales y no
triviales (es dec ellas no son la identidad) son llamadasluciones

Una matriz T den x n representa unmvolucion de V,,(C) siempre queél'? = [,;; y una
matriz W de(n+ 1) X (n+ 1) representa una involucion deS,,(C) siempre que
W? =c.l,,, para algin numero complejo, que se da porqué y cé son vectores
coordenados del mismo punto.

Estos son algunos ejemplos de transformaciones involutivas.

Dominio p p =T(p) Descripcion de
la
transformacion

1) S, (Po, 1) - Dn) (Do, —D1) »—Pn) Reflexion en el

origen

2) Sy (Po, D1y -+ Pn) (Do, D1 > Pn) Conjugacion

3) S, —(1,0,0) Inversion en el
(o, P1,P2) (pf + P3,Po P1,P2pe) | Circulo unitario

4) Matricesn X n Transposicion

[au] [aji]
5) Matrices no Inversion
singulares [a;;] [a;]™

Nota: una colineacion parabdlica d¢, no puede ser involucion.

La forma candnica de una forma parabdlica es

ko O
=T )
Se ve que
. lkoz 0 l
1 ko?|

Que no puede ser un multiplo Hparak, # 0.
Por lo tanto toda involucion dg no es parabdlica, es significativo referirse a la invarianza
de una involucion.
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Teorema 2.14 La invarianza de una involucion unidimensional-Eses decir en una
involucion unidimensional cada par de puntos cornedjgmtes separan los puntos fijos
arménicamente.
Prueba: Por la invarianza de la razon cruzada bajo proyectividades,

UV, Xx) = (UV, X X).

Pero en genera{UV,XX") = 1/(UV X'X) Por lo tanto todos los puntos involucrados son
distintos,(UV,XX") # 1. Por consiguientdUV,XX") = —1.

Teorema 2.15si una colineacion de; intercambia un par de puntos, esa es una
involucion, es decir intercambia cada par de puntos.

Prueba: Supongas@ueT(X) =X, T(X) =X, T(Y) =Y, TY)=_Z.
Se desearpbar queZ = Y. En virtud del hecho que T es una colineacior(XX,YY") =

(X'X,Y 'Z) pero el resultado general sobre la razon cruzada que
(XX,YY) = (XX,Y'Y) por lo tantaZ = Y.

Corolario 2.6 Si una colineacion tiene invarianZlg esta es una involucion.

Prueba: Este corolario es una consecuencia del teorema 2.14. Puesto que toda invarianza
de involucién unidimensional e$

Teorema 2.16a matriz no singular

a b

T =
[c d
Representa unavolucion deS; siy solo sia + d = 0.

Prueba:" = " Como T es una involucion entonces cumple @ée= kI,, entonces se
tiene:

[a b [a b] _ [a2+bc ab+bd] _ [k 0]
c dilc d ca+dc cb+d? 0 k
Asi a?+bc=k, ab+bd=0; ca+dc=0;ch+d*=k

Tomando la ecuacion 1 y 4 y simultaneandolas se tiene

a’+bc=k
—cb —d* =—k
a?—d?*=0

= (a—d)(a+d)=0
Por lo tantax + d = 0. Lqqd.
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" < " Ahora se sabe que+ d = 0, entonces se quiere ver giié = kI,

[a b] [a b] _ [az +bc ab+bd
c dilc d ca+dc cb+d?
Comoa = —d

2 2
Entonces= a“+bc b(a+ d)] _ [cb .(|). d 0

10
= ch + d?
cla+d) chb+d? cb+d2] ch+d) ]

0 1

Sacando de factet + d? se obtiend’? = kI, conk = cb + d?
Y por tanto T representa una involucion.

Definicién 2.5: Una trasformacién es ciclica de perigaosi TP = cI para algin entero
positivo p yT? # dI paral < q < p.

2.8 Formas cuadraticas; invariantes.

Esta seccién formara un resumen introduciendo algunos topicos de primera calidad en
geometria y algebra, petum andlisis mayor de estos temas es un material para el préximo
capitulo.

Definicion 2.6 un polinomio homogéneo de grado n en dos variables es llamadorma
binaria de orden n.

Asi F(x,y) = ax? + bxy + cy? es una forma binaria de orden 2, o una forma cuadratica
binaria.

La forma cuadrética binaria
— 2 2
fwo,wy) = agews + 2ag1wowy + agwi 1)
Que puede ser expresada con una representacion de dos puntos sobre unenretta
sentido que las raices gd€wy, w;) =0, (ry,11) v (S, 51), €xpresado, puede pensarse de
coémo los vectores coordenadotaessobrd. Los puntos son distintos si y solo®gjya,;; —

a3, # 0.

Hay una forma de matriz ordenada para la ecuacion (1):

_ Qoo Qo1] [WoT .
fgw) = o wil[,2 [0 @)
O, con notacién obvia,
f(WOJ Wl) = Wt.A.W, (3)

Donde A puede ser llamada la matriz de transformacion.
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Los puntos representados por la transformacion son distintos si y solo si la matriz de la
transformacion es no singular; si yeasi elet A # 0.

Ahora supongase que se representa una transformacion lineal no singular T, puede ser
considerada como una proyectividad de los puntdssoére los puntos de otra re¢teo
como el cambio de estructura sobr&e tiene

w=Tw.
Por lo tanto

a)t — (w')tTt,
Y la ecuacion (3) queda

f'wo,wh) = (0)TATw (4)
@)
, f’(Wlo;W'1) = (w')tA’a)'
DondeAd = T!AT.

Ahora
det A" = det(T?).det(A4).det(T) = (detT)?. (det A). (5)

Desde que T no es singuldet T # 0. por lo tantodet A’ = 0 si y solo sidet A = 0. este
argumento tiene un significado, sin embargo, la interpretacibn geométrica es obvia. Los

puntos representados pbtw’y, w';) son distintos si y solo si los puntogresentados por
f (wgy, wy) son distintos.

Escrita de otra forma la ecuacion (5) de otra forma mas explicita:

a'00 a'o1] [t1 tz]z [aoo a01] ti t
, L= . , dondeT = [ ] 6
[a 01 A711 t3 tyl "lapr a1q ty ty (6)

Aqui se tiene un ejemplo de una invarianza, o mas precisamente, de una invariante de la
formaf(wgy, wy) bajo una transformacion T. la definicion formal se lee como lo siguiente.

Definicion 2.7: Una funciong(ay, ap1, a11) de coeficientes de variables de una forma
cuadratica binaria es invariante bajo una transformacion lineal con matriz T, si

(a0, @01, 11) = kPp(ago, Qo1, A11),
Donde a'yy, a9y, a5 SON los coeficientes de las variables de la forma después de la

transformacion, y k es una funcion solo de los elementos de T. (es decir k es independiente
los a).
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Puede ser mostrado giesiempre sera igual @et T) " donde es algun enter¢amadoel

peso de la invarianzasi, el discriminanter,ga,,; — a3, €s un invariante de peso 2 de la
forma (1) bajo transformaciones lineales.

Geomeétricamente, si una invariangale una forma cuadratica binaria igualada a cero, esa
es una relacion entre los puntos representadosfppe es igual bajo cambio de
coordenadas o proyectividadste hecho da explicacién sobre la importancia en la estudio
de la invarianza en la geomiatr

Resultados interesantes son obtenidos si se consideran una segunda forma a la vez.

Sea g(wy, wy) = boowé + 2bowow; + b2, wi = w'Bw representa otro par de puntos
sobre la rectd. Para cualquier valor del parametrda forma cuadrética.

f(wo,wy) + x. g(Wo, wy) = (ago + xbgo)wg + -+ = w*(A + x.B)w
También representa un par de puntos shbre
Ahora se considera una transformacién no singular
w=Tw

Que tomaf,g,f +xg en f,g' f'+xg', respectivamente. SeaA,B,A + xB' las
matrices de estas nuevas formas, respectivamente. De la ecuacién (5) se sabe que

det (A + xB) = (ago + xbgo)(ay; + xby1) — (agy + xby1)?

= det A + xy + x%(det B),
Donde

o Y = agoby11 — 2ap1bg1 + a11bgg
Y similarmente,

det (A'+xB) =det A"+ x'+ x? (det B),
Donde

Y = agobyq + 2a91bgy + ay1bgo-
Asi

(detT)2. (det A) + xyp' + x%(det T)?(det B) = (det T)?[det A + xy + x? (det B)].
Como eldet T es independiente de se concluye que

P’ = (det T)%. 9. (7)
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Aqui se tiene un ejemplo de usimultaneo invariantede la forma fy gbajo la
transformaciorf .

Definicion 2.8: Una funcion®(a o, @91, @11, b 00, b 01, b',,) de los coeficientes de las
variables de dos formas cuadraticas binarias es un simultaneo invariante de las formas
bajo una transformacién lineal con matfisi

(I)(a,OOI oy b'11 ) = k®(ag, ... ,b11),

DondelLas letras primas son los coeficientes de las variables de las formas después de la
transformacion, Ykt es una funcion de los elementos soldl'dg, es independiente de los

asy by).

El significado geométrico de simultaneo invariante es anabdo de una invarianza
simple: la desaparicibn de un simultaneo invariantefde g expresa una relacion
proyectiva invariante entre el conjunto de puntos representadgsyppr

El significado de la invarianza di, como se dio en la ecuacién (7) esta contenido en el
siguiente teorema.

Definicién 2.9: Dos formas cuadraticas binarias para las cuales

. Y = agoby1, +2a91bgy + a11bg0 = 0
Se dice que son apolares.

Asi, un de formas cuadraticas representan un congrmonico de puntos si y solo si las
formas son apolares.
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CAPITULO Il

AEstudio de | as c¢c-nicas en el espaci

3.1 Definicion y generacion proyectiva de conicas
Definicion 3.1 El polinomio
AgoX3 + 2091X0X1 + 2002X0X5 + A11X2 + 2a15X1X + Appx2 =0
Es llamado una forma cuadratica ternaEhiRango de la forma es el rango de la matriz

dpgp dp1 dp2
A =301 a11 agz|.
dpgz dq2 dp2

Definicién 3.2 Se llamaconicaal lugar geométrico de los puntos reales o imaginarios
cuyas coordenaddsmogéneas, con respecto a un sistema de referencia proyenotibo,
Plano S,(C), satisfacen a una ecuacion de segundo grado (forma cuadrética ternaria) del
tipo

AgoXs + 2a01X0X1 + 2A02X0X, + Q11X + 2a15%1X5 + A2 =0 (1)

Otrasexpresiones para esta ecuacion son:

2

Z aijxixj =0 aij = ajl-.
i,j=0

Y su expresion matricial es

Qoo Qo1 QAg2] [Xo
[xox1%5] |@01 Q11 Q12| |X1| = [0O]. (2)
Aoz A1 Az2] X2

O en vectores coordenados

§PAE =0 (3)

Donde ¢ es la matriz de columnas dag, A es la matrisimétricade 3 x 3 de coeficientes
denominada matriz de la forma cuadratica 0 matriz asociada a la ecuacion de lay@nica,
cero en los lados derechos de las ecuaciones (2) y (3) es la matriz terd de

La cénicagentonceses especificamente relativa a una estructura de coordenadas dado, una
vez la matrizA dada;en una estructura de coordenadas [figa; una correspondencia uno
a uno entre las conicas y las matrices simétricds>da.
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En la geometria analitica elements,usual para simplificar la ecuacion de una cénica por
un cambio de estructura de coordenadast movimientos rigidos de los ej€kms
traslaciones y las rotacionesg puede hacer una elipg®mr ejemplo,asume la forma

2
esténda(xz/a2> + (y /b2> =1, 0, en las condiciones de coordenadas homogéneas del

plano Euclidiano extendido

2 2

2 X1 X2
X0~ —5~37=0

a* b

Si se considera urteansformacion lineal en el dominio complejo se tiene el siguiente
cambio de estructura.

Txo = XO
, [
rx, =—XxXq
17 a
, [
T'xZ ==Xy

b

(No un movimiento rigido)se obtiene la forma ordenagdd + x2 + x5 = 0.
Ahora si se tiene la ecuacion de una conica
ELAE =0
Adespu®s de un cambi ondM.{@®evla daginre dirgslar gsr oy e c t
decir de determinante no nulo) la nueva ecuacion de la cénica sigue siendo un polinomio de

segundo grado homog®neoo. En efecto sustitu
antiguas coordenadas en funcion de las nuevaliaes

§LAE = (M~ ) A(M ™ n)
=" (M HFAM )N =0
Se denotaB = (M~1)*A(M™1) resulta que B = B' y si (b;;) son sus componentes y

(o, ¥1,Y2) las coordenadas respecto al nuevo sistema, se tiene como una nueva ecuacion
de la conica, el polinomio homogéneo de segundo grado

2

Z bijxin =0 b” = b]l

i,j=0
Adem8s nel rango de | a madconsernza pdk unacanhio idea d a a
coordenadas proyectivo (es decir, es un inva
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En efecto por la propia definicion de rango de una matriz en términos de la transformacion
lineal enR3 sedefine, respectoa unas bases fijadas, puesto quéitaension del espacio
imagen de dicha transformacion lineal no depende de las bases elegidas, resulta que:

rango B = rango (M~1)*A(M™1) = rango A.
Este hecho permite hacer la siguiente distincion entre las conicas.

Definicion 3.3: se dice que una coénica es degenerada si el determinante de su matriz
asociada es nulo; caso contrario, se dira que la conica es no degenerada.

Definicibn 3.4: Un punto es llamado un punto singular de una cénica si cada recta
determinada por esta y un punto de la conica esta contenido en la conica.

Clasificacion proyectiva de las cénicas.

El rango de la matriz asociadha = (a;;) a la ecuacién de una coni¢d4d¢ = 0 es un
invariante proyectivo, es por lo que el numeroptdmtos singulares de una conica no
depende del sistema particular de coordenadas proyectivas que se tome. De acuerdo con
esto, se van a clasificar las conicas con arreglo al nUmero de puntos singulares.

El sistema que da los puntos singulares es:

AgoXo + Ag1X1 + Ao Xy = 0
aleO + ai1x1 + Ai2Xy = 0
Ag2Xg + A12X1 + AyrXy; = 0

1. Sirango A = 3, el sistema no admite mas que la soluc{6éno,0), que no
representa ningun punto. Una cénica no degenerada no tiene puntos singulares.

2. SirangoA = 2, hay un solo punto cuyas coordenadas homogéneas satisfacen al
sistema. Una recta que no pase por el punto singular tendra dos puntos comunes con
la cénica o ninguno, pues si tuviera uno solo la conica degenerada en una recta
doble con lo queleangoA = 1. Asi la conica y la recta tiene dos puntos comunes
0 ningunos; y la conica se descompone en las rectas definidas por dichos puntos y el
punto singular o sélo consta del punto singular.

3. SirangoA = 1, las ecuaciones son dependienteslipajue los puntos singulares
son todos los de la recta determinada por una de las ecuaciones que no sea
idénticamente nula, a la cual se reduce la conica.

En resumen, segun querahgo Asea 3, 2 0 1 la conica es no degenerada, degenerada en
dos rectagon un punto comuan singular, o degenerada en una recta de puntos singulares.
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Teorema 3.1: Los puntos de interseccion de rectas correspondientes de dos haces
proyectivos constituyen una conicai. los haces son perspectivesitonces la conica es
degeneradade otra manera es no degener&tatodo casda conica pasa por los vértices

de los haces.

| s
’
.'.l —
; -
| - \,. Y
U = — ;
b 5, ;
| ¢
5 ;
N P ¢

Figura 3.1

Prueba. Seau el eje de perspectivall}/ * son los dos haces de perspectiva.
Supongaseue la proyectividad esta definida pok— a’, b <> b, ¢ <> c. Y sean los
vectores coordenados de las rectas dadosaoy S, £;y,y, de manera que = a + f3,
Y =a + B.Si p,p’ son un par arbitrario de rectas correspondientes de los Baaes.
son vectores coordenados gep’ , y sim = a + kf entoncest’ = a'+ kB’, ya que la
razén cruzada se preserva bajo proyectividdubra P, el punto de interseccion dey p’,
es un punto del lugar geométrico requeriibé es un vector coordenado &e entonces
n.&=0,peror =a+ kB = (a+kB).§ =0 porlotantoa.é + k. =0
Yademasn.E =0 yn'=a'+kB, = (a'+kB').&=0porlotantoa’§ + kB & =
0.

Igualando k entre estas dos ecuaciones se tiene

_ g __a¢
KETRE Y T
_ad__ad
B P
@O(B.6) - (@.O)(B.6) = 0. )

Puesto que cada uno de los productos internos que aparecen en la ecuasiima(igrma
lineal enxy, x,, x,, esta ecuacion es cuadratica y por lo tanto representa una conica.

Si la proyectividad es una perspectisa,elije la recta comunV’ comob (y tambiénpor

consiguientecomob ). Entonces la ecuacion de la cénica viene dada por
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B-Dl(a.d) — (@.Hl =0,

Esta es claramente degenerada puesto que es redBable. tanto las coordenadas lde
satisfacen quex.§ =0y .£ =0,y V esta sobre la conica con ecuacion (1) ya sea 0 no
degenerada. Asimismo cén

Si la proyectividad no es una perspectieatonces la rect&V' no es parte del lugar
geomeétrico.Si la conica fuera degeneradmtonces tendria que constituirse algrewa
pasando porV/ y alguna recta pasandd. Supongase que esa recta hipotética pasando por
V es elegida coma. entonces se tienetra vez,la ecuacion (1) como la ecuacion de la
supuesta conica degeneradanquea.é es un factor d€a.&)(B.£), no es un factor de
(a"&)(B.¢) porquea es distinto dex’y deb. Asi a.¢ no es un factor del lado izquierda
lateral de la ecuacién (19ontradiciendo la suposicion de degeneracion.

Inversamentecualquier conica puede ser" Proyectivame@ienerada ," es decir Sus

puntos pueden ser considerados como los puntos de interseccion de rectas correspondientes
de dos haces proyectivd3ara ver esto, se escoge una estructura de coordenadas asi es que
la ecuacion de la cénica (no degenerada)ygs yZ + y2 = 0. Reescribiendo esta
ecuacion comay, + iy,) (yo — iy1) — (v2)(—y,) = 0, y comparando el resultado con
ecuacion (1), vemos que la conica dada por lugar geométrico de puntos de interseccion de
rectas correspondientes de la proyectividad determinadaz pera, b < b, c < ¢,

donde las rectas tienen ecuaciones las cuafesdicadas a continuacion.

a: Yo +iy; =0,

a” v, =0,

b: -y, =0,

b’ Yo—iy1 =0,

c: Yot+iyi— y2=0, y=a+p),
¢’ Yo—iy1+ Y2 =0, v'=a'+B),

Un cambio de estructura de coordenadas no altera la conclusion.

Teorema 3.2.Proyectando los puntos de una cénica desde dos cualesquiera de sus puntos
se obtienen haces proyectivos.

Prueba: Sea la conica generada por dos haces proyectivos de vétfiged, y sean
B,,B,,M; tres puntos de la misma, sensidera la proyectividad entre los haces de
verticesB,, B, definida por B;(A;4,M;) A B,(A;A,M,); siM, es otro punto cualquiera de
la cénica se busca la recta homoélogaRié, en el segundo haz. Se corta el primer haz
por M;A; y el segundo poM;A,. Se obtendran rectas perspectivas puestoMjues
unido. El centro de perspectividad resulta ser O puestoBgde y B,A; unen puntos
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homologos. Para hallar la recta homologaBjéf, se debe unir O con P que es la
interseccion deB; M, y M, A, para Q que es la interseccionMeAd, con OP yB,(Q es la

recta buscada. Pero la reBta) pasa poiM,, o que prueba que la recta homoélogad#,

esB,M, y por tanto cumple que se corresponden en la proyectividad mencionada entre los
haces de los vérticés, B,.

—7 1

/>
Jo
/[

——
“" /
\ /-

Figura 3.2

Corolario 3.1 (Steiner). La razon cruzada de la recta que une cuatro puntos fijos de una
cOnica para un quinto punto de la cénica es independiente de la posiciéon del quinto punto.

Prueba: Por el teorema 3.2 el haz es proyectivo pero la razén cruzadasseva bajo
proyectividades por lo tanto no importa cual sea el quinto punto que se tome la razon
cruzada, siempre sera la misma.

Corolario 3.2: Hay una y s6lo una conica que atraviesa cinco puntos coplanares. (Para
abreviarcinco puntos determinan uoanicg.

Prueba: Sean en efecto, los cinco punt#s3, C, D, E. Se toma dos cualesquiera de ellos,

por ejemploA y B y se proyecta desde los mismos los restantes puntos (Figura 3.3) queda
asi determinada la proyectividddCDE) A B(CDE). Los puntos en que se encuentren las
rectas homoélogas de esta proyectividad son los de la conica. Para hallar otro punto, basta
trazar por A una recta cualquigdray buscar su homologa del haz de vértice B; el punto

H es la interseccién d&, h’' serd ¢&ro punto de la cénica. Repitiendo la construccion
sucesivamente se podran obtener cuantos puntos se deseen de la conica.

Figura 3.3
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Prueba 2:En la figura 3.4 se tienen dos haces de centros los pRit@d En el primero
se han tomado rectasby c cuyas homoélogas en el segundo son las rectasy chdo.

La rectam = PQ, que une los ceros de los dos haces, considerada comia el primer

haz, no es homadloga de si misma, pues de serlo, loss&atas perspectivos y la conica se
reduciria al eje perspectivo. Su homologa es otra recta del segunao' .h&zjgualmente

para la rean 6 QP=que es la homdéloga de una rectdel haz de centrB. El punto de
encuentro dem conm' es el puntd; el punto de encuentro geconn’' esP. Asi pues, la

conica definida por los puntos de interseccion de dos haces centraBos @rcontiene

también los vértices de esos haces. De todo esto se concluye que la conica puntual queda
definida conociendo cimcpuntos de la misma y por el teorema 3.1 la conica pasa por los
vértices

Figura 3.4

3.2 Representacién paramétricatangentes, polares y sus ecuaciones en una conica

Relativo a una estructura de coordenadas apropiad@cuacion de una coénica no
degenerada es

xt+xt+x2=0
Se eligen dos puntos B de la conica com@0,0,1) y (1,0,0), (Figura 3.4).

e

A001)

o —~.
e \\
7\ yD(1,1,1)
Xg = 0 { 4 X1 =/0
. ‘\_1 \ f//
O BY) h—— ——
x2 = O B(llolo)
Figura 3.5
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De conformidad con Teorema 3l@s haces de rectas que se interceptan a los puntos de la
conica ad y B son proyectivos. Desde que la cénica no es degendsadtadB no es
correspondiente a si misma. Supdngase ARidel haz ded corresponde a la reciC, y

que BA esel haz deB que correspondiente a la reetd. TomandoC como (0,1,0,) el

tercer vértice del triAngulo de referengiasea D(1,1,1) cualquier punto sobre la conica
distinto deA o B. Entonces la ecuacion de AB es= 0, de AC esx, =0, y de BC es

x, = 0. Tal que la ecuacion de AD e§ — x; = 0, y la ecuacién d&D esx; — x, = 0.
SeaP(x,,x4,x,) un punto arbitrario de la cénica. Se puede escribir la ecuacion de AP
como una combinacion lineal de las ecuacioneside AB: kx, + lx; = 0, es decir,
similarmente, la ecuacion &P esmx; + nx, = 0, para alginn, n.

Asi se tiene la siguiente situacion en la proyectividad.

AC, con ecuaciéw, = 0, correspondiente a BA, con la ecuacign= 0;

AB, con ecuacion; = 0, correspondiente a BC, con la ecuacign= 0;

AD, con ecuacion, — x; = 0, correspondiente a BD, con ecuacign- x, = 0;

AP, con ecuaciokx, + lx; = 0, correspondiente a BP, con ecuaaidn, + nx, = 0.

Dado que la razén cruzada se preservada en uageqbividad, las anteriores
correspondencias implicak:l = m:n. Ahora se obtiene la ecuacion (1) del lugar
geométrico de P eliminando /gl entre las ecuaciones para AP y B&, + lx; =0,
mx, +nx, = 0.

Se puede ir por otro lado y despejar la ecuacion de AP y BPxparax, como sigue:

Xo: Xq: Xy = 12:=lk:k? O xp:xp:x, = Lir:7?
Donder = — (k/0) sil # 0.

Asi las coordenadas homogéneas de los puntos sobre una céni@d3 sok, k?) y las
coordenadas no homogéndasr?). Cualquier par de nimeros complejdsk) determina

un punto sobre la cénica. El punto con coordené@idas ik, k?) el par(cl, ck), parac # 0
define el mismo punto com@, k). Inversamente, para cualquier punto en la conica es
determinado un paftl,k) 6, Mas bien, una razén de tales pares de los puntos con
coordenadagl?, — L, k,, k%) y (12, —L,k,, k3) son distintos si y solo $jk, # L,k;.

Asi, los puntos de la conica son determinados por un par de coordenadas hombggéneas:
puntos de una forma coénica §p

Entonces inmediatamente se puede aplicar para conicas estos teoremas aggtoa de
cudles son verdaderos "en general". El $icgmo de la dltima frase es: que alguno de los
resultados anteriores dependenSgdevienen aser un hiperplano en uy. (es decir, una
recta en un plano}Jna conica, no es una recta en el plano. Sélo estos teoremasSgobre
gue no dependen d§&] son implementados en ) que automaticamente es cierto para
conicas. Inmediatamente se tiene los siguientes resultados.

Del teorema 2.4 hay exactamente una transformacion lineal unidimensional con
coordenadas homogéneas que lleva tres puntos adsitde una conica a tres puntos
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arbitrarios de otraEn particular, una colineacion de una conica es determinada por tres
pares de puntos correspondientes.

Si una colineacion de una conica tiene mas de dos puntos fijos, entonces esta es la
transformaciondentidad.

En la figura 3.5, cualquier recta de un haz con vértice A tiene una Unica recta
correspondient® de un haz con vértice B. 8ies diferente de AC, entonck®s diferente

de BA, y a y b se interceptan en un puAtdiferente de A, sobrka conica. La recta AP,
entonces se intercepta en dos puntos distintos de la coénica A y P, y solamente en esos
puntos. Si a es AC, entonces b es BA, y P coincide con A. La recta AC se intercepta la
conica solo en A. llamaremos la recta AC tangente arl@&Oy A es epunto de tangencia

0 punto de contacto.

Definicion 3.5: se llamara recta tangente a la conica a una recta que se intercepta con la
conica solo en un punto, y dicho punto seré llamado punto de tangencia.

Desde que las conicas pueden gensadas de como vienen generadas por dos haces
proyectivos cuyos veértices son cualesquiera dos puntos de la conica, tienen el resultado que
cada punto de la cénica es un punto de tangencia de una Unica tangente a la conica.

Se puede pensar en la tangetdeno la intercepcion de dos puntos coincidentes con la
conica al punto tangencia.

Para encontrar los puntos de tangencia se procede de manera algebraica como sigue:
El punto con coordenadag1,r,7%) estd sobre la recta u con ecuacion
uoxo + u1x1 + uzxz = 0 Sl y SO|O Sl

Ug + U + U2 =0

Esta ecuacion cuadratica en r tiene dos raiges Asi sir; # r,, se obtiene el resultado

que la recta con coordenadas, u, u,) intercepta la conicayx, — x? = 0 en dos puntos
distintos(1,7,,72) y (1,1,,1#). Sir, =1y, la recta intercepta la cénica en un solo punto,

es decir es tangente a la coniBai, casualmente, se ha establecido el hecho que una recta

se intercepta con una cénica no degenerada en dos puntos o es tangente a la conica. Dado
gue una condicion necesaria y suficiente para que las raices de la ecuacién de segundo
gradoax? + bx + ¢ = 0 se igual es qué? —4ac =0, seconcluye que la recta con
coordenadasu,, u;, u,) es tangente a la coniggx, — x2 = 0, si y solo si

u? —4ugu, =0

Esta ecuacion cuadratica, también representa una conica, llamada una recta conica porque
los "elementos” de la conica son rectas con coordenddgsu,,u,). Estas rectas son
claramente las tangentes al punto de una cénjea— x? = 0. Dual, si se interpreta

XoX, —x2 =0, como una recta coOnica para empezar con, la ecuacion

u? — 4uyu, = 0, Representarian los puntos de contacto sobre esas rectas,A%s 8D
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singular, la configuracion consistente de los puntos satisfaciatio= 0, y las rectas
tangentes para este lugar geométrico es el mismo dual.

3.3 Polares, tangenciales y polos

Considérese la conic&Aé = 0, en la cual A es no singular. Sea R, S con vectores
coordenadag, o son dos puntos del plano, y sea P con vector coordenadép + lo
algln punto sobre la recta RS, Si P esta sobre la conica, spipenda]Alkp + lo] = 0.

-~ b -
H"x__. —_ _____"'--..,_
" - _,f".- ""~-~-..\_\_\_L
/N
| o e, p \
| e Y
I R -.H S lIII
e,
~_ P .|
\ e 2 ."I
-, H"'m_)/
x"w..__q_ = H.H
— - .__.H..o'
Hm__
S x._m...
. H""
Figura 3.6 -

Haciendo uso de la distributividadie la multiplicacién sobre la adicién para matrices, y de
la conmutatividad de la multiplicacion de matrices y escalares, y de la simettjsee
puede escribir la ecuacion de arriba como
ntAn =0
[kp + lo]*Alkp + lo] = 0
[ptk + lot]Alkp + la] = 0
ptkAkp + latAkp + ptkAlo + lotAlo = 0
k?ptAp + kl(ctAp + ctAc) + 126tAcd = 0
Desde que‘Ap es una matriz dé x 1y como A es simétrica,
atAp = (ctAp)t = ptAc
Asi se obtiene,

ptAp.k? 4+ 2ptAc.kl + ctAc. 12 =0 (1)
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Esta ecuacion cuadratica en la razofi generalmente tiene dos raicds /1, k,/1,,
correspondientes a los dos punpsP, en la cual la rectAS intercepta la conica.

Definicion 3.6: Dos puntos R, S se dice que $oonjugados con respecto a una coni€a
Si ellos estan separados armoénicamente por los puntos en los cuales la recta RS se
intercepta &.

Teorema 3.3Una condicion necesaria y suficiente para que R, S con vector de coordenadas
p, o sean conjugados con respecto a la céffidd = 0 es queptdo = 0.

Prueba: Sea R, con vector coordenadpS, conag; P, con kip + ly0; P, conk,p + l,o
se sabe qQUER, S; P;,P,) = —1 si y solo si

kq ko o ki Ky
—=—-— 6 —+—=0,

ly l, L, L

Asi, el criterio de separacion armonica es que la suma de las raices de ecuacion (1) sea
cero,

ptAp.k? + 2ptAc.kl + otAc.12 =0

ks

k
ptAp. k?* + 2ptAc. (—1 +
LT

) +0tA0.1? =0

ptAp =0 yatAo = 0 Por definicién de conicas.
Asi
ki k
2ptAo. (—1 + —2) =0
Lo b
Pero como
b ke
Lo b
Se tiene queptAs = 0.

Teorema 3.4:El lugar geométrico de puntos conjugados para un punto fijo con relacion a
una conica degenera es una recta.

Prueba: Supdngase que R es un punto que esta fijo y S un punto que puede moverse. Para
cada recta que pasa por R, hay un punto S sobre la recta que es conjugado a R con relacion
a la conica. La ecuacioén del lugar geométricoggla = 0 para el fijop, esuna ecuacion

lineal ensy, sy, S,.

Definicién 3.7: Las rectas de un haz de cen®@ue no esta en la conica determinan, en
general, dos puntos sobre ella. Si estos dog A’, el cuarto arménico de estos tres,
(propiedad del cuadrilatero complet®dBB') se dira que es el punéd. Y dicho punto es

el conjugado deP respecto de la conica.
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Figura 3.7,

Si A* es el cuarto armoénico de la terRAA’ podemos decir igualmente gBees el cuarto
armonico de la ternA A 6 & Bien, queP es el conjugado d&* y por ello, la polar d&*

ha de pasar por el punk Asi pues, la relaciébn de conjugacion es simétrica, y por ello si

un punto es el polo de una determinada recta (su polar), los puntos de ésta, tienen polares
que pasan por su polo.

Definicibn 3.8: Se llamapolar del punto P respecto de la cénica dadaal lugar
geomeétrico de los conjugados®eespecto de la conica. Este lugar geométrico es una recta
(el eje proyectivo de la involucién definida por el puRjo

Definicién 3.9: Sellamapolo de una recta respecto a la cénica, a un punto cuya recta polar
es la recta dada.

Definicién 3.10: Al triangulo diagonal de un cuadrilatero completo sobre una conica se
llama triangulo autopolar es decir, que cada vértice es el polo del lado opuesto, y
viceversa, cada lado de este triangulo es la recta polar del vértice opuesto. La Paar de
la rectaQJ,la deQ es la rectaPy por ultimo, la del es la rect®Q.

Definicién 3.11: Se llamapolar de un punto P perteneciente a una coréspecto de la
misma, a la tangente a la conica en P.

Teorema 3.5:La polar con respecto a un punto que estas sobre la cénica es tangente a la
conica en ese punto.

Prueba: En la figura 3.5, Ry S no estan sobre la conica, pero con utilizando argumentos
algebraicos se puede conseguir que pase a través de R, es decir, que esté sobre la conica.
En este casp®4o = 0 que significa que R esta sobre la polar de R. Ademas jgunto P

esta sobre la polar en este caso, la ecuacion (1) se convieftéel? = 0.

AhoractAc # 0; De otra manera la recta continua RS estaria sobre la cénica, y es una
contradiccion para lo asumido de la no degeneracion de la conica. IAsiOsies decir

m = kp, 0 R es solo un punto en el cual la polar intercepta a la conica.
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Teorema 3.6:si la polar de M (con relacion a una conica dada) pasa atravez de N, entonces
la polar de N pasa atravez de M.

Prueba: La ecuacién de la polar de M g&4¢é = 0. Si N esta sobre esta recta, entonces
utAn = 0, asi n*Au = 0 Pero esta Ultima ecuacion es precisamente la condiciéon que M
esta sobre la polar de N.

Definicién 3.12:Dos puntos sooonjugadosespecto a una conica (respecto a la polaridad
asociada a la conica) si cada uno esta en la polar del otro.

Definicion 3.13:Un punto se dice que asitoconjugadoespecto a una conica si esta en su
polar.

Corolario 3.3: Sean las polares de R y S que se interceptan en P. Entonces la polar de P es
la recta RS.

Prueba: Se sabe por hipétesis que la polar de R pasa por P asi como también la polar de S
también pasa por P, Luego aplicando el teorema 3.6 se tendra que la polar de P pasa por R
pero también que la polar de P pasa por S asi como p@udtass pasa una y solamente

una recta entonces se obtiene que la recta RS es la polar de P.

Corolario 3.4: Sean las tangentesCadesde el punto P interceptandose €oenT; y T,
entonces la polar de P es la rets, .

A
L — I T|//
A TR
A - N\
7 N ™
// / ?’// |
T i/ - N //
) // \ P /
N N
Figura 3.8

Prueba: Por la definicion 3.11 se tiene que la polarXe por ser un punto perteneciente a
la cénica es la recta tangente que pasalpad igual para el punt@, que su polar es la
recta tangente que pasa por el puitgero por hipotesis; y T, se interceptan en P y por
el corolario 3.3 se tiene qUgT, es la recta polar de P.

Definicion 3.14:un par de triangulos se dice que son polares con respecto a unacnica
la polar de un vértice es el lado del otro tridngulo respectoamieac.
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Sean las polares d& B,y C con respecto a la coniéapor a, b, c respectivamente. Sean
ay b que se interceptan &, b yc enA’,cyaenB’. Entonces3C es la polar dé, CA
deB’, yAB deC'.

Si dos triangulos son coincidentes entonces la polar de un vértice del triangulo es el lado
opuesto al vértice del trianguyles decir, que cada lado del triangsém el polar del vértice
opuesto.

Supongase que se escoge un puhaobitrario no esta sobre una cénica ddd&obre x,

la polar deX, se escoge un punto cualqui&@ue no este sobi@, seay la polar de Y,
interceptax en Z. Entonces la polar de Z es la rectas XY (corolario 3.3).

Ciertamente, la polar de cadértice del triangulo XYZ es el lado opuesto del triangulo; El
triangulo XYZ se dice que es la misma polar con respe€toldote que hay infinitamente
muchos triangulos polares en si mismo con relacion a una conica dada.

El material en polar tambiéimehe aplicacion para conica degeneradas excepto cuando se
consideran la polar de un punto singular (definicion 3.4).

Figura 3.9

Teorema 3.7:Las polares de una hilera de puntos, con respecto a un punto de una cénica
no degenerada, formam haz de rectas. Esto es una proyectividad natural entre la hilera y
el haz.

Prueba. Sea la cénica que tiene por ecuaciddé = 0. Sea la hilera de puntos que
forman la rectd. Supdngase quk, S, con vectores coordenadpso son dos puntos de
entonces las polares dgS son las rectas,s con ecuacionegp*4é =0, otA& =0,
respectivamente. 3i, con vector coordenadq es cualquier punto de entoncey puede
escribirse como una combinacion linealgde des: y = ap + ba, es decir, la rectg, es

la polar de T, y tiene por ecuaciphAdé = 0 esto puede ser expresado como
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