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INT RODUCCION

Antes de comenzar mi trabajo sobre Proyecciéon Lambert y Triangulacién,
considero necesario tratar algunas cosas de Geodesia y Astronomia Elemental.

La explicacion de estos conceptos preliminares ademés de servirme de intro-
duccién, ayudardn a esclarecer el objeto principal de mi Tesis.

La Geodesia es una ciencia matemaitica, cuyo objeto es determinar las dimen-
siones y figura del Globo Terrestre o parte de él, y construir los mapas correspon-
dientes.

Los problemas matemadticos que se presentan son de dificil solucién y requie-
ren un buen conocimiento del cdlculo infinitesimal. Por ejemplo, todos comprende-
mos que la medida Fisica de toda la Tierra es imposible, y que de la deduccién de
la medida de un pedazo de arco, es el medio del que se vale la Geodesia para de-
terminar los Ejes del Mundo. Esta deduccién no es mds que la solucién de una ecua-
cién diferencial.

Felizmente, en la practica de los problemas corrientes, la solucién estd a
nuestro alcance debido al trabajo de grandes matematicos como Mercator, Laplace,
Lambert y otros. Actualmente existen ya las férmulas, tablas y procedimientos de
cilculo de facil aplicacién.

Naturalmente, no propongo que para toda medicién terrestre usemos los mé-
todos de la Geodesia y que entonces nos olvidemos de la Topografia, ya que la idea
principal es saber discernir con buen criterio, cuando conviene aplicar uno u otro
sistema de medida.

Es importante pues, comprender el campo de accién de cada una.

En la Topogratia suponemos que la Tierra es plana, sabiendo todos que eso
es falso, pero esa idea no nos hace dafio cuando la medicién es pequefia o el error
cometido no tiene mucha significancia.

Supongamos que se requiera medir una finca, trazar una carretera, determi-
nar los detalles de un terreno, etc., por supuesto, que aqui aplicamos la Topografia
plana més sencilla y no necesitamos ser Ingenieros para hacerlo.

Pongamos ahora el problema de otra manera. Necesitamos el Plano Regula-
dor de una ciudad, el trazado de una frontera o la medicién de una Hacienda gran-
de. Si en la solucién de estos problemas apliciramos solamente Topografia, se
fracasaria lamentablemente, ya que los errores tienen ahora mucha significancia. Ex-
pliquemos esto mds claramente-

Plan Regulador de una Ciudad con sélo Topografia.

Se divide la ciudad en zonas o barrios A, B, C, D, etc... Debido a la mag-
nitud del trabajo, se ataca por aparte cada zona y es asi cémo se compensan los
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poligonos, se dibujan las hojas y todas las demas cosas correspondientes. Terminada
una zona se pasa a otra y asi sucesivamente.

Se requiere ahora armar todo el conjunto y luego se nota que las hojas no
coinciden, que cierto eje de calle de la zona A no llega como deberia hacerlo en un
punto de la zona C; en fin, existen discrepancias, lagunas y sobreposiciones propias
de la acumulacién de los errores de todo trabajo humano.

Comienza ahora a culparse a los Topégrafos, Calculistas y Dibujantes. Se
pasa a revisar los levantamientos, cilculos y dibujos, y todo se encuentra satisfacto-
rio. Se decide llevar una poligonal de un punto de A, a otro de D y todo esto se
hace con cuidado, pero no concuerda con las medidas sacadas a través de las otras
zonas. Ya cansados, se decide disimular y callar la cosa.

Otra seria la situacién del caso, si se precaviera en situar en la periferia y
dentro de la ciudad, algunos puntos de control bésicos con todas las reglas de Trian-
gulacion y Mapas.

Entre estos puntos bdsicos saliendo de unos y llegando a otros, si se puede
trazar las poligonales usando la topografia elemental sin ningin riesgo. Estas poli-
gonales, hay que comprenderlo, tienen buena labor parcial o de relleno.

Aqui sirve recordar que si una persona quiere dibujar una cara, muy bien
puede trazar los ojos, la nariz, la boca, etc., y al {inal resultarle nada parecido. Pero
si primero se traza un cuadriculado, o algin esquema que le ayude a proporcionar
y a situar ciertos elementos de la cara, el resultado es otro y muy satisfactorio.

Entonces no hay que olvidar que en estos casos debe de irse de lo grande ha-
cia lo pequefio y es del Todo que deben disgregarse las Partes.

Trazado de una Frontera.

Aqui es obvio que debido a la transcendencia Politica y fundamental para
una Nacidn, el trazado debe de ser preciso y exacto, ya que nadie aceptard mds o
menos una Frontera.

La Medida de una Hacienda Grande.

Debido a los muchos errores acumulados no debe usarse como Bdsica una
poligonal corriente, lo correcto como en el caso de las ciudades, seria colocar una
red de triangulacién. (En la parte correspondendiente a la Triangulacién, detallo
mas razones y puntos de vista).

Seguidamente y con la ayuda de algunos esquemas, presento algunas distin-
ciones entre Geodesia y Topografia, asi:

1) Distincién en los dangulos.

Cuando nivelamos nuestro Teodolito, colocamos el plano de medida angular en el
Horizonte tangente a la Tierra. (fig. 2). Por esta razén, si medimos los dngulos
en A,P,B, (fig. 1) el tridngulo determinado por esos puntos es Esférico y la su-
ma de sus tres dngulos debe ser 180 grados méds el exceso esférico. El exceso an-
gular es directamente proporcional al 4drea encerrada por el tridngulo.
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2) Distincion en las longitudes.

La distancia real entre dos puntos A y B (fig. 1), es el arco de circulo maximo
entre ellos. En Geodesia la distancia es este arco y es conocida como linea Geo-
désica-

3) Distincion en los Azimutes.

En la Topografia plana, el Azimut inverso de una linea es igual al directo més
180 grados.

En Geodesia todo azimut inverso es el directo mds 180 grados, mds una canti-
dad angular llamada convergencia.

Dos puntos A y B (Fig. 1) tienen sus respectivos meridianos P,A,N y P,B.M
los cuales convergen en el polo P. Observando los mismos puntos en la fi-
gura 3 en un esquema mas aumentado, se notard que debido a la convergencia
de los meridianos en los polos, los azimutes a y a’ Geodésicos no difieren en
180 grados como los Topograficos b y b’.

También es importante notar que si en una visual dirigida desde A hacia B, se
interpusiera algin objeto, como el arbol de la fig. 3, al dibujarse ese accidente
en un Mapa, se representaria como la curva y no como la recta de A hacia B.
Al correrse una poligonal Geodésica de precisién, debe de considerarse la suma
total de las convergencias de cada linea para obtenerse el cierre correcto en
azimut.

La férmula que permite encontrar la convergencia total entre dos puntos de po-
siciones conocidas es la siguiente:

Convergencia en segundos = El seno de la latitud media por la diferencia de
longitud en segundos.

ANa = sen¢ m x Ay

Cuando la posicién de cierre esta al Este del punto inicial, la convergencia es po-
sitiva y cuando estd al Oeste es negativa.
La deduccion de esta f6rmula la destino al Apéndice Matematico.

EL GLOBO TERRESTRE

El término Geodesia viene de la palabra Geoide, la cual significa un sélido
donde la superficie siempre es Normal a la gravedad.

En la Geodesia una cuestién importante es la figura matematica de la Tierra.

Ya desde antiguos tiempos (500 a 600 A. C.), filésofos como Tales y Pita-
goras, tenian el concepto de que el mundo era redondo. Por supuesto, épocas de
gran oscurantismo e ignorancia como es La Edad Media, en que se imaginaban a
la Tierra plana, Mares tenebrosos, etc., necesitaron la demostracién de la reali-
dad por los navegantes Colén, Caboto y otros.

La .igura adoptada actualmente es el Elipsoide de Revolucién.

Comyrendida por todos la figura del Mundo, el siguiente gran problema fue
el de determinar las medidas del mismo.
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Hay tres Elipsoides principales, que son: el de Bessel 1841, el de Clarke 1866
y el de Hayford 1909.

El Elipsoide de Bessel se determiné por medidas en Europa, y por adaptarse
mejor a la curvatura de aquellos lugares, es el que se considera oficial en la Euro-
pa Continental.

Al principio el Coast Survey, adopté en América el de Bessel, pero como su
uso iba propagando mucho los errores, hubo de cambiarse al de Clarke que es el
que define mejor la curvatura de nuestro continente.

La Asociacién Geodésica Internacional en su tercera reunién verificada en
Madrid, acept6 las dimensiones derivadas por John F. Hayford en 1909, por lo que
se denomina el Esferoide Internacional de Madrid.

No estd demds mencionar que como resultado del afio Geofisico Internacio-
nal y con gran ayuda de los famosos Satélites Artificiales se determinara la forma
mds precisa de la Tierra.

Esperamos ese resultado.

El procedimiento usado anteriormente para calcular las dimensiones del Elip-
soide, es asi: se mide la distancia entre dos puntos de un mismo meridiano por
medio de Triangulacién precisa, y se determinan también las respectivas latitudes.
Conocida la longitud del arco y la deflexién central, se deducen facilmente los ejes.

A continuaaién las medidas de dos de los Elipsoides:

BESSEL 1841 CLARKE 1866
Semi-eje Mayor = a = 6 377 397.154 6 378 206.400
Semi-eje Menor = b = 6 356 078.962 6 356 583.800
Excentricidad = e = 0.081 696 831 0.082 271 805

Todas las distancias son referidas al nivel del Mar- Como puede apreciarse,
el Elipsoide de Bessel es menos achatado en los Polos que el de Clarke.

Debido a que los distintos esferoides oficiales no tienen en sus dimensiones,
las verdaderas de la Tierra, siempre habrd una discrepancia en los distintos puntos
para los valores de Latitud, Longitud y Azimut. (De las Astronémicas con las Geo-
désicas).

Una Estacién de Triangulacién en la cual se computan las observaciones As-

tronémicas y Geodésicas, se denomina ESTACION DE LAPLACE.

En las determinaciones Astronémicas de Latitud, Longitud y Azimut, se to-
ma como linea de referencia la de la Plomada y en las deducciones Geodésicas la
Normal al Esferoide Oficial. Por comparaciéon de los datos Astronémicos y Geodé-
sicos, se determina la deflexién de la Plomada a la Normal del Esferoide.

Si llamamos  ¢a, ¥2a, Aa la Lat., Long., Az., Astronomic.
bg, 73, Ag la Lat., Long., Az., Geodésicos.

se tiene:
Cos ¢g (ra—rg) = — cot ¢g (Aa— Ag)
0 (Aa_Ag) + Sen #g (ra—7g) '
o A = Sen #g (ra—g) +A,
o
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Estas relaciones son conocidas como ecuaciones de LAPLACE, en honor del
que las usé primero.

A continuacién me permito presentar un recordatorio de Astronomia Ele-
mental.

Diferentes sistemas de Coordenadas.

En la determinacién de la posicién de un punto se necesitan circulos y pun-
tos de referencia, asi:

1—Un circulo fundamental (arbitrario sobre la esfera).
2—Los polos de este gran circulo.

3—~Grandes circulos secundarios.

4—E] origen, un punto arbitrarioen el circulo fundamental.

Sistema del Horizonte.

La plomada sefiala en su direccién los polos Zenit y Nadir. Perpendicular-
mente en el medio esta el circulo fundamental del Horizonte (plano en que estd el
plato de nuestro Teodolito después de nivelarlo).

Los circulos verticales secundarios son los que pasan por el Zenit y Nadir.

El circulo vertical que contiene a los polos de la Tierra se denomina
Meridiano.

Las coordenadas de este sistema son el Azimut y la altitud h.

Azimut es el dngulo medido en el sentido del reloj y sobre el Horizonte
desde el punto Norte hasta el circulo vertical que pasa por el otro punto o estrella.

Altitud es la distancia angular medida hacia arriba y sobre el circulo verti-
cal desde el horizonte hacia la estrella-

El sistema del Horizonte es local y varia de un punto a otro. (Ver figura 1).

SISTEMA DEL ECUADOR

Circulo fundamental, El Ecuador; y los Polos, los mismos de la Tierra.
Los circulos secundarios son los que pasan por los Polos y se llaman Horarios.

El origen es el punto = o intercepciéon del Meridiano y el Ecuador.

Ecuador desde el punto = al pie del circul dngulo hora) y la declinacién .
Las coordenadas son L.H.A- (Locatancia angular hacia el Oeste y sobre el
El L.H.A. dngulo horario es la dislo horario de la estrella.
La declinacién © es la distancia angular medida scbre el circulo horario
desde el Ecuador y la estrella.

Iistas coordenadas no son constantes debido al movimiento diurno.
Sistema de los Equinoccios y Solsticios.

Circulo fundamental, el Ecuador.

Kl origen, el punto y (Equinoccio vernal) intercepcién del plano de la
Eecliptica y el Ecuador alrededor de marzo 21.
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Coordenadas, la Ascencién Recta a y la Declinacién 0.

Ascension Recta es la distancia angular medida sobre el Ecuador en el senti-
do de Oeste a Este, desde el Equinoceio Vernal al circulo horario de la Estrella.

La Declinacién © la misma que en el sistema del Ecuador.

Coordenadas Geogrificas-

Circulo fundamental el Ecuador.

Origen, la intercepcién del Meridiano de Greenwich y el Ecuador.

Coordenadas, La Latitud ¢ y la Longitud y.

La Latitud es €l 4ngulo entre la direccién de la Plomada o Normal del Esfe-
roide y el plano del Ecuador; la Latitud se llama Norte o Sur segin esté arriba o
abajo del Ecuador.

Longitud y es la distancia angular medida sobre el Ecuador Terrestre des-
de su interseccién con el meridiano de Greenwich hasta el pie del meridiano del ob-
servador. La Longitud es positiva hacia W y negativa hacia el Este.

Distancia Zenital Meridiana. (Latitud Norte)

Cuando una estrella pasa por el meridiano de un observador, en ese instan-
te, la altitud h es la mayor, y la distancia zenital z la menor.

Relacion entre la latitud del observador, declinacién
de una estrella ¥ su distancia zenital meridiana.

En la fig. 6 se puede apreciar que:
para un observador de Latitud Norte

Zm ¢ — O (Estrella al Sur del Zenit)
Zm = 90 — ¢ (Estrella al Norte del Zenit)

Debe de recordarse que la latitud y la declinacién tienen el mismo signo
cuando son del mismo nombre( ambas Nortes o Sures) y signo contrario, cuando sus
nombres son distintos.

El Trigngulo Astronémico-

En la mayoria de los problemas praicticos, se necesita pasar de un sistema de
coordenadas a otro. Para esto se presenta la solucién del tridngulo esférico.

Hagamos que A, B, C  sean los dngulos y
que a, b, ¢ loslados opuestos a ellos.

Principales férmulas trigonométricas:
sen a sen b sen ¢

Ley de senos = =
sen A sen B sen C
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Ley de cosenos cos a = cos b cos ¢ + sen b sen C cos A
Relacién entre dos dngulos y tres lados:

sen a cos B = sen ¢c cos b — cos ¢ sen b cos A

Relacién de senos sen 15 A = \/ gen (s—b) sen (s—c)

sen b sen c

endonde s =145 (a + b + ¢)
Solucién del Tridngulo Astronémico.
Principales f6rmulas:

(1) sen t _ sen Z
sen (90°—h) —  sen (90°—D9)

(2) sent cos® = cosh senZ

(3) senh = sen¢ sen® -+ cos$ cosO cost
(4) sen® = sené senh -} cos ¢ cosh cosZ
(5) cosh cosZ = cosé sen® — sen¢ cosd cost

(6) cosO cost = cos¢ senh — sen¢ cosh cosZ

(7) sen %2t =\ "cos (s+9) cos (s+9)

cos$ cos?
en donde s = 15 [270° — (¢4 + h)]
senh — sen® sen?®
(8) cost = cos? coso

(9) sen 15 Z\/ " cos (s-+¢) cos (s+h)
cos$ cosh

S = 1 [270° — ($4-0-+h)]

sen® — sen¢ senh
cos® cosh

(10) cos Z =

Localizaciéon de la Estrella Polar

La localizacién de la Polar es de importancia en los problemas de la de-
terminaciéon de la Latitud. Debe tenerse presente lo siguiente:
a) Su orientacién es mas o menos la de la Brijula.

b) Su altura sobre el Horizonte es igual a la latitud del lugar. Alrededor
de 13° 40’ en el centro y 14° 30’ al Norte y 13° al Sur del Pais.

c) Es la estrella mas brillante en esa region.
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d) Describe un circulo de radio un poco menor que un grado alrededor del

Polo.
e) Estd en la cola de la Osa Menor.

f) Los punteros de la Osa Mayor sefalan hacia ella.
Determinaciéon de la Longitud.

Debido a que la longitud es una coordenada arbitraria puesto que el cero se
localiza por el meridiano que pasa por Greenwich, la determinacién de la longitud
necesariamente se obtiene por comparacién con otro lugar de longitud conocida. En
El Salvador, existen gran nimero de puntos de control de posicién conocida. La Di-
reccién de Cartografia proporciona la descripcién de cualquier punto de particular
interés.

El método mis sencillo de establecer la longitud, es por medio de la determi-
nacién del tiempo.

Procedimiento:

Se sitia el Observador con su Teodolito, (Wild T-2, 6 T-3) en el punto al
cual se le conoce la longitud. Se observa a que hora el Sol cruza el meridiano y lue-
go trasladandose al dia siguiente al punto al cual se le quiere conocer la longitud, se
repite el mismo procedimiento. Por supuesto que debe usarse el mismo cronémetro
u otro sincronizado a él. La diferencia de tiempo es proporcional al arco de longi-
tud descrita, esto es, cada hora tiene 15°.

La observacion se puede hacer méas precisa con dos observadores simultinea-
mente en ambos puntos con cronémetros sincronizados-

Determinacion del cruce del Sol por el Meridiano.

Debido a que no se puede adivinar el instante preciso del paso del Sol por el
Meridiano, se hacen repetidas observaciones momentos antes y después del mediodia,
digamos, unos 10 minutos. Entonces en intervalos de cada minuto se toma la altitud
y el tiempo correspondiente a cada posicion.

Ya con la lista de los valores obtenidos se dibujan tomando como abscisas el
tiempo, y como ordenadas, las distancias Verticales. El fenémeno dibujado tiene la
forma de una paribola. Entonces haciendo pasar una curva, el vértice determinara
el tiempo requerido.

Las determinaciones mds exactas y las correcciones a las observaciones, no
las considero debido a que ésto no es el objeto principal de mi trabajo.

MAPAS.
Un poco de historia.

Es de uso popular el de llamar Mapa a todo esquema que sefiala de una ma-
nera parecida los accidentes de la Tierra.

En un principio los Mapas eran dibujos mis o menos proporcionados, en los
que mucho jugaba la imaginacion y el espiritu artistico del autor. El fin que perse-

24



ZENIT

AL POLO




FIG. |

FI6. 2

~JUNIO 21

N\ /MARZO 2l g SEPT 22
=

ST
e T L _DIC, 22

/.. P \\I :\-—(I-:___‘. C'\ S

FIG. 5

TRAYECTORIAS APARENTES
DEL SOL

FIG. 4

ESTRELLA AL NQRTE

DEL ZENIT 7

~—ESTRELLA AL SUR
2 DEL ZEM!T

FIG. 6




MERIDIANO

(0 4
A P
¥ Lo CASIOPEA
*
,54 Y| XE€
|
(0 4
§ LA POLAR
4t POLO
LA OSA MENOR ‘1‘
» ¥ \\\a
ra *° | 0S PUNTEROS
d *ﬁ
it
FIG.7 LOCALIZACION DE Syl RSA MAYDH
LA POLAR n¥




guian era el de proporcionar a la gente o a los navegantes los detalles mds caracte-
risticos de una regién. Se apuntaba en ellos los pueblos, caminos, los rios y mon-
tanas.

Antiguamente los marinos navegaban bordeando la costa y siempre a vista de
ella. Se sabia que se llegaba a cierto Pais, al doblar un cabo o pasar la desemboca-
dura de un rio.

Se necesitaba mucho arrojo y se admiraba por su audacia a quien se aden-
traba en el mar. La tnica luz segura era la Polar y su guia faltaba en las noches de
niebla y tormenta. Se amarraba el timén durante el dia para corregir de nuevo el
rumbo al llegar la noche.

Al despertar el cdlculo y mas que todo como una inquietud matemdtica de
quien resuelve un problema, se comenzé a trazar las primeras teorias de la proyec-
cién exacta- Gerhard Kremer, mds conocido como Gerardus Mercator (1512-1594),
publicé su carta del Mundo en 1569. Heinrich Lambert (1728-1777) fué el primer
matemdtico que hizo investigaciones generales sobre el tema de las proyecciones.

Con seguridad se puede decir que no se ha agregado nada nuevo a estas
leorias.

Francia fué el pais que con sus necesidades de guerra (1914-1918), recor-
d6 y adopté las proyecciones de Lambert.

Generalidades :

El problema principal en un Mapa, es el de representar en el plano del
papel todos los detalles caracteristicos de la superficie terrestre. La solucién com-
pleta es imposible y a lo sumo se logran ciertas ventajas con el sacrificio de otras.

Un sélido se conoce como desarrollable, si al cortarlo de alguna manera es-
pecial se logra después extender su superficie sobre un plano, sin aumentarla o
desgarrarla.

Se distinguen pues dos clases de superficies: las que son desarrollables o ex-
tensibles como el cilindro y el cono, y las que no lo son, como la esfera y los elip-
soides. Nuestro Mundo tiene la forma de un esferoide y en eso reside la dificultad en
la construccién de un Mapa.

Entonces, la dnica manera posible de representar con exactitud la superfi-
cie de la Tierra, es construyendo los Mapas sobre un globo.

El uso de los Mapas solamente es por conveniencia y ellos, dentro de sus li-
mitaciones, solo sirven para la finalidad a que se les destina.

Para resolver la cuestién, lo que se hace es proyectar todos los puntos de la
Tierra en una superficie hipotética tangente a ella. Esta superficie debe ser de la
clase extensible ya que toda curva dibujada en ellas, muestra su verdadera forma
y longitud después de su desarrollo.

Como es imposible conservar todas las propiedades en la proyeccién, es ne-
cesario sacrificar ciertas ventajas para lograr otras de mas interés en la presenta-
cién. De aqui que existen diferentes clases de Mapas, y el entendido por el solo nom-
bre conoce sus propiedades.

A continuacién sefialo algunas de las propiedades que se conservan:

1) Conservar las dreas a expensas de sacrificar la forma (proyeccién equid-
rea)-
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2) Conservar la forma de los menores caracteres geogrificos, cabos, bahias,
lagos, etc., a expensas del cambio de escala en todo el Mapa (proyeceién
conforme).

3) Repartir todas estas condiciones tratando de que el error sea un minimo
cuando se considere la superficie y la forma.

4) Que las direcciones sean exactas tomadas desde el centro del Mapa y que
las que se tomen en otros puntos tengan el error menor posible (proyec-
cién azimutal).

in todo Mapa, el problema fundamental es la de trasladar la corresponden-
cia de los paralelos y meridianos para que sirvan de marco y poder plotear asi entre
ellos todos los demés detalles caracteristicos. Asi, en unos los meridianos son lineas
paralelas, en otros son lineas convergentes o lineas curvas, etc.

Solamente trataré dos clases de proyecciones, a saber: El Mercator y la pro-
yeccién conforme de Lambert.

Antes de entrar en los detalles de estas Proyecciones, es conveniente tratar
ciertos conceptos bdsicos sobre las mismas.

Definicion de Proyeccién.

Es un dibujo sistemdtico de lineas que representan Meridianos y Paralelos
en un plano.

La situacién y forma de meridianos y paralelos se logra por medio de Tablas
calculadas a propésito, segin la clase de proyeccién.

Una cuestién importante es, que en todo Mapa conocida la latitud y longitud de
un punto sobre la Tierra, debe situarse exactamente en el plano de la carta, y vice-
versa, a que todo punto dibujado en él, se le delerminen sus coordenadas geogréficas.

Deformacion.

Se comprenderd que todo Mapa tiene distorsiones y que solamente debe de
buscirsele utilidad al objeto ue se le destine.

Las deformaciones de una carta de ninguna manera son errores.

Es importante pues, conocer las distintas clases de proyecciones y con el solo
nombre determinar sus conveniencias y ventajas.

Por ejemplo, al Censo le interesan las dreas exactas; a la navegacidn, los
rumbos; a la milicia, un Mapa de uso geueral que permita los errores en un minimo.

Clases de Mapas.

Hay un centenar de proyecciones, y por sus propiedades las mads importantes
son: [iuidreas, Conformes, Azimutales y Métodos Comunes de Perspectiva.
Por su clase: Proyeccién Cilindrica y Proyeccién Cénica.

Concepto sobre el Cono y el Cilindro.

Estos dos sélidos, solamente sirven para ayudar a visualizar o comprender
la clase de solucién que se le busca a una representacion terrestre. Las proyeccio-
nes se basan en el estudio de estos sélidos y ya comprendido esto, no se les vuelve
usar.
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Si nuestro Mundo fuera un cilindro, los meridianos serian rectas paralelas,
y los paralelos, circulos iguales que serian lineas rectas una vez desarrollados. Por
eso, a todo Mapa en que los meridianos y paralelos, son rectas paralelas, se le llama
de proyeccién cilindrica.

Si en cambio, el Mundo fuera un Ceno, los meridianos serian rectas conver-
gentes, y los paralelos, circulos de distinta curvatura que se mostrarian como circulos
una vez desarrcllados.

Linea Loxodrémica o de Rumbo.

Si una nave se moviera sobre la Tierra de tal manera que cortara a los meri-
dianos en un rumbo constante, la trayectoria es una Loxodrémica y se diria que
navega en la Loxodromica. Ista linea no es la distancia mds corta entre dos puntos.

Linea Ortodrémica o Geodésica.

Se le llama asi, al arco de circulo miximo entre dos puntos y por lo tanto
constituye la distancia mds corta-

Al proyectarse la ortodrémica, se muestra como una curva, y no como la
recta entre dos puntos.

El Mapa en que ésta linea sigue siendo una recta, es la Gnomdnica y esa es
su unica importancia. Se hablard mas de ésto en la parte de la proyeccion Mercator.

Definicion del término “Conformidad”.

Antes de definir, me parece bien recordar un ejemplo matematico por todes
conocido. Este ejemplo es, el Momento de Inercia.

La definicién del momento de Inercia solamente es posible de una manera
diferencial. Se le conoce como la multiplicacién de un drea pequeifia o elemental por
una distancia al cuadrado. Se cometeria un error grave si no se especificara que el
drea debe ser diferencial. Se obtiene el resultado concreto por medio de la integral,
hallandosele luego multiples aplicaciones.

Se verd que esto es una propiedad importante del Todo, pero su fundamento
y explicacién estd en la parte.

Una cosa parecida sucede en una representaciéon conforme. Suponganios que
existe una superficie y que en ella hay dibujado un tridngulo infinitesimal y que
luego examinamos otro tridngulo elemental en otra distinta superficie. Si hay co-
rrespondencia en la longitud de los lados y en la abertura de los dngulos, se dice
que la representacién es conforme o que se ha dibujado un “mapa”.

Este principio es de un uso importante en distintass ramas matematicas de
la ingenieria-

Y como se comprende que los dngulos se conservan, se define mejor diciendo
que a un haz ortogonal en una superficie, corresponde otro haz también ortogonal
en otra.

Ficilmente se deduce que en una proyeccién conforme, los meridianos deben
de cortar a los Paralelos en dangulos rectos, y por este simple hecho se puede decir
sl un mapa es conforme o no.
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Si dos lineas de vista en la Tierra se cortan en un dngulo, en el mapa lo
haran lo mismo sus ortodrémicas.

En una representacién conforme, pues, se conservan los dngulos y las longi-
tudes de las figuras pequefias o elementales. Por supuesto que existen discrepancias
en el Todo y correspondencia en las partes.

Ejemplos de Mapas conformes son Mercator y Lambert.
Proyeccion Gnomdnica

Hablaré brevemente sobre esta clase de Mapas y me decido a mencionarla
porque complementa en mucho a la Mercator.

El principio en que se funda la Gnoménica es, en proyectar desde el centro del
Esferoide hacia un plano tangente, todos los puntos sobre la Tierra. Se comprendera
que todos los circulos médximos aparecen aqui como lineas rectas y en esto reside su
unica y capital importancia.

Para la navegacion es de gran utilidad el poder determinar la ruta mds cor-
ta, pues hasta unir el punto de partida y el de llegada con una linea recta y se apre-
cia facilmente si en la ruta hay interferencias, como son: islas, malas corrientes, sitios
de poco fondo, etc. .. Desdichadamente esta representacién no sirve para un buen
uso general en dreas, rumbos y distancias.

Proyeccién Mercator.

E]l nombre de esta proyeccién proviene del nombre latino usado por su in-
ventor Gerhard Kramer, nacido en Flandes en 1512.

En 1569 Mercator publicé su carta del Mundo y se basé en férmulas aproxi-
madas. Después y con el despertar del cdlculo y ya en 1599, Edward Wright sefial6
los errores de Mercator y publicé un sistema més exacto, dando las tablas corres-
pondientes.

También es bueno mencionar que Mercator fué el que bautizé con el nombre
de Atlas, los Mapa Mundi.

El dijo, que lo que hacia era hallar una mejor disposicién para los meri-
dianos y los paralelos, pues a ningin marino le gustaba navegar con dos meridianos
curvos y convergentes.

La proyeccion es de la clase “Conforme”. Antes de hablar sobre sus venta-
jas, mencionemos su principal defecto.

Para los tines de la explicacién, aceptemos que la Tierra es redonda.

Siendo todos los meridianos iguales, se comprenderd que todos los arcos de
un grado de latitud son iguales en cualguier sitio Sur ¢ Norte. En cambio, los
circulos paralelos no son lo mismo y varian cuando varia la latitud.

Potr ejemplo: Si en el Ecuador tomamos un cuadrado de un grado de latitud
v un grado de longitud, luego en el paralelo 60 grados consideramos otro cuadrado
de un grado de latitud y un grado de loungitud, observaremos lo siguiente: que de
Norte a Sur miden lo mismo, y que en cambio de Este a Oeste mide la mitad que
en el Ecuador, entonces su drea serd un medio. En la proyeccion Mercator a los 60
grados de latitud la distancia entre paralelos es el doble y por lo mismo su escala.
Como resultado se representa una area 4 veces mavor.
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PROYECCIONES

e Sy SISTEMA _MERCATOR
M

|
ST e
SUPERFICIE CILINDRICA SUPERFICIE CILINDRICA EXTENDIDA,
CORTADA DE BASE A BASE.

SUPERFICIE CONICA CORTADA
OESDE LA BASE AL VERTICE.

ESQUEMA QUE MUESTRA LA I 8g° \
PROPORCION ENTRE EL MUNDO
Y EL CONO SECANTE.




En el paralelo 80 grados ya el drea es unas 36 veces, y en el 86 grados una:
3000 veces mayor. Luego la proyeccién resulta exagerada hacia los Polos.

Hay que recordar que en los comienzos de nuestros estudios en Geografia, te-
nemos la impresién de que Groenlandia es mayor que la América del Sur, siendo
que al revés la segunda es 9 veces mayor que la primera. La proyeccién no es buena
en la latitud 80 grados, necesitindose en este caso, otra clase de mapas circumpo-
lares.

En los Mapas Mercator no se puede aplicar ninglin procedimiento grafico pa-
ra trazar meridianos y paralelcs.

No sirven para un uso general

Aqui es bueno mencionar, que los Mercator no son el resultado de proyectar
en un cilindro tangente como comunmente se supone, sino que son representacién
conforme y que la disposicién entre paralelos solamente se logra por célculo y con
la ayuda de las Tablas correspondientes.

Ventajas.

1) Es la principal de las proyecciones cilindricas, la mds antigua y aceptada al tra-
vés de los siglos por los navegantes.
La mds internacional.

2) Existen tablas que facilitan su cdlculo en todo el Mundo.

3) Sus puntos son resultado de igualdades matematicas y por lo mismo los Mapas
se afiaden y sobreponen, cosa que no sucede en la generalidad de las proyecciones.

4) Conocida la latitud y longitud de un punto, las tablas permiten la localizacién
exacta en el Mapa.

5) Por ser los meridianos, verticales y paralelos, permiten leer con un transporta-
dor el rumbo en cualquier sitio.

6) Con ayuda de un Mapa Gnoménico, se puede trazar la linea ortodrémica (Circulo
mdximo) y navegar por la ruta mds corta.

LA PROYECCION CONICA CONFORME LAMBERT

Esta proyeccién fué ideada por Johann Heinrich Lambert y publicada en el
tercer volumen de su “Beitrdge Zum Gebrauche der Mathematik und deren Anwen-
dung”, Berlin, 1772.

Haciendo honor a la memoria del gran matemdtico Lambert, es justo resefar
un breve bosquejo sobre su vida.

Nacié en Miilhausen, Alsacia, en el afio 1728, de origen humilde, solo y sin
la ayuda de nadie, logré superarse de tal manera que merecié favores de Federico el
Grande quien lo nombré miembro de la Real Academia de Ciencias de Berlin en 1764.

Su costumbre regular era dedicar 17 horas diarias al estudio de las matema-
ticas. A la edad de 16 afios hizo cdleulos para el cometa de 1744, llamados Teore-
mas de Lambert.

Entre sus muchos trabajos pueden citarse los siguientes: introduccién de las
funciones hiperbolicas a la Trigonometria, demostracién de la inconmensurabilidad
de 7, sus teoremas sobre las eénicas que llevan su nombre, y asi tantos otros. Fué
Fisico, Matemdtico y Astrénomo-
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Pero lo principal, donde se le debe homenaje a Lambert, es en su aporta-
cién a la Cartografia.

Fué el primero que realizé investigaciones generales sobre el problema de
Cartografia. Antes de él, las soluciones se limitaban a métodos sencillos de proyec-
cién ortogonal y perspectiva. Lambert concibié desde un punto de vista superior la
representaciéon de la esfera sobre un plano, estableciendo las condiciones que debe
de llenar toda proyeccién Cartografica, esto es, la conservacién de los dngulos o con-
formidad y la igualdad de las 4reas o equivalencia.

Inicié una nueva era en la ciencia Cartogréfica, y el principio de conformi-
dad es de gran importancia en las matematicas puras.

Aunque él no perfeccioné la teoria, expuso claramente las ideas originales
que fueron punto de partida para Lagrange y después para Gauss quien depuré
totalmente el sistema y por lo mismo, a veces se llama con su nombre a esta proyeccion.

Finalmente, Lambert murié a los 49 afios en 1777.

Generalidades sobre el Sistema de Lambert.

Esta es una proyeccién de la clase cénica, en que los meridianos son rectas
convergentes fuera del papel del Mapa y los paralelos circulos concéntricos cuyo
centro comun es la interseccién de los meridianos.

El concepto de la proyeccién reside en lograr la representacién de los dife-
rentes puntos de la superficie terrestre en un gran cono tangente al mundo. La
proyeccién se logra por medio de equivalencias matemadticas (diferenciales en la
representacién conforme), logrando obtenerse f6rmulas y tablas especiales para la
determinacién de las coordenadas en los distintos puntos del Mapa.

Debe de quitarse la idea errénea de que existe algin punto de fuga de donde
parten las proyecciones. Tanto en el sistema de Lambert como el de Mercator, la
proyeccién es matematica.

El angulo del vértice del cono tangente es variable y depende de la latitud
del sitio de tangencia.

En el Mapa de Lambert como toda representacién conforme, las lineas que
representan los meridianos deben de cortar a los circulos paralelos en dngulos rectos

En los distintos puntos del mapa existen errores, mejor dicho, deformaciones
de escala. Si se quisiera obtener mejor exactitud hay también diferentes constantes
de escala.

Esta proyeccién es conveniente para los paises en que su extensiéon predo-
minante es de Este a Oeste, en cambio en los lugares en que la extension mayor
es de Norte a Sur, el sistema no es muy apropiado debido a la convergencia en el
cono.

En un Mapa de Lambert, tanto la linea ortodrémica o circulos méaximos y las
lineas losodrémicas o de rumbo, no se representan en la carta por medio de rectas,
aunque la desviacién relativa es poca, pues en una distancia de 3.200 millas Mari-
nas existe una desviacidon de 16 millas marinas en la linea recta del Mapa.

A simple vista puede creerse que los meridianos y paralelos son lineas rectas
paralelas, pero puede apreciarse la convergencia de los meridianos en el margen y

esquina superior derecha del Mapa Oficial de El Salvador en escala 1:200000.

En la parte de mi Tesis, correspondiente a las Tablas, presento las necesa-
rias para el cdlculo de los diferentes elementos del Mapa en coordenadas Lambert.
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Las constantes son tomadas del folleto del Servicio Geodésico Interamericano elabo-
radas especialmente para El Salvador. El nombre de la publicacién es: PROYEC-
CION LAMBERT PARA EL SALVADOR.

El sistema de la representacién se hace por medio de coordenadas rectan-
gulares y la solucién del problema se presenta asi:
a) Conocida la latitud ¢ y la longitud 7, por medio de las tablas se calculan las
correspondientes abscisas y ordenadas.

b) Al revés, a cualquier punto tomado del mapa o que se le conozcan sus coordena-
das rectangulares Lambert, las tablas permiten el cilculo de la latitud y longitud
geogrifica.

El procedimiento de hacer un mapa es el representar los meridianos y los
paralelos en el plano del papel para que sirvan como referencia para el ploteo de
todos los puntos interiores. Decidido el intervalo entre Meridianos y Paralelos, se
calculan las coordenadas rectangulares de las esquinas de cuadricula, resultando
luego facil su dibujo.

Ya habia mencionado que en la proyeccion Lambert se considera un cono
tangente a la Tierra y que eso introducia errores de escala en los diferentes paralelos
de latitud, exceptuando naturalmente, el paralelo en el punto de tangencia.

Para mejorar las caractevisticas de escala, es decir, para repartir y disminuir
estos errores, lo que generalmente se hace en esta proyeccién es usar un cono se-
cante en lugar del tangente antes mencionado. Obviamente, el cono secante cortard
al esferoide en dos paralelos los cuales reciben el nombre de paralelos convenciona-
les- La escala serd la verdadera en estos dos paralelos y se encontrard que dentro de
ellos la escala se reduce y que afuera aumenta. Para la distribucién igual de los erro-
res de escala, los paralelos convencionales se sitian a un sexto y cinco sextos del
meridiano que se quiere representar.

Distintas ventajas y conveniencias del uso de la Proyeccion Lambert, especialmente
para El Salvador.

a) Sistema oficialmente establecido en nuestro Pais.

Con esta clase de coordenadas estd dibujado nuestro Mapa y por lo tanto, todos
los diferentes puntos de control existentes tienen como dato este sistema. La Di-
reccion de Cartografia proporciona al que lo desea la informacién necesaria
para cualquier punto que se necesitc.

b) Coordenadas rectangulares para la cuadricula.

Esto representa una ventaja decisiva en el uso de este sistema, pues cualquier po-
ligonal corriente puede llevarse de un punto a otro sin ninguna dificultad téc-
nica, como lo seria conocer solamente las coordenadas geograficas de latitud y
longitud.

Todos conocemos el famoso estribillo de “usar las coordenadas del Mapa”.
Si sucediera el caso, y ello es lo méds corriente, de tener un trabajo calculado en
base a cualquier sistema de coordenadas asumidas, siempre las podremos con-
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vertir mediante el uso de las fé6rmulas de Transformacién de Coordenadas de
la Geometria Analitica elemental.

¢) Precision matemdtica del Sistema

Siendo que la proyeccién Lambert se basa en relaciones matemdticas exactas y
que ademas la Direccién de Cartografia tiene ajustadas las medidas, se puede
por lo tanto, ajustarse a este sistema con la confianza de que las distintas hojas
de un trabajo calzardn bien sin lagunas y sobreposiciones.

d) El Sistema es Conforme.

Por ser la base de la Teoria de nuestro Mapa la “Conformidad’ es decir, la con-
servacion de los dngulos y de las distancias sin importar su azimut (direccién)
de las partes pequefias o elementales, siempre podemos poseer datos suficiente-
mente exactos en todas las medidas corrientes. Hay que recordar en nuestro caso,
que el Todo es la Republica de El Salvador y que la Colonia Centro América, La
Escalén, etc., son simplemente diferenciales-

Sin embargo, si se quisiera lograr una exactitud extrema, existen para el caso las
correspondientes constantes de escala en los diferentes paralelos de Latitud.

e) La principal extension de nuestro Pais es de Este a Oeste.

Ya se expuso en las generalidades del sistema, que la Proyeccién Lambert es
apropiada para los paises que se extienden en Longitud.

) Facilidades en la Computacion.

Existen tablas especiales elaboradas para El Salvador por El Instituto Geodésico
Interamericano.

Los cdlculos se pueden efectuar ya sea por logaritmos o por el uso de una ma-
quina de calcular.

g) La Defensa Efectiva de la Nacion.

Los meridianos cortan correctamente a los paralelos, y siempre se puede deter-
minar la exactitud en rumbo y distancia, obteniendo asi, una mejor efectividad
en el tiro.

Aqui vale recordar que Francia (1914) tenia antiguamente su Mapa basado en
la representacién de Bonne y eso ocasioné que en un principio el enemigo go-
zaba de relativa seguridad en sus colinas. Por eso se debié que los aliados recor-
daran al Sistema Lambert y lo usaran en el resto de su campafia.

Deducciones y consideraciones Generales de los elementos del desarrollo.

Consideraciones.

Ya se ha explicado que el Mapa es el resultado de la proyeccién matemética
conforme de todos los puntos de la Superficie Terrestre sobre un Cono Secante Hi-
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potético. Por lo tanto, los Meridianos se transforman en lineas rectas convergentes
a un punto fuera del plano del Mapa, y los Circulos Paralelos, en circulos Concén-
tricos del distinto radio con centro comin en el vértice del cono, el mismo de la in-
terseccién de los Meridianos.

También, que el cono tiene la propiedad de que cualquier figura dibujada
en él, no sufre deformacién alguna después del desarrollo.

Tenemos lo siguiente:

a) Los puntos sobre el esferoide ya han sido proyectados sobre el cono, y éste, ya
se tiene extendido en el plano del papel.

b) Un Meridiano y un Paralelo Central de origen, escogidos arbitrariamente como
ejes centroidales de nuestro Pais (Paralelo 13° 47°, Meridiano 89° Oeste).

¢) Que sea P cualquier punto, CP su correspondiente circulo Paralelo con radio
R=AP=AC con centro en A, y ¢ el dngulo de convergencia de su meridiano AP.
Estos valores de R y ¢ son funciones de la latitud y longitud, resultados del
calculo de la proyeccion conforme (Tabla I).
Debe notarse que se ha verificado una transformacién de coordenadas, pues de
los pardmetros ¢ y ¥ geograficos se ha pasado a los polares con el polo en
A, radio vector R y dngulo polar 6.

d) El punto O lo escogemos como origen de la zona, siendo sus coordenadas polares
Ro, 6o y sus coordenadas geogrificas ¢o yo (13°47°, 89° Qeste).

e) Que para evitar coordenadas rectangulares negativas se hace uso de una abscisa
falsa FE y una ordenada falsa FN.
A la abscisa falsa FE se le atribuye un valor de 500,000, multiplo de 100,000
por facilidad de calculo. En cambio, no hay ventaja en hacer que FN tenga un
valor exacto, y es mas conveniente que la suma Ro+4-FN, sea un miltiplo de
100,000 debido a que es una constante importante en el cdlculo de las coordenadas.

f) Los valores constantes en el cdlculo para El Salvador son:

Paralelos convencionales o Normales 13° 19’ Norte
147 15’ Norte

Paralelo central o de origen 13% A7 Norte
Meridiano Central 89" 00’ Oeste
Radio Vector de Origen Ro= 26 004 190.816 metros
Abscisa falsa 295 809.184 metros (FN)

Ro+FN = 26 300,000 metros
Factor de escala en el origen Ko= .99996704
sen ¢ o = .23825 09560

Deduccion de los elementos.

El valor de R dependiente de la latitud ¢ se obtiene directamente de las
tablas.

De la figura se deduce que Y* = Re + FN — R.

Siendo que el valor de Re 4+ FN es la constante 26300000, el valor de Y’
depende de R y por lo tanto de ¢.
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En la tabla I se dan los valores de las funciones de la latitud ¢, como son:
R, Y’ y el factor de escala K.

La convergencia de los Meridianos ¢ varia en funcién del incremento de lon-

0
gitud Ay. En la tabla II se dan los valores naturales de sen 9, tan 6, tan —5- con sus

respectivas diferencias Tabulares para un segundo- Cuando un Meridiano estd al
Este del meridiano del central, Ay es positivo y al Oeste es negativo.

Por ejemplo:
para ¥ = 88°40’ se tiene Ay = + 20°
para ¥ = 89°20’ se tiene Ay = — 20’
Del tridngulo ABP, X’ = R sen ¢

0
BCP, Y” = X’ tan -5

Ahora, la abscisa X sera = FE 4+ X’
la ordenada Y sera =Y +4Y”

y con esto termina el cdlculo de las coordenadas rectangulares Lambert de un
punto, cuando se le conocen sus geograficas ¢, y.

Calculo de las posiciones geogrdficas de un punto en funcién de sus coordenadas
rectangulares Lambert.

Este es el camino inverso a la deduccién anterior. También es el mas comiin
en la practica, pues lo corriente es tener las expresiones rectangulares de los distin-
tos puntos de una poligonal.

Deduccién de las formulas:

X’ = X—FE
X, X,
tan ¢ = =
Ro+FN—Y Y

con el valor de tan 9, se busca el valor de Ay en tabla II y a la par se de-

6 )
duce tanT en la misma tabla-

0
La diferencia por curvatura Y’ = X’ tan —
y ahora se deduce Y =Y —Y”

con el valor de Y’ se busca en la Tabla I y asi se deduce la latitud ¢.

Para obtener la longitud y, se suma Ay a la longitud 89° del meridiano
central, siendo el signo de esta suma - si estd al Oeste y — al Este.

Por ejemplo:

Para X = 436000< 500000, Ay es 4
para X = 566000> 500000, Ay es —
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Consideraciones generales sobre los Azimutes y Reduccion de Largura.

Una expresién muy importante en el cdlculo de los azimutes y factores de
escala es, la longitud de la Normal al Esferoide que termina en el eje menor. En
el Apéndice matemaético doy la deduccién de la f6rmula.

Llamamos v la longitud de la Normal.
Entonces:
v a
VT _e%en®s

En la figura B se puede ver la longitud de Ro es:

Ro= vocotéo

Se obtiene un valor de Ro més exacto al multiplicar esta expresién por su
factor de escala Ko = .99996704.

Entonces Ro — Kovocotéo
Los Azimutes en la Proyeecion Lambert.

Existen cuatro clases de azimutes los cuales son: el Astronémico, El Geodé-
sico, el Geodésico proyectado y el de Cuadricula.

El azimut Astronémico es el que resulta de las observaciones astrondémicas
con referencia a la direccién de la plomada.

El Azimut Geodésico es el computado con referencia a la Normal del Esfe-
roide de Clarke 1866.

En una proyeccion Lambert, la trayectoria méas corta entre dos puntos A y B
sobre el Esferoide, no se representa como la recta, sino como la curva de A hacia
B. Si colocdramos nuestro Teodolito en A y sucediera que al dirigir la linea de
vista hacia B, alglin obsticulo como el drbol de la figura C se interpusiera en la
visual, indudablemente no se veria B. Pero al dibujarse en la proyeccién los tres
puntos, aparentemente el drbol no se interpone por no estar en la recta de A hacia B

La diferencia entre la curva y la recta de la proyeccién, se puede ignorar
cuando su longitud es corta, pero cuando las visuales son mayores de un kilémetro y
medio, ello puede tener alguna significancia.

Entonces: Azimut Geodésico proyectado es el dngulo en el sentido horario
desde el Norte de cuadricula hasta la tangente a la curva ortogrémica (tangentes
AC en la figura C).

También debe tomarse en cuenta que el caso de las visuales largas es el mis-
mo de las poligonales abiertas, pues el azimut de cierre es la suma de las distin-
tas deflexiones en las diferentes lineas, al azimut de partida. La correcién, la cual
se llama rectificacién, debe de hacerse en el azimut de cierre.

La curva ortodrémica entre dos puntos, es céncava hacia el paralelo de ori-
gen. Figura C. Siendo mayor la curvatura en las lineas de Este a Oeste y menor en
las Norte-Sur, también es menor cerca del paralelo de Origen, creciendo a medida
se aleja de él.

El azimut geodésico proyectado puede obtenerse del Geodésico con solo agre-
gar la convergencia 6. El signo de la convergencia es positivo al Este del Meridiano
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central, y negativo al Oeste. Es importante recordar que el azimut Geodésico se mide
a partir del Sur, y que el proyectado, es decir, el que se usa en la proyeccién, es
con referencia al Norte de cuadricula. La diferencia real angular entre dos lineas
de vista, es la diferencia entre sus azimutes Geodésicos proyectados. Este es el an-
gulo que se mide en el campo con el teodolito.

La convergencia ¢ se puede establecer por medio de las tablas, en que ya se
ha calculado este valor en funcién de la longitud, Tabla IT 6 por medio de la si-
guiente férmula:

6 = sen ¢0 Ay

en que sendo es sen 13°47° = 0.23825096
y Ay es la diferencia en longitud con 89° expresada en segundos.

El azimut de Cuadricula es el dngulo en el sentido horario desde el norte de
cuadricula hasta la linea recta entre la proyeccién de dos puntos. Aparentemente
la distancia méds corta.

Designemos con T el Azimut Geodésico proyectado y con t el de cuadricula.

El Azimut T es una cantidad fisica real y su importancia estriba en que es el
medido por el Teodolito.

El Azimut t es una cantidad originada en el cilculo corriente de la topogra-
fia. Con t se computan las direcciones, proyecciones y coordenadas de las distintas
lineas y vértices de una poligonal. Indudablemente resulta mds cémodo su uso y
es el que corrientemente se conoce como Azimut.

Entonces, en cuanto azimut, podemos establecer dos cosas importantes: una,
que en la realidad se mide con T, y otra que en la Oficina calculamos con t. Se
necesita pues, la correccién T—t (rectificacién).

En general esta correccién no tiene importancia, salvo en trayectos muy lar-
gos 0 en trabajos muy importantes.

La comodidad de las coordenadas Lambert, es que son de la clase rectangular
y asi se prestan con facilidad al uso corriente del cdlculo y compensacién de una po-
ligonal abierta o cerrada. Basta considerar las verdaderas Lambert en vez de al-
gunas asumidas cualquiera, para gozar después de todas las ventajas técnicas como
son: conocer la posicién Geogréfica de algiin punto, verdadero rumbo y distancia
entre puntos y sobre todo que las hojas de planos sean exactas al coincidir, etc. ..

El unico inconveniente de las rectangulares es en su correccién del Azimut
el cual se tiene que determinar por la férmula:

X,—X,

i— T = —
6Povosen 17Ko?

(2Y}+Y,—3FN)

Aqui Po,vo, Ko son el radio de curvatura, la longitud de la Normal y la cons-
tante de escala en el origen.

Tenemos: 6Povosen 17Ko210® = 11.7619 lo que es una constante para la
zona de El Salvador.

También 3FN 10™ es una constante de la zona y es igual a 88.7428

Entonces:



(X, —X) BV - Y,—88.7428)
11.7619

Légicamente al azimut de arranque no se le necesita hacer correccién, pues
tanto al azimut como al primer dngulo de lectura se le hace rectificacién, de aqui
que una anula a la otra.

t—T== (en segundos)

El Azimut t es facilmente deducible de las coordenadas por la férmula:
X,—X"
Y. —Y

tan t =

Reduccion de Largura.

El factor de Escala, puede muy bien interpolarse, usando para ello la latitud
media entre dos puntos y haciendo uso de la Tabla 1.

51 se quisiera determinar la distancia exacta sobre la Tierra entre dos puntos
a los cuales se les conocen sus coordenadas rectangulares Lambert, se usara la si-
guiente formula:

K=Ko+CY:HCY X;+C,AY?

X, Y,, X, Y, son las coordenadas de los dos puntos.
X,— XX _ pp oy,= YtYe _ gy
2 2
Ax = X,—X, AY = Y,—Y,
1 to(2—n?) 1
C’ e — .. C2 — C:; S
2KoPoyo 4K*o(Poyo)?? 24KoPoyo
a2— ]2
siendo n2 = ———— cos2¢0
b2
los valores c’, ¢, ¢y son constantes para Kl Salvador
10C, = + 0.0123653 10"C* = — 0.0004755
10°C, = + 0.0010304
Entonces:

K=Ko -+ 10*C’ (10°Y,)* + 10"C, (10°Y,) (10°X,,) + 10"C, (10°AY)?
La distancia segin la cuadricula:
d = V(Ax)24(AY)2
d

La verdadera distancia serd = ———
K
A continuacién y para finalizar calculo algunos ejemplos de cdlculo de
proyeccién Lambert.

o
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TRIANGULACION

ESPECIFICACIONES PARA EL CONTROL HORIZONTAL.

Primer Segundo Tercer
Ord. Ord. Ord.
Resistencia de Figuras:
Limites deseables entre
Basesde 2Rl .................. 80 100 125
Limites Maximos entre
Basesde =Rl .................. 110 130 175
Limites deseables de R1 para una fi-
BUIA o ovttn it ien e 15 (R2=50) 25 (R2=80) 25 (R2=120)
Error de cierre en Distancia en el lado
calculado y la Base Medida o Lado
conocido ......... i, 1:25,000 1:10,000 1:5,000
Error de cierre angular en los tridngulos:
Error promedio ................ 1 segundo 3 segundos 5 segundos
Error maximo menor que ........ 3 segundos 5 segundos 10 segundos
Comprobacién de los lados de un cua-
drilatero:
Diferencia maxima entre el logaritmo
de los lados en funcién para la dif.
tabular para un segundo del angulo
MAS PEQUEND .« ..o vv v en v 2 veces 4 veces
Nimero usual de observaciones para
una direccién .................. 16 posiciones 8 posiciones 4 posiciones
Medida de la Base ................ 1:300000 1:150000  1:75000
El error probable de la Base no debe
exceder ........ ...l 1:1000000 1:500000 1:250000
La discrepancia entre dos medidas de
una seccion no debe exceder ..... 10mmy/k  20mm\/k  25mm\/k
El error probable del Azimut Astrond-
1007 U1 T 0.3 seg. 0.5 seg. 2.0 seg.
PARA LAS POLIGONALES.
Primer Segundo Tercer
Ord. Ord. Ord.
Error de Cierre .................. 1:25000 1:10000 1:5000
Error angular por estacién .......... 1.5 seg. 3.0 seg. 6.0 seg.
Error probable del Azimut Astronémico 0.5 seg. 2.0 seg. 5.0 seg.




TRIANGULACION .

Se le llama asi al sistema de usar tridngulos en cualquier medida sobre la
Tierra.

Cuando la extensién del terreno es grande debe de adoptarse una cadena de
figuras formadas con tridngulos, para lo cual, escogemos al cuadrilatero como mas
consistentes.

El principio se funda en la simple solucién de tridngulos en los cuales se
conocen los dngulos y por medio de ellos se deducen los lados-

El arranque de una red de triangulacién se hace de la medida de un lado
llamada linea Base o bien de dos vértices conocidos de una triangulacién anterior.

Se dice que este sistema es fuerte en angulos y débil en los lados y que las
poligonales, por el contrario, fuertes en la longitud lineal, y débil en las angulares.
Pero para que compita una poligonal con ventaja, se necesita que sea una geodé-
sica de precisién, lo que resulta demasiado compendioso en la préctica del campo
por redundar en la elevacién del costo por motivo de los Cadeneros, la brecha, el
transporte, mds duracién del tiempo, etc. ..

La Triangulacién es de facil realizaciéon de campo y de mas complicacién de
Oficina, pero esto es a todas luces preferible porque se evitan muchas de las di-
ficultades apuntadas en las poligonales.

En nuestro pais, la Direccién General de Cartografia ha establecido una red
de Triangulacién la cual abarca todo el territorio y casi con seguridad se puede decir
que no hay sitio de donde no se divise alglin vértice conocido.

Por lo general la triangulacién no se hace cerrar al mismo sitio ya que esto
no se necesita, puesto que la experiencia de muchos afios de los Matematicos ha des-
arrollado métodos que hacen este sistema tan preciso como se quiera. Cuando la
longitud a medir es demasiado grande, se hace la comprobacién de cierre en otra
base; como por ejemplo, la red que sale de la Base en la recta de San Miguel, se
ha comprobado en la Base de San Salvador que une el parque Beethoven en la Co-
lonia Escalén y el Edificio de la Compaiiia de Café.

Por todo esto, cuando se mida una Hacienda de regular extensién, es im-
prescindible hacerlo por triangulacién.

Se puede tener la idea equivocada de que por medio de poligonales simples
se pueden obtener los mismos resultados, pero no hay que olvidar que por mucho
cuidado con que se efectiien las observaciones de los dngulos y las medidas de los
lados, es imposible que se obtengan buenos cierres y se eviten o compensen los erro-
res, ya que son factores decisivos: el exceso esférico, curvatura y ademds el gran
nimero de medidas. Por supuesto, se entiende en una medida grande como de 30
caballerias o mais.

El fin de las Poligonales simples es el de servir de una labor de relleno, sa-
liendo de un vértice y llegando a otro.

Las ventajas en el sistema de Triangulacion ademas de las descritas, son las
siguientes:

a) Se establecen las posiciones geograficas de los vértices. Esto determina legal y
seguramente los linderos y establece la situacién de la Hacienda en el Mapa de
El Salvador.
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b) En las fincas de café donde la brecha es prohibitiva. (Con el uso de torres de
madera y otras elevaciones del terreno)-

¢) Como una base para la Fotogrametria.
El sistema moderno de la Fotografia Aérea necesita puntos de control en las zonas
basicas de las fotos, esto lo facilita la Triangulacién o poligonales cortas basa-
das en los mismos vértices. Luego se obtienen planos con multiples detalles y pre-
cisas curvas de nivel cada 2 metros por ejemplo.

d) La Triangulacién es una labor que también tiene mucho de patridtica ya que
ésta puede servir muy bien a ulteriores trabajos y ademds, completar mds la red
existente en el pais.

Expuestas las ventajas, pasemos ahora a desarrollar el procedimiento se-
guido desde que se comienza en el campo, hasta que se termina en la Oficina.

Antes diré, que la experiencia en este ramo ha establecido normas y formas
de calculo que se llevan de una manera mecénica y por lo mismo de facil realizacién.

Se puede considerar la Triangulacién dividida en los aspectos siguientes:
Localizacién, Observacién y Caleulo.

LOCALIZACION

El Localizador o Reconocedor es la persona encargada de determinar en el
campo los sitios mds convenientes para los vértices de la Red. De ser posible, re-
sulta de gran utilidad un previo examen de las fotografias aéreas de la zona, deci-
diendo sobre las mismas los sitios de mas ventaja para identificar esos lugares des-
pués en el campo. Los implementos que deben acompafiar al Reconocedor son: la
brdjula, Telémetro, nivel de barémetro aneroide y sefiales, como son, espejos o
banderas.

El sistema de la Localizacién es el de efectuar una especie de levantamiento
rudimentario de las elevaciones y demds sitios posibles de los vértices por triangular.

El Localizador al llegar a un cerro toma con ayuda de la brdjula las direc-
ciones y con el telémetro las distancias a las otras elevaciones del terreno y asi
sucesivamente hasta poder armar el esquema completo. Las precauciones que se
deben de tomar en esta parte del trabajo son: anotar los detalles caracteristicos
como son arboles de mango, cercos de piedra, edificios, etc., y en el caso de que el
cerro no sea reconocible a distancia, se deja una bandera como sefial. (No hay que
olvidar que un cerro presenta distintas formas desde diferentes lugares que se le
mire). Tener el cuidado de desechar las visuales que pasan sobre fabricas y aquellas
muy rasantes con los edificios por motivo de la refraccién. Desechar también las
visuales que formen con las otras direcciones, 4ngulos menores de 15 grados.

También y con ayuda del nivel de barémetro, se anotan las elevaciones para
evitar la interferencia entre estaciones.

De todo esto se puede apreciar que no siempre el sitio méds elevado es el con-
veniente, sino aquel en que las direcciones sean libres y formen buenas figuras.

Pasamos ahora a explicar el tinico cdlculo que hace el Localizador y es la
computacién de la resistencia de las figuras.

CALCULO DE LA RESISTENCIA DE LAS FIGURAS.

La unidad de figura mds resistente es el Triangulo.
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RESISTENCIA DE FIGURAS
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Un cuadrilatero seria facilmente deformable si no le ponemos sus diagonales.
Entre una serie de tridngulos o de cuadriliteros, unos son mis resistentes que otros.
dependiende ello, de la proporcién angular de sus lados.

En la resolucién de un tridngulo cualquiera, al computar el valor de los se-
nos de los dngulos opuestos, se hace necesario el uso de las diferencias tabulares
correspondientes y como se puede apreciar en toda Tabla de Funciones Naturales o
de Logaritmos de los mismos, las diferencias son mds grandes cuanto mds pequefio-
son los dngulos. Por eso es que mds influyente es un error cometido en un dngulo
agudo.

Las figuras de Triangulacién, como toda figura matemadtica, tiene sus condi-
ciones indispensables que cumplir. por ejemplo en todo triingulo esférico, la suma
de sus tres lados debe ser igual a 180" - el exceso esférico.

Analizando el curadrilitero, se ve que sus condiciones de dngulo son tres ya
que al cerrar tres tridngulos, se asegura el cierre del cuarto- En lo referente a la
condicién de lado, en el cuadrilitero solamente es una, puesto que un lado olamen-
te se comprueba en dos caminos distintos.

Examinando el cuadrilitero de la figura I, tenemos: si los tridngulos ABC,
ACD y ABD cierran hien, el restante tridngulo BCD lo tendri que ser también. De
aqui se deducen tres condiciones de dngulo.

Supongamos conocido el lado AB, (Linea Base o lado conocido de una Red
anterior) y queremos determinar la longitud del lado CD. Esto lo podemos hacer de
dos tUnicas maneras: una. resolviendo los tridngulos ABC y ACD lo que constituye
un camino, y otro, resolviendo los ABD yBCD. Entre los dos debe haber un cierre
admisible para CD.

También debe notarse que alguna de las maneras conduce a un mejor valor
del lado pedido, es decir, el menos resistente. Iisto constituye una condicién de lado.

Ya explicado el concepto de la Resistencia, pasemos al cédlculo teérico de
la misma.

Usaremos la siguiente nomenclatura:

L1= Lineas observadas en una direccién.
L2= J.ineas observadas e¢n ambas direcciones.
Lt= Total numero de lineas.

Ilo= Kstaciones ocupadas-

Iit= Total mimero de estaciones.

D = Nimero de nuevas direcciones.

Ct= Total nimero de condiciones.

Ca= Condiciones de 4ngulo.

Cl= Condiciones de lado.

Antes de proseguir se hace necesario explicar un poco de estos conceptos.

Supongamos que una linea AB ha sido observada en las estaciones A y B,
entonces este lado tendra dos direcciones, una de A hacia B y otra de B hacia A.
Si solamente ha sido ocupada A. entonces solanente tendra la direccion AB.

En las lineas de nuevas direcciones no se incluyen las del lado conocido o
linea Base.
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Se entiende por estaciones ocupadas, a las que se ha llegado fisicamente.

No seria el caso en una estacién inaccesible, la que se tomaria por interseccion de
las otras.

El

numero de condiciones geométricas Ct siempre es igual a las condiciones

de dngulo més de lado, esto es:

decimales.

frecuencia.

Ct

= Ca+Cl

La férmula que nos da la resistencia de un tridngulo es

R

D—C

— = (Aza—}— Na Ab+ Azb)

D

En todo tridngulo tenemos un lado conocido y otro que se quiere conocer y
hacemos uso de los senos de les dngulos opuestos. Entonces £a y Ab son  diferen-
cias tabulares de los logaritmos de los senos para un segundo tomados a seis cifras

El calculo de este factor dependiente de las dif. tab. (el cual se basa en la
teoria de los minimos cuadrados) se verifica facilmente haciendo uso de la Tabla,
teniendo el cuidado de poner en el tope superior el dngulo mas pequefio.

Las fé6rmulas para Ca y Cl son las siguientes:

Ca =12 — FEo +1,Cl =Lt — 2Et + 3

D—C

A continuacién daré unos ejemplos para el cdlculo del factor
D
En un cuadrildtero completo. Fig. 1.
Ca=6—4+1=23
D—C 10 —4
C1=6 -8+ 3=1 Luego = = 0.60
- D 10

C = 4
D =10
Es importante recordar el factor del cuadrilitero por ser su uso de mucha
En un tridngulo con estacién central, Fig. 2.
Ca=6—4+1=3
Cl=6—8+3=1
cC = =4
D =10 igual que el cuadrilatero 0.60
En un pentidgono completo, Fig. 3.



D—C 16 —7
Luego = = 0-56
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En un cuadrilitero con una de las estaciones localizadas por interseccion.

(Vértice inaccesible). Fig. 4.

Ca=3—34+1=1 D—C 7—2

Cl=6—8+3=1 Luego = = 0.71
D 7

C = =2

D =7

Como conclusién, se puede decir que el mejor camino es el menos resisten-
te, (menor valor de R). Para el cdlculo de un lado se escoje el valor del mejor par
de tridngulos, a los cuales se les llama R1. Al otro par se les denomina los R2.

Segin las especificaciones para una figura singular.

Para primer orden Rl < 15, R2 < 50
Para segundo orden Rl < 25, RZ < 80
Para tercer orden Rl < 25, R2 < 120

OBSERVACION EN EL CAMPO.

Es llevada a cabo por el observador con su anotador y los guardaluces, sien-
do los primeros los que verifican las mediciones angulares, y los segundos, los que
cuidan del buen funcionamiento de las luces o sefiales.

El instrumento indicado para esta clase de trabajo es el Teodolito Wild
T—3 o T—2.

El sentido en que se miden los 4ngulos es el azimutal (sentido del reloj), to-
mando como luz inicial la situada més a la izquierda. Segiun como se indican en la
hoja de especificaciones, deben de n:edirse estos dngulos o tomarse las posiciones, 16
veces para primer orden, 8 y 4 respectivamenic para segundo y tercer orden-

Debe tomarse en cuenta que para compensar los errores de graduacién del
Limbo, debe de hacerse uso de todo el plato cuando se efectien las medidas. Como
la graduacién de los segundos es a 60, se procura cada cuatro posiciones leer alre-
dedor de 10—25—35—50. segundos sucesivamente.

Las desviaciones angulares se leen en ambas posiciones del aparato, directo
e inverso, lo que hace un total de 32 lecturas para cada vértice. Como al dividir
360 grados entre las 32 posiciones da 11.25 grados, lo que se hace para evitar la
fraccién es que en cada 4 posiciones, se agrega un grado més.

Se considera una posicién completa, cuando leida la inicial se va efectuando
la lectura en cada vértice sucesivamente hasta llegar a la luz mds a la derecha, (hasta
aqui hay media posicién), luego se hace vuelta de campana regresando siempre y
leyendo cada vértice hasta cerrar en la inicial. La medida angular de un vértice, es
su lectura menos la inicial.

Para mejor indicacién, doy a continuacién un cuadro, indicando las lecturas
de salida y llegada.
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POSICION SALIDA GRADOS SEGUNDOS,

CIERRE ALREDEDOR DE:

1 00 10
180

2 191 25
11

3 22 35
202

4 213 50
33

5 45 10
225

6 236 25
56

7 67 35
247

8 258 50
78

9 90 10
270

10 281 25
101

11 112 35
202

12 303 50
123

13 135 10
315

14 326 25
146

15 157 35
337

16 348 50
163

Una serie de lecturas consta de 16 posiciones, teniendo cada una su corres-
pondiente lectura, directa e indirecta para evitar el error de colimacién.

El valor angular de una serie es la media aritmética entre 16 posiciones.
Se considera una posicién como buena, si su valor no es mayor que la media +
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41 segundos, o menor que la media — 4 segundos. Si sucediera que alguna posicion
se saliera de estos limites, su valor se desecha y en el caso que no quedaran en toda
la serie por lo menos 12 posiciones buenas, deberd repetirse el trabajo de leerse de
nuevo toda la serie.

El trabajo del Observador es el de obtener por lo menos 2 series huenas v
yue cumplan también el requisito que la diferencia entre las medias de ambas, no
ditieran en mds de segundo v medio.

También debe de hacerse un cilculo rudimentario de los cierres angulares y
lineales de los tridngulos, pues es costoso retornar al campo por una mala medida.
Asl mismo, es necesario tener una clave de comunicacion entre Observador v Guar-
daluces, para lo cual el alfabeto Internacional Morse es el mas indicado.

CALCULO EN LA OFIiCINA.

Es la parte de la Triangulacion de mds complicacion técnica, pues requiere
el uso del cdlculo més especializado y a la par, mas laborioso. Ya antes he mencio-
nado que las mediciones por este sistema son sencillas en el campo y de menos du-
racién, lo cual redunda en el menor costo operativo en la practica.

A continuacién sefialaré los pasos sucesivos del cdlculo de Oficina con algu-
nos comentarios.

a) Lista de Direcciones.

Esta parte es un resumen de las distintas medias aritméticas presentadas por el
Observador.

b) Seleccion de las Direcciones.

Aqui el calculista escoje los mejores valores angulares que le permitan obtener
el cierre de los tridngulos con los menores errores posibles.

¢) Cdleulo de los triangulos.

Computacién preliminar de la solucion trigonométrica de las figuras, por medio
de pasos ya establecidos que hacen este trabajo de una manera mecanica y ficil.

Yy Cdlculo de las Posiciones Geograficas de los Vértices.
d) Célculo de las P Geograficas de los Vért

Si el fin de la Triangulacion es de importancia y amerita grandes precisiones
como lo serfa una red base para el Plau Regulador de una eiudad. el estableci-
miento fronterizo entre dos paizes. la medida de una gran hacienda (100 caba-
llerizs), la medida de un meridiano ete.. los posicicnes geogrificas deben caleular-
e cn base a los cuadrildteros ajustados. Si en cambio la importancia no es mucha.
se puede continuar sin el ajuste del calculo de tridngulos.

e) Paso de Posiciones Geograficas a Coordenaduas Lambert.

Si se requiere precision. es indispensable el ajuste de los cuadrilateros. Los pa-
=0s de todo ajuste son:
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a) Planteo de las ecuaciones de condicién;
b) Correlativas;
c) Normales;
d) Solucién de las ecuaciones Normales;
e) Solucién para atras;

f) Correccién de las Direcciones;

g) Caélculo del cuadriltero Ajustado.

Después de haberse ajustado los cadrilateros, se continia con los pasos de
computacién de Geograficas y Lambert.

Formada ya una idea del calculo de Oficina, pasaré ahora a la explicacién
detallada a la par de efectuar las distintas operaciones del cuadrilatero que he esco-
gido como ejemplo.

En el afio de 1951 cuando formaba parte del cuerpo de Observadores de la
Direccién General de Cartografia, se nos encomendé la Triangulacién del 4rea de
Demostracién. Un cuadrilatero, parte de esa red, es el que ahora me sirve de ejemplo.

En ese entonces no se ajusté la red y ademas no se siguieron los mismos va-
lores que yo sigo en mi demostracién.

En el esquema adjunto se puede apreciar la extensién de terreno que com-
prende el cuadrilatero. Las distancias estdn con una precisién igual al decimetro.
Todo esto solamente con la Triangulacién se puede lograr.

En primer lugar se establece la lista de direcciones asi:

Estacién: La Visién Observador: R. Morales
Instrumento: Wild T—3 N¢ 12199

Sunchiche 00° 00’ 00.00”
Caja 33 37 48.90
49.83%*
5193
Tunas 67 49 07.78
07.33
10.87
San Salvador 91 05 47.63
49.38%*
Solamente hubo una inicial: Sunchiche
Estacion: La Caja Observador: R. Morales
Instrumento: Wild T—3 N9 12199
San Antonio 00° 00’ 00.00”
Sunchiche 49 46 11.16
11.43
Tunas 00° OO 00.00”
San Antonio 44 29 11.34
10.98
Manzano 196 28 14.07
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San Antonio 00° 00’ 00.00”

Manzano 151 59 02.02
Vision 00° 00 00.00”
Sunchiche 44, 42 29.94,
24.38
San Salvador 00° 00O’ 00.00”
Vision 77 17 26.26
24.31*
Sunchiche 121 59 48.09*
46.30

Hubo cinco iniciales (San Antonio-Tunas-SanAntonio-Visién-San

Salvador).

Estacién: San Salvador Observador: R. Quevedo
Instrumento: Wild T—3 N°¢ 12770
Visién 00° 00’ 00.00”
Caja 45 14 38.36)
38.90) 38.63 *
Sunchiche  00° 00’ 00.00”
Caja 17 52 37.03)
36.22) 37.02 *
37.83)

Hubo dos iniciales (Visién-Sunchiche)-

Estacién Sunchiche Observador: L. Mayén

Instrumento: Wild T-3 N© 12202

Manzano 00° o0’ 00.00”

La Caja 40 41 40.61
39.68

Tunas 83 33 20.37
23.21

La Caja 00° 00’ 00.00

San Salvador 40 07 36.47*
38.19

Visién 101 39 46.76) 47.22 *
47.67)
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De las listas de direcciones se seleccionan los valores que permiten los me-
jores cierres en los triangulos. En este caso, he sefialado con un asterisco los valores
escogidos. Nétese que en algunos casos se ha tomado el valor medio entre las series,
como se puede ver en la estacion San Salvador y Sunchiche.

En las listas puede muy bien suprimirse las direcciones de las estaciones que
no sirven para el ejemplo, como son: San Antonio, Tunas, Manzano, etc.

El objeto de haberlas incluido es que se note que en el tiempo que se efectud
ese trabajo, habia mds vértices de los que me ocupo ahora. No presento el calculo y
ajuste de los otros cuadrilateros por recortar el trabajo que de por si ya resulta largo.

Paso ahora a explicar el mecanismo del cdlculo de los tridngulos. La compu-
tacién la hago en las hojas impresas a propésito para esta clase de trabajo.

En la resolucién de estos tridngulos, siempre se conoce un lado (Linea Base
o Lado de una red anterior) y los tres dngulos (medidos en el campo).

Supongamos un tridngulo cualquiera y llamemos a sus vértices con los nime-
ros 1, 2, y 3 en el sentido del reloj. También llamemos al lado conocido el 2-3.

Se tiene:

o

€na
lado (1-3) = (2-3) ——

s€1y

log (1-3) = log(2-3) + log ser,+colog sen,

3 2
sen;
lado (12) =  (2:3)
S€Il;
log  (1-2) = log(2-3) + log stnsytcolog sen,
también:
exceso esférico = (1-3) (1-2) sen; x m

log exceso esférico=log (1-3) + log (1-2) + log sem + log m
=log (2-3) + log sen:+ colog sen; +
log (2-3) + log sens + colog sen, +
log sen, + log m=
log exceso esférico=2 log (2-3) + colog sen, + log sen,
+ log sen;+

log m

Ya vista la deduccién del método, se comprenderd ahora la mecénica del
mismo.

En la fila 2-3, se pone al final el log del lado conocido. En la fila 1 siempre
se pondra el cologaritmo seno del dngulo 1, y en las filas 2 y 3 se pondran los senos
de los angulos 2,3.

Al comenzar el cdlculo, en las filas 1, 2 y 3, se ponen las funciones de los
angulos con 5 cifras decimales-

Explicaré ahora los pasos sucesivos de esta resolucién.

a) Se suman los tres dngulos del tridngulo, lo que debe de ser igual a 180° + el
exceso esférico, el cual no se conoce todavia.



MINISTERIO DI OBRAS PUBLICAS

Direccion General de Cartografia
VILLA DELGADO
El Salvador, C. A.

CALCULO DE TRIANGULOS

CALCULO DEL CUADRILATERO SAN SALVADOR-VISION, SUNCHICHE-CAJA

ANGULO Apgulo Execeso  ANGULO

N ESTACION UBSERVADO  CORREC.  Lsicrica  Esiérico PLANOY  LOGARITMO
DISTANCIA
2-3 4.532 7454
1 Visidn 572759.55 --.02 59.53 .81 58.72 0.074 1336
2 Caja 77172431 —.02 2429 82 2347 9.989 2254
3 San Salvador 45143863 —01 3862 .81 3781 9.851 3254
1-3 4.596 1044
1.2 4.458 2044
180000249 —.05 244 00.00
2.3 4.458 2044
1 Sunchiche 1013947.22 +.01 4723 .28 4595 0.009 0606
2 Caja 4442 23.78 00 2378 .28 23.50 9.847 2491
3 Visién 333749.83 .00 4983 .28 49.55 9.743 3951
1-3 4.314 5141
1-2 4.210 6601
18000 00.83 +.01 0.84 00.00
2-3 4.532 7454
1 Sunchiche 40073647 —.13 3634 .10 3594 0.190 7910
2 Caja 1215948.09 —.13 4796 40 47.56 9.928 4368
3 San Salvador 175237.02 —12 3690 .40 36.50 9.487 0978
1-3 4.651 9732
1-2 4.210 6342
1800001.58 —.38 1.20  00.00
2-3 4.651 9732
1 Visién 91054938 +.12 49.50 .70 48.80 0.000 0796
2 Sunchiche 613210.75 +.11 1086 .69 10.17 9.944. 0472
3 San Salvador 27220161 +.11 01.72 .69 01.03 9.662 4628
1-3 4.596 1000
1.2 4.314 5156
01.74 4.34 2.08  00.00
Calculadoe por: Fecha
Comprobado por: Fecha




b) Se suman dos veces la fila 2-3 més la 1, 2, 3 y el log. de m, el cual se puede to-
mar para nuestro pais igual a 1.40662. Esto da el logaritmo del exceso. El anti-
log, es decir, el exceso, se anota al final de su columna. Su valor se divide en
3 partes, una para cada dngulo.

¢) Ya conocido el exceso, se determina el error de cierre. Se anota en su columna y
se divide en tres, una para cada angulo (correccién).

d) El angulo medido, mis la correccién da el angulo esférico. La suma de los es-
féricos debe de dar ahora 180° mas el exceso.

e) El angulo esférico menos el exceso da el dngulo plano. Ahora si se anotan las
funciones de estos angulos planos con 7 cifras decimales.

f) La suma de las filas 2-3, 1, 2, dara el lado 1-3. La suma de las filas 2-3, 1, 3,
dari el lado 1-2.

g) Ya resuelto el primer tridngulo, va se conoce el logaritmo del lado que servira co-
mo conocido, es decir el 2-3, del siguiente tridngulo. Y asi sucesivamente.

L) Se notard que los dos primeros tridngulos establecen un camino y que los dos
ultimos el otro.

i) Tomar en cuenta que la suma de los errores y de los excesos en los dos prime-
ros, debe dar igual a las sumas de los segundos.

Hasta aqui el célculo de un cuadrilitero.
Lo que sigue bien merece que se le considere como un capitulo aparte, y lo

llamaremos. . .

AJUSTES DE TRIANGULACION.

Solamente expondré la compensacién del mismo cuadrilatero calculado.

El sistema es el establecido por la Inter-American Geoditic Survey y es la co-
rreccién por las direcciones. Un angulo estd dado por su direccién derecha menos su
izquierda.

Comenzaremos por nombrar con nimeros cada direccién como lo muestra el
esquema de la figura. Hay que recordar que cada lado tiene dos direcciones, segin
del vértice que se le mire.

Deduccién de la ecuaciéon de lado.

Polo en San Salvador.

Podemos establecer la siguiente

ecuacion:
San Salv.-Visién San Salv.-Sunchiche San Salv.-Caja

X X =1
San-Salv.-Sunchiche San Salv.-Caja San Salv.-Visién

Pero se puede sustituir cada lado de un tridngulo por el seno del angulo
opuesto.

sen(—8+9)sen(—4+6)sen(—11+12)

sen(—10+12)sen(—7+8)sen(—4+5)
pasando a logaritmos, se tiene:

log sen(—8+9)+log sen(—4+6)+log sen(—11+12)=
=log sen(—10+12)+log sen(—7+8)+log sen(—4+5)
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Por conveniencia en la computacién se arregla esto en la manera tabular.
También para evitarse esta deduccién, se puede tener presente un esquema como en
la figura y a la suma de las funciones de los dngulos marcados con circulo lleno, se
le restaran las marcadas con circulo punteado.

Como cada angulo posee un error, no es posible que las diferencias de las
sumas de los dos grupos de cero. Pero si podemos establecer que la suma de las co-
rrecciones mas las diferencias tabulares para un segundo sumen cero.

Debe de recordarse que para la computacién de un lado, siempre se tiene en
cuenta las diferencias tabulares.

La formacién de las condiciones de 4ngulo son de mas facil explicacién,
puesto que la suma de los tres errores de un tridngulo mas su correccién debe de
dar cero. Entonces basta tomar tres tridngulos cualesquiera, del cuadrilatero, como
los que yo he tomado en mi ejemplo.

Cada direccidn es una incégnita y por lo tanto en este caso tenemos 12
correcciones.

Seria una tarea imposible de realizar y parece que fuera magia el hecho de
que exista un método que nos determine con exactitud estas doce correcciones desco-
nocidas. Felizmente existe, y es el método de los minimos cuadrados.

Explicaré a continuacién los pasos sucesivos del ajuste.

a) Cuadro de las Correlativas.

Las correlativas son las mismas ecuaciones de condicién. Solamente se anotan
sus coeficientes sin el término constante.

Correspondiendo cada calumna a cada ecuacidn, y cada fila a las constantes de
las direcciones-

b) Planteo de las ecuaciones Normales.

I Ecuacién Normal.
Se toma como factor fijo los valores de la primera columna.

El coeficiente de Cl es la suma algebraica de las multiplicaciones por la
primera columna.

El coeficiente de C2 es la suma algebraica de las multiplicaciones de la
segunda columna.

El coeficiente de C3 es la suma algebraica de las multiplicaciones por la
tercera columna.

El coeficiente de C4 es la suma algebraica de las multiplicaciones de la
cuarta columna.

IT Ecuacién Normal.
Se toma como factor fijo los valores de la segunda columna.

Se repite el procedimiento.
El coeficiente de Cl suma de los productos por la primera

C2 segunda
C3 tercera
C4 cuarta



MINISTERIO DE OBRAS PUBLICAS

Direccion General de Cartografia
VILLA DELGADO CALCULO DE TRIANGULOS
El Salvador C. A.

CUADRILATERO AJUSTADO

) ESTACION ANGULO OBSERVADO CORREC. Angulo Esférico ANGULO PLANO LOGARITMO
Exceso Esférico Y DISTANCIA

2-3 4.532 7154
1 Visién 57 28 00.06 81 59.25 0.074 1329
2 Caja 77 17 23.68 82 2286 9.989 2250
3 San Salv. 11 38.70 81 37.89 9.351 3256

1-3 1596 1034

1.2 02.44 0.00 02.41 1.458 2039

2-3 4.458 2039
1 Sunchiche 101 39 47.18 .28 16.90 0.009 0605
2 Caja 1442 2417 .28 23.89 9.847 2499
3 Visién 33 37 49.49 .28 49.21 9.743 3784

1-3 4.314 5143

1-2 00.84. 0.00 00.84 4.210 0428

2-3 4.532 7454
1 Sunchiche 10 07 35.44 40 35.04 0.190 7932
2 Caja 121 59 47.85 40 4745 9.923 4370
3  San Salv. 17 52 3791 A0 37,81 9.487 1044

1-3 4.651 9757

1-2 01.20 0.00 01.20 4.210 6430

2-3 4.651 9757
1 Visién 91 05 49.55 70 48.85 0.000 0795

Sunchiche 61 32 11.74 .69 11.05 9944 0482

3 San Salv. 27 22 00.79 .69 00.10 9.662 4590

1-5 4.596 1034

1.2 02.08 0.00 02.08 4.314 5143

Comprobado por: Fecha

Comprobado por: Fecha




1T Ecuacién Normal.

Se toma como factor fijo los valores de la tercera ecuacion.
Se repite el procedimiento.

IV Ecuacion Normal.
Se toma como factor fijo los valores de la cuarta columna.
Se repite el procedimiento.

El término constante de las ecuaciones normales es el mismo de las ecuaciones
de condicion.

Se agrega una ultima columna nombrada con 2 y es la suma de los coefi-
cientes de las normales méis el término constante. Esta tltima columna nos servira
de comprobacidn.

Los términos debajo de la diagonal se omiten por la simetria.
SOLUCION DE LAS ECUACIONES NORMALES.

En el Apéndice Matematico expongo la teoria y demostracién del ajuste por
medio de los Minimos Cuadrados. También explico que las ecuaciones Normales tienen
como incégnitas ciertas constantes C,, C;, C;, C,, (Multiplicadores de Lagrange)
por medio de las cuales se podrdn determinar las correcciones con ayuda del cuadro
de las correlativas.

La solucién de las ecuaciones Normales consiste en la simple resolucién por
eliminacién.

E]l Método de Doolitle tiene la ventaja de eliminar las operaciones supérfluas
y ademds introduce la columna 2 que permite en cualquier momento la comproba-
cién de la exactitud del trabajo. Este método es de mucha utilidad para todos los
casos que necesiten resolver muchas incégnitas, como en el Slope Deflectién, Traba-
jo Minimo, etc.

A continuacién detallo los pasos sucesivos del método Doolitle-

a) Se escribe la primera ecuacién Normal.
Enseguida se dividen todos los términos por el primero, teniendo el cuidado de
cambiar el signo, se anotan ordenadamente en la fila siguiente, exceptuando en
la primera columna donde se anota C,. Esta fila da el valor de C; en funcién de
los demas.

b) Se escribe la segunda ecuacién Normal sin el primer término (debajo de la dia-
gonal).

No hay operaciones en primera columna.

Se toma como factor fijo el segundo término de la primera fila para multiplicar
por todos los términos de la segunda, anotando los productos en una siguiente.
Se efectiua la suma algebraica de la 3 y 4 filas y se anotan en la N 5. Se divi-
den por el primer término de la 5 todos los demds de la misma y se escriben de-
bajo, teniendo el cuidado de cambiar el signo, exceptuando el primero donde se
pone C,. La 6 da los valores de Cy en funcién de C; vy C,.

c) Se escribe la tercera Normal (fila 7).
Se omiten los dos primeros términos y las operaciones en esos sitios.
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Se toma como factor fijo el tercer término de 1 y se multiplican por los térmi-
nos de la 2. Se anota en 8.
Se toma como factor fijo el tercer término de la fila 5 y se multiplica por los
de la 6. Se anota en 9.
Se efectia la suma algebraica de 7,8,9,= fila 10-
Se divide por el primer término de 10 todos los de la misma, recordando de
cambiar el signo y exceptuando el primer lugar donde se anota Cj. Este da el
valor de C5 en funcién de C,.

d) Se escribe la cuarta normal (fila 12).
Se omiten los términos y operaciones en las tres primeras columnas. Factor fijo
el cuarto término de 1 y se multiplica por la 2. Fila 13.
Factor fijo el cuarto término de 5 y se multiplica por los de 6. Fila 14.
Factor fijo el cuarto término de 10 y se multiplica por los de la 11. Fila 15.
Se efectia la suma algebraica de 12,13,14,15, y se anota en 16

Se dividen por el primer término de 16 todos los demas de la misma fila, tenien-
do cuidado de cambiar el signo.
Aqui esta el valor exacto de C,.

Debe notarse que la columna de comprobacién = al final debe de llegar con
el mismo valor de C, y dicho sea de paso, en cualquier momento el valor de esa co-
lumna debe ser exactamente igual a la suma de todos los términos de la fila.

SOLUCION PARA ATRAS.

No es mis que ordenar en forma tabular la deduccién de C* y Csy asi
sucesivamente todas las C.

Ya conocidos los valores de las constantes, se encuentra facilmente el valor
de las correcciones de las direcciones, con ayuda de la Tabla de Correlativas.

Habiendo hecho las correcciones, 'se determinan los verdaderos valores de
los 4dngulos y se calcula un nuevo cuadrilatero el cual por estar ya ajustado, resulta
sin error y con las verdaderas magnitudes de los lados.

Presento para comparacién, el cdlculo de los dos cuadriléateros.

CALCULO DE LA POSICION GEOGRAFICA DE VISION.

En este ejemplo los dos vértices conocidos son las estaciones de San Salva-
dor y Caja (Triangulacién de Primer Orden).

Por conocidas se comprenden las posiciones de Longitud y Latitud, logarit-
mo de la distancia y Azimut Directo e Inverso de la Linea.

Si no se conocieran estos datos, entonces habria la necesidad de efectuar las
observaciones Astronémicas de Latitud y Longitud de ambos vértices y por medio
del célculo Inverso de posiciones, se determinarian los datos restantes.

A continuacién se sefialan los pasos en el cdlculo de una posicién geografica.

a) Las hojas de esta clase de cdlculo deben de ser parecidas al formato en que efec-
tué la computacién. La forma del cdlculo es producto de la experiencia en este
ramo y ella de por si, sefiala con sencillez los pasos a seguirse a través de todo
el calculo.
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h)
c)

d)

€)

El triangulo que utilizo es Caja—San Salvador—Visién. Siendo el lado conocido
(2—3), Caja—San Salvador, y el vértice Visién al cual llamamos 1.

Se colocan en la hoja los datos conocidos: los nombres de los espacios 1, 2, 3.
El azimut directo 2—3 y el inverso 3—2-

La Latitud y Longitud de Caja y Szn Salvador. El Logaritmo de la distancia
2—3 en la fila 5.

Con ayuda de la tabla de factores de posicion geogréifica (Ver la parte corres-
pondiente a las tablas), se calculan las constantes B,C,D, dependientes de la La-
titud de Caja y San Salvador respectivamente. Se colocan estos valores en las
casillas B,C,D.

Se colocan los valores del 2° y 3er. dngulo del tridngulo y se suman respecti-
vamente con los azimutes directo e inverso, lo que dard los azimutes directos de
Caja—Visién y San Salvador—Visién.

Se calculan los sen a y cos a, colocando estos valores en las filas correspon-
dientes.

Hasta aqui solamente se han colocado en su lugar los datos necesarios para

las operaciones, y podemos distinguir en la computacién y por su orden, los cdlcu-
los de Latitud, Longitud y azimutes.

CALCULO DE LA LATITUD.

Se obtienen los valores de s2 y senZa y se ponen en su casilla.

Se suman S, Cos a, B, lo que da el primer término h. De inmediato se obtiene h2.
Se suma h%,D, lo que da el tercer término-

Se suman s2, senZa, C, lo que da el segundo término.

Se suman algebraicamente (el signo del primer término es el de cos a) el 19,29,
y 3% lo que da el valor en segundos de A¢ (antilogaritmos).

Se cambia el signo a este resultado y se agrega a la latitud anterior. Asi se ob-
tiene la nueva Latitud de Visidn.

Nétese que igual resultado de Latitud debe salir en los dos caminos con un

error maximo de 3 milésimas. La Latitud de Vision es la media entre los dos.

CALCULO DE LA LONGITUD.

a)

Se calcula la Longitud media de Caja—Visién y San Salvador—Visién, po-
niendo estos valores en sus casillas.

Se deduce el valor del seno de esta latitud media y se pone en su lugar corres-
pondiente.

De la tabla de factores de posicién Geogrifica se deduce el valor de A, en fun-
cidn de la nueva Latitud.

También se calcula el log. secante de esta Lat. y se colocan las casillas sec.9;.
Se suman s, sen a, A,, sec;, lo que da el antilogaritmo de A latitud en segun-
dos. El signo de este A es igual al de sen a

El valor de esta ultima suma se agrega al seno de la media latitud y se obtiene
el antilogaritmo de —Aa.

Igual que en el calculo de Latitudes, los valores de las longitudes podran tener
una diferencia de 3 milésimas como mdximo.
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CALCULO DE LOS AZIMUTES.

a) Ya se habian obtenido los valores de —Aa, ahora se cambian de signo y se
agregan a los azimutes anteriores.

b) Como comprobacién, el azimut directo + el primer dngulo, debe ser igual al
azimut inverso.

CALCULO INVERSO DE POSICIONES.

Se llama asi la computacién de la distancia y azimutes entre dos puntos,
cuando se conocen sus respectivas Latitudes y Longitudes.

Supongamos que en el caso de mi ejemplo los puntos de partida San Sal-
vador y Caja, pertenecieran a distintas redes de triangulacién y que los tinicos datos
datos disponibles son las posiciones de ambos vértices, ante todo y para poder salir
necesitaria un calculo inverso de posiciones. Veamos como se hace:

a) Como siempre recomiendo usar la forma a propésito del Coast and Geodetic
Survey.

La hoja ya sefiala de por si los pasos necesarios con mucha sencillez y claridad.

b) Se colocan datos conocidos.

No importa la estacién que sea escogida como 1 6 2. Se calculan los primeros
pasos, esto es, las diferencias entre Latltudes y Longitudes.

¢) Se escriben los datos de partida sin importar la estaciéon que se escoja como 1
6 2. Se encuentran las diferencias entre Latitudes y longitudes y las mitades de

las mismas.

d) Se halla la latitud promedio ¢ m y se les encuentran sus valores de colog.Am,
colog. Bm (tabla de factores Geod.), y las funciones log.sen ¢ m, log.cos ¢m,
colocando todo en sus casillas correspondientes.

e) Se encuentran los logaritmos de A¢ y Ay (en segundos) y log. cos Ay , log
sec A¢m. 2

2

f) Se tiene el cuidado de ver si A¢ y Ay necesitan correccién consultando el
reverso de la hoja.

g) Se suman log Oy, log cos ¢m, colog Am lo que nos da log

Se suman log AY, log cos ¢m, colog. Am lo que nos da log S sen (At Na

h) Se resta al log S sen (A—}—-%) tg

(a

Se encuentra el dngulo (A 4

A . .
2a ), . €l cual es una expresién del promedio de
azimut. Ayuda hacer un ligero esquema.

Es importante recordar que los azimutes son a partir del Sur.
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Da
2
grupo f). Estos tendran que dar el log de la distancia con una diferencia de dos
unidades en la séptima cifra.
j) Se suman log Ay, log sen ¢m, log sec A ¢ encontrando asi el logaritmo de la
convergencia Da. 2
Lo que sigue no necesita explicacién.
Para la deduccién de las formulas en el calculo de posiciones Geograficas
y posiciones Inversas, ver el apéndice Matemaitico.

Detalle del cdlculo de la Lambert.

1) Se hallan los log sen (a--

), log cos (a+_A2_a) y se restan de los resultados del

a) Se deduce el valor de R y de Y1 con el uso de la tabla de estas funciones de
la latitud.

b) Se deducen sen 0, tan ¢ las cuales son funcién de A longitud con 89°. El in-

2

cremento de A longitud se toma con signo positivo, para los puntos antes de 89°,
y con signo negativo, para los siguientes a este valor. (Ay es + al Este y Ay
es negativo al Oeste).

¢) Ya deducidos los valores de las funciones, se calculan X1, (mismo signo
que Ay), X, Y11, y finalmente Y.

Célculo de las Coordenadas Lambert.

Estacion: VISION.

¢ =14 05 36.436 y =89 20 27.145
~+al E
R (minutos enteros de ¢)=25 971 002.059 Ay(—al W)  yo =89 00
Interpolacién seg. = 1 119.060 =— 20 27.145
R =25 972 121.119 tan ¢ min Ay  =0.00069 30440
2
Sen 6 (Min. de Ay) = 0.00138 60874 interpolacién = 1 56773
Interpolacién seg. = 3 13545 tan 0 =0.00070 87213
2
Sen 6 = 0.00141 74419 Yl para min. ¢ =  328997.941
interpolacién = -+ 1119.060
X1= R senf (mismo signo
que AY) =— 3681397 Yl = 330117.001
0
FE = 500 000.00 Yll=Xltan — = + 26.091
2
Y=Y1}+YI = 330143.092
Entonces las coordenadas son:
ordenada Y = 330,143.09
abscisa X = 463,186.03
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DEDUCCION DE LAS FORMULAS GEODESICAS DE: DIFERENCIA EN
LATITUD, DIFERENCIA EN LONGITUD, CONVERGENCIA EN
LOS AZIMUTES

Nomenclatura.

¢ La latitud conocida de A

¢ ” 7 que se quiere conocer de B
¥ La longitud conocida de A

y 7 ” que se quiere conocer de B

a El Azimut conocida de AB

a’ ” 7 que se quiere conocer para BA

s La distancia en metros de AB, reducida al nivel del mar
S Valor angular central de AB

N La longitud de la Normal que termina en el eje menor

Los demas datos se pueden apreciar en la figura.
Determinacion de la diferencia de Latitud-

De la Trigonometria Esférica se tiene:

cos (90°—¢") = cos (90° —4) cosS + sen (90°—¢) senS cos (180°—a)

sen ¢ = sen ¢ cosS — cos ¢ senS cos a
Pero senS = S s y como el arco s es muy pequefio, se puede
N
hacer que cosS = 1
Entonces: sen ¢ =sen ¢ — s cos ¢ cos a

N
pero ¢’ = ¢+ Aé, sen ¢’ = sen (¢ + A¢) =sen ¢ cos LAd + cosd senl¢
Sustituyendo y dividiendo por cosé resulta:
tan¢ cosA¢ + senldA¢ = tan® — s cosa

N
También aqui se puede considerar cosA¢ = 1 y senld¢ = A

Entonces:

—A¢ = s cosa

N
Diferencia en Longitud.

De la misma manera, por Trigonometria:

sen Ay sen a

senS sen (90°—¢")

Como los dngulos Ay y S son muy pequefios, los senos los podemos sus-
tituir por sus arcos. También se tiene que dividir por el arco de un segundo para
poder expresar Ay en segundos.
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S sen a

tenemos: Ay =
N’ cos¢’ arc 1 segundo
1
El valor de ——— se llama A’, siendo el valor
N’ arc 17
a

de N = ———— (también en Tabla final)

(1—e2sen2¢’)
entonces Ay = s sen a sec ¢ A’

(Ver el calculo de una posicién Geogrifica en la parte de Triangulacion).
Diferencia en los Azimutes.

En la solucién del tridngulo esférico:

Ay  cos 15 (90° —¢ + 90° —9¢7)
cot 1o (2’ — 180° — a) = tan

2 coslh (90° —4—90° + ¢7)

Ay sen 1/2 ( ¢+ ¢ )
cot [90° — 14 (180° + a—a’)] = tan

cos 1/2 (¢ — ¢ )

Pero como 180° + a — a’ = Aa
sen 1/2 (¢ + ¢ ’)
tan 1/2 Aa = tan 1/2 Ay

cos 1/2 (¢ — ¢ )

Como Aa y Ay estin en la misma relacién que sus arcos y siendo que
¢’ — ¢ = d¢ un angulo muy pequefio, y llamando 1/2 (¢ + ¢ ’)=:¢ém la lati-
tud media.

Consideraciones Generales sobre: las curvas planas, curvas y superficies en el
espacio.

A todo punto perteneciente a una curva plana se le determina su posicién por
sus coordenadas x e y. Estas coordenadas se pueden hacer dependientes de una ter-
cera variable t si expresamos la dependencia en una forma paramétrica, asi:

x=1£(t) y=g (1)

Todo punto en el espacio debe tener sus correspondientes coordenadas x, y,
z. Estas variables son dependientes cada una de alguna especial condicién. Estas fun-
ciones de dependencia son las 3 siguientes:

19) Si las tres variables son funcién de una constante, eso determina en el espacio
un tunico punto.
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29) Si las tres dependientes son funcién de alguna otra variable t, ello representard
una curva en el espacio. Curva en el espacio si: x= f(t) y= £(t) z= h(t).

Una curva en el espacio puede degenerar en una curva plana, indudablemen-
te, si alguna de las tres funciones se hace igual a cero.

3°) Si de las tres dependientes, por lo menos dos, son funciones de dos variables
independientes, digamos u,v, eso significa que las funciones representan una
superficie, siempre que su jacobiano sea distinto de cero, asi:

x = § (uv) y = g (u,v) es una superficie asi:
ox ox |
ou ov
diferente O
oy 9y |
| Ou ov |

Como 1ilustracién, pongamos de ejemplo el Esferoide.
Todo punto queda completamente determinado por medio de su latitud y
longitud.
La ecuacién de la superficie de la Esfera en funcién de ¢ y ¥ es:
x = Rcos ¢ cos ¥ y = Rcos ¢ sen ¥ z = Rsen ¢

FIGURA 1.

La razén de la existencia de la superficie reside en que dos de las dependien-

tes, en este caso X e y son funcién de ¢ y 7.

x = 1(9, ¥) y = ¢g( % 7)
v que el jacobiano ’ ox ox |
o oy
| diferente O
’ oy oy ||
| 2¢ oy |

5i hacemos que ¥ permanezca constante, resultard que las tres dependientes
serdn solamente funcién de la 1inica variable ¢, obteniéndose una curva en el espa-
cio la cual es el meridiano a través de P, figura 1.

81 ¢ es constante, ello determinard el paralelo que pase por P.

Consideraciones sobre el diferencial longitud y el dngulo entre lineas en el espacio.

El diferencial longitud ds es:

ds* = dx* + dy* -} d7*



sPARALELO DE LATITUD
S| ® ES CONSTANTE

MERIDIANO Si
ES CONSTANTE

LA POSICION RELATIYA DE LAS
FIGURAS, NO INTERESA




pero si las dependientes x, y, z son funciones de los pardmetros independientes u, v,
(superficie espacial), el diferencial exacto de cada una es:
ox ox oy oy 0z o7
dx = da - dv dy=— dut——dv dz= du+ dv
ou v Ju ov ou ov

de donde sustituyendo y arreglando los términos en el diferencial longitud, resulta:

(2 ox  Ox Jy oy oz oz
) () +2{— @ —+— — 4+ — — ] du dv
ou 2u av du v u Qv

ox* oy’

ds* =[(—) 4-(—
ou ou

ox?® oy?® 2z°

L) | b
v Oov  Ov

Para simplificar la expresién, llamemos I al primer corchete, F al segundo y

G al tercero. Entonces:

ds* Edu® 4 2Fdu dv 4 Gdv*

Si se hace v constante, dv =0 y dsv

= VEdu

99 93 9o u 2 du =0 v dsu = VGdu

También:
ox ay Oz

Si v es constante dx = du dy= du dz= du
Ju ou Ju
ox oy oz

B S dx = dv dy= dv dz= dv
ov ov v

Si a,b,c, son los cosenos directores de la curva cuando v es constaute,

se tendra:

ds ds ds

Escrito esto de otra manera:
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1 ox 1 oy 1 oz

a = - b = —_—— —_— C = -
VE 2u VE 2u VE Ju
1 ox 1 % 1 oz

a = — b=— — ¢ = —
Vi ov VG  ov VG ov

El éngulo entre dos lineas en funcién de los cosenos directores es:

cos® = aa’ +bb’ +cc’

1 ox  Ox Jdy 9y Jz Oz
= — + + )
VEG Ju ov Ju ov ou Ov
F
VEG

Ahora, en un sistema ortogonal, y asi sucede con los meridianos y paralelos,
6 =90° ycos ¢ =0

Entonces, para un sistema ortogonal es indispensable que ¥= 0, ya que ni
E, ni G, pueden ser cero, ya que la superficie existe.

Determinacién de las condiciones necesarias y suficientes para la representacion
conforme de una superficie en un plano.

Si una superficie estd representada por alguna ecuacién para Xx,y,z, y aparte
se tiene un plano expresado por una funcién de las rectangulares u, v, se tendra, que
si para cada par de coordenadas u,v en el plano corresponden un trio x,y,z en la su-
perficie, entonces x,y,z serdn funcién de u,v.

Supongamos, tanto en la superficie como en el plano, figura 2, tres puntos de
coordenadas (u,v) (utdu,v+dv) (utODuv+Av) los cuales forman dos tridngulos
infinitesimales en cada una. Entonces, si los dos tridngulos corresponden, la propor-
cién de sus lados y la abertura de sus dngulos tendra que ser la misma, sin interesar
la posicién relativa de una figura con la otra. Se tiene:

Las longitudes en la superiicie:
ds? = E du? 4+ 2Fdudv -+ Gdv?
As*= E Auv® + 2FAuAv + GAV?
ahora en el plano:
ds* = du® + dv’, As? = Au® + Av?
Ahora la proporcién entre los lados deberd ser la misma. Esto es:
Edu* -+ 2Fdudv -+ Gdv* _du® 1 dv?
EAw + 2FAulAv + GAV? A+ AV
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Como se vé, para que esta condicion se cumpla es necesario que E=G y F
sea =0, lo que también garantiza que el sistema debe ser ortogonal.

Pasemos ahora a establecer la condicién de la conservacién de los dngulos.
Supongamos que a,b,c, y a’, b’, ¢’ sean los cosenos directores de las lineas

tangentes en la superficie, tendriamos:

ox ox
du + dv
ou ov
a= , etc.
VEdu*+2Fdudv+Gdv?
ox ox
AT Ay
ou ov
a’= , ete.
VEAuH—ZFAuAv—I—GAv“'
El coseno del angulo de interseccién estard dado por
ox ox ox ox
( du+ dv) ( Au+ L)
ou ou Ju ov
oy oy oy oy
( du+ dv) ( Au+ Av) +
ou Ju ou ov
oz oz oz oz
( du-+ dv) ( Au+ Av) +
Ju ov ou ov

Costf=
V (Edu®+2Fdudv+Gdv’) (EAu+2 FAuAv+G Av2)

o escrito de otra manera:

T EduAu + F(duAu+Audv) + GdvAv B
¥ V(Edw-t2FdudvtGdv’) (EAwF2FAuAv-FGAW)

ahora, los correspondientes cosenos directores en el plano son:

du dv Au Av

xr = ey R R

V du? -+ dv? V' du?+ dv? V AuH-Ay? V' AaurgAve
‘__

el coseno del dngulo de interseccion
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dulAu+ dvAv
cosd =

V (@udvy) (DALY

igualando las dos expresiones, se vé que para que los angulos sean iguales,
es necesario que E=G, y F=0. Las mismas condiciones de los diferenciales longi-
tudes.

Reemplazando estas condiciones en el diferencial longitud, resulta:
ds?= Edu®*t+Fdudv+Gdvi= E(du*+dv?)= G(du>+dv?)

Entonces, en una representacién conforme el diferencial de longitud puede
expresarse en la forma: ds?=m? (du®4dv?).

Si en una superficie se tuviera el diferencial longitud en la forma ds* = Vdu?
+ Udi?en la que V es una funcién de v solamente y U una funcién solo de u, se
podria trasladar esta expresién a la forma conforme de la siguiente manera:

2
dst= Vau+Udvi— UV (247

y ahora cambiando los pardmetros haciendo

du dv
0=J — yn = J —— resulta,
Vu Vi
ds®* = UV (dé* + dn?)

Cuando el diferencial longitud se expresa en esta forma, se dice que la su-
perficie estd representada en un sistema ortogonal de pardmetros.

Uso de la sustitucion compleja en la determinacién de la representacion Conforme.

Para la representacién de una superficie en un Mapa Conforme, en primer
lugar debe de expresarse el diferencial de longitud en términos de su sistema orto-
gonal de proyecciones, y en segundo lugar, debe de buscarse una sustitucién ade-
cuada para poder determinar los valores de las coordenadas en la superficie a las
otras en el plano.

A continuacién se probard que la sustitucion de la variabilidad compleja,
soluciona el problema.

Hagamos uso de las ecuaciones de Cauchy-Riemann en la diferenciacién par-
cial. La sustitucién es asi: x + iy = f (u + iv).

En que 1 es igual a Vi
Se tiene, derivando parcialmente:

ox ox
—— =1 (u + iv) o)
Ju Ju

=P (u+ iv)
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ox ox

= if (u + iv) = if’ (u + iv)
ov v
ay ay
1 =1 (u-+1iv) — —— =i’ (u + iv)
Ju du
oy Jy oy
1 = if’ (u + iv) = —
ov ov ou
ox ay ox Jy
por lo tanto = y = —
Ju ov ov ou

E=GyF =0

También x e y son funciones que satisfacen la ecuaciéon de Laplace de dos
dimensiones.

9%« 2% 02x 0%y
ou? du Ov ov? Ou Ov
0% 0%y
y como =
ovdu cuodv
92x 0%x 0%y 0%y
resulta que: + = + =0
ou? oy? ou? ov?

He escogido las ecuaciones de Cauchy-Riemann para la prueba de la susti-
tucién, por resultar mas facil, siendo que de otra manera es mas largo y laborioso.

Planteo y solucién del problema, aplicado directamente al Elipsoide.

En la figura 3 se representa al Elipsoide de revolucién de ejes a y b con la
esfera circunscrita auxiliar de radio a.

Usemos la siguiente nomenclatura:
¥y = longitud, ¢ = latitud, P = colatitud = 90 — ¢, u = un pardmetro arbitrario.
Entonces, la ecuacién de la Elipse sera:

X—asenu, Z — b cosu.

v 1a del Elipsoide de revolucién:



X = acosysen u,y = aseny sen u,zZ = b cos u.

Diferenciando:

dx = acos ¥cosudu —asen¥ senudy
dy = aseny cos u du + a cosy sen u dy
dz = — b sen u du

El diferencial de longitud de arco:

ds®= a%cos®y cos®u du? ;- a%en?y sen®u dy®*—a%eny cosy sen u cos u du dy

+ a%sen?y cos’u du? + acos®y sen®u dy®+aeny cosy sen u cos u du dy

-~ b%en?u du?

ds*=(a’cos®u -+ b%enu) du®? -+ a%en®u dy?
de aqui se vé que E= a%en, F= 0 y G=aos’u + b%sen’u
Hallemos ahora la equivalencia de ¢ en funcién del pardmetro u.

Derivando la ecuacién de la Elipse:

dz b sen u b

dx a cos u a

y como ¢ es el angulo que hace la Normal, su pendiente serd el inverso de la
tangente con el signo cambiado. Es decir:

a b
tan ¢ = — cot u entonces — tan u = tan P-

b a
haciendo uso de la excentricidad del Elipsoide, se tiene:

a® — b? a’—a? + b? b?

l—e? = 1— —— =— = 3
de donde V 12 tan u = tan P
de aqui sen?P , (1—e*) cos® P
sen’u— 1 —e2cos?P cos’u = 1 — e%os® P
diferenciando: V — e?secu du = sec?P dP
de donde du _ \/_1 — e dP
1 —e?cos 2P
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2 2
elevando al cuadrado: du? — (_1_—_e)_dP
(1 —e%cos®P)?

dividiendo ahora cos?u entre senZu,

(1—e?) cos® P

tenemos: cot?y = sen? P
sumando a ambos términos, 1 — &2
2 1 2 1 == e‘l
cotlu — (gf—
sen?P

multiplicando esta expresiéon por du®

(1 —e?) dP?

ot2u + 1—e?) du? =
LR {1 (1 — e%*cos?P ) %sen’P

ya se tenia que el diferencial ds? era
(a%cosu + b%en%u) du? 4+ a%en®u dy?
transformando se tiene:

2 2 2,
ds?= a%en®u ( igcos " bgsen:u
aZsen?u a%sen?u

)du? 4 a%en’udy’=

= a%en%u (cot’u + 1 — €?) du? 4 a%en’udy® =
= a%en®u [ (cot’u + 1 — e%) du® 4 dy? |
sustituyendo aqui el valor (cotu + 1 —e?) du® y de sen®u:

a%en? P (1 — &%) dP?

2 e
¥ —heapl U (1 — e%os? P)"‘sen"‘P]

hagamos uso ahora de la siguiente sustitucion:

3 (1 —e?) dP N (1—¢%) dP

df = _(—1———e“’€o—s2P—)Q1P— o (1= e cosP) (1 + e cosP) SenP
dP e e senP dP e —e senP dP

TN SIS R el e O

senP 2 l—e cosP 2 1 -+ e cosP

Esto resulta de hacer el quebrado fracciones parciales.
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dP 1 dP
tratando aparte f = —
senP 2 p p
sen — cos — =
2 2
p
sec? —
1 2 P
=— = lntan —
2 P 2
tan —
2
entonces:
e e
6=In tan — In (1—e cosP)+ In (I+e cosP) +In G
_ 2 2
€
p 1 + e cosP 2
¢ = In [ tan ( ) ]

2 1 — e cosP

los limites de la integracién se han tomado de tal manera que G sea la unidad.

e

P 1 + e cosP 2

ed = tan ( )
2 1 — e cosP

el elemento diferencial ds se transforma en

a2senP?
ds?*= ——————— ((dy 2 + df?)

1 — e2cos®?

los parametros se transforman a un sistema ortogonal. E]l primer paso se ha
cumplido.

Pasemos ahora a la sustitucién compleja:
x +tiy=1(y + 1)

Por comodidad usemos el conjugado ¥ —if
La funcién hagédmosla de la clase exponencial asi:
ip (y—ig) igy +¢f
x + iy = Ke = Ke
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igy ¢ In p 1+ ecosP e
=Ke e [tan 2 (——) 2 ]
1 — e cosP
ép 1 + ecosP ¢e
igy Intan 2 (———) 2
=Ke e 1 — e CosP

del cilculo elemental se conoce que:

im In m
e = cos m + isen m cualquiera que sea m y e = m usando estos
principios en la simplificacién, resulta:

ép 1 + e cosP de

3 + iy =K (cos ¢y + isen ¢¥) tan ( ) 2
2 1 — e cosP

comparando las partes reales, resulta:
p 1 + e cosP Pe

x= K tan¢ ( ) 2  cos ¢y
2 1 — e cosP

ép 1 + e cosP  de

y =K tan ( ) 2 sen ¢y
2 1 — e cosP

debe de recordarse que cuando ¢ es una constante la curva en el esferoide
es un paralelo de latitud, y de las iiltimas expresiones se deduce que las coordena-
das planas paramétricas adoptan la forma conocida del circulo, esto es:

X = una constante cos B

y = misma constante sen B

Por eso se ve que en la representacién conforme los paralelos son circulos
concéntricos y los meridianos, necesariamente tienen que ser los radios con un cen-
tro comun.

¢p 1 + e cosP  ¢e
2

El radio variable de los paralelos es: K tan ( )

Este método fué el que traté6 Lambert en Berlin 1772.

Conclusién.

Lo importante de la deduccién es la férmula que permite encontrar el radio
de los distintos paralelos, ya que la separacion entre ellos no es constante.
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¢e

$p 1 + e cosP 2
( ) se desarrollan por

2 1 — e cosP

Los valores de R= K tan

medio de una serie de Taylor para que resulte mis fécil su computacién. La Tabla
I es donde se dan los valores tabulados en funcién de la Latitud. La convergencia de

los meridianos ¢ se calculan por la f6rmula sen ¢ 0 A 7.

POLO N.

Radio de Curvatura.
ELI PSOI DE

CUADOR

PCLO S.
Deduccién del radio de CurvaturaR en funcién de la latitud ¢ -

La ecuacién de la Elipse en funcién del pardmetro ¢ es:

x=acos 6 ,y=Db cos ¢

de donde dx= — a senfdf , dy = 6b cos 6 dé
dy — becs 6 —b 2
= = ctg ) § o
dx a sent a O
acos ¢
_d dy b o,
d2y d dy dd dx a ®®7 b b 1
= = = =— =— cscf o
dx2 dx dx dx a senf a’ a? sen 30
d¢

radio de curvatwra R= [ 1+y2 ]3/2 =

7

y
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h2cos?d
[ 1+ —] 3/2

a 2sen?f [ a®sen®? 4+ (bcos?8 ] 3,2

b ab
aZsen 20

de la figura se ve que:

1 a Senf
tgd — — =
dy b cost
dx
bSen¢ a2h?
gl = entonces aZsen?tl +beos2) =
a cos$ aZcos?p+h? en?¢

a%b?

(acos?’¢+b2sen¢) 3/2
sustituyendo R = =

ab
aﬂbﬂ agbg
(a2cos®¢+b?sen?5)3/2 [a®—a®sen?t+h2sen?b] 3/2
b2
a®b? ’y
a?—(a%—b?)sen’»]3/2 B a®—b* -
[ ( ) ] / [1_ SenQ b :l 3//2
b? a®
a.
a? a(l—e?)
[1—e?sen®¢] 3,2 [1—e?sen® p] 3/2
a‘2 _b:ﬂ
siendo €2 = ————— (cuadrado de la excentricidad).
2
a

En la parte de las tablas se dardn unos valores para los radios de curvatu-

ra en El Salvador.
En trabajos de poca precisién, para El Salvador log R = 6.80300
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Longitud de la Normal que termina en el eje mayor

De la figura se tiene:

N sen¢ = bhsen?
b
N = senf
sen ¢
b sen¢
pero senf =
V'a2cos? ¢+h%sen?e
b2
12 “a a(l—e2)
entonces N = = -
Va2cos*#+b 2sen? ¢ V1 —e¥sen? V1—e2sen?s

Longitud de la Normal que termina en el eje menor.

También de la figura se tiene:

N cosé — a cos 0
a
N = cos 0
cos¢
a cos ¢
pero cos 0 =

Ve2cos? ¢Th? sen? ¢

& a
entonces N = =

\/a? cos® ¢+L2%en V1—e%en%

DEDUCCION TEORICA DEL EXCESO ESFERICO.

Un tridngulo esférico podrd considerarse como la suma de dos tridngulos
esféricos rectangulos segun fig. 1.
Para la deduccion se usara la Geometria Analitica y el Calculo Integral.

Ecuaciones.

Esfera x2+y2422 — R2

plano I xsenA—ycosA = 0 (plano normal a XY con un 4ngulo diedro A con
xz) Fig. 4.

plano II xsenD—ZcosD = O (plano normal a XZ con un édngulo diedro D
con XY) Fig. 3.
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TRIANGULO ESFERICO
CUALQUIERA DIVIDIDO EN
DOS RECTANGULOS.

UN OCTANTE
DEL MUNDO

FIG |

X
F16.3 FIG. 4 FIG.§




El diferencial de superficie dS sera igual:

\/ oF oF oF
(—)® + (—)® + (—)®
ox 0z oz
ds = ds
oF
oz
Tenemos:
luego:
oF oF oF Z
—- = 2x, —- =2y, —- = 2z luego dS = — ds.
ox Jy Oz R

siendo ds la proyeccién de dS sobre XY.

ds
Superficie = R‘fS i)

Z

Por facilidad se efectia el integral doble por medio de coordenadas esfé-
ricas, de las cuales resultan las relaciones: (Fig. 5).

r= Rsen¢
y= 1senf = Rsen¢sent
z= Rcos¢ = Rsenécost
x= rcosf

dr= Rcos¢d¢ (diferenciando)
ds= rdrd® = Rsen¢Rcos¢ded?
R
Superficie= f fJ———— R? sen¢cos¢dédf= R? ff sen¢d¢dd

Rcos¢

Transformando el plano II a coordenadas esféricas:
Rsen¢ Cosf SenD—Rcos ¢ cosD=0
tg¢ tgD cost — 1=0

1

tgd=
cosf tgD

ctge= cosftgD
¢= arc ctg cosf tgD=K

A k
Superficie= R2 f f, send d¢ df=
cosf? tgD

=R [ [oseThdo= —R* S —1]do =
V' 14 cos? ot D




dé dé

= _po® R D= A +RoA
0 Vsec?bctg? D+1 © Vsecto ctg®D +1
fsen 0 A Dd?7
~R*A_Re 0 df sen — RPA_R? | =
0 Veec?ucos?D sen?D 0 \/se 6(1—sen? D)+ sen® D
—R2A—R? fA senDd?¢ _

0 Vsec? 0 —Sec? 6 Sen®D +Sen?D

— RPA_R® j'A SenD d¢ _ReA_R® JA cosDsenDd /
0 VSec?t—tg?6Ser®D 0 V1—Ser2 6Sen? D

A
=K?A—R? [arc Sen (senf senD)] = R? A—R?Zarc sen (SenA senD)
0

de la Fig. 6 segin las analogias de Neper se vé:

™

= — — b, sen co B = cos co A cosb

2
sen (— —B) = senA cos (— — D)
2 2
sen (— —B) = senA senD
2
Superficie= R2[A—(— — B)]=R2[A+B — —] =R?[A+B+— —7]=
2 2 2

=R? [A+B+C—=] = R2E (E=exceso esférico).

La Superficie de un triangulo esférico es igual al cuadrado del radio por el
exceso esférico.
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Explicacion de los métodos abreviados en la formacién y solucion de las ecuaciones
correlativas y normales en los ajustes de tridngulacién.

Supongamos los errores X, y, z, s, t, sujetos a las tres condiciones siguientes:

ax + by +cz +ds+et+k =0 (1)
agx + by +cz + ds +tegt + kg, =0 (2)
0 (3)

X o+ by 4z + dsF et + kg =

Y llamamos P,, P,, P;, P,, P; los pesos correspondientes.
De la teoria de los minimos cuadrados la funcién que serd un minimo es

Px® + Py? + Pz + Ps? + Pg?

Segin se explico anteriormente con el uso de los multiplicadores de Lagrange
se obtienen las siguientes ecuaciones.

2Px — Ca, — Ca, — Ga; = 0
2Py — Cb, — Cpby — Cby, = 0
2Pz — Cicy — Cgeg — Cyez = O
2Ps — Cd, — Cdy; — Cd; = O
2Pt — Crc, — Cee, — Cie; =

En las que C,, G, G5 C, C; son los multiplicadores

Despejando los errores:

Aot g B
x = 2P, a 2P, : 2P,

b, b b
C 2 Cqt+ —3C
y = 2P, o 2p, * 2P, °

A Gt 52 Cot o2 C

2z = 2P, 2P, 2P,
d, d d

C 2 (, 3 C

s = 2P, it 2P, 2 2P, °

€ C+ ) €3
t = 2P, 2P5C"— 2P5C5

Sustituyendo estos valores en las ecuaciones originales de condicién se ob-
tienen las ecuaciones llamadas Normales.



a,a, 4,39 4,85 El_b_l bxba bby -
5p, “1 7 gp, G 9p, Gt gp, Gt gp, Gt gp, Gt

S

CiCo €G3 d,d, d,d, d,d;
2P,

+ Cl"\‘ngcﬁ —2P;C3+2—P4C‘ ?P:CQ—F—Q_P;CZ;‘}‘

€5
+ §P5 1 +2—P5 C2+§P5C3+K1= 0
de donde agrupando resulta:

aa  bb, e did,  epe

2y b c
(3p,+73p, T35, +3p, + 2p,)

(M2 biby ¢, did,
2P, T 2p, T 2P, " 2P,

ey

1
op,) G

+

aas bby ¢ didg €e;

(9p, T39p, t2p, t2p, t2p,) Gt Ki= 0

Solamente deduciré esta ecuacién por ser suficiente para ilustrar el método
y evitar la cantidad excesiva de trabajo-

Por simple inspeccién del resultado y comparando con la tabla de los coefi-
cientes de las ecuaciones de condicién o correlativas, se apreciard que el trabajo
disminuye en cantidad.

Procedimiento para la tabulacién correlativa.

En la primera columna se colocan los medios del inverso de los pesos y en
la columna 1, 2, 3 los coeficientes de las ecuaciones de condicién.

Formacién de las Normales:

CUADRO
! 2 3 k
1,2P, 1_ a, az-__ a, - l;,ﬂ—
1/2P, —b‘l B b, b, k,
1/2P, c, R ¢, Cy k,
1,2P, B d, d, d, k,
1/2P; e, €, €, | ks




Regla.

Para la formacion de la ecuacién 1, los coeficientes de la columna 1 sirven
de factor; para la N° 2, la columna 2, para la N° 3, la columna 3, etc. .. También
el 1/2 del inverso del peso es factor constante.

Cuando se determinen los coeficientes de C1, C2, C3, C4, etc., se hard mul-

tiplicando las columnas factores por el nimero de la columna correspondiente y se
suman los resultados.

Por ejemplo la ecuacién N? 3.

asa, Esb_l cxe;  did,  ege,

Para el coeficiente de C, (_2?1—4_ 2P, t 2P, 2_P4+

2%, )

a8y  bsby e, dyd,  egey
5p, T2p, +2p, T 2P, T 2P,

e T I

- - +_
3p, T2p, " 2P, T 2P, )

Mas la constante K

Para evitar trabajar con fracciones, en la columna de los pesos se colocan los
valores ™ siendo m el minimo comiin- miiltiplo de los pesos, y p el peso respectivo.

p

AJUSTES DE TRIANGULACION.

Supongamos que X,y,z, sean tres errores que se precisa determinar.

Sabemos que el valor mas probable se obtiene cuando el cuadrado de los
errores es un minimo.

Se precisa pues, que X*, y, z° sea un minimo.

También siempre se tendrdn sujetos estos errores a ciertas ecuaciones de
condicién, como son, que los tres dngulos de un tridngulo sumen 180° o que un
lado calculado de una manera, cierre con el calculado por otra, etc. ..

Necesitamos recordar ahora el principio de los multiplicadores de Lagrange,
el cual establece que si se tiene una funcién F (x,y,z) =0 la cual se va a hacer un
minimo y, sujeta a ciertas funciones de condicién G (x,y,z,)=0, H (x,y,25)=0 etc.,
se plantea la ecuacién:

2

F(x,y,2) - G (x, vy, z) - yH (x, y,2) =0 de donde se deduce facilmente:

2 o8 oy -
—a_x- F(x,y,z)—— Ox G (X’Y’Z) X H(x,y,z)— 0

G, ¢ oy _
—ay—F(x,y,z)—— 3y G(x,y,z)— 2y H(x,y,z)= 0
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[¢; o8 0
o Flora) = Cluya) =55 Hlxya)= 0

De donde se deducen £ , ¥ los cuales son los multiplicadores de Lagrange.
Conocidos £ y ¥ se hallan los valores de x,y,z.

Pasemos ahora a la solucién del problema. Como ejemplo literal supongamos
las tres ecuaciones de condicién:

a;x b y+ez-d =0 (1) ecuaciones de condicién
agX +hyy+c2-d;=0 (2)
azx+hyytegz-d;=0  (3)
Planteo de la ecuaciéon que va a ser minimo:
x3y*+22 - 2C,(a,x +b,y +¢,2) - 2C(agx +b, yte.z) - 2C4(azx+bzy+ c52)=0

Por conveniencia se usa 2C,;,2C4,2C5 en vez de 8, 7, u

x-Ca,-C,a,Ca,=0 x=C,a,+C,a,+Csa, Resultados de derivar
y-C;b-Coby-Cib,=0 y=Cb,-+Cby+ C;b, parcialmente con
2-C,,-CycyrCrges=0 z=C,c,+Cyc,+Csc; respecto a x, vy, z.

Sustituyendo estos resultados en ecuacién (1) resulta:
Caa, + Caga + Gaa,+ Cbb+ Chbb + Cbb+ Cice,+ Ciege,+ Ciege,~D=0
y asi mismo se obtienen las tres ecuaciones siguientes:

C,(aa,+bb, 4cpc )+ Cy(aga; 4 bgb, + cs¢)+Cy(aza, + bsb, 4 ¢ci¢)) —d)= 0 (4)

Ci(aja2+b bot-c,c)) | Cy(azay + bobytcgeo) + Cy(azag + bsby 4 csc5) —dy= 0 ()

Cy(aaz+bbotcics)+ Cy(aga, + bgbytcocs) -+ Colazas + bsbs + cse;) —d,= 0 (6)

Obsérvese que los factores bajo la linea quebrada estdn repetidos dos veces,
por lo que diré después que hay simetria con respecto a la diagonal.

A continuacién dispongo las ecuaciones (1), (2), (3), en una forma tabular,

lo que se llama ECUACIONES CORRELATIVAS.
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| Mismas ecuaciones de condicidn
2| ay | by |y —dy 3 de dngulo y uno de lado.

3| ag | by | ¢ ‘—d3‘

CUADRO 1

Las ecuaciones (4), (5), (6), se llaman NORMALES vy son las que al resol-
verse, es decir, al hallar los valores de C;, Cy, C5, determinardn después los valores
buscados x,y,z.

Lo importante del sistema es que obtiene las ecuaciones Normales directamen-
te del planteo de las correlativas (cuadrol).

Observando la Normal (4).

Se toma como eje de multiplicacién la fila 1.
Coeficiente de C; es la fila 1 por ella misma.
Coeficiente de C? es la fila 1 por la fila 3.
Coeficiente de C5 es la fila 1 por la fila 2.

Observando la Normal (5)-

Se toma como eje de multiplicacién la fila 2.
Coeficiente de C; es la fila 2 por la fila 1.
Coeficiente de Cg 2s la fila 2 por ella misma.

Coeficiente de Cz es la fila 2 por la fila 3.

Observando la Normal (6).

Se toma como eje de multiplicacién la fila 3.
Coeficiente de C; es la fila 3 por la fila 1.
Coeficiente de C, es la fila 3 por la fila 2.

Coeficiente de C5 =s la fila 3 por ella misma.

Es importante notar que los términos independientes d;, dg, ds solamente se
copian con su signo.

Para mayor simplificacién de los simbolos usaré los siguientes:
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a,a,+b,b,+4-cic, = k
aay-}-bbotcie, = k
aza;+bbotce, = k
a,89+bh byt-cc, = k
a,354-b b, }-c ey = kg
agastb by+-c.e, kg

N

(]

>

Entonces las ecuaciones Normales toman la forma.

NORMALES
1 2 3 Constant. Comprobacién
K, K, | Ky |—=d, k,+k, +ks—d,
K, K, | K¢ | —d, k,+ k,+ kg —dg
K, Ke | Ky |—d; ks kg + k; —d;

Los términos bajo la diagonal se omiten por ser repetidos.

Explicacion del Método de los Minimos Cuadrados.

Ya se ha probado que la suma de los cuadrados de los residuos encontrados
por el uso de la Media Aritmética son un Minimo.

Por lo tanto, siempre que se tenga una funcién formada por la suma de
muchos errores, el fin que se perseguird es que el cuadrado de la funcién sea un
minimo.

Supongamos que se han realizado las medidas: AB, CD, AC, BD, AD y por
supuesto ellas tienen su error correspondiente X,y,z,s,t,v.

A B C D
111.23 115.16 ‘ 200.21
226.43

315.35
426.70

de esto se pueden formar las condiciones siguientes:
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AB + BC +CD = 42660 + x + y + 2z
AC + CD = 42664 + 5 + 2

AB + BD = 42658 + x + t

AD = 42670 + v
AC — BC +BD = 42662 + s + t — y
AB + BC = 22639 + x + y

AC = 22643 + s

BC + CD = 31537 + y + z

BD = 31535 + t

De las cuales se deducen las siguientes ecuaciones:

S o K — v —0.10 = 0
Z 8 — v =—0.06 =0

;. +t —v—002 =0
sl B ek - 0.08 =0
X+ y —s — 004 =0
¥oom =1 + 0.02 = 0

Estas ecuaciones se llaman de condicién.

En las medidas siempre existen condiciones que hay que llenar, como puede
ser que la suma de los tres dngulos de un tridngulo den 180° mas el exceso esfé-
rico o que un lado calculado de una manera sea equivalente al calculado por otro.
Estos se llaman condiciones de lado y angulo.

El problema pues, se concreta a determinar cual es el valor probable de
los errores desconocidos x y z... etc. y en esto el método de los minimos cuadra-
dos es de poderosa ayuda.

Del ejemplo se puede ver que siempre se puede obtener un sistema de ecua-
ciones lineales de conocidas constantes en donde las incognitas son las correcciones.

Como se puede apreciar el problema de encontrar las correcciones es bas-
tante complejo y laborioso.

Ya antiguamente los matemaéticos al resolver las estructuras por los métodos
de trabajo minimo y Slope deflection, se encontraban con el trabajo de gran niime-
ro de incognitas y ecuaciones, y aunque Gauss desarrollé un sistema mdés simple, el
trabajo ocasionado entonces se resuelve ahora por métodos como son el conocido
Hardy Cross.

Con el empleo de los multiplicadores de Lagrange, nuestro trabajo se reduce
en complicacion.

El método desarrollado por Lagrange establece que si se le busca los valores
maximos y minimos a una funcién [ (x,y,z,) y sujeta a la condicién g (x,y,z); se
forma entonces una tercera funcién auxiliar [ (x,y,z) — v g (x,¥,2,); a la cual
también se le buscan los miximos y minimos lo cual se resuelve encontrando y
multiplicador asi:
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of (xy,2)

y = 0 mas claramente
98 (x,y,2)
of Og of og of og
- = , — = y . — y -
ox ox oy oy oz 0z

de estas relaciones y la original, resultan los valores de ¥ , x, y, z.
Hagamos uso del Método de Lagrange en el ejemplo siguiente:

Se busca el punto mas cercano al origen en la curva x2 y—2=0.
Claramente se ve que la funcién que tiene que ser un minimo es x *+y2.

Entonces: x* +y?— y (x?%y — 2) =0
derivando parcialmente con respecto a x e y resulta
(1)2x—y .2xy=0, 2y— 7y x2=0(?)

1
de (1) y =—
y
1
sust. en (%) 2y — — x2 =0
y
2y2 — 22 =0
}2:2)2
sust. en la original:
2y —2 =0 .
=1y =1lyx =32

Estableciendo esto pasemos a ilustrar el método en la bisqueda de los erro-
res mas probables.
Supongamos los siguientes casos:

X, ¥, z = ciertos errores desconocidos

w, k, 1 = los pesos de las medidas correspondientes
a1x + b,y + ¢,z = O tres ecuaciones de condicién
ggx + he¥ + csz = 0 en las que se conocen los
35X + bay + czz = O coeficientes constantes

De la teoria de los minimos cuadrados se establece que la funcién que tiene
que ser un minimo es wx2 + ky2 + iz2
usando el sistema de Lagrange se establece la funcién auxiliar:

u = (wx2 + ky2 + iz22) — (ax +by + ¢z2)) —
(agx +bgy + cpz)
é(ax + by + czz)

derivando parcialmente con respecto a x, y, z se establece:
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2wx — a;y — a,B—bsé = 0
2ky — a,y —bB—az¢ = 0
2iz — 3,y — B —P¢ =0
de donde
a, ag a®
X = —— 5y + B + ¢
2w 2w 2w
b] bg L3
y = y + B + ¢
2k 2k 2k
C.l Cq Cy
= —— 9y + B + ¢
21 2i 21

Al sustituir los valores de x, y, z en las ecuaciones de condicién se obtendrin
las ecuaciones que se nombran Normales en términos de los multiplicadores y, B: ¢
los cuales a su vez determinardn los valores de x, y, z que serin los errores mas
probables.

Por supuesto que existen sistemas para hacerlo de una manera mecdnica y
ordenada y de los cuales solamente desarrollaré el sistema de Doolitle.

Todos estos trabajos son los que ocupan al ajuste de las triangulaciones vy
los cuales se desarrollan perfectamente en paises como E. U. A., México, Panama,
Brasil, Cuba, etc.

Por consiguiente es necesario que nuestra Facultad se ocupe de ellos, ya que
en nuestro Pais tenemos una Direccién Técnica como la de Cartografia y ademiés
poseemos la mejor red de Triangulacién de Centro América.

En esta parte como todo apéndice matemitico solamente se explica la legiti-

midad del método, ya que eJemplos précticos y sistemas, se tratan en el cuerpo prin-
cipal de la Tesis. .

8

Deduccion de la Formula del Exceso esférico que se usa en la préctica.

Ya se dedujo que la superficie de un tridngulo esférico es igual al cuadrado
del radio por el exceso e:

S

S= R?E luego E =
R®

La superficie podra ser en funcién de dos lados y el dngulo comprendido.
Llamemos a; y b, a los lados y C al dngulo comprendido.

alblsen C
Entonces: E =

2 R?



como los lados a; b, son deducidos como lineales y no son resultado de la
medida sobre la tierra, habrd de considerarse una correccién necesaria la cual la
deduzco de la siguiente manera:

Diferencial del arco = /d>2 + (i)ﬂ = \/na.2 ser.20 + b2se1? 0 do—

ab df b
. — _— a0
VaZo.? 0 +b23en? 0 V1-—e’Sen’¢

usando el semi-eje mayor a y el mismo df se puede buscar una constante de
correccién que resulte equivalente al diferencial arco.
a

b

b de donde =
K xadf = dé V1—e? Sen’s
V1—e’send

y como son dos los lados que habrdn de corregirse se puede decir que la cons-
tante total de correccion es igual a K%, es decir

bZ
a’ 1—¢?
1—e%sen’® 1—e%sen’®

Sustituyendo los valores conocidos resultara:

1 1—e? (1—e*sen’s)?®
2 by sen Cx : el =
1—e’sen’® a’ (1—é?)?

Exceso =

aib; senC (1—e’sen’s)?

== a;b1senC x M
2a* (1—¢%)

de donde se le llamard m al valor que resulta de caleular

(1—e’sen’s)®

y el cual es proporcional a la latitud ¢.
2a® (1—e?)

En la parte correspondiente a las tablas se encontrard los valores de m para
distintas latitudes en El Salvador. En realidad para trabajos de poca precision como
el que nos ocupa, se puede considerar a m igual a:

long. m= 1.40662 — 10
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Logaritmos del radio de Curvatura de la Superficie de la Tierra (En metros).

Latitud.

{ 1 | |

| Azimut (grados) | \

|| | 13° [ 14° 15°
0 | 6.80197 6.80201 5.80204
S 199 203 206
10 206 209 213
15 216 219 223
20 230 233 236
25 247 250 254
30 267 270 273
35 289 292 295
40 313 3 K 318
45 337 339 342
50 361 364 366
55 385 387 389
60 407 409 411
05 427 429 430
70 444 446 447
75 458 460 461
80 469 470 471
85 475 476 478
90 477 478 480

Computacién para el Esferoide de Clarke de 1866 expresado en metros.

Tabla de Long. m.

| .
| Latitud Long m.
l

O ’

13 00 665 —10
E 13 30 663 —10
| 14 00 660 —10
‘ 14 30 658 —10
| 15 00 | 655 —10

2
w2

-



Fuaciures de conversién.

Kilémetro = 0.621370 Milla legal = 0.539593 Milla Ndutica
Metro = 0.000621370 Milla legzl = 0.060539593 Milla Nautica
Milla legal = 1609.35 metros = 1.60935 Kilémetros
Milla Néutica = 1853.25 metros = 1.85325 Kilémetros
Milla Nautica = 1.151553 Milla legal
Milla legal = 0.868393 Milla N.iulica
Metro = 39.37 pulgadas (Ley Je Julio 28, 1866)
Metro = 3.28083333 pies

log. 3.28083333 metro
Pié = 0.30480061 metro

log. 0.3048006- = 9.48401583 —10.

— o e e e

—

CALCULO DE LA RESISTENCIA DE LAS FIGURAS.

En la siguiente Tabla se muestran los valores tabulados de

[0A? + DAB +2B%] .

La unidad estd en la sexta cifra decimal de los logariimos.

Los dos argumentos de la Tabla son los dngulos de longitud en grados, el
ingulo mds pequeiio se pondri en el tope de la Tabla. Los dngulos de longitud
son aquellos opuestos a los lados conocides y a los lados que se quieren conocer.
OA y OB son las diferencias logaritmicas cortespondientes a 1 segundo de los angu-
los de longitud A y B del tridngulo.



b

13°00’
01
02
03
04

13 05
06
07
08
09

13 10
11
12
13
14

1315
16
17
18
19

13 20

13 55

R

26,090,848.825
26,089,004.983
26,087,161.146
26,085,317.314
26,083,473.485

26,081,629.662
26,079,785.842
26,077,942.026
26,076,098.214
26,074,254.405

26,072,410.601
26,070,566.799
26,068,723.000
26,066,879.205
26,065,035.412

26,063,191.622
26,061,347.835
26,059,504.050
26,057,660.267
26,055,816.486

26,053,972.707
26,052,128.930
26,050,285.154
26,048,441.380
26,046,597.607

26,044,753.835
26,042,910.064
26,041,066.294
26,039,222.525
26,037,378.756

26,035,534.987
26,033,691.219
26,031,847.450
26,030,003.682
26,028,159.913

26,026,316.143
26,024,472.373
26,022,628.602
26,020,784.831
26,018,941.058

26,017,097.284
26,015,253.508
26,013,409.731
26,011,565.952
26,009,722.171

26,007,878.388
26,006,034.603
26,004,190.816
26,002,347.026
26,000,503.234

25,998,659.438
25,996,815.640
25,994,971.838
25,993,128.033
25,991,284.225

25,989,440.413
25,987,596.597
25,985,752.778
25,983,908.954
25,982,065.126

Y’

209,151.175
210,995.017
212,838.854
214,682.686
216,526.515

218,370.338
220,214.158
222,057.974
223,901.786
225,745.595

227,589.399
229,433.201
231,277.000
233,120.795
234,964.588

236,808.378
238,652.165
240,495.950
242,339.733
244,183.514

246,027.293
247,871.070
249,714 .846
251,558.620
253,402.393

255,246.165
257,089.936
258,933.706
260,777.475
262,621.244

264,465.013
266,308.781
268,152.550
269,996.318
271,840.087

273,683.857
275,527.627
277.371.398
279,215.169
281,058.942

282,902.716
284,746.492
286,590.269
288,434.048
290,277.829

292,121.612
293,965.397
295,809.184
297,652.974
299,496.766

301,340.562
303,184.360
305,028.162
306,871.967
308,715.775

310,559.587
312,403.403
314,247.222
316,091.046
317,934.874

A 1"

30.73070
30.73062
30.73053
30.73048
30.73038

30.73033
30.73027
30.73020
30.73015
30.73007

30.73003
30.72998
30.72992
30.72988
30.72983

30.72978
30.72975
30.72972
30.72968
30.72965

30.72962
30.72960
30.72957
30.72955
30.72953

30.72952
30.72950
30.72948
30.72948
30.72948

30.72947
30.72948
30.72947
30.72948
30.72950

30.72950
30.72952
30.72952
30.72955
30.72957

30.72960
30.72962
30.72965
30.72968
30.72972

30.72975
30.72978
30.72983
30.72987
30.72993

30.72997
30.73003
30.73008
30.73013
30.73020

30.73027
30.73032
30.73040
30.73047
30.73055

k

1.00005 98
1.00005 59
1.00005 21
1.00004 83
1.00004 47

1.00004 11
1.00003 76
1.00003 42
1.00003 09
1.00002 77

1.00002 45
1.00002 15
1.00001 85
1.00001 56
1.00001 28

1.00001 01
1.00000 74
1.00000 48
1.00000 24
1.00000 00

0.99999 77
0.99999 54

0.99999 12
0.99998 93

0.99998 74
0.99998 56
0.99998 38
0.99998 22
0.99998 07

0.99997 92
0.99997 78
0.99997 65
0.99997 53
0.99997 41

0.99997 31
0.99997 21
0.99997 12
0.99997 04
0.99996 97

0.99996 91
0.99996 86
0.99996 81
0.99996 77
0.99996 74

0.99996 72
0.99996 71
0.99996 70
0.99996 71
0.99996 72

0.99996 74
0.99996 77
0.99996 81
0.99996 86
0.99996 91

0.99996 97
0.99997 04
0.99997 12
0.99997 21
0.99997 31



¢

14500’
01
02
03
04

14 05
06
07

08
09

14 10

14 15

14 25

R

25,980,221.293
25,978,377.456
25,976,533.614
25,974,689.768
25,972,845916

25,971,002.059
25,969,158.197
25,967,314.329
25,965,470.456
25,963,626.576

25,961,782.691
25,959,938.800
25,958,094.902
25,956,250.998
25,954,407.087

25,952,563.169
25,950,719.244
25,948,875.313
25,947,031.374
25,945,187.427

25,943,343.473
25,941,499.512
25,939,655.542
25,937,811.564
25,935,967.579

25,934,123.584
25,932,279.582
25,930,435.570
25,928,591.550
25,926,747.520

25,924,903.482
25,923,059.434
25,921,215.377
25,919,371.310
25,917,527.233

25,915,683.147
25,913,839.050
25,911,994.943
25,910,150.826
25,908,306.698

25,906,462.559

Yl

319,778.707
321,622.544
323,466.386
325,310.232
327,154.084

328,997.941
330,841.803
332,685.671
334,529.544
336,373.424

338,217.309
340,061.200
341,905.098
343,749.002
345,592.913

347,436.831
349,280.756
351,124.687
352,968.626
354,812.573

356,656.527
358,500.488
360,344.458
362,188.436
364,032.421

365,876.416
367,720.418
369,564.430
371,408.450
373,252.480

375,096.518
376,940.566
378,784.623
380,628.690
382,472.767

384,316.853
386,160.950
388,005.057
389,849.174
391,693.302

393,537.441

A 1"

30.73062
30.73070
30.73077
30.73087
30.73095

30.73103
30.73113
30.73122
30.73133
30.73142

30.73152
30.73163
30.73173
30.73185
30.73197

30.73208
30.73218
30.73232
30.73245
30.73257

30.73268
30.73283
30.73297
30.73308
30.73325

30.73337
30.73353
30.73367
30.73383
30.73397

30.73413
30.73428
30.73445
30.73462
30.73477

30.73495
30.73512
30.73528
30.73547
30.73565

k

0.99997 41
0.99997 53
0.99997 65
0.99997 78
0.99997 92

0.99998 07
0.99998 22
0.99998 39
0.99998 56
0.99998 74

0.99998 93
0.99999 13
0.99999 33
0.99999 55
0.999399 77

1.00000 GO
1.00000 24
1,00000 49
1.00000 75
1.00001 01

1.00001 29
1.00001 57
1.00001 86
1.00002 16
1.00002 46

1.00002 78
1.00003 10
1.00003 44
1.00003 78
1.00004 13

1.00004 49
1.00004 85
1.00005 23
1.00005 61
1.00006 00

1.00006 40
1.00006 81
1.00007 23
1.00007 65
1.00008 09

1.00008 53



Sin 0

0.00000 50000
0.00006 93044
0.00013 86088
0.00020 79132
0.00027 72176

0.00034 65220
0.00041 58264
0.00048 51307
0.00055 44351
0.00062 37395

0.00069 30439
0.00076 3483
0.00083 16526
0.00090 09570
i2.00097 02614

0.00103 95657
0.001:10 88701
0.00117 81744
0.00124 74788
0.00131 67831

0.00138 60874
0.00145 53918
0.00152 46961
0.00159 40004
0.00166 33047

0.00173 26090
0.00180 19133
0.00187 12175
0.00194 05218
0.00200 98261

0.00207 91303
0.00214 84346
0.00221 77388
0.00228 70430
0.00235 63472

0.00242 56514
0.00249 49556
0.00256 42598
0.00263 35639
0.00270 28681

0.00277 21722
0.00284 14763
0.00291 07804
0.00298 00845
0.00304 93886

0.00311 86927
0.00318 79967
0.00325 73007
0.00332 56048
0.00339 59088

0.00346 52128
0.00353 45167
0.00360 38207
0.00367 31246
0.00374 24285

0.00381 17324
0.00388 10363
0.00395 03402
0.00401 96440
0.00408 89478

0.00415 82516

Ao = 89°00"W.

Al w1010

11,550.73
11,550.73
11,650.73
11,550.73
11,550.73

11,550.72
11,550.70
11,550.72
11,550.72
11,550.70

11,550.72
11,550.70
11,550.70
11,550.70
11,550.70

11,550.65
11,550.67
11,550.65%
11,550.65
11,550.65

0

Tan 5
0.00000 00000
0.00003 46522
0.00006 93044
0.00010 39566
0.00013 86088

0.00017 32610
C.C002C 79132
0.00024 25654
Q00027 72176
0.00031 18698

0.00034 65220
0.00038 11742
0.00041 58264
0.00045 04786
0.00048 51308

0.00051 97830
0.00055 44352
0.00058 90874
0.0006z 37396
0.00065 83918

0.00069 30440
0.00072 76963
0.00076 23435
0.00079 70007
0.00083 16529

0.00086 63051
0.00090 09574
0.00093 56C%¢
0.00097 02618
0.00100 49140

0.00103 95663
0.00107 42185
0.00110 88708
0.00114 35230
0.00117 81752

0.00121 28275
0.00124 74797
0.00128 21320
0.00131 67842
0.00135 14365

0.00138 608838
0.00142 07410
0.00145 53933
0.00146 00456
0.00152 46978

0.00155 93501
0.00159 40024
0.00162 86547
0.00166 33070
0.00169 79593

0.001/3 26116
0.00176 72639
0.00180 19162
0.00183 65685
0.00187 12208

0.00190 58731
0.00194 05255
0.00197 51778
0.00200 98301
0.00204 44825

0.00207 91348

A1" X 101

5,775.37
5,775.37
5,775.37
5,775.37
5,775.37

5,775.37
5,775.37

5,775.37
5,775.37
5,775.37
5,775.37
5,775.37

5,775.38
5,775.37
5,775.37
5,775.37
5,775.37

,775.38
,775.37

5,775.38

5,775.37
5,775.38
5,775.38
5,775.37
5,775.38

5,775.38
5,775.38
5,775.38
5,775.38
5,775.38

5,775.38
5,775.38
5,775.38
5,775.38
5,775.38

5,775.40
5,775.38
5,775.38
5,775.40
5,775.38

Tan 0

0.00€00 00000
0.00006 93044
0.00013 86088
0.00020 72132
0.00027 72176

0.00034 65220
0.00041 58264
0.00048 51308
0.00055 44352
0.00062 37396

0.00065 30440
0.00076 23485
0.00083 16529
0.00090 09574
0.00097 02618

0.00103 95663
0.00110 88708
0.00117 81752
0.00124 74797
0.00131 67842

0.00138 60588
0.00145 53933
0.00152 46978
0.00159 40024
0.00166 33070

0.00173 26116
0.00180 19162
0.00187 12208
0.00194 05255
0.00200 98301

0.00207 91348
0.00214 84395
0.00221 77442
0.00228 70490
0.00235 63538

0.00242 56585
0.00249 49634
0.00256 42682
0.00263 35731
0.00270 28779

0.00277 21829
0.00284 14878
0.00291 07928
0.00298 00978
0.00304 94028

0.00311 87078
0.00318 80129
0.00325 73180
0.00332 66232
0.00339 59284

0.00346 52336
0.00353 45388
0.00360 38441
0.00367 31494
0.00374 24547

0.00381 17601
0.00388 10655
0.00395 03710
0.00401 96765
0.00408 89820

0.00415 82876

AlY 0 10%

11,550.73
11,550.73
11,550.73
11,55C.73
11.550.73

11,5560.73
11,550.73
11.550.73
11.550.73

11,550.73

55C.75
550.73
550.75

PN

—
[5))

aCcrann

NN S

SCoLH O60CL
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WN@

wiN
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Sin ¢y = .23825 09560



AN Sin 0
100’ 0.00415 82516
01 0.00422 75554
02 0.00429 68592
03 0.00436 61629
04 0.00443 54667
105 0.00450 47704
06  0.00457 40740
07 0.00464 33777
08 0.00471 26813
09 0.00478 19849
110 0.00485 12885
11 0.00492 05921
12 0.00498 98956
13 0.00505 91992
14 0.00512 85027
115§ 0.00519 78061
16 0.00526 71096
17 0.00533 64130
18 0.00540 57164
19 0.00547 50198
120 0.00554 43231
21 0.00561 36264
22 0.00568 29297
23 0.00575 22330
24 0.00582 15362
s 0.00589 08394
26 0.00596 01426
27 0.00602 94457
28 0.00609 87488
29 0.00616 80519
130 0.00623 73550
31 0.00630 66580
32 0.00637 59610
33 0.00644 52640
34 0.00651 45669
135 0.00658 38698
No == 89°00"W.

A1" X 10"

11,550.63
11,550.63
11,550.62
11,550.63
11,550.62

11,5650.60
11,5650.62
11,5650.60
11,550.60
11,550.60

.

an 2
0.00207 91348
0.00211 37872
0.00214 84395
0.00218 30919
0.00221 77442

0.00225 23966
0.00228 70490
0.00232 17014
0.00235 63538
0.00239 10061

0.00242 56585
0.00246 03109
0.00249 49634
0.00252 96158
0.00256 42682

0.00259 89206
0.00263 35731
0.00266 82255
0.00270 28779
0.00273 75304

0.00277 21829
0.00280 68353
0.00284 14878
0.00287 61403
0.00291 07928

0.00294 54453
0.00298 00978
0.00301 47503
0.00304 94028
0.003G8 40553

0.00311 87078
0.00315 33604
0.00318 80129
0.00322 26655
0.00325 73180

0.00329 19706

Al" x 10

5,775.40
5,775.38
5,775.40
5,775.38
5,775.40

5,775.40
5,775.40
5,775.40
5,775.38
5,775.40

5,775.40
5,775.42
5,775.40
5,775.40
5,775.40

5,775.42
5,775.40
5,775.40
5,775.42
5,775.42

5,775.40
5,775.42
5,775.42
5,775.42
5,775.42

5,775.42
5,775.42
5,775.42
5,775.42
5,775.42

5,775.43
5,775.42
5,775.43
5,775.42
5,775.43

Tan 0

0.00415 82876
0.00422 75932
0.00429 68989
0.00436 62046
0.00443 55103

0.00450 48161
0.00457 41219
0.00464 34278
0.00471 27337
0.00478 20396

0.00485 13456
0.00492 06517
0.00498 99578
0.00505 92639
0.00512 85701

0.00519 78763
0.00526 71826
0.00533 64890
0.00540 57954
0.00547 51018

0.00554 44083
0.00561 37149
0.00568 30215
0.00575 23281
0.00582 16348

0.00589 09416
0.00596 02484
0.00602 95553
0.00609 88623
0.00616 81693

0.00623 74763
0.00630 67835
0.00637 60906
0.00644 53979
0.00651 47052

0.00658 40125

Y RS

11,550.93
11,550.95
11,550.95
11,550.95
11,550.97

11,551.20
11,5651.18
11,551.22
11,651.22
11,651.22

Sin ¢y = .23825 09560



¢

13°00'
01
02
03
04

13 05
06
07
08
09

13 10
11
12
13
14

13 20

13 25

Log R

7.41648 821
7.41645 752
7.41642 682
7.41639 612
7.41636 543

7.41633 472
7.41630 402
7.41627 332
7.41624 261
7.41621 190

7.41618 119
7.41615 047

7.41587 395
7.41584 322
7.41581] 248
7.41578 174
7.41575 100

7.41572 026
7.41568 951
7.41565 876
7.41562 801
7.41559 726

7.41556 651
7.41553 575
7.41550 459
7.41647 423
7.41544 347

41541 270
41538 193
41535 116
41532 039
4

1528 962

Z-
7.
7

7.
7.

7.41525 884
7.41522 806
7.41519 728
7.41516 650
7.41513 571

7.41495 096
7.41492 015
7.41488 935
7.41485 855
7.41482 774

7.41479 693
7.41476 612
7.41473 530
7.41470 449
7.41467 367

A1 10°

51.15
51.17
51.17
51.15
51.18

51.17
51.17
51.18
51.18
51.13

51,20
51.18
51.20
51.20
51.20

51.22
51.20
51.22
51.22
51.23

51.22
51.23
51.23
51.23
51.23

51.25
51.25
51.25
51.25
51.25

51.27
51.27
51.27
51.27
51.28

51.28
51.28
51.28
51.28
51.30

51.30
51.30
51.30
51.22
51.30

51.32
51.33
51.32
51.33
51.32

51.35
51.33
51.33
51.3

51.35

51.35
51.37
51.35
5137
51.37

Log k

0.00002 60
0.00002 43
0.00002 26
0.00002 10
0.00001 94

0.00001 79
0.00001 63
0.00001 4S8
0.00001 34
0.00001 20

0.00001 07
0.00000 93
0.00000 80
0.00000 &8
0.00000 56

0.00000 44
0.00000 32
0.00000 21
0.00000 10
0.00000 00

5.99939 90
9.99999 80
9.99999 71
9.99995 62
9.99999 53

9.99999 45
9.99999 37
9.99999 30
9.99599 23
9.99999 16

9.99999 10
9.99999 04
9.99998 98
9.99998 93
9.99998 88

9.99998 83
9.99998 79
9.99998 75
9.99998 72
9.99998 69

9.99998 66
9.99998 63
9.99998 61
9.99998 60
9.99998 58

9.99998 58
9.99998 57
9.99998 57
9.99998 57
9.99998 58

9.99998 58
9.99998 60
9.99998 61
9.99998 63
9.99998 66

9.99998 69
9.99998 72
9.99998 75
9.99998 79
9.99998 83



14°00’

14 15

14 20

Log R

7.41464 285
7.41461 202
7.41458 120
7.41455 037
7.41451 954

7.41448 871
7.41445 787
7.41442 704
7.41439 620
7.41436 535

7.41433 451
7.41430 366
7.41427 282
7.41424 197
7.41421 111

7.41418 026
7.41414 940
7.41411 854
7.41408 768
7.41405 681

7.41402 595
7.41399 308
7.41396 420
7.41393 333
7.41390 245

7.41387 158
7.41384 070
7.41380 981
7.41377 893
7.41374 804

7.41371 715
7.41368 626
7.41365 536
7.41362 446
7.41359 356

7.41356 266
7.41353 176
7.41350 08¢t
7.41346 994
7.41343 903

7.41340 812

A1" X 10

51.38
51.37
51.38
51.38
51.38

51.40
51.38

51.52

Log k

9.99998 88
9.99998 93
9.99998 98
9.99999 04
9.99999 10

9.99999 16
9.99999 23
9.99999 30
9.99999 37
9.99999 45

9,99995 53
9.99999 62
9.99999 71
9.99999 80
9.99999 90

0.00000 00
0.00000 11
0.00000 21
0.00000 32
0.00000 44

1.00000 5€
0.00000 68
0.00000 81
0.00000 94
0.00001 07

(0.00001 21
0.00001 3=
0.00001 483
0.00001 64
0.00001 79

0.00001 95
0.00002 11
0.00002 27
0.00002 44
0.00002 61

0.00002 78
0.00002 96
0.G0003 14
0.00003 32
0.00022 51

0.00003 70



