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Resumen

Fn estas tesis se aborda el problema de obtener una versién certificada de un
resultado fundamental en Algebra Homoldgica, conocido como “Desarrollo de
las Algebras y Complejos de Kosanl’. Las principales motivaciones de nuestro
trabajo consisten en aumentar nuestro conocimiento sobre la naturaleza del
Algebra Homoldgica vy Topologia Algebraica de dicho resultado matemdtico,
asi como evaluar las distintas posibilidades que ofrecen Los Complejos de Koszul
y Algebras de Koszul para demostrar teoremas en Algebra Homolégica, y a la
vez las aplicaciones en Algebra Homolégica.

El contenido de la tesis estd dividido en seis capitulos. En el primerc se realiza
una breve introduccién a las herramientas de trabajo utilizadas. En particular,
se presentan definiciones de estructuras algebraicas y resultados previos nece-
sarios para enunciar Los mddulos proyectives e inyectivos; también se aporta
informacion relevante para nuestro trabajo scbre la construccion de estructuras
algebraicas con sucesiones exactas y semiexactas. En el segundo capitulo se
enuncia el Teorema de Coeficientes Universales v férmula de Kunneth y se da
una demostracién formal de los mismos. El tercer capitulo que tratan de la
modelizacién, especificacién y verificacién de Concepto de Gradoe, Teoria de
grado para anilles semi-locales, Anillos semi-regulares y propiedades generales
de anillos de polinomiocs. En el capitule 4, se presentan los principales teoremas,
definiciones, proposiciones sobre: Teoria de Multiplicidad, principales tecremas
sobre ideales centrales, Sistema de multiplicidad, El Simbolo de multiplicidad.
En el quinto capitule el cbhjetivo es mostrar cémo las propiedades de los com-
plejos de Koszul dan luz sobre clertes aspectos de la teoria de multiplicidad
y teorfa de grado. En el capftulo sexto, se presentan algunos de los resultados
béasicos sobre Algebras de Koszul en el caso no local. Se investigan las dlgebras
Noeterianas no graduadas semiperfectas; la definicién y el estudic de Algebras
casi-koszul, Algebras de Yoneda y Auslander.



Introduccion

En esta tesis se estudia el desarrollo de las 4lgebras y complejos de Koszul. Se
emplean las técnicas y mecanismos existentes para el desarrollo de la misma,
uncs de los objetivos de este trabajo es desarrollar la teoria matemética de
Los Complejos de Koszul y sus aplicaciones en el Algebra Homolégica. Dar a
conocer la importancia de los Complejos de Koszul en el Algebra Homoldgica
y sus aplicaciones. Demostrar los principales teoremas existentes relacionados
con Los Complejos de Koszul y el camino para llegar a ellos, a la vez se quiere
mostrar a los interesados una visidn general sobre los Complejos de Koszul. Y
para ello esta tesis se divide en seis capitulos con los cuales se alcanzaron a
cumplir los objetivos deseados.

En el primer capitulo se explica el conceptoe de teoria de médulos, las caracteristi-
cas principales. Asi como la relacién que existe entre los médulos proyectives,
inyectivos v libres.

En el capitule segunde se analizan los funtores torsidn y extensidn, se especi-
fica un método a seguir para el cilculo de éstas, y se trabaja con resclucicnes
proyectivas, las cuales se utilizan para el estudio de los Teoremas de Coeficientes
Universales y la férmula de Kunneth [20].

En el capitule tercero se estudia el desarrollo de la teoria de grado. Se estudia
el concepto de grade, anillos de polinomio y esto se establece para luego hacer
la conexién con los complejos de Koszul.

En el capitulo conarto se disefla la estructura de un sistema de multiplicidad,
aplicando los conceptos y férmulas estudiadas en los capitulos anteriores, ademas
se define el simbolo de multiplicidad con el cual se hace una conexién con el
capitulo 5.

En el capitulo quinto se establece la definicién de un complejo v se hace la
construccién de un complejo de Koszul, parte importante de nuestro trabajo, a
la vez se dan las propiedades mds importantes sobre complejos de Koszul y la
conexién que tienen con la teoria de grade y multiplicidad.

En el capitulo sexto se da las ideas basicas del estudio de las Algebras d(; Koszul
y las nociones basicas del uso del complejo de Koszul en el caso de Algebras
Conmutativas. Ademds de la relacidn que existe entre el Algebra de Yoneda y
el Algebra de Koszul. En este altimo capitule se muestran las aplicaciones que
tienen las Algebras de Koszul.

Actualmente los Complejos de Koszul y Algebras de Koszul tienen muchas apli-
cacicnes. Se acaba de presentar una investigacidén de gran interés en el ambito de
la teoria de fiabilidad, vsada en muchos campos, desde aplicaciones industriales
(como el control de redes y procesos de distinto tipo) a temas biolégicos, como
el escaneo de secuencias de ADN [26], en ella se estudia la hemelogia de Koszuol,
Fistas aplicacicnes van desde el estudic de ciertos ideales del Algebra Conmu-
tativa, al estudic de sistemas diferenciales ¢ incluso a la fiabilidad de sistemas
complejos.



Capitulo 1

Teoria de Modulos

1.1. Moédulos

Definicién 1 Sea R un anillo conmutative con unidad 1 # 0 Un mddulo sobre
R es un grupe editivo X juntemente con la funcidn

Wi RxX =X

(a,z) — pla,z) = ax
Satisface las condiciones siguientes:

i) (a4 B)r =ar + Oz
u) alx +y) = ar + ay
#i) oBx) = (af)x

wjlr=ux
Para cualquier o, 3 € Ryz,y € X
Ejemplo 1 Sea R el anillo Z de los enteros. Para cualquier grupo abeliano X,

la funcidn
piZxX =X

(m,7) = afm, ) = nx
Paratodonc Z, x € X
Satisface que simy,me € 7, x1,15 € X
..
iy +ng,x) =(ny+mlz € X
=N1T + N2
= ji(n1, x) + pi(ne, x)
pln,xr +x2)  =nlzi+r) € X
= nri +nrg
= pln, 1) + p(n, z2)
pllizy=lz==x

Ejemplo 2 Sea X un anillo con unidad 1 y R un subanillo conmutativo de X
que contenge 1. Entonces la funcidn u: R x X — X, definida por p(a, 7) = ax
para todo (o € R y v € X), satisface las siguientes condiciones



Desarrolio de las Algebras y Complejos de Koszul

2
pla+B,x) = (o + B)(x) = ax + Br = ula, @) + u(B, x)

Se cumple la distributive ya que a, 3,z € X
)

pla, o+ o) = alzy +22) = axy +ore = pla, r1) + pla, xz)

" pla, p(B, 7)) = pla, Bz] = a(Br) = plaf, )
Ya que estamos en el anillo X lo cumple
i)
wlry=1lr=x=x
Luego todo enillo X con unidad 1 es un mddulo sobre cualquiera de sus suban-

illos conmutativos que contienen 1. En parficular, todo enillo conmulativo con
unidad puede ser considerado como mddulo sobre si mismo.

Ejemplo 3 FEl conjunto X = R® de todas las funcicnes f : S — R de un
conjuntc 5 en R es un grupo abeliano respecto a lo adicion funcional definida
por (f + g)(s) = f(s) + g(s) para cualesquiere f,.g € X y s € S. La funcidn
i R x X — X definida asignando a cada elemento o, f de R x X la funcidn
af S — R, dada por (af)(s) = al[f(s)] para todo s € S, satisface las siguientes
condiciones

Y

[wla+ 8, Fl(s) =[(a +A)f](s)
= (a+3)f(s)
=af(s)+3f(s)
=[afls+[3f]s
=[af + Bf(s)
= ple, f)(s) +u(B, f)(s)

4ii)

(el sy = [(eB)f(s)

(B)(s)]
= [a(8)](s)
o, 13, Fl(s)

Lema 1 Peara cualquier elemento v de R-mddulo X se cumple

Ou=0 (—Du=-u
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Prueba: En virtud de i) y iv), tenemos w + 0u = (1 + O)u = lu = u por tanto
0u = 0. Por otra parte, tenemos también

v+ (-lu)={1-1ju=0u=0

por tanto (—1ju = —u.||

1.1.1. Submoddulos

Definicion 2 Sea X wun R-mddulo arbitrario, A un subconjunto no vacio de X
entonces A es submddulo de X si y solo si

1) A es subgrupo del grupoe abeliano aditivo X
W Vo € X yVe € A endonces ax € A

Ejemplo 4 Todo subgrupo A de un grupo abeliono editivo X es un submddulo
de X considerado como mddulo sobre el anillo 7 de los enteros.

i. Sea z,y € A, como A es submddulo sobre Z
sy led=sayteA
por tanto A es subgrupo de X

. Sea o € R r € A Como A es mddulo sobre el anillo Z de los enteros
enfoncesar € A ;o€ Z

Lema 2 Un subconjunto no vacio A de un R-mddulo X es un submddulo de
X si y solo si para cuclesquiera que sean o € R y w,v € X, se tiene que
ut+veEAyauc A

Prueba: = Por definicién de submédulo, como A # @ y es un submddulo de X
respecto a la adicién y multiplicacién escalar del médulo X se cumple que
u+v €4 aue A = Basta probar que el opuesto —u de u € A estaen 4 (Por
lema 1) —u = (-1) w € A Entonces existe a = (—1) que satisface au € A,
ademds uw + v € A ya que X es aditivo.||

Lema 3 Seq A un submddulo de un R-mddulo de X, entonces, para todo o €
Ryue X, tenemos {alu+a) a € A} Cau+ A

Prueba: Sea A un submédulo de X entonces aa € A Va € A por tanto
aluta)=ou+oaacaut A
Ya que se cumple la ley distributiva.||

Lema 4 La interseccién de cuolquier familia de submddulos de un R-mddulo
X, es un submddulo de X.

Prueba: Consideremos una familia & = {4,/i ¢ M} de submddulos de un R-
mdédulo X y sea A su interseccién A =17, _,; A;. A probar que A es un submddu-
lode X,seana € R u,v € A (por lema 2) hay que establecer u+v € 4 au € 4.
Para eso consideremos un ¢ € M arbitrario. Ya que 4 C A; A; es un submddulo
de X (por lema 2) u+ve A; aue 4

Y como esto es cierto para todo 7 € M entonces uw +v € 4 au € A. Por tanto
A es submédule de X ||

Sea ahora S un subconjunto arbitraric de un R-mddulo X. Entonces S esta
contenido en al menos un submédule de X, a saber, en el propic X. Por (lema
4), la interseccién A de todos los submédulos de X que contienen S es un
submédule de X. Precisamente, A es el minimo submédule de X que contiene
el subconjunto dado 5, y recibe el nombre de submédule engendrado por S, En
el caso A = X, se dice que S es un sistema de generadores de X y que X esta
engendrado por S.||
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Definicion 3 Un elemenio X de un R-mddulo X se dice que es combinacidn
lineal de elementos de un subconjunto S de X st y solo si existe un numero
finito de elementos x1,%2,..0y de S tales que

T
£ = Zaiwi
i=1
donde a1, 09, .0 € R

Proposicién 1 El submddulo de un R-mddulo X engendrado por un subcon-
junto S de X es el conjunio de todas las combinaciones linecles de elementos
de .S.

Prueba: Sea A el conjunto de todas las combinaciones lineales de elementos de 5.
Por (Lema 2) A es un submédulo de X. Para cada x € S, tenemos x = lxr € A,
Luego A contiene S. Sea B un submédulo de X que contenga S. Por (prop.2),
Toda combinacién lineal de elementos de S esta contenida en B. Luego A C B.
Por tanto A4 es el minimo submédulo de X que contiene S ||

Concluimos la presente seccién, definiendo algunas nociones que serdn usadas en
lo sucesive. Siendo S y T subconjuntos cualesquiera de un R-mdédulo arbitrario
X, susuma S+ T es el subconjunto X definido por

S+T={u+v/uecS veT}

5i 5y T son submddules de X, es evidente que también lo es 5+ T. Por otra
parte, para todo subconjunto C' de R, C'S denota el subconjunto de X definido
por

¢S ={aufaecC, ue S}

Definicién 4 Sea R un anillo con unidad 1, conmutativo o no. Un R-mddulo
por la tzquierda es un grupo abeliono aditivo X juntamente con la funcidn

g RxX—-X

que satisface los condiciones de mddulo. Andlogamente, definimos R-mddulos
por la derecha.

Proposicién 2 Prober que, si R es conmutativo, ambas nociones coinciden
esencialmente.

Prueba: Sea

[T AxX—-X

(re) = ulra) = ra

un R-mdédulo por la izquierda. Por hipotesis del ejercicio se satisface que para
r,rm R, T1+reX

7 rlr) +x2) =ra + 112

)

i) (ri+ro)z=rz+rr
#it) rlaz) = (ra)z
iv)

v lr==zx
Definamos R-mdédulos por la derecha

i XxR—-X
(@1 = lar) =ar
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Entonces tenemos que

i) x(r1+ra) =ar +arg
i) (71 + x2)7 = T97 + T27
#ii) r(ar) = (za)r
i) lr=r

Y obtenemos que las propiedades de un R-médulo por la izquierda y derecha
son iguales. ||

Proposicidn 3 Prober que fijade un elemento a € R, la correspondencia

x — ax define un endomorfismo D, : X — X del grupo abeliano aditivo de
cualguier R-mddulo X. Este endomorfismo rectbe el nombre de dilatacidn u
homotecia de rdzon a. Entonces

Dog = Dy oDy

para cualesquiere o, 3 € R, y deducir qgue C, es un aufomorfismo si o es un
elemenio inversible de R.
Prueba:

D,: X-—=X
r— Dy(x)=ar

Sean r1, 12 € X se vertfica que D, es un homomorfismo

Dy(x1 + 22) Do(rizs)
=afr +22) =a(r—lr—2)
=qar; +ars = Qr1Qry
= Do(x1) + Dy (x2) = Dy(11) Do (22)
Falta verificar que Do = Dy 0 Dg para ello sea o, 5 € R
Das = afr

= a(fBr)

= Dy (fx)

= D, 0 Dg(x)

Ahora veamos que Dy es inyectivo. Sean x1,xe € X entonces

Da(ﬂfl) - DQ(IZ)

Qr] — Qs
ailascl = a’laxg
1 = T2

Entonces Dy, es inyectivo. FPor tanto es isomorfismo. ||

Ejemplo 5 Siendo X un elemento dado de un R-mddulo arbitrario X, la cor-
responencia ¢ — ax define un homomorfismo h: R — X del grupo aditivo de
R en el grupo aditive de X. En consecuencia,

0r =0,(a - Az =ar — fz,n(a) = (na)x

para todo o, 3 € R y todo entero n se deduce, st R es de caracteristica p, que
pr =0 pare todo x € X.
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Prueba.,

h: R—-X
a— hia) =azx
(1) Como A(0) = 0y por definicidn ~{0) = 0z entoces Oz =0
(i)
Ela—03) = h{a) + h{—3) por ser i homomorfismo
— h{a) - h(B)

=ar — B

Ademés por definicién h(a — 3) = (o — )z por tanto (a — flz = ax — fr
(iii) Por definicién h(na) = (na)r Ademés
hina) =hla+a+.. +a) anveces
=h{a)+h(a)+ .. +hia)
=ar+ar+..+ar
=n{ar)
por tanto
(na)r = nlax)
Sabemos que para toedoa € R pa=10.Seaz € X
pr = p(lx)
= (pl)x
=0z
=0 Por tanto pr =0 Il

Proposicién 4 Sea K un tdeal de un anillo conmutativo con unidad R y x un
elemento dado de un R-médulo X. Entonces el subconjunto de X

A=FKr={oar/aec K}
es un submddulo.

Prueba. Dado que A es subconjunto de X. Sea vy v € A debemos probar que
v+veAyquean € Aparatodoa € Ku=01x a1 € K v=0asc K

wt v = a1T + asT au = alayr)
= (a1 +a3) = (aay)r
=arc A = qax para aa) € k I

Definicion 5 Sea R un dominio de integridad conmutativo. Un elemento x de
un B-mddulo X se llama elemento de torsion e X siy solo si existe un elemento
no nule A € R tal que Az =0.

Ejemplo 6 Probar gue los elementos de forsion de X forman un submddulo
(X)), denominado submddulo de torsidn si y solo st 7(X) = X y mddulo sin
torsién si y solo si 7(X) = 0. Probar que, para cualquier R-mddulo X, es 7(X)
un mdodulo de torsidn. Probar tambicn las siguentes proposiciones:

(a) R es un mddulo de forsidn sobre si mismo

10
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(b) Todo submddulo de un R-mddulo de torsidn es a su ver un R-mddulo de
torsicn

(¢) Tode submddulo de un R-mddulo sin lorsion es también un R-mddulo sin
torsidn.

Prueba. Sean x,y € 7(x). Entonces existe A1, A2 # 0 tal que Mz =0, Ay =0
entonces A + Ay = 0. Como estamos trabajando sobre un anillo conmutativo

con intregridad no hay divisores entonces para A1, Ay # 0, Adz =0
)\1)\2(.76‘ + y) = )\1)\233 + )\1)\2@
= )\2()\1.17) +/\1(/\2y)
=0

Por tanto z +y € 7(X). Seaa € Ry z € 7(X) entonces ax € 7(X) entonces
existe Ax # 0 tal que

Az =10
adr=0;sia#0y a\#0
Nz =0
por tanto
XNz er(X)

Probar que, para cualquier R-médulo X, es 7(X) un médulo de torsién. Debe-
mos probar que 7(X) = 7(7(X)). Para 7(7(X)) < 7(X) se da ya que 7(7(X))
és un submdédulo de 7(X). Para la ofra inclusién sea y € 7(X)

= FA#0tal que Ar =0
=y 7(r(X))
= (X)) Cr(r(X))

Por tanto 7(X) = 7(r(X)). Ahora probaremos (a). A probar que 7(R) = 0.
Sea x € 7(R) entonces A\ #£ 0 tal que Az = 0 y como R es un dominio con
integridad A = 0 o © = 0 pero como A # 0 entonces x = 0. Por tanto It es
un médulo de torsién sobre si mismo. Para probar (b). Sea M un R-médulo
tal que 7(M) = M y sea A un submédulo de M. A probar que 7(4) = A
Sabemos que 7{A4) C 7(M) se cumple por ser 4 € M (A submddulo de M) por
tanto 7{A) C A. Para la otra inclucién. Sea z € A como A es un submédulo
de M = 7(M) entonces existe A € 0 tal que Axr = 0 por tanto A € 7(4) lo
que implica que A = 7A. Para (c) necesitamos probar que 7(A) = 0. Como
7(M) = 0 por ser un R-mddulo de torsién existe A # 0 tal que para algin z € 4
cumple que A = 0. Por tanto 7(4) =0. ||

1.2. Homomorfismos
Un homomorfismo (0 morfismo o aplicacién lineal) de un R-médulo X en un
Rr-médulo YV es una funcién f : X — ¥, que es un homomorfismo del grupo

abelianc aditivo Y, que conserva la multiplicacidn escalar. En otros terminocs, f
es un homomorfismo del médulo X en el médulo Y si y solo si

fluto)=flu)+ fv)
flaw) =af(u)

11
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paratodc a en Ry w,ven X.

Por ejemplo, la funcién inclusién 7 : A — X de un submédule A del R-médulo
X en X es un homomorfismo del médulo A en el médulo X, v tal que nos
referimos siempre con el nombre de homomorfismo inclusién. en particular; la
funcién identidad de un R-mddulo arbitraric X es un homomorfisme llamado
homomorfismo identidad.

i A—X
a—ila)=a
Proposicidn 5 Siendo X, Y, Z R-mddulos arbitrarios, la aplicacidn compuesta

gof : X — Z de dos homoemorfismos f : X = Y yg:Y — Z es un
homomorfismo llamado homomorfismo producto.

Prueba. Sean o € Ry w,v € X arbitrariamente dados. Comoe f y ¢ son homo-
morfismos se cumple que:

xLvy
gof™. g
z

flutv)=flu)+ flv)
flav) =af(u)

glutv)=gu)+g(v)
glau) = ag(u)

Tenemos que:

por tanto go f es un homomorfismo.||

Proposicién 6 Pare cualguier homomorfismo h : X — Y,y de un R-mddulo
X en un R-mddulo Y, la tmagen b (A) = {h(zx)|r € 4} de un submddulo A de
X es un submddulo de Y, y la imagen inversa

h=1(B) ={zx € X|h{z) € B}
de un submddulo B de Y es un submddulo de X.

Prueba; Sean a € Ry u,v € h(A) arbitrariamente dados. Por definicién de
Ff(4) 3e,de Atqhic) =u, h(d) =v, como 4 es un submédule de X y por
Lema 2 se tiene que c+d € Ay ac € A. Como h es un homomorfismo esto
implica que:

(e} +h{d)
(c+d) € h(A)

u+v =

h
h

12
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au =af (c)

~ flac) € h(4)

Por el lema 2, A(A) es un submédulo de Y. Para probar que A™! (B) es un
submédulo de X, tenemos que: Sean @ € R y u,v € A~ (B) cualesquiera. Por
definicién A (w) ¥ 2 (v) € B. Como h es un homomorfisme y B un submddulo
de Y tenemos que:

hvt+v)=h(u)+h(v) e B

h{au) =ah{u) € B

Por definicion de A~ (B), u+v € h™1 (B) you € h~' (B) y por lema 2 h™* (B)
es un submédulo de X. Lo que completa la demostracidn.||

Siel submédulo A de X es el propio X laimagen Im (k) = i () es un submdédulo
de Y llamado imagen del homomorfismo A @ X — Y. Por otra parte si el
submédulo B de Y es el submédulo trivial 0 de Y, la imagen inversa ker (h) =
A~ (0) es un submédulo de X llamado nucleo del homomorfismo A X — Y.
La Coimagen Coim (h) y el conucleo Coker (V) de b X — Y son los médulos
cocientes.

Coim (h) = kei{(h)
Coker (h) = #(h)

de los submédulos X e Y, respectivamente.

Definicion 6 Un homomorfismoh: X — Y de un R-mddulo X en un R-mddu-

lo Y se dice monomorfismo si y sélo si es inyective; h se dice epimorfismo si y

sdlo si es suprayectivo (sobre). Un homomorfismo biyectivo (inyective y sobreyectivo)
recibe el nombre de isomorfismo.

Definicion 7 Dos R-mddulos X y'Y son isomorfos, X =Y siy sdlo si existe
un isomorfismo h: X — Y.

Definicion 8 Un homomorfismo h: X — Y de un R-mddulo X en si mismo
se Hamard un endomorfismo de X. Los endomorfismos de X. Los endomorfis-
mos inyectivos son los automorfismos de X. Los automorfismos son los casos
especiales de isomorfismos.

Definicion 9 El komomorfirmo tnclusion ¢+ A — X de un submddulo A de un
R-médulo X en X es un monomorfismo y el homomorfismo idenfidadi - X — X
de cualquier mddulo X es un aufomorfismo de X.

Proposicién 7 Un homomoifismo h : X — Y de un R-mddulo X en un R-
mddulo Y es un monomorfismo st y sélo st Ker (h) =0

Prueba” = " (necesidad) Supongamos que i : X — ¥ es un monomorfismo.
Como A es un homomorfismo, aplica un elemento 0 de X en el elemente 0 de V.
Por tanto el elemento 0 de X figura en el nucleo Ker (h) = h~1 (0) de A, Como
h es inyectivo,la imagen inversa k™! (0) del elemento 0 de ¥ no puede tener mds
de un elemento de X, entonces Ker (h) = 0.

? < 7 [Suficiencia) Supongamos que el Ker (k) = 0. Sean w,v € X tal que
h(u) =h(v) como h es homomorfismo tenemos que:

hu—wv) =h(u) —h(v)
=0

13
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por definicién del ker (h), se deduce que
uv—v € ker(h)

Como ker(h) =0 = u—v =0 = u = v Por tanto h es inyectivo ,  es un
monomorfismo.||

Proposicidn 8 Un homomorfismo b+ X — Y de un R-mddulo X en un R-
mddulo Y, es un epimorfismo st y solo st Coker (h) =0.

Prusba. ” = " (Necesidad). Supongamos que i : X — ¥ es un epimorfismo.
Entonces h es supreyectivo

= Im(h)=h(X)=Y
Esto implica que:
Yy Y
Im(R)  hiz)
h: Xq; i Yh(w):y

Coker (h) = =0

" «= " (Suficiencia). Supongamos que Coker (h) = 0. Entonces Coker (h) =
In}jﬁ, implica que:
hiz)=Im(h)=y
Luego k es suprayectivo. Por tanto es i un epimorfismo.
Proposicién 9 57 h = go f denota el producto de los homomorfismos
f X —Yyg:'¥V — 272
de R- mddulos, enfonces las dos proposiciones siguientes son ciertas:
1. 51 h es un monomorfismo, lo es también f.
2. 5t h es un eprmoifismo , lo es también g.
xLy

™ g
A

Sean X e YV R-mddulos arbitrarios. Se llama homomorfismo trivial de X en Y,
el homomorfismo k: X —— Y definido por h(z) =0 para todox € X. Si k=0
significa que A es el homomorfismo trivial.||

Proposicidn 10 Siendo b : X — Y un homomorfismo arbitrario de un R-
modulo X en un R-médulo Y, las condiciones siguientes son equivalentes:

i) h=0

i) Im(h) =0

iii) ker(h) =

Prueba: () = (i2). St h=0. Para todo z € X, h{z) =0 < Im(h) =0

(#2) = (#2). Sila Im (B) =0, h es un monomorfismo = Ker (k) = X
).

(zzz) = (7). Ker(h) = X Paratodo z € X, 3y € Y tq h{z) = 0 Por tanto

14
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Proposicidn 11 Ei producio h = gof de los homomorfismos f : X — Y y
g:Y — Z de R-mddulos es el homomorfismo triviel st y solo st

Im(f) C ker(g)

Prueba: Necesidad. Supongamos que A = 0. Sea y € Im(f). Por definicién
Jun elemento r € X tal que f () = y. Entonces

gly)=glf(x))=h(z)=0

Luego y € g1 (0) = ker (g), lo que prueba la inclusién Im (f) C ker (g).

Suficiencia. Supongamos I'm (f) C ker (g). Sea z € X. Entonces tenemos que:

hz)=glf(z)]
Puesto que f(x) € Im(f) C ker(g) Obtenemos g [f (z)] = 0 v de aqui que

h(x) =0, como x es arbitrario resulta que = 0.|

Estudiaremos frecuentemente una sucesién finita o infinita
—xLtviz

de homomorfismos de R-médules. En cada médulo no extremo de la sucesién,
por ejemple Y, hay un homomorfismo f con Y como médule final ¥ un homo-
morfismo ¢ con Y como médule inicial. Por conveniencia, se llamardn respecti-
vamente homomorfismos entrante y saliente de la sucesién en Y.

Consideremos ahora un submddulo A arbitrario de un médulo X sobre R y el
médulo cociente Q@ = £ La funcién p : X — @ definida por p{z) = z + A
para todo ¢ € X, recibe el nombre de proyeccién natural del médulo X scbre
el médulo cociente Q. p es un epimorfismo del grupo aditivo X sobre el grupo
aditive Q. Puesto que

plar)=az+A=alp(r)]

para todo a € Ry todo x € X, pes por consiguiente un epimorfismo del médulo
X sobre el médulo. Ademds, tenemos A = ker (p). Asi, todo submédulo de X es
el nucleo de algin homomorfismo.

Consideremos ahora R-médules X e Y arbitrariamente dados y submédules
respectivos A C X y B C Y. Denctemos con

los médulos cocientes con proyecciones naturales
pr X — X, g:Y — YV

Sea h: X — VY un homomorfisme de X en YV que aplica A en B.

Este homomorfismo k' © A —— B serd llamado homomorfismo definido por A
sobre los submédulos. Cuande B=Y, k' se conoce con el nombre de restriccién
h al submédulo A de X y es denctado por

BlA:A——Y



Desarrolio de las Algebras y Complejos de Koszul

Sea ahora w € X arbitrariamente dado. Puesto que

hluta) =h(v)+h{a) € h(w) + B, para todo e € A, la imagen h(u+ A)
estd contenida en una unica clase de B en Y, a saber k(v + A) C h(u) + B
Luego, la correspondencia u+A — h (u)+B define una funcién hx @ X+ — Y
h# es un homomorfismo del grupo aditivo X* en el grupo aditive Y*. Como

h(aut+ A)=h{ouw) + B=ch(u) + B=ahx* (u+4)

para todo @ € Ry todo u € X, h* es un homomorfismo del médulo X* en el
médulo, Y* llamado homomorfismo inducido por k en los médulos cocientes.
Ademss, de acuerdo con, la ignaldad gok = h*op prueba la conmutatividad del
diagrama:
X & v
pl 1 g
Xx 2y

Puesto que las proyecciones naturales p y g son epimorfismos, se deduce facil-
mente de la relacidn gqoh = h * op que

Im (h+) = g[Im (A)]
Ker (h#) = p {f{l (B)]

En particular, si i es un epimorfismo, B =0,y A = Ker (h),entonces Y+ =Y y
h# es un isomorfismo. En este caso, tenemos el siguiente tridngulo conmutativo:

XLy

PN P
X/A

Asi tenemos la siguiente proposicién.

Proposicidn 12 Para un homomorfismo h: X — Y de un B-mddulo X en un
R-médulo Y, se tiene

Coim (k) = x/Ker (k) = Im (h)

El siguiente tecrema es conocido como el segundo Teorema de isomorfismoe de
Noether.

Teorema 1 Siendo A, B submddulos cuales quiera de un R-mddulo X, el ho-
momor fismo inclusion

ix A/ (ANB) = (A+ B)/B

Prueba: Comeoe ¢ es el homomorfsimo inclusién, es obvie que ¢ aplica AN B en
B ¥ por tanto induce un homomorfismo

ix A/ (ANB) = (A+B)/B

Para probar que i es un monomorfismo, denotemos con xr un elemento de
Af (AN B) tal que ¢ % (z) = 0. Elijamos a € x € A. Por definicién de ix, es
a =1ila) € B. Luego a € AN B vy por ello x = 0. Entonces i* es, pues, un
monomoerfismo.

Para probar que ¢+ es un epimorfismo, sea y € (A4 B) /B. Eljjamos a € A y
beBtalesquea+beyC A+ B. Como —b € B, tenemos:

a=(a+b)+(-b) ey

Por tanto ¢= aplica elemento a 4+ (A M B)de A/ (AN B) en y. Esto prueba que
ix es un epimorfismo. En consecuencia, i+ es un isomorfismo. ||
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Definicién 10 Un R-mddulo se llame simple si y solo si los unicos submddulos
de X son 0y X.

Proposicidn 13 Probar gue todo R-mddule X generado por un wunico elemento
x £ 0 es un mddulo simple y que la correspondencia o — ax define un isomor-
fismo de R como R-mddulo sobre un cuerpo R se laman espacios vectoriales
sobre R y sus submddulos, subespacios.

Prueba:

iRy — Xf(oz):a:r
z # 0. Lo que tengo que probar es que el R-médulo X tiene los unicos submédu-
los 0y x. Sea A un submédulo de X. A #0. Sear € X. Como A £03zx € A
tal que x # 0, x = axr = ar € A. Como a~! € R entonces

alare A

v estos generan a todo X = X € A. Por tanto es un submddulo simple. Sean
Q1,00 € R

(1)
Flon +a2) ={a; taz)x
=T + QT
= fla1) + floz)
(i)
flBa1) =Bor)z
= (Baur)
= B(aix)
=A3f ()

Por tanto f es un homomorfismo. Veamos que es inyectivo. Sean a1,0: € Ry
sean f(a1) A flag) e X

fla) = flaz)

a1 xr = QT
-1 _ -1
Q1T = QT
(o] = Q3

Por tanto f es inyective. Veamos que f es sobreyectivo. Basta con elegir ax € X
tq f (@) = ax, por tanto define un isomorfismo. ||

Proposicién 14 Sean f,g: X — Y dos homomerfismos de un R-mddulo Xen
un R-mddulo Y tales que f{s5) = g(s) para tode elemento sde un subconjunto
S de X. Probar que f(x) = g(x) para todo elemento x del submddulo 4 de X
generado por S.

Prueba: Sea A un submédule de X, generado por S. Sea x € A.
ki3

T = E Q;5; = 151 +Qas2 + @Sz + ...+ QpSy
i=1

flx) = flois: +azsz + 0353 + ... + nsn)
=ai1f(s))+azf(s2)+asf(s)+ ... +anf(s.)

=a1g(51) +a2g(s2) +asg(s3)+ ... + ang(s,)
=g (x) I
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1.3. Productos Directos y Sumas Directas

Consideremos una familia arbitraria dada
&= {Xz/i € M}

de R-médulos X; y designamos con P = [];_;, X; el producto cartesiano de la
familia . Por definicién, un elemento de P es una funcién

FiM U
i— f(i) € X; paratodo i€ M.

Definicion 11 na operacidn binaria en P considerando para, dos elemenios,
fig € P la funcicn

f+g: M-
i—= (f+9)d) = fli) gl € X;

Se comprueba ficilmente que esta operacidn binaria + estructura o P como
grupo abeliono aditivo. En efecto¥f h e P

) +e@ = +9)0)
=(g+ 1))
= gli) + f(d)
Por tanto
fro=9+7
El elemento 0 de P es la funcidn
0: M=U

i—oln)=0¢e X;
El elemento opuesto es la funcidn
-f: M—=U
i — = f(i) = =[f(9)]
Por ctra parte se define la multiplicacién escalar
gRx«P—P
asignando a cada a € Ry cada f € P el producto escalar
wlo, f)=af i M =U
dado por
(af)(@) = alF()]
Se comprueba facilmente que esta multiplicacién escalar i estructura al grupo

abeliano aditivo P como R-médulo, que es conocido con el nombre de producto
directo de la familia dada de R-médulos X; € M En efecto, YVa € RVf,gc P

allg. )@ =lalg.FI(E)
= [a{f.9)](0)
= af(f.9)(7)]
Consideremos ahora el subconjunto S de P que consiste de todo f € P tal que

f(2) =0 salvo a lo mas en un numero finito. Evidentemente es un submoédulo
de P. En efecto S es subgrupo de P puesto que
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» (+) es cerrado en S
» Fl elemento 0 de P estaen S
» Si fe Sentonces —f €8

Ademas Ya € R, s € Sy as € 5. Luego 5 es un R-médulo llamade suma
directa de la familia dada ¥ y es designado por § = >7,,, X;. Si el conjunto
M es finito, entonces P = S. En este caso, el R-médulo puede llamarse ¢ bien
producte directo ¢ bien suma directa de la familia finita . Para todo indice
j € M, definamos una funcién

dy X, — 5
, z (=)
r — [d;(x2)](i) = .
swio-{5 570
Para todo x € X. Evidentemente d; es un homomorfismo del médulo X; en el
moédulo 5 llamado inyeccicn natural de X, en la suma directa 5. En efecto sea

et L fety o (i=7)
bl -{7" 5
¥ como ]
sl ={y 1
wwio={5 20
entonces

[%@y+¢@mm:vmwwyw@@ma:{w*y (i=4)
Por tanto
[d; (z) + ds ()] = [d; (2)] + [d; ()]
Ademés o
or, 1=7

Gl -{

por otro lado

‘ o r, i=j| [ex i=j
old; (@)|D) = @ Ho i%j} {5
De lo anterior se prueba que d; define un homomorfismo. Andlogamente defini-
mos una funcién

Pr: P— X
F—=pelf)=f(k)

Para todo f: M — Uen Py k € M Evidentemente p; es un homomorfismo
del médulo P en el médulo Xy Nlamado proyeccidn naturel del producto directo
S en el médule Xy, En efecto sean f, g € Py entonces

pu(f+g) = (f +g)k) = fFk) + glk) = pu(f) + pilg)

ademas

pulef) = (a)f(k) = alf(K)) = ap:
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por tanto pg define un homomorfismo. Ademds, su restriccién

a="r 95— x,

al submédulo S de P se llamard proyeccidn natural de la suma directa S en el
modulo Xj. Sea la sucesién de homomorfismos
d
X, 254 pi oy,
Donde A .S — P representa el homomorfismo inclusién. La siguiente proposi-
cidn es una consecuencia inmediata de las definiciones.

Proposicién 15 FEl producto
Pr OhODj X;, —’X},’
es el homomorfismo trivial si j # k es homomorfismo identidad st j = k.

Prueba: Construimos la sucesién de homomorfismos
X, L5k px,
z; _’(fcj)iej:{xj‘ -i:-j}—’ (xi)iel_’{xk — F=J
0, 17 xi =0, k#3j

Donde si & = {X;/ € M} es una familia de R-médulos entonces
P = [1,cn A es el producto cartesiano de la familia <,
S =3 ",cn i 65 la suma directa de la familia ¥, ademis
i+ P — X Proyeccidn natural
h S — P Funcién inclusién
d; Xy — 5 Inyeccién natural

De aqui realizamos el producto de funciones y obtenemos
pkohodj:: Xj—>Xk

T4, k=3
x; — (pr o hod;)(zy) ={ Oj k;&;

De 1o anterior se completa la demostracién. ||

Como consecuencia inmediata de (prop. 10) ¥ de la proposicién anterior para el
caso k = j tenemos los siguientes corolarios

Corolario 1 Pare fodo 7 € M, la inyeccidn notural d; + X; — S del mddulo
X; en la suma directa S es un monomorfismo. Asi, podemos identificar cada
mddulo X; con su imagen d;(X;) en S y considerar X; como submddulo de la
suma directa S. Supuesto esto, d; + X; — S se convierte en el homomarfismo
inclusion y S esta engendrado por la unidn U de todos los X; en S.

Debido a que py o i = g; el siguiente corolario es consecuencia directa de (prop.
10 y prop. 16)

Corolario 2 Fara todo k € M, la proyeccién netural ¢, @ S — X, de lo suma
directa S en el mddulo Xj, es un epimorfismo.
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Prueba: La demostracién de los dos corolarios se reduce a una sola ya que en el
caso que 7 = k se tienen las funciones definidas de la siguiente manera

d:  X;—S

xj — dj(x;) = (T5)iers = 75

qk : S — Xk:
(xi)iem — xr = gi[(i)iem]
Sea la sucesién de homomorfismos

X, & s L P X

T — di(ry) = (Ti)iens = 5 — T = G [(Ti)ic ]
P
— P oh—1E
4k % © g

Como g, es pg restringiendo S

x, & 5 % X

x5 — di(xy) = (i)iers =75 — T = @ [(T;)ic m]
En donde
(px o hods)(zy) =,

= (gx od;)(x;) = x;

se define el homomorfismo identidad resulta que d; es inyectiva v g5, es sobreyec-
tiva por tanto d; es un monomorfismo y g es un epimorfisme ||

Proposicién 16 Para tedo k € M, el nicleo Ker(qy) de la proyeccidn natural
a5 — Xg

es el submddulo A de la suma directa 5 generado por Yi. En ofras palabras hay
que probar que

Ker(qy) = submddulo A de § = | Yy =< | | I'm(d;) >
i#k

Prueba: Puesto que ¢; od; =0, ¥j # & por (prop 2.1y 2.7)

Y, =< U Im(d;) > | € Ker{g)
J#k
Esto prueba que Ker(g;) contiene el submddulo A de § generado por Y.

Reciprocamente, sea f un elemento de S perteneciente al Ker(g— k). Se deduce
de la definicién de S, que

fG) == #0;  jekK
fl) =0 igd
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Donde J designa un cierto subconjunto finito J = {1,42,,,/n} de My x € X;.
Puesto que, ademds, f figura en Ker(qy), es

f(jl)#o—*flz(xi)ielz{xju Z:j

0, %
£ #0= fi=wer = {720 1

fin) #0 = fo = (@er ={ 0 1

Luego k ¢ 7,
k13
Yohi=re |Ye=< | Im(d;) >
=1 G2k
y de aqui que f € A. Por consiguiente Ker{g;) C A por tanto
Ker(gr) = A ||

El submédule Ker(g,) de S es isomorfo a la suma directa de la familia de
mddulos
S/{Xe} =4 Xi/i € M/k}

Tenemos dos homomorfismos

P
—- X

1

6 X
S

Definidoes por
[Bx)E =x  (GeM)
alfy=> fH  (fes)
icM

Nos referimos a ellos como el homomorfismo diagonal & y el homomorfismo
sumador o, respectivamente.

Consideremos ahora una familia arbitrariamente dada
p=1hi X; = Yifi € M}
De homomorfismos de R-médulos. Definamos una funcién
o: [ Xi— ][V
ieM ie M
Mediante
[B(ANG) =hilf(0)] VieMyvfe ][ X:

e
Obviamente, ¢ es un homomorfismo de R-médulos. En efecto ¥f, g € [ [0, X;
yvYaceR

[B(f + g)l(@) = hi[(f + 9) ()] = Wil £ (2) + g()] = IS (D] + hi[g(2)]
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[b(a NN = W[(aN)(@)] = hial{f ()] = el f(0)] = a[e{N]E)
Por tanto ¢ es un homomorfismo

Nos referimos a él como el producto directo de la familia dada p de homomor-
fismos y lo denoctaremos por
6= ][

Ademas, ¢ tiene la siguiente propiedad:
] (Z Xi) C Z Y;
= e
En efecto sea f € >, 5, Xi con f(7) # 0 salvo para un nimero finito [
[S)E] = A F(D] # 05 Wi g T
f)ed Y

teM

(59

ie M ieM

por tanto

Por tanto ¢ define un homomorfismo
P = Z X — Z Y;
icM ieM

Este homomorfisme ¥ de mddulos lo denominaremos suma directa de la familia
dada p y serd designado por ¢ = 3, hi. Si el conjunto M es finito, entonces
%) = ¢. Fin este caso, el homomorfismo puede denominarse bien producto directo,
bien suma directa de la familia finita dada p.

Fn el caso X; = X Vi€ M, tenemos
x4 IT x: 2, 11 ¥
ieM ieM
Donde § representa el homomorfismo diagonal. El producto
¢ =¢os: X~ []V
iEM
Recibe el nombre de producto directo restringido de la familia
o=1{h: X = Yi/ic M}

SiY; =Y es un isomorfismo, entonces

Xz]‘_[Y2

eM
SiY; =Y, tenemos
Sxriyvey
icM ie M

Donde & representa el homomorfismo sumador. El producte

zp':Jow:ZXi—rY

M
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Se llamara suma directa reafizada de la familia
p=1{h: X; = Y/ic M}
8i ¢ es isomorfismo, entonces
}:&zy
e M

Y la familia @ se dice que es una representacion inyectiva del médulo ¥ como
suma directa. En particular, si X; es un submédulo de un R-médule X v sila
familia

De homomorfismo inclusién es una representacién inyectiva del médulo X como
suma, directa, entonces

Z X, =X

ieM
En este caso decimos que el madulo es descomponible en la suma directa de los

submédulos
= {Xt/z S M}

Frecuentemente, también diremos que el mddulo X es la suma directa (interna)
de sus subméddulos . Si ¥ es una familia finita de R-mdédulos,

F={X1, X2, ..., Xo)
Entonces la suma directa de & se denota por
XidXod. . ©X,
Ademas, si cada X; es un médule de un R-mdédule X | entonces
X=X1X:d..aX,

Expresa que X es la suma directa de los submédules X1, X5, ..., X,,. El siguiente
teorema es de gran utilidad.

Teorema 2 Un R-mddulo X es la suma directa de los submddulos A y B si y
solo si
A+B=X, A[1B=0

Prueba: = Supongamos que X es la suma directa de 4 y B. Entonces, por
definicién, el homomorfismo definido

P AdB—=X
(a,b) = ¢'(a,b) =a +b
Es un isomorfismo.

Para probar que, A+ B = X, seax € X. Como ¢ es un epimorfismo, existe un
elemento (a,b) € 4 & B tal que

z=v'(a,b)=a+bc A+ B

Luege v € A + B, y siendo x arbitrario, resulta A + B=X

Para probar A[]B = 0 por contradiccién suponemos que A() B contiene un
elemento no nulo ¢ € X. Como A()B es un submédule de X, tenemos —x €
A B. Entonces —z, x es un elemento no nule de 4 @ B. Puesto que
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W(‘CE,SC) =zr—x=70,
= (r,—x) € Ker(y')

y como —z, 7 s un elemento no nulo ¥, No es un monomorfismo —«—, entonces
ANB=0

< Supongamos que 4 + B = X, A[)B = 0. Debemos probar que ¢ es un
isomorfismo. Sea x € X. Como A+ B = X, existen a € A y b € B tales que
a+ b =z. Esto implica

¥la,b)=atb=x

Por 1o que ' es un epimorfismo. Sea r € X. Entonces
a+b=4v¢'(a+b) =0

Se deduce que e € Ay a=-b € B. Luego e € A B. Como A(B =0, es
a=0yb=—a=0 Portanto (a,b), es el elemento cero {(0,0)} € A D B,
Asi Ker(¢') =0, ¢’ es un monomorfismo. Por tanto

2’ Es un isomorfismo ||

Teorema 3 57 el producto h = g o f de los homomorfismos f: X =Y ¢
g:Y — Z de R-mddulos X, Y, Z es un isomorfismo, entonces se cumple:

i) fes monomorfismo
ii) g es epimorfismo

iii) El mddulo Y es descomponibie en la suma directa de Im(f) y Ker(g); en
stmbolos,
Y =Im(f) @ Ker(g)

Prueba: i) Si A es monomorfismo entonces f es monomorfismo. Sabemos que
como ker(h) = 0 entonces r € Ker(h) < h{zr) =0. Sea x € Kerf, como

hlx)y — =(geo filx)

= g(f(x))

=0

=z =0 Porque A es monomorfismo
= Ker(f)=0

Por tanto f es monomofismo
ii. Si A es epimorfismo entonces g es epimorfismo

Sabemos que h(x) = 2 € Z por ser h sobreyectiva. Sea z € Z necesito definir
un elemento y € ¥ tal que g(y) = z € Z, como

hzx)=(go f)lx)=g(f(z))=z€Z
Si y=flr)eY g(y) = z € Z. Por tanto g es epimorfismo.
iii. Sea A =Im(f)y B = Ker(g)
xLytyz
Sea y un elemento arbitrario de Y, y sea z = g(y) € Z. Como h: X — Z es un
isomorfismo, existe un elemento x € X tal que h(z) =z
h:_g)of
xL vs z

y—gly) ==z
z— h(r)==2
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Sean a = f(x) € Ay b=y — a. Entonces
g(b) =gly —a) =g(y) - gla) =z —g(flx)) = =
gty =0= B c Ker(g) =B
Y de lo anterior

acA=1Im(f)
xL v g
be B =Ker(g)

Tuego b € B, porloquey =a+ b€ A+ B. Como y es arbitrario, deducimos
que A+ B=Y.

Para probar que A B =0, consideremos y € A(|B. Como y € A, existe un
elemento x € X tal que f(y) = y. Como y € B = Ker(g), tenemos g(y) = 0.
Entonces

h(z) = g(f(z)) = g(y) =0
Puesto que ¢ es un isomorfismo, deducimos que x =0, y de aqu
y = flw) = £0) =0

Por tante A B = 0. Por (teor. 2), ¥ es la suma directa de los submdédulos
Ay B. Por tanto
Y =Im(f) & Ker(g) ||

Proposicién 17 Un proyector de un R-mddulo es un endomomorfismo p del
mddulo X gque satisface pop = p. Sea X un R-mddulo que es la suma directa
de una familio
G=1{X;/ie M}
de submddulos de X. Probar que existe una unica familia
{pi X = X/ic M}

de proyectores de X tales que p3(X) = X, y p3(X,;) =0 s20 £ 3. Ademds, para
todo elemento x € X, es p;(x) = 0 para tode indice i € M salvo a lo sumo en
un miimero finito de ellos.

Prueba: Sea la sucesién de funciones
Xox &x
en donde

i;: es la funcién inclucién
m;: funcién proyeccién

pi =% om;
Y se satisface que
pop = (5;0m)(3; 0 m;)
=iio(ﬂ'z~oii) oy
=4om
=p
Entonces tenemos que
pi(X) = (i; o m;)(X) pi(X =) = (ii om)(X;)
= 1;(m (X)) = i;(m (X))
= 1;(X;) =1i—i(0)
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Proposicién 18 Sea p = {h; : X; — X/t € M} una representacidn inyectiva
del R-mddulo X como suma directa. Entonces existe un unica familie

5= {gi;X — X;,/i < M}
de homomorfismos de mddulos tal que el producto
gi © hj . Xj - X}C

es el homomaorfismo trivial st 7 # k y es el homomaorfismo identidad st 7 = k.
Por tanto, para cada ¢ € M, h; es un monomorfismo y g; es un epimorfismo.
Ademas, tenemos tambien

X =Im(h;) & Ker(g)

pare todo i € M. Las dos familias o ¥ 5 se dice gque constituyen una repre-
sentacidn completa del mddulo X como suma directa

x, & X o= X,
Ty, E=7 rp=x; k=7
o= e =T {0 T

Por tanto (gy © fx)(z;) = 2, st k = j me induce el homomorfisme identidad y
(grohy)(z;) =081k # § me induce el homomorfismo trivial. Como (gg o ) (25)
es el homomorfismo identidad si & = 7. Entonces

(g 0 hy)xy) = (g5 0 hy)lwy) = g5 (hy () = g5(xy) = 75
Por tanto
(gr © hy)(xy) = 4

por tanto A; es monomorfismo y g es epimorfismo
Ademés obtenemos también que

X = Im(h;) & ker(g;) I

1.4. Modbdulos Libres

Un R-médulo libre sobre un conjunto S es un R-médulo F justamente con una
funcién f : 5 — T tal que, para toda funcién g : 5 — X del conjunte S en
un R-médulo X existe un unico homomorfismo h @ F — X del moédulo F en
el médulo X tal que ho f = g. Lo que expresa que el siguiente tridngulo es
conmutativo:

sip
g h
X

Teorema 4 5i el par formado por un R-mddulo F y una funcicn f: 5 = F de
S en F es un B-mddulo libre F sobre el conjunto S, entonces f es inyectia y su
imagen f (5) genera el mddulo F.

Prueba: Sean a,b dos elementos distintos de S. Debemos probar que
Fla) # f (b) Para ello, sea X un R-médulo que contenga mas de un elemento y
elijamos una funcién g : 5 — A tal que g(a) # g(b). como

(hof) (w) = h[f(a)]
=g(a)
# g(b)
= h[f ()]
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se debe tener que f (a) # f(b). Por tanto f es inyectiva.

Para probar que f(s) genera F, sea A el submddulo de F generado por f(.5).
Entonces la funcién f define una funcidn g : S — A tal que 70 = f representa
el homomoerfisme inclusién ¢ : A — F. Por la deficidn existe un homomorfismo
h: F — A tal que hof = g. Consideremos entonces el siguiente diagrama:

sip
N
F
lrpof = f, ich=k=j=1r

Donde j dencta el endomorfismo identidad y & representa el producto zofh.
Puesto que
jof = f, kof =iohof =iog=f

se deduce de la unicidad en la definicién que ioh =k = j.
FLatF

Por prop. 9, el homomorfisme inclusién 7 debe ser un epimorfismo. Luego A = F
y f(5) genera el modulo F.||

Teorema 5 (Teorema de Unicidad). Si (F, f) y (F', f) son R-mddulos libres
sobre el mismo conjunto S, entonces existe un unico isomovfismo j : F — F/
del mddulo F sobre el mddulo F'tal que jof = f'.

Prueba; Como (F, f) es un R-médulo libre sobre el conjunto S por definicidn de
modulos libres existe un inico homomorfismo 7 : F — F' tal que jof = f' es el
siguiente tridngulo.

siFp
s g
FF
Como (F', f') es un R~-mddulo libre sobre el conjunto S, por definicién de médu-
los libres existe un unice homomorfismo & : F' — f tal que kef’ = f, en el
siguiente diagrama.
sL
FNk
F

Consideremos el producto i = kej y el endomorfismo identidad del médulo F.
En el diagrama.

sip
FNh
F

Tenemos:

hof = kojof
= kof’
=7
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iof = f. Se deduce de la unicidad de la definicién que: kof = A = ¢ Como i
es un isomorfismo, por (Lema 10} tenemos que f es un monomorfismo. De la
misma manera j ¢ k es el endomorfismo identidad de F' ya que

jokof = jof
=f
Luego j es también un epimorfismo lo que prueba que 7 es un isomorfismo.

Teorema 6 (Teorema de Existencia). Para cualquier conjunto S existe siem-
pre un R-mddulo libre sobre S.

Prueba: Sea F el conjunto de todas las funciones ¢ : S — R que satisfacen
¢(s) =0 para toda s € 5, salvo a lo méds un niimero finito. Entonces F es un
grupo abeliano con la adicién funcional como operacion binaria; esto es dado
dos elementos cuales quiera ¢ y ¢ de F el elemento ¢ + ¢ de F es el definide por

(& + @) (s) = a(s] +¢(s)

para todo s € 5. Ademds I es el médule respecto a la multiplicacién por escalar
definida por
(ad) (s) = a[¢(s)]

para tode o € R, s € 5, ¢ € . Definamos una funcién f: .5 — F asignando a
cada elemento s € .5 la funcién f (s) 1 S — Rdeterminada por:

oo ={g im0

5 ={5 2 Rlo(s) - 0}

s = Fitoys—r 1{sit=s)
{ O(sit #£s)

Para todo t € 5.

Probemos que F con f: .5 — F es un R-mdédulo libre sobre el conjunte S. Para
ello, sea g : 5 — X una funcidn arbitraria de S en un R-mddulo X. Consideremos
la funcién h : F — X que asigna a cada ¢ € F el elemento

h(d) =Y é(s)g(s)

$ES

Observemos que el sumatorio esta bien definido puesto que a lo mas un numero
finito de terminos son distintos de cerc. Obviamente, 4 es un monomorfismoque
satisface hof = g. Para probar la unicidad de h, sea &’ : F — X un homo-
morfismo arbitrario que satisface h'of = g. Siendo ¢ € F, por definicion de f,

tenemos
d=> &(s)F(s)

se8
. Como A’ es un homomorfismo, se deduce que

W) =D b(s)H[f(s)]

sES

=Y d(s)g(s)

sES

= h{d)
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Por ser ¢ un elemento arbitrario de F, deducimos que k' = . Asi, todo conjunto
S determina un R-médulo (F, f) libre esencialmente vnico. Puesto que la funcién
f 15 — F es inyectiva, podemos identificar S con su imagen f (s) en F. Hecho
esto, podemos considerar el conjunto dado S come un subcenjunto de F que
genera el médule F. Toda funcidén g : § — X del conjunto S en un R-mdédulo
arbitrarioc X se extiende a un unice homomorfisme A @ F — X del mddulo X.
Nos referimos a F como el R-médulo libre generado por el conjunto dado S.

Consideremos ahora una familia de médulos
F={X,|se 58}

Donde X, es el anillo R como R-médulo sebre si mismo. El R-médule libre F
construido en la demostracién del Teo. 6 es precisamente la suma directa de la
familia F. Tenemos, por tanto, el siguiente corelario.

Corolario 3 La suma directa de una familia
F={X,seS}conX,~R
para todo s € S es isomoifo al B-mddulo libre generado por el conjunto S.

Un R-mdédule X se llama libre si y solo si es isomorfo a un R-médulo libre
generado por algun conjunto 5.

Corolario 4 La suma directa de una femilic arbitraric de mddulos libres sobre
R es un R-mddulo libre.

Teorema 7 Todo R-mddulo es isomorfo a un mddulo cociente de un R-mddulo
libre.

Prueba: Sea X un R-médulo arbitrariamente dade. Elijamos un subconjunto S
de X que genere X. Por ejemplo, podemos escoger S = X. Consideremos el
R-mddule libre F generado por el conjunte S. Entonces la funcién g : S — X
se extiende a un homomorfismo k@ FF — X del médule F en el médulo X.

Como § = g(S) C R(F) y S genera x, tenemos h(F) = X. Luego & es un
epimorfismo. Sea K el nucleo de h. Entonces, por la Prop. 13, X es isomorfo al
médulo cociente F/K del médulo libre F.

Definicion 12 Un subconjunto S de un R-modulec X se lHama linealmene inde-
pendiente sy solo si, para fodo nimero finito de elementos distintos T, o, ..., 1N
de S,

T
E Qg T =0
i=1

(@; € R), implica o; =0 para todo i =1,...,n.

Definicion 13 Une bese de un R-mddulo es un subconjunto S linealmente in-
dependiente de X que genera X.

Teorema 8 Un subconjunto S de un B-mddulo X es una base de X si y solo st
la funcion inclusidn ¢ 1 S — X se extiene a un isomorfismo h : F — X del
R-mddulo libre generado por S sobre el mdodulo X.

Prueba: Por definicién de R-médulo libre generado por S € X, la funcién in-
clusién ¢ : 8 — X siempre se extiende a un unice homomorfismo i F — X
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del médule F en el mddule X. Bastara probar que S es una base de X sl y solo
si i es un isomorfismo.

Necesidad: Supongamos que S es una base de X. Laimagen h (F) es un submédu-
lo de X que contiene S. Como S genera X, esto implica b (F) = y por tanto &
es un epimorfismo,

Por ofra parte, sea ¢ : S — R un elemento cualquiera de Ker (h). Como
elemento de F, @ satisface ¢ (s) = 0 para todo s € S excepto acaso un nimero
finito de elementos distintos x1, x2, ..., 21 de S. Puesto que i es extensién de la
funcién inclusién 4, tenemos:

e

hg) = o lxi)e

i=1

Como ¢ € Ker(h), tenemos h (¢) = 0, y siendo S linealmente independiente,
se deduce ¢ (z;) para i = 1,...,n. Luego ¢ = 0, lo que prueba que h es un
isomorfismo.

Suficiencia: Supongamos que £ es un isomorfismo. Para probar la independencia
lineal de S, supongamos que:

ke
Z a;r; =0
i=1

Con 1,2, ..., T, elementos distintos de Sy a; € R paratodoi=1,..,n.

Sea ¢ 1 § — R la funcién definida para cada x € 5 por

@(@:{

ai (st © = x; para algun 1),
0(siz # x; para todo 1)

Entonces tenemos

h(¢) :Z&ixizo

Comoe A es un monomorfisme, esto implica que ¢ = 0. Por tanto obtenemos
a; = ¢(r;) = 0 para i = 1,...,n, 1o que prueba la independencia lineal del
conjunto S.

Probemos finalmente, que S genera X, para lo cual sea x un elemento abitrario
de X. Como h es un epimorfismo, 3 ¢ € F tal que k(¢) = z. Como elemento
de F, ¢ satisface ¢ (5) = 0 para todo s € S excepto acaso un numero finito de
elementos x1,...,xn de 5. Entonces ,

T

r=h(®) =) ¢lw)w

i=1

Como ¢ (x;) € R para i = 1,...,n deducimos que X es una combinacion lineal
de S. Luego S genera X.||

Corolario 5 Un R-mddulo X tiene una base si y solo st es libre.

Ejemplo 7 Demostrar gque toda funcidn f : S — T se ertiende o un dnico

homomaorfismo
F(fH:F(S)— F(T)

de los R-mddulos libres F(S) y F (T)generados por S y . Probar gque

F(fog) = F(f)oF(g)
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Solucién: Con el siguiente diagrama probamos que toda funcién f se extiende a
un unico homomorfisme.
s L F(9)

fl F(fil
T2 F(T)
gl Flgl
WL F (W)
F(floeg=dof
Flgloo=dog

Queremos probar que:

F(gof) o b =¢ o (fog)

(Flg)oF (fNlod =

Y como es unica.
= F(gof)=F(g)oF (f)

1.5. Sucesiones Exactas
Una sucesion exacta de médulos es una sucesion finita o infinita
e xivs g

de homomorfismos de R-médulos tal que la imagen del homomorfismo entrante
coincide con el nicleo del homomorfismo saliente de todo médulo distinto de los
extremos (si existen) de la sucesién. Por ejemplo, en el médulo Y, debera ser
Im (f) = Ker (g) Una sucesién exacta de la forma

t—xLyviz__o

se llama sucesién exacta corta.

Como ejemplo de sucesion exacta consideremos un submdédulo arbitrario E de un
R-médulo X y el médulo cociente @ = X/E. Como el homomorfismo inclusion
i1 E — X es un monomorfismo ya que para todo x € F al aplicarle la funcién
ife) =e.

il — Xi(r)::z:

la proyeccién natural p : X — @ es un epimorfismo, y
Im(i) = E = Ker(p)
Obteniéndose una sucesidn exacta corta
0—ELX20—0

Reciprocamente, consideremos una sucesidn exacta corta arbitraria
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0y — Ao & X L B -0
Para todo elemento que tomemos en 0, tenemos que:
Im{(fY=0 Ker(f)=0

Por tanto f es monomorfismeo.
Para ver que g es sobreyectiva tenemos que:

Bmm, todo b — {Ug’(b):o}

Entonces
Ker(g') ={b € Blg(h) =0}

= Im(g) = Ker (g
Por tanto g es epimorfismo. De la exactitud, se deduce que Im (f) = Ker (g).
Sea E este submddulo comiin Im (f) = Ker (g) de X.

0— A—Im(f)=Ker(g) — 0

Entonces f define un isomorfismo j: 4 — F y ¢ induce un isomorfismo

k:@Q — B del médulo cociente @ = X/E. Si identificamos los médulos A y
B con los médulos E vy Q por medio de los isomorfismos 5 v &1, la sucesién
exacta corta dada se convierte en

O——)E——>X——>Q——>O

Por tante, podemos decir que una sucesion exacta corta es simplemente ofro
nombre para un submédulo y su médule cociente.

Como ejemplo de sucesién exacta mas larga, considemos un homomorfisme ar-
bitrario A : X — ¥ de un R-médulo X en un R-mddulo Y. Consideremos el
nucleo v el contcleo de h:

ker (k) € X, Coker (h) = Y/Im(h). Sea ¢ . Ker(h) — X el homomorfismo
inclusién y p : ¥ — Coker (h), la proyecion natural. Veamos que obtenemos
una sucesién exacta

0 —— Ker (k) 5 X 5V & Coker (h) — 0

llamada sucesién exacta corta del homomorfismo k. Veamos que es exacta en
X. Sea a € Ker (h) como ¢ es el homomorfismo inclusién y i (@) = a

Im (i) = {a € Ker(h)|i(o) =a} = Ker (h)
Por tanto es exacta en X, por que Im (¢) = Ker (h)

Veamos que es exacta en Y. Sea y € Ker (p) tal que

pl) =y + Im(k)
=0+ Im(h)
= Ker(p) =Im[h)
=y Im(h)

Por tanto la sucesién del homomorfismo k es exacta.
Teorema 9 En una sucesidn exacta arbitraria
0—alpicolrp

de homomorfismos de B- mddulos, las siguientes tres proposiciones son equiva-
lentes:
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a) fes un epimorfismo
b) g es el homorfismo trivial
c) h es un monomorfismo

Prueba; (a) < (b). Por definicion, f es un epimorfismo si y solo si Im (f) = B.
Por otra parte, g es ¢l homomorfismo trivial si y solo si Ker (g) = B. Debido a
la exactitud, tenemos Im (f) = Ker (g). Luego (a) < (b).

(b) < (¢). Por definicién, g es el homomorfismo trivial si y solo si Im (k) = 0.
Ademas h és un monomorfismo siy solo si ker (k) = 0. Por la exactitud tenemos,
Im(g) = Ker (h). Luego (b) < (o).

Corolario 6 FEn una sucesidn eracte arbifraria
Al pilcoclpkip

de homomorfirmos de R-mddulos, C =0 st y solo st [ e sun epimorfismo y k
es un monomorfismeo.

Demostracion: Necesidad: Supongamos que ¢ = 0.
Ker (k) =0
Im{g)=0

Entonces ¢ v A son homomorfismos triviales. Luego, por Teorema 9, f es un
epimorfismo y k es un monomorfismo.

Suficiencia: Supongamos que f un epimorfismo y & un monomorfismo. Por Teo-
rema 9. ¢ y h son homomorfismos triviales. Se deduce que la Im(g) =0y el
Ker (k) = C. Por la exactitud , tenemos que:

Im{g) = Ker (R)
. Luego C =0,
Nota: En particular la condicién (5,2) se cumple cuande B =0y D =10.

Corolario 7 5i una sucestén 0 — C — 0 de R-mddulos es eracta, enfonces
c=10.

Prueba:

Por la exactitud Im (f) = Ker (g)
Im(f)y=0yKer(g)=¢c

;= O =0
Corolario 8 En una sucesicn exacta arbifraria

Atplospipky
de homomorfismos e R-mddulos, las siguientes proposiciones son equivalentes:
a) g es isomorfismo
b) f y h son homomorfismos friviales

c) d es epimorfismo y k es monomorfismo.
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Prueba: (a) < (b) y (b) = () son conseuencias inmediatas de (Teo.9).||
Corolario 9 Si lg sucesién

0-C4 D=0
de homomorfismos de R-mddulos es eracte, enfonces g es isomorfismo.

Prueba: Sea
Oy — Croy=0 — D — 0

Entonces I'm (f) = 0, por la exactitud, tenemos que:

Im(f) = ker (g)
= Ker(g)=0
= g esmonomor fismo

Veamos que es sobreyectiva: I (f) = 0; por la exactitud. Seac € C = g{c) =
d
= Im(g)={de D| D e Ker (h)} = Ker(h)

Por tanto g es epimorfismo. Por tanto g es isomorfismo. Se dice que una sucesién
exacta
—xLvigzo

se descompone en el mddule Y; o es descomponible en Y, si y solo si el submédulo
A=1Im(f) = Ker(g) de Y en el sumando directo de Y. Es decir, si y solo si
Y se descompone en suma directa de A y otro submddule. Sila sucesién exacta
es descomponible en cada uno de sus médulos no extremos , decimos que se
descompoene o que es descomponible. Puesto que un sucesién exacta corta

0-—ALpLc—o
por lo tanto se descompone en A y C, es descomponible si v solo si lo es en B.||
Teorema 10 57 una sucesion ervacte

—xLiy sz
de homomorfismos de R-mddulos se descompone en el mddulo Y, entonces ¥ es
womorfo o la suma directa Im (f)® Im(g)

Prueba: Por definicién, Y se descompone en la suma directa del médulo 4 =
Im(f) y otro submddulo B. Basta probar que B = I'm (g). Para ello, considere-
mos la restriccién b = ¢g|B : B — Z entonces & es un homomorfismo del médulo
B en el médulo Z. Como

Ker{gi=Im(f)=A, AnB

s¢ sigue que Ker (h) = {0}, entonces £ es un monomorfismo. Queda por es-
tablecer que Im (h) = Im{g). Sea z € Im(g) arbitrariamente dado. Entonces
existe un elemento y € ¥ tal que g (y) = z. Como ¥ = 4+ B, existen elementos
a€ Ay bée Bcony=a+b Entonces tenemos:

=gy
=gla—+h)
=gla)+g(b)
=g(b), gla) =0 por que Ker(g) = A
= h(b)
Y como h(b) = g (b) por como esta definido, ya que a € Ay b € B. Por tanto
Im(h)=Im(g)
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Corolario 10 5% una sucesion exacta corta
0——AalBpitco_—o
de homomorfsmos de R-mddulos se descompone, enfonces B es isomorfo a la
suma direta A ® C.
Prueba: Similar a la prueba anterior.||

Corolario 11 UVna sucesidn exacta arbifraria
—Xxiviz

de homomorfismos de R-mddulos se descompone en el mddulo Y si existe un
homomorfismo h © Y — X fal que el producto hof es un automorfismo del
mddulo X. En este caso, tenemos

Yaim(HdIm(g) =X dIm(g)

Prueba: Por Teorema 9 tenemos que si i = gof de dos homomorfismos f :
X —Yyg:V — Zde R-médulos X,Y,Z es un isomorfismo entonces se
cumple:

i) f es monomorfismo
ii} g es epimorfismo

iii) El médulo Y es descomponible en la suma directa de Im (f) y Ker (g) en

simbolos:
Y=Im(fdImg)

—xLiyLz
flx) =y
hiy) ==z
= Im (f) =y, h es sobreyectiva, f es inyectivo.

Im(f) = X Por que f es sobreyectiva e inyectiva por corolario 11
X = I (f), X = Im(f)

Corolario 12 [/na sucesidn exacte arbifraria
——xLtyvez

de homomorfismos de R-mddulos se descompone en el médulo Y si existen un
homomorfismo k : Z — Y lal que el producto gok es un automorfismo del
mddulo Z. Fn este caso, fenemos

Y~ Im (f)@ Im(g) ~ Im (f) & Z

Prueba: Similar a la demostracion anterior ||

Sea f: X — VY un homomerfismo arbitrario de un R-médulo X e un R-mdédulo
Y. Un inverso por la izquierda de f, es un homomerfismo A : ¥ — X tal que
el producto hof es el automorfisme identidad del médule X. Analogamente, un
inverse por la derecha de f es un homomorfismo & : Y — X tal que el producto
fok es el automorfisme identidad del médulo Y. Entonces se tiene el siguiente
corolario.
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Corolario 13 Para cualquier sucesion exacta corta
0——ALlBZc 0
de homomorfismos de R-mddulos, las proposiciones siguientes son equivalentes:
a) Le sucesion eracta corte se descompone.
b} El homomorfismo f tiene un inverso por la izquierde
c) El homomorfismo g tiene un inverso por la derecha

Prueba: (a) = (h) y (&) = (c). Para ello, supongamos que la sucesién exacta
corta dada se descompone. Sea D = I'm (f) = Ker (g). Por definicién,el médulo
B se descompone en la suma directa de su submédule D y otre submédulo E de
B. Observemos que f es un monomorfismo y por tanto define un isomorfismo ¢ :
A— D=1Im(f) Sea x € B arbitrariamente dado. Entonces existen elementos
w € D'y v € E unicamente determinados. Se puede comprobar facilmente que
la correspondencia.
x—h(z) =i"(u)

define un homomorfismo A : B — A que es el inverso por la izquierda de f. Para
establecer {¢), observemos que g es un epimorfismo con D como ntcleo. Puesto
que DU E =0, se deduce que la restriccion j = g|E : £ — C es un isomorfismo.
Por elle, la correspondencia, * — k(x) = j~! (x) para todo x € C define un
homomorfismo & : ¢ — B que es inversoe por la derecha de g.

Teorema 11 (EL LEMA CUATRO). 5i en el siguientre diagrama de homo-
morfismos de R-mddulos,

AL p & ok p

al 31l ¥l 4
U - U o AL 5
las dos filas son exactas, las tres cuadros son conmutatives, o es un epimorfismo,
y & es un monomorfismo, entonces tenemos.
Im(3) =g — 1[Im (7))

Ker (v) = g[Ker ()]

Por tanto, siy es un epimorfismo también lo es 3, y si 3 es un monomorfismo
también lo es v. Aqui lo conmutetividad de los tres cuadros expresa las tres
siguientes wuoldades:

Bof=Ffoa
vog =g op
doh=h o~

Prueba: Para probar (a), sea b’ € I'm (3) arbitrariamente dado. Entonces, existe
b€ B tal que 3 (b) = ¥". Por la conmutatividad del cuadro central, tenemos:

g () =g [8W1)]=~[g®)] € Im(y)

Esto implica ¥ € ¢~ [Im (v)], como b’ es un elemento arbitrario de

Im (B) es Im (B) C ¢ [Im (7)]



Desarrolio de las /—Ugebras y Complejos de Koszul 38

Reciprocamente, sea b’ € ¢! [fm (7)], entonces el elemento ¢/ = ¢ (b) esta
en Im (7). Lueso ¢ € C tal que v(c) = ¢/. Por la exactitud de la fila inferior,
tenemos A’ (¢') = 0. Debido a la conmutatividad del cuadro derecho, tenemos

Rl K )
K (&)
=0

Como § es monomorfismo, esto implica A (¢) = 0. Por tanto obtenemos ¢ €
Ker (k) = Im(g) en virtud de la exactitud de la fila superior. Por definicion de
Im.(g), existe b € B tal que g(b) = ¢. Consideremos el elemento b’ — 3 (b) del
médulo B'. Como

glt' — (b)) =gt —g[B(b)]
= —¢
-0

b — 3(b) figura en Ker(g") = Im (f’). Se sigue que existe &’ € A tal que
fla)y=¥-3()

.Y como a es un epimorfismo, existe un elemento & € A con aa) = o'
Consideremos ahora el elemento f (&) + b del médule B. Por la conmutatividad
del cuadro izquierdoe, tenemos

B(fla)+0)

BLf(a)] B(D)

Flafa)] +8(0)
fla)+3(b)
bﬂ’
bf

)
-8 +5(b)

Esto implica ¥ € I'm (). Como bé sun elemento arbitrario de ¢~ (Im (7)),
es ¢ (Im (7)) € Im (). Esto completa la demostracién de (). Para probar
(b), sea c € Ker (v). Luego v (¢) = 0. por la conmutatividad del cuadro derecho
tenemos §[A(c)] = A [v(c)] = A/ (0) = 0. Como § es un monomorfismo, esto
implica & (c) = 0. Por tanto obtenemos

¢ € Ker (h) = Im (g) debido a la exactitud de la fila superior. Por definicién de
Im.(g), existe b € B tal que g (b) = ¢. Consideremos el elemento b’ = 3 (b) € B’
Por la conmutatividad del cuadro central, obtenemos

g (¥) =g [B ()]
=7[g(b)]
=0

Esto implica que b’ € Ker (g') = Im (') debido a la exactitud del a fila inferior.
asl, existe @’ € A’ ta que f'(a/) = ¥. Como o es epimorfismo, existe o' €
A tal que a(a) = o Considermos ahora el elemento b — f(a) del médulo
B.g'~! {(Im (7)) por la conmutatividad del cuadro izquierds, tenemos

Blb—fla)] =M +8[f(a)]
= 8= flala)
=b -t
=0
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Esto implica que el elemento b— f () figura en el Ker (3). Por otra parte, tenemos
también

glb— f(al] =gtb)—gl[f(a)]
=c—=0
=c

Luegoe ¢ € g[Ker (8)]. Como c es un elemento arbitraric de
Ker [v) es Ker () C g|Ker (5)]

Reciprocamente, sea ¢ € g [Ker ()]. Entonces existe b € Ker (5) tal que
g(b) =¢. Por la conmutatividad del cuadro central, tenemos

[g (0)]
16 (B)]
(0

¥ ({e)

|
o @ @ -2

Esto implica que ¢ € Ker (). Como ¢ es un elemento arbitrario de g [Ker (7],
se tiene

g[Ker (B)] C ker (7)

lo que completa la demostracién ||

Nota 1 La ultima afirmacidn de (Teo. 11) es una consecuencia inmediate de

(@) v ().
Este tipo de demostracion suele designar ususalmente como “Diagrama cazador”.

Corolario 14 (EL LEMA CINCO). 5 en el digrama de homomorfismos de
B-mddulos,
4L p e ol pkopg
al Bl 7l a1 el
P

AL B L okl pE g

las dos filas son exactas, los cuatro cuadros son conmutativos, y los homomor-
fismos @, 3, 9, ¢ son isomorfismos, entonces el homomorfismo central y debe
ser tabién un isomorfismao.

Corolario 15 (EL LEMA CINCO CORTQO). 5i en el digrama de homomaor-
fismos de R-médulos,

0—- 4 L B L c=o

al Gl 7
0— 4L pL oo
las dos filas son exactas y los dos cuadros son conmutativos, entonces:
a) S5t a y v son monemorfismos, también lo es 3
b) sia y v son epimorfismos, tambien lo es 3

por lo tanto el homomorfismo central B es un tsomorfismo si a y v son fambién
isomorfismos.
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Proposicién 19 1. Consideremos el siguiente cuadro conmutativo de ho-
momorfismos de R-mddulos:

X My
¢l nl
X/i’) v’

Probar que ¢ aplica Ker (R) en Ker (') yn aplica Im (h) en Im (h'). Por
tanto, ¢ y 1 determinan los siguientes homomorfismos:

(: Ker(h) — Ker(R)
n: Im (k) — Im (k)
¢# : Coim (h) — Coim (k)
nk : Coker (h) — Coker (R)
Luego h(x) =0, por la conmutatividad tenemos que
n(h(z)) =h'(¢ ()

= ' (0)
=0

FEnfonces
¢(x) € Ker (R

Entonces se tiene que:
¢: Ker(h) — Ker(R")
Ahora, sea x' € Ker (R), == Jx € X tal que h(r) =2’
n(h(x) =h (¢ (x))

FEnfonces:

n{x’) =R (((x)) € Im (¥

Se triene que: 1 Im (k) — Im (k). De la misma manera se prueba para
los siguientes:
¢+ 1 Coim (h) — Coim (k)

n% 1 Coker (h) — Coker (R)
2. Consideremos el siquiente diagrama de homomorfismos de B-mddulos:
AL By
hl
D

Donde lo fila es exacte y hof = 0. Probar que existe un homomorfismo
k¢ — D unicamente determinado que satisface kog = h.

Prueba:
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1. Consideremos el siguiente diagrama de homomorfismos de R-mddulos:
0—A—B-—C

donde la fila es exacta y goh = 0. Probar que existe un homomorfismo
K D — A unicamente determinado que satisface fok = h.

2. Consideremos el signiente diagrama de homomorfismos de R-médulos:
4L Bt
al Bl 7
Al L’) B! i’) Cl

Donde las filas son exactas y los cuadros conmutativos. Aplicando la
proposicidn anterior, demostrar que fy g definen una sucesién

(i) Ker(a) — Ker (3) — Ker ()
v f' v ¢’ inducen una sucesién exacta.
(i7) Coker {a) — Coker (3) — Coker (7y)

Probar que (7) es exacta si f/ : A’ — B’ es un monomorfismo y que (i)

es exacta si g 1+ B — C es un epimorfismo.

Solucién: Sea o’ + Im (a) € Iﬁq(la)

flala’ + Im(a)] = f{d) + Im(B)
Sean o +Im (o) =as + Im(a)
(a1 — a2) € Im(a)
Jo e Atga(a) =a} —a}
(Bof)la) =p5(f(a))
=(foa)(a)
= f'(ala)
= f'(ala] — a3))
= f'(a(a}) = f'(az))
f’(a( ) =3(b)
flala)) — fla3)) € Im(B)
f(a ( +Im(3) = f'(a5) + Im ()

Por tanto f. esta bien definida.

1.6. Sucesiones Semiexactas
Una secesion finita o infinita
..ﬁxi)yi,z_,...

de homomorfismos de R-mddulos se llama semiexacta si y sdlo si la imagen del
homomorfismo entrante estd contenida en el nucleo del homomorfismo saliente
en todo médule distintos de los extremos (si existen) de la sucesién. En virtud
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de (Prop. 12), la sucesién es semiexacta siy sélo si el products g o f de dos ho-
momorfismos cualesquiera consecutivos de la sucesidén f v g es el homomorfismo
trivial.

Toda sucesién exacta de homomorfismos de R-médulos es semiexacta, pero no
toda sucesidn semiexacta es exacta. Por ejemplo, sea A un submddule propio
de un R-médulo X, esdecir, A # X y AC X yseai: A — X el homomorfismo
inclusion. Entonces, la sucesién 0 — A 5 X £ 0 es semiexacta, vaque Im(z) =
A C X = Ker(p) entonces Im(i) C Ker(p) pero no es exacta ya que 4 # X
entonces A ¢ X esto implica que ker(p) ¢ Im(7).

Por lo tanto la sucesidn no es exacta. El médulo cociente @ = X/A viene a
ser como una medida de la desviacion de la exactitud. Esto sugiere la siguiente
definicién general.

Definicién 14 FEn una sucesidn semieracta arbitrarimente dadao
.. xLviz_. .

de homomorfismos de R-mddulos, en el mddulo cociente Ker(g)/Im(f) = M
se llama mddulo derivado de la sucesidn C en el médulo Y.

Proposicién 20 Una sucesicn semieracta de homomorfismos de R-mdédulos es
eracta st y solo st todos sus mddulos dertvados son triviales.

Prueba.

Suficiencia: Todos sus médulos derivados son triviales entonces

Ker(g)/Im(f) = 0 = Im(f). Luego ¥z € Ker(g) : x + Im(f) = Im(f). Y
por la diferencia de clases x € Im{f). De ahi que Ker(g) < Im(f) y por ser
semiexacta entonces Im(f) = Ker(g).

Necesidad: Si es exacta Im(f) = Ker(g) entonces

Ker(g)/Im(f) = {z + Im(f)/x € Ker(g))
—{z+ Im{f)/z € Im(f)}

={Im(f)}
=0

Por 1o tanto todos sus médulos derivados son triviales.||

Como subindices para los médulos de una sucesidén semiexacta C se utilizan los
enteros decrecientes o enteros crecientes.

En el primer caso, la sucesién semiexacta C recibe el nombre de sucesion descen-
dente {0 complejo de cadenas) y los homomorfismos de C se denotardn todos
por el mismo simbolo 8. Asi, una sucesién descendente C es de la siguiente
forma:
c..- 2oL, 2o, 2
con Jdod=0. En este caso, los elementos de C,, se llaman cadenas n-dimensionales
de C' y los homomorfismos & son los operadores borde. El niiclec de d en C,
denctado por Z,(C), se denomina mddulo de los ciclos n-dimensionales de C.
La imagen de 9 en Oy, denotada por B, (C) es lamada mddulo de los bordes
n-dimensionales de C. Finalmente, el moédulo derivado de € en el module €,
designado por
Ho(C) = Zo(C) ] BalC)

recibe el nombre de mddulo de homologia n-dimensional de C.

Si los subindices que se utilizan son enteros crecientes, entonces la sucesién
semiexacta C se llama sucesidn ascendente (o complejo de cocadenas) y los
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homomorfismos de € se representan todos con el mismo simbole §. Asi, una
sucesion ascendente C es de la forma siguiente:

O Aot L on Lomit &

donde § o § = 0. En este caso los términos cocadena, cociclo y coborde son
utilizados en lugar de cadena, cicle y borde para las sucesiones descendentes.
Ademads, se vsan superindices en lugar de subindices. Finalmente, el médulo
derivado

H™(C) = £(C)/B(C)

recibe el nombre de mddulo de cohomologio n-dimensional de C.

Debido a la analogia entre sucesiones ascendentes y descendentes, considera-
remos Unicamente sucesidnes descendentes en el resto de esta seccién. Sean dos
sucesicnes descendentes cualesquiera

a a a a
Ci D01 S5C, 30135

a a a a
p.-2p.,2p,2p, 2 .

de R-médulos. Un homomorfismo (o transformacicn de cadenadenas)
f 1€ — D es una familia de homomorfismos

f=4fn  Cn—=Dyfnec Z}

de R-médulos con el conjunte de indices Z, tal que se tiene

3 o fn == fn—l o a
en el rectdngulo siguiente:
a a
Cn+1 - n C’n—l
fn+1 l l fn l fn—l

Doin £ D, Z D,-1

para todo entero 7. Consideremos ahora un homomorfismo arbitrariamente da-
do f: € — D de la sucesién descendente € en la sucesién descendente I
Por (Prop. 20), el homomorfismo f, : Cp — Dy, aplica Z,(C) % Z,(D) v
B, (Y I B, (D) (*). Por tanto f,, induce un homomorfismo

Hio(f) : Ho(C) — Ho(D)

entre los médulos de homologia n-dimensionales H,,(C) y H,.(D). En efecto hay
que ver que esta bien definido; para ello primero hay que encontrar su imagen.

Hu(f) : HalC) — Hu(D) Por (¥) Como Ya € Zn(C)
T4 Bo(C) ~ Ho(fx + Bo1C)))  fulz) € Z,(D) entonces todo elemento
— fu(z) + Ba(D) tiene imagen en H, (D).

Ahora veamos que la imagen es dnica

T+ B(C) =y + B,[C)
r—y € B,(C)
fn(w -yl € Bn(D)
Fu(x) + Ba(D) = fulzx) + Bo(D)
fn(x + B’n(c)) = fn(y + Bn(c))
Hy(f)(x + Bo(C)) = Hu(f)(y + Ba(C))
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Lo que se concluye que la imagen es tnica. Este homomorfismo H,,(f) recibe el
nombre de homomorfismo inducido n-dimenstonal de f

Definicién 15 Denominaremos homomorfismo identidad i ©: C — € de una
sucesion descendente C, a la familia

t={in  Cn— Cp/neZ)}
de los homomorfismos identidad i,, de los mddulos C,,

Proposicidén 21 5ii: C — C es el homomorfismo identided de una sucesidn
descendente C entonces H, (i) es el homomorfismo identidad del mddulo H,(C)
pare todo n € 7.

Prueba. Por lo anterior el homomorfismo 4, aplica Z,,(C) — Z,(C) y B,(C) —
B, (C) por lo tanto ¢, induce un homomorfismo

Hy(i) : Ho(C) — Ho(C) ]|

Sean f 1 € — Dy g: D — F homomorfismos de sucesiones descendentes.
Entonces la familia A = {gn ¢ fo : C — E,/n € Z} es un homomorfismo de
la sucesién descendente C en la sucesién descendente E. Este homomorfismo
h: € — F se llama producte {¢ composicidn) de los homomorfismoes f y g, v se
denota por go f : C — E.

Proposicidn 22 5 f . C — D y g : D — FE son homorfismos de sucesiones
descendentes, entonces Hy(go f) = Hpl(g) o Hy(f) para todone Z

Prueba. Ho(C) "0 ()

T+ Ba(C) —— (Hulgo f))x+ Bn(c))
= {gn © fa)z + Bo(C))
—Qn(fn(95+3( )
= gn(ful7) + Ba(D)

)
)
= gn(fu(@)) + Bu(E)

Ha(0) =Y Ho(D) 9 Ho(E)
T+ Bo(C) — (Ha(N)(z + Bu(C))
fn(ir +Bn(c))
= fulz) + Bu(D) — (Hn(g))(fn(x) n(D))
= gn(fulz B,(D))

(z)
—gn(fn(w Bo(E)
De esto tenemos que ¥ x + B, (C) € H,(f)
(Ha(g) o Ho(H)z + Bu(C)) = gulfn(2)) + BualE) = (Hu(go /))(z + Ba(C))
Por lo tanto Hylg o f) = Hn(g) o Hao(f) paratodon € Z ||

Definicién 16 Se llama sucesion descendente trivial, una sucesion descendente
0 (nula) tal que, Vn € Z, 0, wnsta de un solo elemento. Como toda sucesion
descendente trivial es exacta, tenemos H,(0) =0¥ n € Z.

Definicién 17 Recibe el nombre de homomorfismo trivial de una sucesion des-
cendente C' en una sucesion descendente D, el homomorfismo b1 C — D tal
que h,, es el homomorfismo trivial del mdodulo C,, en D, ¥V n € Z. Expresaremos
con h =0 gue h es el homomorfismo trivial
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Proposicién 23 S h : C — D es el homomorfismo trivial de una sucesion
descendente C en una sucesion descendente D, entonces

H,(h): H,(C) — H,[D)
es el hemomorfismo frivial v n € Z

Prueba. Sea 0 la sucesién descendente trivial tal que 0, consiste del elemen-

to cero de D, ¥V n &€ Z. Sean C 2 0 < D dos homomorfismos tnicamente
determinados. Como h es trivial, tenemos i = jo¢ = 0. Por (Prop. 22), es
Hylgo f) = Hulg) o Hu(f) = Ho(h) = 0. Como H,(0) =0V n e Z. Porlo
tanto H,(h) : H,(C) — H,[D) es el homomorfismo trivial. ||

Dos homomoerfismos f, g : €' — D de una sucesién descendente C en una suce-
sitn descendente I se llaman homoidpicos si y sélo si existe una familia de
homomorfismos

h={h,:Ch, =D, 1/ncZ}

tal que ¥n € Z se cumple
8 ohn+hai100=fo=ga
en el siguiente diagrama.
Co 2 Doy
18 18
Co1 "5 D,

En este caso, la familia h se llama homotopia {0 homotopia de cadenas) entre
los homomorfismos f y ¢; en simbolos, h: f~g:C — D

Proposicién 24 57 dos homomorfismos f,g + C — D de sucesiones descen-
dentes son homotdpicos, entonces

H,(fy=H,(g): H,(C) — H,(D)
para fodo n € Z

Prueba. Sea h: f & g : C'— D. Para probar que H,(f) = Ha(g) sea z € H,(C)
arbitrariamente dado. Elijamos z € Z,(C) tal que z € ker(d ) en C,, entonces
d'(z) = 0. Definamos la funcién proyeccién natural

Z,(C
B (C)

—

P Zn(C) — Hy(C) =

z — p(2)=1 =2+ Bu(2)
Entonces tenemos
(fn - gn)(z) = fn(z) - gn(z) = ﬁ(hn(z)) +hnfl(al (Z)) = B(hn(z))
y como 9(h,(2)) € B,(D) = Im(3) en C,,. Entonces
ful2) = gn(2) € Bu(D)

Jol2) + Bu(D) = gu(2) + Ba(D) Cp ™3 Dniy
Ho(f(z + Bule))) = Ha(g(z + Bale))) 19 19
(Ha(£))(x) = (Hal(g))(x) o, =t op.
Hn(f) = Hn(g)

45



Desarrolio de las Algebras y Complejos de Koszul

y se completa la prueba. ||
Consideremos ahora una sucesidn exacia corta S de sucesiones descendentes:
f g
0—=C=>=D=FE—=20

Con ello, queremos expresar que f: C' — Dy g: D — E son homomorfismos
de sucesiones descendentes tales que

0—>Cnf—n> ng—ann—>0

es una sucesion exacta corta de R-modulos para todo enteron € Z

Lema 5 Para fodo entero n € Z, la sucesidn

Hn Hn
Ho(€) ™Y 1, (D) ™ 1,(E)
de R-mddulos es exacta.

Prueba. Como consideramos una sucesién exacta de homomorfismos f, g sabe-
mos que es semiexacta entonces el producto go f =0 (por ser el homomorfismo
trivial) por (prop 22 y 23)

Ho(g)o Hu(f) = Halgo f) = H,(0) =0
Entonces Im(H,(f)) € Ker(H,(g)); la sucesién es semiexacta.

Falta probar que Im(H,(f)) D Ker(Hpn(g)) ¥n € Z. Sea a un elemento del
submédulo Ker(Hp(g)) en Hy(D) elijamos un ciclo

€ Zy(D), ac D, Zo(DC Dy, z€a

0 € Zy(D)/Ba(D) = a=z+B,(D); z€ Zu(D)
Como a es un elemento del submédulo Ker(H,(g)) entonces H,(g)(a) =0y
tenemos que
(Ho(g))(@) = (Halg))(z + Ba(D))
= gn(z + Bn(D})
= gn(2) + Ba(E)

C’n—l fT:’l Dn—l
BH T 8:’ T
fr fn

o1 a1
D’n+1 gn_tl En+1

Por tanto Jy € E,11 tal que d(y) = gn(z) donde & denota el operador borde
9 E,11 — E,. Puesto que gni1 s epimorfismo g1 (x) = y. Entonces tenemos

Gnlz =0 (1)) =gal2) = gn(0' (@)
= gn{%) — 9{gny1(x)) ;por conmutatividad

= gnlz) — 9(y)
=0
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Por lo que ,
z =0 (x) € ker(gn) = Im(f,)

Esto implica z — & (z) € Im(f,). Entonces existe w € Cp, con f,(w) = 2— 8 ()
tal que

fa 1@ (w)) =8 (falw)) ; por conmutatividad del diagrama

=8 (z—-8 (1))

=d'(z) = (& 0 )x)

=d(2)

=0 ; Ya que z € Z,(D) = ker(8') en D,

entonces fnu,l(é?”(w)) = 0; Como f,_; es monomorfismo 8" (w) = 0; de aqui que
w € Ker(d ) = Z,[C); en C,. Ahora sea p la proyeccién natural
p: Zn(C) — Ha(C) = Zn(C)/ Bn(C)
w— plwy=F=w+ B,(C) jwe Z,(C)

Como & (x) € {Im(é)’) en Dn} = B,(D) entonces 8 (x) € B,(D). Tenemos
Fulw) =z -8 (z) con @ = z+ Bn(D). De aqui que z — fn{w) = 8 () € B,(D)
a =z + By (D) = fulw) + Bn(I?); Por ignaldad de clases
a = falw)+ B,(D)
= fulw + Bn(C))
= H,(){w + B,(C)) donde w € Z,(C)
= Ho(f)(Ha(C))

Luego tendriamos en la sucesién

Za(C) L Ho(C) =BG " 0) T H(E)
w— plw) =73
=w+ Bp(C) — Hp(f){w + By(C))

De aquf que a € Im(H,(f)). Por tanto

Ker(Hn(g) C Im{H,(f)))

Por lo que se concluye que

Ker(Hu(g)) = Im(Hn(/N |

A fin de enlazar las sucesiones exactas de (prop. 25) en una sola sucesidn,
construyamos para cada entero n un homomorfismo

8: Hy(E) — Hy_1(C)

donde f,_1(v) =8 (w) ¥ gu_1 = z llamado homomorfismo de conexidn de la
sucesién exacta corta ()

Definamos para ello, una funcidn ¢ : Z,(E) — H,_1{C) como sigue. Sea z un
elemento arbitrario de Z,(E) o sea que z € Z,(E) = {Ker(8) en E, } entonces
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A(z) =0.Como g, : D,, — E,, es un epimorfismo, existe u € D,, con W
consideremos el elemento & (u) € D,,_1. Puesto que

i

n-1(0 (u)) = 8(gn(u)) = 8(z) =0

tenemos 8 (1) € ker(gn_1) = Im{fn_1). Siendo f,,_1 un monomorfismo, existe

un dnico elemento v € Cy_; tal que ‘fn,l(v) =3 (u). ‘Entonces tenemos

i i

foea(@ (0) =8 (fre1(v)) =0 (9 (w) =0

Fa2(8 (¢)) =0y como fu_s y es monomorfismo

a (v) = 0 entonces v € {kev‘(@ ) en Cn_l} =701

Asi obtenemos un elemento w = plv) € H, 1(C) donde p representa la proyec-
cién natural
g Zn—l(c) - Hy,

v — p(v) =w

0— C, % D, & B, — 0

8”1 8,1 al

£

n—1 gn—1
Cjn_J, - l)ﬂf—l - fiﬂ—l

8”»], B!l
fn—z
Cpog = Dy_y
Por la construccidn anterior tenemos que ¢ satisface que
fo1(@) =9 (u) ¥ galu) ==
para v € Dy, v € Cy1, 2 € Z,(E)

Lema 6 Elelementow € H,_1(C) es independiente de la eleccidn del elemento
w € D, y por tanto depende tnicamente del elemento z € Z,(E)

Prueba. Sean u y o' elementos cualesquiera de Dy, con gn(u) = z = gu(u').
Entonces existen v y v" de C,_1 tinicos que satisfacen

fn—l(v) = 8(“)1 fn—l(vl) = a(ul)

Basta probar que p(v) = p(v') = w donde
P in(C) = Hur (C) =

v — p(v) = w+ B,_1(C). Con este objeto, con-
sideremos el elemento w — v’ de D),,.

c, p,& R, c,* p,*m &,
1 al d| al
fn—l fn—L

Cp1 = D, Cpo1 ' = Dy
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Como
gnlu— v =gn(u) — gu(v) = 2 — z = 0 tenemos u — v’ € Ker(g,) = Im(fs)
Luego existe y € C,, tal que f,,(y) = v — «’. Entonces tenemos
factllv=v)=8'W)) = fa1(v) = fao1 () = faa[0(y)]
'

(') = I fnly))
My - d(u—u")

a
=0
0

Como fr—1 es un monomorfismo esto implica (v — v') = &'(y) = 0 entonces
v—v =0 (y) € {Im(¥)en Cpu1} = Br—1(C)

Lo que implica que v — v’ € B,_1(C) y por diferencia de clases v + B,,_1(C) =
v + Bn,_1(€), por tante obtenemos p(v) — p(v') = p(v — v') = 0 entonces
p(v) = p(v') = w que completa la demostracién ||

Debido a (prop. 6) pedemos definir la funcién ¢ : Z,(E) — H,,_1(C) asignando
a cada elemento z € Z,(E) el elemento ¢(z) = w = plv) € H,_1(C) tal que
w € Dy, v v € Chq son elementos arbitrarios que satisfacen

gnlu) = 2y fn1(v) = (u)

Lema 7 La funcidn ¢ es un homomorfismo del mddulo Z,(E) en el mddulo
H’n—l(E)

Prueba. Sean z, 7' € Z,(F) y a,a’ € R arbitrariamente dados. Elijamos u,u’ €
D,y v, v €O, 1 satisfaciendo

gnlw) = 2, gale') = 25 fuo1(v) = O(u); fooi(v) = ()
Entonces tenemos
gnlou+o'v') =ar+a's, fuoi1(av +a'v') = dlau + a'u)
Lo que implica

dlaz +o'7) = plov +a'v)
— ap(v) + ap()

=a¢(z) +a'¢(z")
I I,
O, = D, = FE,
1 a]
o1
Cpo1 "= Dy

Esto prueba que ¢ es un homomorfismo de médulos. ||
Lema 8 FEl micleo del homomorfismo ¢ contiene el submddulo B,,(E) de Z,(E)

Prueba. A probar que B, (E) C ker(é). Sea z un elemento arbitrario de B, (E).
Por definicién existe y € F,,11 con d(y) = z. Como g1 es epimorfismo, existe
un elemento w de Dy, 11 que satisface g, 1(w) = y. Sea uw = &'(w). Entonces

gnlu) = gn(@(w)) = Agns1(w)) = (y) =z
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Por otra parte, como '(u) = (0 (w)) = (9" ¢ 8')(w) = 0 podemos elegir
v=0¢€Cph_1, cumphendose S ( fn 1( ) = 0= (w). Por definicién de
@, obtenemos ¢(z) = p(v) = p(0) = 0 entonces z € Ker(¢) Por lo tanto

B, (E) C Ker(¢)

-1
Cp1'— Dy

1 1o

¢, & p, & E,
a1 10

On+1
Dpyy "= Eu

Lo que completa la demostracién. ||
Debido a (Lema 6.8), el homomorfisme ¢ induce un homomerfismo

8: Hy(E) = Hy_1(O)

para tode entero n. Asi obtenemos la sucesidén
S HJO) D HADY S HL(E) L Hai(O) — -

Donde f. = H,(f) ¥ g- = Hx(g). Esta sucesitn recibe el nombre de Sucesidn
de homclogia de la sucesién exacta corta (S).

Teorema 12 La sucesidn de homologia de toda sucesidn exacta corta de suce-
siones descendentes es exacta.

Prueba. Sea la sucesién

a Ho—1(f)
—

= H(O) & HLD) & HL(E) 2 Haa(C) Ho_y(D) —

Debido a (prop. 25) tenemos la exactitud en el médulo de homologia H, (D)

Para el desarrollo de la prueba basta establecer la exactitud en H,(E)y H,_1(C)
comprobandoe las dos igualdades siguientes:

1. Imi{g,) = ker(D)
2. Im(8) = Ker(f.)

Primero probaremos la exactitud en H,(F). Demostracién de (1): Analicemos
la parte

Ho(D) & Hy(B) 2 Hoa(C)
de la sucesion de homelogia.
(1) Im(H,(g)) € Ker(9). Sea a € Im(H,(g)) € Hp(E) entonces existe un
elemento
B e Hy(D) = % donde 8 es de la forma 8 = z + B, (D); z € Z,(D) tal

que (Hy(g))(B) = a. Elijamos un ciclo z € 8 < Z,(D) < D,,. Por definicién de
H,(g); tenemos

(Ho(g))(2) € (Ha(@))(B) C (Hn(9)(Zn(D)) C (Hn(g))(Dn)
gn(z) € C Z,(E) C Ey
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gn(2) € Zo(F)con z € D,
Por otra parte como z € Z,(D) = {Ker(8') en I},} tenemos &'(z) = 0. Por
tanto podemos elegir v =0 € €y, 1 tal que f,_1(v) =0 = 9'(2) implica que
fo1(v) =9'(2)
Se deduce mediante la definicién de & que para z € D,,, v € C,,_1 que satisface
gn(2) € Zu(EY C By v fa_1(v) = 8'(2). Se tiene que
8:  Hu(E)— H, .(C)

a— da) = p(v) = p0) =0
Entonces d(a) = 0 de ahf que o € ker(d). Por tanto

Im{H,(g)) C Ker(d)

c, & p, & R,

l L&
Cn—l fZL D’n—l
Para la otra inclusién

(i) Ker(9) C Im(H,(g)). Sea a € Ker(d) C H,(g) Elijamos un cicle z € @ C
Zwn(g) C Ey, De acuerdo con la definicion de d{a), 3 v € Dy, v € Cp_1 que
satisfacen gn(u) = 2z, fa_1(v) = &'(u), y tales que 9(z) € 8(a) C I Z,(E)) C
I(E,), v € 3(a) C Z,_1(C)y € C,_1 Como d(a) = 0 donde da) € H,_1,
tenemos v € {Im(8") en C,_q1} = Bp,_1(€). Por tanto Jw € C,, con 8" (w) =v
y falw) € Dy,

Sea y =u — folw) € D, entonces
y) =0

De aqui que y € {ker(d"), en D, } = Z,(D). Sea § ol elemento de H,(D) que
contiene el ciclo y. En otras palabras
y € € H,(D) Luego

gnlu = fo(w)

gnlu) _Qn(fn( )
ga (1) = (gn o fulw))
gn 1)

9n(Y)

Entonces g,(y) = Ho(g)(y) =z v como z € o, y € F se tiene que H,(¢)(F) =
a lo que implica que Im(H,(g)) € a por lo tante Ker(d) < Im(H,(g))

c, & p, & B, c, — E,
1 1o 1 9
cn—l f:L Dn—l C’”*]-

De lo anterior se prueba que

Im{H,.(g)) = Ker(d)
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Con lo que se concluye la exactitud en el médulo de homologia H, (D)
Ahora probaremos la exactitud en H, 1(C).

Demostracién de (2): Analicemos la parte

3 Hy—1(f]
2

Ho(E) & H,oa(C) Hyo1 (D)

de la sucesidén de homologia.

(1) Im(D) C Ker(Hn—1(f)). Sea a € Im(9) € H,—1(C) Como 8 es inyectiva
35 ¢ Hy(E) tal que 8(3) = a

Eljjamos un cicle z € 8 € Z,(E) C E,,. Por definicién de 8, Ju & Dy,; v €
C,_1 que satisfacen gn(v) = z,v € a, fu1(v) = & (w) y como e € H,_1(C) =
g”%m con @ =z + B, 1(C) donde z € Z, 1(()

Esto implica H,_1(f)(a) = 0 v por tanto a € Ker(H,—1(f)). Como @ es un
elemento cualquiera de Im(9), resulta Im(9) C Ker(H,—1(f))

(i) Ker(Hn, 1(f)) € Im(D). Sea a € Ker(H, 1(f) C H, 1(C)

Eljjamos un ciclo z € @ € Z,_1(C) € Cp_1. Como a € Ker(H,_1(f)) entonces
H,_1(f){a) = 0. Ademds existe u € D,, que satisface 0" (u) = fir_1(2)

Sean y = gn(u) € F, entonces tenemos

Iy) = 0gnlu)]
= gn-1[0"(u)]
= gn-1[fa-1(2)]
=0

Entonces y € {Ker(8) en E,} = Z,(E)
Sea [ el elemento de H,,(E) que contiene el ciclo y paray C 3 € H,(E), donde
B=y+ Bu(E). Como gnlu) =y y fo-1(z) =3"(u)

0— C, % D, & B, — 0

alﬂl B!Il Bll

fa—1 n—1
Cpo1 "= Dy = By

BH.’ l BH l

Cn—? L’:’Z Dn—?

parau € Dy, 2 € Cp_1,5 € Zn(E) = kerd en Fy, fn_1(2) =8 (u) v galu) = 3.
Se deduce de la definicién de 8 que
F) =0y + Ba(E))
= 8(y) + Bn—l(C)
=z + Bn_l(C)

= &

Como o € H,_1(C) = JZB';lL((CC? entonces @ = 2+ B,_1(C); 2z € Z,_1(C).

Entonces () = a de aqui que a € Im(3) para § € Hu(F) y como a es un
elemento cualquiera de Ker(H,(f)) resulta que Ker(H,(f)) C Im(8). Y de lo
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anterior se prueba que Ker(H,(f)) = Im(d). Por tanto queda establecido la
exactitud en los médulos de homologia

H,.(D),H,(E) y H,_1(C) de la sucesién exacta corta de sucesiones descen-
dentes.

Proposicidén 25 Consideremos el siguiente diagrama de homomorfismos de R-
modulos
4L B L ooo
lae 18
AI £) B/ i’) Cﬂ'
donde el cuadrado es conmutativo, la fila superior es exacta vy la inferior es

semieracte. Probar que existe un homomorfismo ¢ 1 C — C' dnicamente deter-
minadc que sobisface vog=¢ of3

Prueba: Sabemos que Im(f) = Ker(g), Im(f) C Kerg' yBof=foa A
probar que existe ¢ : C — € que satisface ¥ o g = g’ ¢ 3. Sean by, by € B tales

que g(b1) = ¢ g(bz) = ¢
glbi —b2) = g(b1) —g(bs) =c—c=0
= (bl - b2) € KET(Q) = Im(f)
= (b — be) € Im(f)
= Jda € A tal que fla) =b — by
ademds por conmutatividad del diagrama tenemos que f'(a(a)) = B(f(a)) =
Blon — b2)
= f'{a(a)) = Bbs — by)
= 8(h1 — b € Im(f)) C Ker(g')
= B(b1 — b2) € ker(g")
= ¢’ (B(b1 — b)) =0
= g'(B(b1)) — ¢'(Blb)) =0
= ¢ (B(b1)) = ¢ (B(b2))
Como g es sobreyectiva 3 ¢},¢} € C' tal que ¢/ (B(by)) = ¢} y #(B(1)) = &.
Entonces ¢f = ¢5. Sean ¢1,¢; € C 1 € R como g es homomorfismo se satisface
que
g B—-C
b — g(xh) = xg(b) = z¢

g: B—=C
b +by — g(b1 +bz) = g(b1) +g(52) =1+

Por tanto se comprueba que ¢ : € — €’ esta bien definida y se satisface que

Wler +ez) =g'(B(b1 +b2)) P(ze) = ¢'(B(zb))
= ¢'(B(b1) + B(b2)) = ¢'(x(5b))
= ¢'(B(b1)) + ¢ (B(b2)) = xg'(6(b))
=(e1) +lez) = a(c)

Por tanto existe un homomorfisme ¢ : € — € tnicamente determinado que
satisface que para todo b€ B, x € R en donde g(ab) = zc se tiene que

wie) = ¢(g(b)) = ¢'(B(b)
Por tanto pog =g o
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Proposicién 26 Consideremos un diagrama de homomorfismo de R-mddulos
4 L p 2
ey
0—-4a L B L ¢

donde el cuadro es conmutative, la fila superior es semieracte y la inferior es
eracta. Probar que eriste un homomorfismo o : A — A’ dnicamente determina-
do que satisface

foa=@of
Prueba: Sea a € A como f es monomorfismo 3 b € B tal que

Fla) =b & Im(f) C Ker(g)
= b¢ Ker(g)

= g(b)=10

= P(g(b)) = ¥(0) =0

Y por conmutatividad del diagrama tenemos que

= ((b) € Ker(g') = Im(f")
= B(b) € Im(f')
= Ja’ € A’ anico tal que f'{a") = B(b): por ser f' inyectiva

Por tanto

o A— A

a— ala) =20

esta bien definida

Ahora probaremos que a es homomorfismo. Sean a1,a; € 4 vamos a verificar
que afe1) + ala) = ale; +a— 2)

Sabemos que

flar+ag) =b + b

= B{flar +az)) = b1 +b2)

y como ¢ (B(b1 + ba)) = w(g(by +b2)), por conmutatividad del diagrama
g'(B(br +b2)) =0

= B(b; +b2) € ker(g") = Im(F))
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Entonces 3 af € A tal que f'(af) = Bl + ) = 3(b1) + B(b2) € Im(f) de
ahi que f'(a}) = 8(b1) + B(b2)

f{al +a3) = fla1) +
)

entonces f'(a] +ab) = f'(a}) v como f' es inyectiva se tiene que
a'l + aé = ag
alar) +ala) =ala +a—2)

de acuerdo a como esta definida la funcién. Ahora sea ra € A x € R vamos a
verificar que za(a1) = a(za;)

o—-4 L B L

fllay  =8(fa)

= B(b)
wf'(a) =28
Flaa’)  =fld)
x'af =d'; yaque f'es inyectiva
zala) = alra)

Por tanto o es homomorfismo tnicamente determinado que ademdas cumple que
para afa) =o' donde a € A y o/ € A" arbitrariamente dados

fllala)) = f'la) = B(b) = B(f{a))

Por tanto ffoa =80 f

1.7. Productos Tensoriales

Sean A y B dos R-mddulos cualesquiera v consideremos el producto cartesiano
A x B de los conjuntos A y B, Una funcidn g . Ax B — X de A x Benun
R-madulo X es llama bilineal si y sdlo si

gla101 + agag, b) = a19 (01,b) + azg (az, b)
g (a, B1b1 + Boby) = Brg (a,b1) + Fag (a,b2)

Para todo a1,02,6 € A, b1,b2, b€ By an,00, 1,3 € R

Un producto tensorial (sobre R) de los médulos A y B, es un R-médulo T junto
con una funcién bilineal

fFiAxB-—T
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tal que, para toda funcién bilineal
g:AxB—X

de A x B en un R-mddule X, existe un unico homomorfisme h 1 T — X del
modulo T en el médule X que satisface la relacién de conmutatividad ho f =g
en el siguiente tridngulo:

AxBLT

g~ h
X

Teorema 13 Siun B-mddulo T con unae funcion bilineal f : Ax B — T esun
producto tensorial sobre R de los mddulos A y B, entonces la imagen f (A x B)
genera el médulo T.

Prueba. Se probard que f(4 x B) genera el médulo T. Sea ' el submédulo de T
generado por f(A x B). Entonces la funcidn f define una funcién g : Ax B — C
tal que ¢ c ¢ = f. En el siguiente diagrama:

AxBic
Fe
T

Donde ¢ representa el homomorfismo inclusién 7 : € — T. Por la definicién
de Producto Tensorial existe un homomorfismo k: T — C tal que ko f = g.
Consideremos el siguiente diagrama:

AxBLT
NS
T

Donde 7 denota el endomorfismo identidad y & representa el producto i o h.
Puesto que

jof=1f

kof =ichof
:'509

=f

Se deduce de la unicidad en la definicién que i o h = k = j. Por (Prop. 9), el
homomorfismo inclusién ¢ debe ser un epimorfismo. Luego C =T v f (4 x B)
genera el médulo T ||

Teorema 14 (Teorema de Unicidad.) Si (T, f) v (T, ') son productos ten-
soriales sobre R de los mddulos A y B, enfonces existe un tinico isomorfismo
§:T — T del médulo T en el mddulo T' tal que jo f=f'.

Prueba. Como (T, f) es un producto Tensorial sobre R de los médulos A y B,
de la definicidn se deduce que existe un dnico homomorfismo j: T — T7 tal que
jo f = f es el siguiente triangulo.

AxBLT
FN
T!
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Como (T, f') es un Producto Tensorial sobre R, por definicién se deduce que
existe un tnico homomorfismo &k : 77 — T tal que ko ' = f, en el siguiente
diagrama.

AxBL T
sk
T
Ahora consideremos el producte A = ko j v el endomorfismo identidad del
médulo T
AxBLrT
AR
T
Tenemos:
kof =kcjof
=ko f'
iof =f

Se deduce de la unicidad de la definicién de Producto Tensorial que:
ko f=h =1 Comoies un isomorfismo, por (Prop. 10) tenemos que f es un
monomoerfismoe. Queremos demostrar que 7 o k es el endomorfismoe identidad.

AxBLT
Fss
T!
Donde ' es el homomorfismo identidad de T'.

hlofl :jokofl

De la unicidad de la definicién de producto tensorial tenemos:
A =jok=1i

Como i’ es isomorfismo por (Prop. 9). Luego j es también un epimorfismo lo
que prueba que j es un isomorfisme.||

Teorema 15 (Teorema de Existencia). Dados dos R-mddulos cuales quiera A
y B, existe un producto fensorial sobre R de A y B.

Prueba. Consideremos un R-médulo libre (F,z) sobre el conjunte 4 x B donde
i1 Ax B—— FyseaG el submédulo de F generadoe por los elementos

7 (alal + agaz, b)Y — aii (a.]_, b) — agi (az, b)

i(a, Biby + Bab2) — Bri(a,b1) — Bei (a, ba)
para todo a1, az,¢ € A4, b, b, b€ By a1,a2, 41,3 € R.

Asi obtenemos el médulo cociente sobre R, T = F/G con proyeccién natural
p: F—T.
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Sea f=poi: Ax B ——T. Para probar que f es bilineal, sean a1, as,a € A,
bi,bo,b € B, aq,00, 51, 8 € R arbitrariamente dados. Entonces tenemos

flonar + agas,b) — a1 f(a1,b) —asf (az,b) = pli(arar + ages,b)] — aipli(a1,b)] — azp[i (ag,b)]
=pli{aial + azos,b) — a1i (a1, b) — azi(asg, b)]

0

lo que implica que f{a,a101 +azag,b) = a1f (a1,b) + azf (as,b). Ansloga-
mente, f (a, Bib + ,6252) =5f (CL, bl) + P f (a, bQ). Luego f es bilineal.

Probemos ahora que (T, f) es un producto tensorial sobre R de 4 y B. Para ello,
sea g1 A x B — X una funcién bilineal arbitraria de A x B en un R-mdédulo
X. Como (F,i) es un R-mddulo libre sobre A x B, existe un homomosfismo
j i F — X de médulos tal que j oi = g en el signiente diagrama

AxBLF

97
X

Consideremos elementos arbitrarios
ai,az,a €A, b,by,a€B y o1,00,0,5: €R

Entonces

7 [’i (&1&1 + aza0, b) — i (al,b) — gl (CLQ, b)] =3 [l (alal + asas, b)] —a1} [’1: (CLl, b)] — agj [l (ag, b)]
= g(ouay + a0z, b) — a1gla1,b) — azg (a2, b)
0

Puesto que g es bilineal. Esto implica que el elemento
7 (alal + agag, by — aqi (a.]_, b) — agt (CLQ, b)

figura en el ker (7). Como G ¢s el submdédulo de F generado por estos elementos,
s¢ deduce que G C ker(j); por que las imdgenes estan en el Ker (7) y las
imégenes generan al subgrupo, entonces el grupe G C Ker (7). Luego 7 induce
un homomorfisme h = jx : T — X, del médulo cociente T = F/G en el
médulo X tal que A o p = 3. Por tanto, en el tridngulo tenemos que:

AxBLT
g h
X
hof=hopoi=joi=g

Falta probar la unicidad de k. Paraellosea k : T — X cualquier homomorfismo
de médulos que satisfaga ko f = g, v sea ¢t un elemento arbitrario de T. Como
f (A x B) genera T, puede escribirse ¢ en la forma:

=y f(a1,b1) +y2f (@, b2) + ... +yn(an,bn)

Donde a1, a0, ...,an € A, by, bo, ... b, € By y1, 9%, ..., yn € K. Entonces

K(t) =y K [flor, )]+ K [f (az2,b2)] + ... + yn K [f (an, bn)]
=gg(a1,b1) +yeg(az, b2) + ... +yng(an,bn)
=h(t)

Como ¢ es un elemento arbitrario de T, esto implica que f = k, lo que completa
la demostracion.||
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Todo par de médulos A v B sobre R determinan un producto tensorial (T, f)
esencialmente unico. Este R-mdédule T se denota usualmente con el simbolo
A ®r B v recibe el nombre de Producto Tensorial sobre R de los médules
Ay B. Puesto que nuestro interés se cenfra en mddulos sobre un anillo de
coeficientes fijo R, denotaremos el producto tensorial por el simbole mds simple
A ®@ B, siempre que no exista peligro de la ambiguedad. La funcién bilineal
f A x B —— T sera designada mediante el simbolo

T:AxB— A® B

¥ la denominaremos aplicacién fensorial Se deduce del ejercicio TA del final de
esta seccidén que T no es nunca inyectiva a no ser que 4 =0y B =0. Por tanto,
no podemos identificar A x B como subconjunte A ® B. Es decir no se puede
copiar.

Para cada a € Ay b € B, el elemento 7 de A ® B se denctard por a @b y
recibird el nombre de producto tensorial sobre R de los elementos a y b.

Como 7 (A % B) genera el médule A @ B en virtud de la proposicién (7.1) todo
elemento ¢ de A @ B puede ser escrito en la forma ¢ = 3_; y (a; @ bi) donde
a; € A,bi € By yi € R para todo i = 1,...,n. Estas expresiones de elementos
de A® B no son de ninguna manera tinicas. En efecto, se sigue inmediatamente
de la bilinealidad de la aplicacién tensorial T que

(o101 +azaz) @b =a; (a1 @b) +az(az ®b)
0@ (Biby + Pobz) = Bi{a@bi) + B2 (a @ by)
para todo a1, a3, € 4, b1, b, b€ By a1, as, /1,3 € R. En particular,
(re)@b=v(a®@b) =a®@ ()
paratodca € A, be By ~v€ R.Siv=06~y=-1, tenemos
0pb=0=a®o
(—a)@b=—-({a@b) =a®(-b)

Por consiguiente, todo elemento ¢ de A @ B puede escribirse en la forma ¢ =
S°7 4 (0; ® bi) donde a € A, b € B para todo i =1,2,...,n.

Proposicién 27 57 X es un R-mddulo, se verifica
XeaR=X=RoX

Prueba. Consideremos la funcién g : X x R — X definida por g(z,a) = az
para tode x € X, o € R. Veamos que g es bilineal.
Q(Cllal +a2ag,b) = (Ckla.l +a2ag)b
= aia1h + azash
= a1g(a1,b) + asg(az,b)

gla, Bibr + 2b2) =a(fib + Bzb2)
= afibia + B:b
= pigla,b1) + PBagla, by)

por tanto g es bilineal.

= Existe un unico homomorfismo A : X @ R — X tal que hoT = g en el
signiente tridngulo:
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XxRSX®R

g h
X

Donde 7 representa la aplicacién tensorial. Como g (x, 1) = x para todo z € X
¢ es sobreyectiva. Como hoT = g v ¢ es sobreyectiva, entonces h es supreyectiva.
Luego h es un epimorfismo.

Para probar que h es también un monomoerfismo, consideremos un elemen-
to t arbitrariamente dado de X ® R. Entonces existen z1,z2,...,T, en X ¥
ai, .., a, € R tales que

k3 T k3
tE:@a®aﬁ§:&%m®l)(§:mm)®l
; j =1
Esto implica que

=1 i=1
h(t) =h Kzaﬂi) @1l =h {T (Z T, 1) 1}
i=1 i=1
=g (Z o1, 1) = zaiwz‘
i=1 =1

Por tanto A (1) =0t =0® 1 =0, por tantc k es un monomorfismo.

Hemos demostrado que X @ R = X

Ahora veamos que R @ X = X. Consideremos la funcién ¢ @+ R x X — X
definida por ¢’ (@, ¥) = az para todo x € X, a € R. Veamos que g es bilineal.

¢ (@1a1 +azas, b) = (a1 + a2a2)b
=ajo b+ asagh
=a1g(a1,b) + asg (az,b)

g (a, Bib1 + Gobz) a(Prby + Pabo)

= abibia + Baby

= g’ (a,b1) + B2 (a,b2)

por tanto g’ es bilineal.

= Existe un tinico homomorfismo A’ : R@ X — X tal que A" o7 = ¢ en el
siguiente tridngulo:

RxXZReoX
g N
X

Donde 7 representa la aplicacién tensorial. Como ¢’ (x, 1) = z para todo
x € X, ¢ es sobreyectiva. Como A o7 = ¢’ v ¢ es sobreyectiva, entonces A’ es
supreyectiva. Luego k' es un epimorfismo.

Para probar que £’ es también un monomorfismo, consideremos un elemento ¢
arbitrariamente dado de R® X . Fntonces existen £1, 22, ..., Tpen Xy @1, ..., 0y €
R tales que

t:Z(ﬂfi@ai):Z(aiIi@l): (Zail‘i) ®1

=1 i=1 i=1

G0
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Esto implica que:

h,l (t) = h’ {(Z aixi) @1 = h,f {T (Z ;T 1) 1}
i=1 i=1
=g (Znizlail‘i, 1) = Z 05T
=1

Por tanto A’ (1) =01t =0® 1 =0, por tanto A es un monomorfismo. Hemos
demostrade que R ® X = X. Por tanto

X®oR=X=RagX

El isomorfismoe unice A : X ® R —— X recibe el nombre de isomorfismo candnico
del module X @ R sobre el médulo X.

Supongamos ahora que f 1 A — A’ vy g : B — B’ son dos homomorfismos
de R-mddulos arbitrariamente dados, y consideremos los productos tensoriales
A@ By A" ® B sobre R, y sean 7y 7 sus aplicaciones tensoriales. Denotemos
conh: fxg: Ax B — A »x B el producto cartesiano de f y g definido
por hix,y) = [f (z),g ()] para todo (z,y) € A x B, veamos que 7o (f x g) es
bilineal.

[+ o (frg)] (a1a1 + azagz, b) =71 [(frg) (a101 + a2az,b)|
=7'[f (a101 + azaz) , g ()]
= flaer + azaz) @ g{b)
=a1f(a1)@g(b) +azf (o) @ g(b)
=17 (frg(ar,b)) + o7 (frg (a2, b))

(7" o (fzg)) (a, Biby + Babz) =7'[(fzg)] (e, Biby + F2b2)
' (f (a), g (Bib1 + Baby))
Bulf(e),g(b)l + B2 (f (a),g(b2)]
=B’ [fag(a,bi)] + Bo7’ [frg (@, be)]

Por tanto 7 ¢ (f x g) es bilineal. Por definicién existe un dnice hemomorfismo
k:AaB-——AeB
del médulo A" @ B’ tal que ko7 = 7' o h. En el siguiente diagrama:
AxB 5 A@B
kil k]
AxB L AgB
Comeo consecuencia inmediata de esta relacidn, tenemos
k(a®@b)=f(a)@g(b)

Para todo @ € A, b € B. Este homomorfismo dnicamente determinado % se
denotard con el simbolo f @ g : A ® B — A’ ® B’ recibiendo el nombre de
producto tensorial sobre R de los homomorfismos de médulos f y g.
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Proposicidn 28 Sii: A — Ay j: B — B sonlos homomorfismos identidad
de los R-mddulos A y B, entonces su producto tensorial

i1®j: A9 B— A®B
es el homomortfismo identidad del mddulo A®@ B, Si f: A" — A, [/ A" — A",
g:B— B, ¢ :B — B" son homomorfismos de R-mddulos, entonces

(froflelgog =(fag)feg)
Teorema 16 57 los R-mddulos A y B son descomponibles en su suma directa
A=> 4, B=) B,
peM vEN

de submddulos, entonces

A@B=~ > A,0B,

()

Prueba, Consideremos los homomorfismos inclusién ¢, ® 7, : 4, — Ay
4y + By, — B juntamente con su producto tensorial

iy ®@jy Ay @B, — A®D
Para todo u € M y v € N. Por definicién, todo elemento s de la suma directa
S= > A,@B,
(pw)eF

Puede ser unicamente escrito en la forma S = Z(# ver Ty donde £ es un

subconjunto finite de M x N y r,, € A, & B, para todo (i, v) € F. Definamos
un homomorfismo k : § — A ® B tomando

his) = Z (iu @ Ju) (muv)
(#y0)

Por otra parte, consideremos las proyecciones naturales p,; A — A, v
g, + B —— B, justamente con su producto tensorial

Pu®g,  AQB — A, @B,
para tode g € M y v € N. El producto restringido de la familia
{Pe@qlue Mywve N}
define un homomorfismo k: A@ B — 5

Para probar que h o &k es el homomorfismo identidad sobre 4 @ B, elijamos
arbitrariamente @ € A, b € B. Entonces

Alk(a@b)]  =h|> (p®a)(a®b)

(pyv)

= Z (ip ® Ju) (Pu @q,)(a®b)

{s2,2)

= [liu 0 pu) (a)] @ [(F.00,) (B)]

(0]

= {Z (i 0py) (a)

I
=a®b

@

Z (]v o qy) (b)}

v

62



Desarrolio de las Algebras y Complejos de Koszul

Como los elementos a ®@ b generan al médule A @ B sobre R, resulta ser hok
homomorfismo identidad sobre A ® B.

Para probar que h o k es el homomorfismo identidad sobre S, sean a € M, 3 €
N,a € Ay, b € By arbitrariamente dados, Consideremos a®@ b€ A, @ By C 5,
entonces
k[h{a®Db)| =k[lia @ jg) (a®@b)]
= Z (p.u @ g,) lia @ jg) (a @ b)

(#,)

= {Z (p.u O] (a')

1
=a®b

@

> (g0 0 78) (b)}

v

Como los elementos @ @ b generan al médulo S, se deduce que ho k es el ho-
momorfismo identidad sobre S. Por tanto, k y & son isomorfismos y el teorema
esta demostrado.||

Teorema 17 Si f: A —— A" yg: B — B’ son epimorfismos de R-mddulos,
entonces el producto fensorial h = fRg: A®B — A’ ® B’ sobre R es también
un epimorfismo y su niclec Ker (h) es el submddulo K de A@ B generado por
los elementos o @b de A® B cona € Ker (f) o b € ker(g).

Prueba. Sean o/ € A y b € B arbitrariamente dados. Como f ¥ g son epimorfis-
mos, existea € Ay b€ B tales que f(a) =a vy g(b) =¥ De aqui obtenemos

o' @b = fla)@g () e Im(h)
Como A’ @ B’ estd generado por los elementos @’ @b' € I'm (k) es un submédulo
de 4’ @ B, resulta Im (h) = A’ @ B’. Tuego h es epimorfismo.
Para probar que K € Ker (h), consideremos a @b € A® B. Como

h{a@b) = f(a)@g(b)

se sigue que a @b € Ker(h), sia € Ker(f) ob € Ker (g). Como Ker (h) es un
submédulo de A @ B, resulta K C Ker (h).

Consideremos el médulo cociente @ = (A@ B) /K. Como K C Ker(h), h
induce un homomorfismo A : @ — A" @ B’. Debemos probar que A% es un
monomorfismo. Para ello, construiremos una funcién j : A’ x B" — @ como
sigue:

Sean 2’ € A, 3’ € B’ arbitrariamente dados. Como f y ¢ son epimorfismos,
existen elementos x € A, y € B que satisfacen f(z) = 2’ v gly) = ¢/ Sea
p: A® B — @ la proyeccion natural,

Entonces p (x ® y) s un elemento del médulo cociente @ Para probar que este
elemento p (r @ y) de @ depende unicamente de ' e ¢, v o de la eleccidn de
ey seanu € A,v € Btalesque f(u)=2"y g(v) =y Entonces é =v—=x
pertenece a Ker(f) y n= v — y pertenece a Ker (g). Por tanto tenemos

URV—rR@y=E£Qy+r@n=£{@ne K

Esto implica p (v ®v) = p{zr @ y). Por consiguiente, p(xr ® y) depende tinica-
mente de 1', 1/, v podemos definir una funcién j: A’ x B’ — @ mediante

@ y)=plroy
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para todo ' € A,y € B’ con arbitrarios x € A,y € B tales que f(z) = &/
y g(y) = ¢'. Para ver que 7 es bilineal, sean 2,25, ¢ A"y ¢l ¢4,/ € B, ¥
a1, ae, 31, 52 € R arbitrariamente dados. Elijamos @1, 22,2 € 4, 41,92,y € B
tales que

flay =2 fle) =2t fla)=2
gyl =11 glwl=1w gl =¥
Como f v ¢ son homomorfismos de médulos, tenemos

f(e1z1 + asz2) = ozl + aaxh

g (Bryn + Bawe) = iyl + B

Por consiguiente, obtenemos

jlonzy + azzh) =p(a1r1 + azr2) @ Y]
=a1p(r1@y) +ap T2 @y)
= a1 (a1, y) + oz (25, 3")

Andlogamente, tenemos también 7 (x', Siy] + Fawd) = Big (2, ¢1) + Bef (', 45).
Luego j es bilineal. Por definicién de 4’ @ B', existe un homomorfismo
gx A'@ B’ — @ tal que j x or’ = § en el tridngulo siguiente:
AxB L A@B
PR
aQ

Donde 7 representa la aplicacién tensorial. Esto implica que j x o = p en el
tridngulo signiente:

AxBAenB
PN G
Q

Y por ello j#chx es el endomorfisme identidad de @. Luego A4 es un monomor-
fismo, lo que completa la demostracién.

Observemos que la conclusién del (Teor. 17), ambas partes serfan falsas en
general si f y g no fuesen epimorfismos.

Corolario 16 Si f: A — A’ y g: B —— B’ son epimorfismos de R-mddulos,
entonces el producto tensorial

h=fwg: AgB— A ®F
es tambicn epimorfismo.
Teorema 18 S5i M es un R-mddulo arbitrario y
4L B 2 o =0
Una sucesién eracte de R-mddulos entonces la sucesicn
A% BeMm B caM -0

De sus productos tensoriales, siendo i+ M — M el endomorfismo identidad,
es tambien exacta
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Prueba. Por conveniencia, denotemos f' = f®4i, ¢ =g®i Como g e ¢ son
epimorfismos, se sigue del (Teor. 17) que ¢’ es también un epimorfismo v el
nicleo de ¢ es el submédulo K de B ® M generado por los elementos y @ w de
B®M con y € Ker{g). Como Im (f) = Ker(g) existe un elemento x € A tal
que f(z) =y De aqui obtenemos

yow=flr)oilw)=f{zew) e Im(f)
Como K estd generado por los elementos y @ w ¢ Im (f') es un submddulo de
BeM, Ker(¢') =K C Im(f"). Por otra parte, como
gof =(gei)o(fai)=(gof)®(ioi)=0®i
es el homomorfismo trivial, se deduce de [Prop. 12) que también
Im(f") € Im(g'). Esto completa la demostracion de (Teor. 18). ||
Teorema 19 57 la stguiente sucesion de homomorfismos de R-modulos
0—alplco__g
es una sucesion eracte corta descomponible, entonces igual sucede con la suce-
sidn , )
0——AoME BeM™ CoM—o0
de sus productos tensoriales, donde i : M — M es el enomorfismo identidad.

Prueba. Por (Cor. 13), el homomorfismo f tiene inverso por la izquierda. En
otras palabras, existe un homomorfismo i : B — A4 tal que el producto j = he f
es el endomorfismo identidad del médule 4. Como

(h@i)o(f@i)=(hofl@(ici) =71

es el endomorfismo identidad de A ® M, se sigue del (Teor. 3) que f @i es un
monomorfismo. Por (Teor. 17), implica que la sucesién de produtos tensoriales
¢s una sucesién exacta corta. Ademds, se descompone en virtud de (Cor. 13).
Observemos que el homomorfismo f ® i no es en general un monomorfismo si la
sucesioén exacta corta dada se descompone.

Proposicién 29 Fara fode funcidn bilineal f + A x B — X de R-mddulos
A, B, X, se satisface que

f(a,0)=0=f(0,b)

Para todo o € A yb € B. Luego f no puede ser nunca inyective, a menos que
A=0y B=0.

Prueba.
fla,0)=7(a,0) =a®0=0
FOb =700 =00b=10
Entonces

Fla,0)=0=7(0b). |

Proposicién 30 Para cualesquiera R-mddulos, probar los siguientes isomorfis-
mes
ARB~=B@A

(AeB)®C ~Ag(B®C)

Para ello el producto tensortal sobre R de cualquier nidmero finito de R-mddulos
estd bien definido.

G5
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Prueba. Sea g: Ax B — B® A tal que g (e, b) = b® a. Veamos que es bilineal.

g (041&1 + azaz, b) = (alcm + asan, ) @b
= Q1 (Gq@b) + a (a2®b)
=a1g(ar,h) + azg (g, b)

g(a,ﬁlbl +ﬁ2[32) =a® ((11&1 +a2a2,b)®b
=Hlo@h)+ F(a®hb)
= Prgla,b1) + B2g (e, b2)
por tanto g es bilineal. Entonces existe h: A@ B — B@ Atalque hoT =g

(En el diagrama 1). Sea ¢’ : B x A — 4 ® B tal que g (b,a) = a @ b. Veamos
que g’ es bilineal.

g’ (albl + azhe, a) =a® (albl + azhy)
=a1(a®b1)+ a2 (a®b)
= a1y’ (a,b1) + azg’ (a, bo)

g (a, B1by + Bebs) =a® (o1 +agaz,b) @b
=5 (a@b)+5: (a®by)
= Big (a,b1) + Bag’ (a,bs)

Por tanto g’ es bilineal. Entonces existe k: B® A — A@ B talque ko7 =¢'

AxBL A®B B><A1>3®A
]9\/1’1 ¢k
BxALB®A AxBL A®RB

§ =70idciB=Fkot

Lo que tenemos que probar es que:

koh=1A@B hok=1B@ A4
tenemos que:
(koh)(a®b) =k(h(a®b)=k(b®a)
=a®@b
(hok)(b®a) =h(k(b@a))=k(a®b)
=b®a

Por tanto A v & son monomorfismos y epimorfismos. Por tanto existe un iso-
morfismo
AB~B®A

Ahora veamos que
(AeB)®@C =42 (B&a()

Por definicién todo elemento v de (4 @ B) @ €' es una suma finita

ZU;‘@C;‘(U;‘EA@B,C;‘EC)

i=1
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Cada u; € A ® B es una suma finita
™,
Zaij @ bij (aij € A, bij S B)
i=1

Nosotros tenemos

UZZU;‘@C;‘:Z Zaij@bij ®C¢:ZZ[(aij®b@j)®Ci]

(A® B) ® C es un generador por cada elemento de la forma (e @ b) @ c a € 4,
b € B. Similar

ZC%'@W:Z%@ sz‘j®cij :ZZ[a’i®(bij®ciJ‘)]
i i i i

a; € A by; € Byey; € Cyv; € B®C es una suma [inita A® (B ® C) es generado
porcadaa®@(b®c)cona € A be Biee C

Verifiquemos que la asignacién

n

(Z a; @ bi, c) — Z [a; @ (bi @ ci)]

i=1
define un S-bilineal funcion lineal
(A9B)xC— A®(Ba ()
de aqui es un homomorfismo.
a:(A@B)aC-—A®(BaC)
conafla@b)@c=a®@(b®c)paratodoac A bc BecC
Similarmente se define un R-bilineal funcién lineal
Ax(B@C)— (A® B)® C
que induce un homemorfismo
8. A BeC)— (AgB)&C
tal que fla®@ (b@c)| =(e@b)@cparatodoac A be B cel
Para cada generador (a @by @cde (A@B)®C
Ballo@b)@c=(a@b)@c

Donde o a es la funcién identidad scbre (4 @ B) ® €. Un argumento similar
prueba que a o /3 es la identidad sobre A @ (B ® C). De aqui que oy 3 son
iscmorfismos. ||

Proposicién 31 Para todo R-mddulo libre v toda sucesion exacta corta
0—ALBLo—o

de R-mddulos, la sucesidn

0— AP 2 Ber®cer-—o
De sus productos tensoriales con el endomorfismo identidad i F — F es siem-
pre exacta. En particular, si el anillo de coeficientes R es un cuerpo, entonces
todo R-mddulec es libre.
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Prueba: Denotemos f' = f®1i, ¢ = g ®@4. Como g v ¢ son sobreyeciivas por
teorema (Teo.27) g’ es sobrevectiva y el niicleo de ¢’ es el submédulo X de BoF
generado por los elementos y @w de B& F con y € Ker (g). Existe un elemento
x € A tal que f(x) =y. De aqui obtenemos

yow=F(x@ilw) =[f{zow) cIm(f)
Por otra parte:
gof =(g@i)o(f@i)

=(gofl@(ioi)
—0@i

es el homomorfismo trivial, se deduce de {Prop. 9) que también
Im{f) C Ker{gh

Por tanto Im (f') = Ker(g'). Veamos que [’ es inyectiva. El submédule S
de A® F es generado por los elementos a @ w € A@ F con ¢ € Ker(f)
6 xr € Ker (i) =0 Entonces

r € Ker(f)

k3
I:Z&i®fi:01 fi=0

i=1

$=Zai®f5,aiEK6r(f)

i=1
flay=r (Zm@f;-) =fla@f)+.. +f{an® fa) =0
i=1

Por tanto f’ es inyectiva. ||

Proposicién 32 Sea el anillo R de coeficientes el anillo Z de los enteros. En-
tonces los R-mddulos son precisamente los grupos abeliancs. Sea B = Z y
A = 2Z = el subgrupo de los enteros pares. Enfonces el homomorfismo in-
clusidn f: A — B es un monomorfismo. Sea M wun grupo ciclico de orden 2
con generador g. Probar que A@M es un grupo ciclico de orden 2 con generador
2® g. Probar gue el producto tensorial

h=f®i:A@M -—BaM

de [ y el automorfismo identidad i : M — M es el homomorfismo trivial y por
ello no es monomorfismo.

Prueba: Primero probemos que todo grupo abeliano es un Z-médulo. Sea (X, %)
un grupo abeliano arbitrario del Z-médule.

[T Zx X —X

(n,x) — p(n,z) =nx

Sean ny,my € Z, 21,20 € X

p(m1 + g, T) =(m +n2)x pi (71 + 72) =n(x; +x2)
=T + 12T =nr; +nr

= p(m,2) +p (ng, 7) = p(nx) + g, 2)

68
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Por tanto tode grupe abeliano es un Z-médulo. Ahora probemos que M es un
grupo ciclico de orden 2 generade por 2@ g, 312®@ g € A@ M tal que el subgrupo
generado por 2® ges A® M

M ={[0], [1]}
201 =AM
A =1{24,..,2n)
ey ={201,@201)=c]
Rel+2el] =20201)
—2912
—2®0
—0

Por tanto 2 @ 1 genera a A® M. Probemos que h = f®@i: AeM —BaM
es el médulo trivial, 1o que queremos probar es que A (2 ® 1) = 0.

Sea2®@lc A M 2c A 1cM
h(2@1) = 2; por que la inclusién f 1 A — B es el homomorfismo trivial

=1l@2cZoM
=0; por que 2 # M

Por tanto (2@ 1) = 0. Por tanto A es un homomorfismo trivial.

1.8. Modulos de Homomorfismos
Sean A y B R-médulos cualesquiera y consideremos el conjunto
$ = Homg(A, B)

de todos los homomorfismos del médulo A en el médulo B, Como consideraremos
el anillo de coeficientes It fijo, usaremos el simbolo més abreviado

® = Hom(A, B)

siempre que no haya peligro de ambiguedad. Definamos una adiccidn + en este
conjunte ® tomando como suma de los homomorfismos ¢, ¢ : 4 — B el homo-
morfismo

é+v: A— B
z — (¢ +P)z) = ¢z) +¥(r)

para todo z € A. Con esta adicidn es ¢ evidentemente un grupo abeliano. En
efecto:

(i) Cerradura para la suma y el producto por escalar. Sean ¢, ¢ € ® z,y € A
ack

(+o)z+y) =z +)+ (@lz+y) (¥ +é)lax) = (plaz)) + ($lox))
¢(1)+w(y)+¢(m)+¢( ) = [w(:c)Ha[ ()]
= [(x) + &(z)] + [¥(y) + ¢(y)] alg(z) + oz)]
=[¢+¢lx) + [ + ¢ly) =afy + ¢|(x)
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(ii) Asociativa. Sean ¢, ¢,vc d x € A

[+ (o +7l(x) =)+ (& +7v)(z)
=¥(x) + [o{x) +7(x)|
= [¥(z) + é(x)] + 7(x)
= [¢ + ] (x) +~(x)
=[(¢ + &) +7](x)

(ili) Elemento neutro. Sea el homomorfismo ¢ € & definido por psi(z) = 0,
YrecA

+
+

(¢ +¢)(x) = d(x) + ¢(z) = é(z)

(iv) Elemento inverso. Sea el homomorfismo 9 € ® definido por ¥(z) = —é(x)
Vrc A

(¢ +¥iz)  =élx) +¥()

(v) Conmutativo
[+ d)(x) =)+ d(x)
= ¢(x) + ¥(x)
= [¢ +¢](x)

De aqui se ha comprebado que ® tiene la estructura de grupo abeliano. Ahora
para cualesquiera a € Ry ¢ € $ consideremos la funcién

g A— B
r — [ad](r) = alé(z)]

Mediante la conmutatividad de R, se puede facilmente comprobar que ¢ es un
homomorfismo de A en B. En efecto. Sean z,y € 4 a € R

]
(ad)(z+y) =alé(x +y)] = ofad(z)]
= alo(x) + ¢()] = aa[¢(z)]
= afd(z)] + alé(y)] = aa[¢(x)]
= [ag](z) + [ad](¥) = ala[é(x)]]
= olad|(x)
La correspondencia (e, ¢) — (a@) define la multiplicacién escalar
[T Rxd—9%

(a,¢) = pla, d) = ad

En el grupe abeliano ®. Asi ¢ queda estructurade come R-médulo recibiendo
el nombre de Mddulo de homomorfismos de Aen B.

En efecto sean oy, a0, 3 € R o1, € O

(a1 +az)l(z) = (o1 +az)é()] [a{d1 + d2)|(x) = aldr + ¢2)(x)
= a1[¢(7)] + az(é(z)] = af$1(x) + d2(x)]
= [ ¢](x) + [agd](x) = of¢1](z) + ald:](r)

= [0 + az¢|(7) = [a¢:1](x) + [ade](z)
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[a(Bo)](z) = alfelx)]
= (af)d(x)
= [(eB)e](x)

Por 1o que ¢ queda estructurade come R-médule ||
Proposicién 33 Todo R-mddulo X cumple que Hom(R, X) = X
Prueba. Definamos una funcién
b Hom(R, X)— X
& — h{e) = (1)

A probar que £ es isomorfismo. Sea ¥ € X necesitamos encontrar un
¢ € Hom(R, X) tal que h{¢) = x. Como R es un R-médulo libre generado por
{1} existe un dnico homomorfismo ¢ : R — X tal que

{1y LR

g @

X

Por definicién de médulo libre (¢e f)(1) = g(1) =z, ¥z € X. Ademds por ofra
parte tenemos

Por tanto h{¢) =z para x € X ;¢ € Hom(R, X), de aqui se comprueba que 7
es epimorfismo

Ahora sea ¢ € & donde ¢ € Ker(h) a probar que b s monomorfismo

Si ¢ € Ker(h) = h(¢) = ¢(1) =0

#la) = ag(l) = a0 =0

Entonces ¢ =0 Vay como ¢ € Ker{h) Ker(h) =0 Por tanto A es monomrfismo
Lo que demuestra que h es isomorfismo. ||

Sea ahora f : A — A4, ¢ : B — B’ dos homomorfismos cualesquiera de
R-médulos, y consideremos los médulos Hom(A, B) v Hom(A4', B'). Definamos

ala
b Hom(A, B) — Hom(A', B") "
¢— h(¢)=godof BB

Evidentemente /s es un homomorfismo del médulo Hom(A, B) en el médulo
Hom(A B ) que se denota con el simbolo Hom(f, g). En efecto sean ¢, ¢ €
Hom(A,B)=%&, acR

W+ ) =[go(@+¢) o flx) h{ad) = [go(ad)o fl(x)
=gl( + ) (f(x))] = glad(f(2))]
= gl(f(x)) + ¢ F(x)] — aglé(f(2))]
= gl (@) + gle(f ()] =algodo fl(x)
=lgewo flx) +lgedo fl(x) — a(¢)

= h() + h(¢)

La siguiente proposicién es consecuencia inmediata de la definicién. ||
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Proposicidn 34 Sii: A — Ay j: B — B sonlos homomorfismos identidad
de los R-mddulos A y B, entonces

Hom(i,j): Hom(A, B) — Hom(A, B)

es el homomorfismo identidad del médulo Hom(A, B). 51 f: A" — A,
f A= Ag: B— B ¢ : B — B son hamomorfismos de R-mddulos,
entonces tenemos

Hom(f o f' ¢ og) = Hom(f',g') o Hom{f,g)

Prueba: Por definicién anterior si ¢, § son homomorfismos consideramos el médu-
lo Hom(A, B); se define

Ala
B Lo @
h=Hom(i,7) : Hom(A, B) — Hom(A, B) ;
B=FB
Si f,g v f, ¢ son homemorfismes sabemos que
Hom(A, B) "o Hom(A', By TomidHe) Hom(A", B")
¢ — Hom({f, g)(¢)
=gogof — Hom(f',¢g')(godof)
=g olgodo flof
=(g'cglodo(fof)

Entonces [Hom(f',¢') o Hom(f, 9)](¢) = (¢ o g)odo(fc f)
Por otra parte

arLoari g BB LB
fof A" = A gog:B—FB
ademaés , ,
AL AL A g
Si e ¥ e entonces e
B i B’ B i B B 9’_0’9‘ B

Tuego Hom(fo f',¢ og): Hom(A, By — Hom(A",B")
¢ — Hom(fof g cg)d)
=(g'eglogo(fof)

De aqui tenemos que Hom({f o f',g' 0 g)(¢) = (¢’ o g)odo(f o f). Por tanto se
cumple que

Hom(f o f' g og) = Hom(f',g") o Hom(f, g)
Para cualquier ¢ € Hom(A, B).||

Corolario 17 $i f: A — A’ yg: B — B’ s0n los isomorfismos de R-mddulos,
entonces también lo es

Hom(f,q): Hom(A, B) — Hom(A'.B)

T2
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Prueba. Como f, g son isomorfismos existen homomorfismos b : A — A7,
k. B — B tales que (ho f),(foh)(kog),(gok) son los homomorfismo
identidad. Por (Prop. 35 ) se deduce que los productos

Hom{hok)oHom(fog)=Hom(f ch,kog): Hom(A, B) — Hom(A, B)

Hom(fogle Hom(hok)=Hom(ho f,gok): Hom(A', B') — Hom(A', B

Son los homomeorfismos identidad de los médulos Hom(A', B) y Hom(A', B)
respectivamente. Luego Hom(f, g) : Hom{A, By — Hom[A', B') es un isomorfismo.||.
Establezcamos ahora el siguiente tecrema.

Teorema 20 57 los R-mddulos A y B son descomponibles en su suma directa

y producto directo
A=> "4, B=1]] B
pEM VEN

entonces tenemos
Hom(A, B) =~ || Hom(A,, B,)

v

Prueba. Por definicién, un elemento arbitrario f del producto directo
P=]|[Hom(A,, B
v

es una funcién definida sobre M x N tal que f(p,v) € Hom(A,, B,). En donde
Va € Ay b€ B son funciones definidas mediante

a: M —JA,
w—al) =20 b:N—=JB,
salvo a lo mas en un # finito v — bv)

de elementos

Definamos una funcién h : P — Hom(A,, B,), asignando a cada f € P el
homomorfismo h(f) : A — B definido por h: P — Hom(A, B)

f— h{(f):A—=DB
a— [h(f)l(a) : N = ) B,
= [R(f)](a)(v)
= S e £ )]

para todo ¢ € A v cada v € B. Evidentemente h es un homomorfismo de
médulos.

Sean f,ge P ,ac R

{R(f+ o)} () =32 enrlf + gl v)[alp)]
:Zuem(f(uw (i, )| (u)]

> open (Flsv)alp)] + glu, v)[alw)])
:Zung(uav)[ alp)] +32, Mg(u, v)[a(u)]

= {[r(N{a)} (v) + {h{g)(a)} (v)

{rlaf@)} (v) =32 enrlaf) (s )alp)]
=D pen af(pv)a(u)]
=ad,enr S v)alp)]

= a{[h(f)](a)} (v)
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Por otra parte el homomorfisme inclusién
int A, — A
Y la proyeccién natural
. ap €l pyv:B— B,
a—iu(a,) = . b— B, =)
Gu¢l
I:Conjunto de # finito de elementos

Determinan un homomorfisme Hom(iy, py) : Hom(A, B) — Hom(A,, B,)

o= Hom(iy py)(e)
=pyogoi,: Ay — By

Sea

k= II Hbm@%B)—+IIHomL&“BU%=F
HUEM XN

& — [k’(cb)](,u,v) = Pu° (boiua

el producto directo restringido de la familia
{Homliy, py) : Hom(A, B) — Hom(A,, B,)/(n,v) € (M x N)}.
Entonces k es un homomorfismo de médulos. Sean ¢, ¢ € Hom(A, B) a € R

ke+y)  =[pvo(d+d)oiullalu)]
= po &+ )i (alp))]}
= pv {Blia(alin))] + liula(i))]}
= py {@liu(alp))} + po {9l (a(p))]}
= [poo doig)lalw)] + [py o9 o iyalu)]
= k(&) + k(¥)

kad)  =[p, o (a¢)oila(p)]
= py {(ad)fip(alp))]}
= apy {¢lialalp))]}
= alpy o doiyllalu]]
= ak(¢)

Para probar que h ok es el homomorfismo identidad de Hom{ A, B), sea ¢ un
elemento arbitrario de Hom(A, B) y f = k{¢) € P. Por definicién de &k tenemos

f(}ul ’U) = k(é)(#ﬂﬁ)
=p,o¢oi, A, = B, Y, vy e M x N

Por definicién de A tenemos

{[p(N](a)} (v) = Z,ugM(Pu o¢oi,alu)]
=P © 60 uenr tuel)])

=(po¢)(a)

= plé(a))

= [#la)](v) Yac MycadaveN

T4
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Esto prueba que A(f) = ¢. Como ¢ es un elemento arbitrario de Hom(A4, B)
k:Hom(A,B)— P

¢— kie)=fcP
Entonces
h(f) =h(k($)) = ¢

por tanto b ok es el homomorfismo identidad de Hom(A, B). Para probar que
kok es el homomorfismo identidad de P, sea f € Py denotemos ¢ = h(f). Por
definicién de h, es

[ela)](@) =32 ,cn fluv)lalp)]
= 2pens £lui v)pulal] Vo€ Mycadave N

Entonces por definicién de %, tenemos

k(@) ) = pgodoiy: A — Bg

ao =~ Alk(#)]{a, D)} (aa)
= (ps 0P oia)aq)
= plélialaq)))
={d(ialaa))} (3)
=3 en S, Dpulialas))]  (por definicién de h)
ZugM TG B)(py 0de)(a)]
[f{en B)l(aa)  (por ¥)

*) ya que para x4 # 5 todo es cero y para ¢ = 3 es la identidad de ahi que
0y

Gfa

(
(P Yag) = ay. Como (a,8) € M x N y a, € A, son arbitrarios, resulta
H(é) = F. Y como f e P
h: P — Hom(A,B)
f— hlfi=¢

Entonces k(@) = k(h{f)) = f. Asi koh es el homomorfismo identidad de P. Por
tanto f, k son isomorfos y el teorema queda demostrado.||

Teorema 21 Siendo f: A" — A yg: B — B homomorfismos de R-mddulos,
el niicleo del homomorfismo

h=Hom(f, g) = Hom(A, B) — Hom(A', B")
es el submddulo K de Hom( A4, B) definido por
K ={e € Hom(A.B)/¢[Im(f)] C Ker(g)}

Prueba. A probar que Ker(h) = K

(i) K < Ker(h). Sea ¢ € K arbitrariamente dado. Probemos que K € Ker(h)
viendo que

h(@) =0. Para ello, sea x € A’. Como f(z) € Im(f) y ¢ € K, tenemos

K(¢) € Ker(g) entonces g(¢(f(x))) =10

Hom(A, B) % Hom(A'| B')

¢— h(d): A= B
x — [h(#)](x)

5
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Luego
h(6)](x) = [Hom(f,9)(@)|(x) A ta
=(gedo f)lr) S
= glé(f(x))) BE B

=40
Entonces ¢ € Ker(h) y como tomamos ¢ € K por tanto K C Ker(h)
(i) Ker(h) C K. Sea ahora ¢ € Ker(h) de donde A{¢) = 0. Entonces

go¢o f=Hom(f g)(¢)="h(¢) =0
En virtud de la (prop 9), esto implica

Im{¢o f) C ker(g)

Por una relacién puramente conjuntista,

tenemos

o(Im(f)) = Im(do f) C ker(g)

Por consiguiente, ¢{Im(f)) C ker(g); v por definicién de K lo que implica que
¢ € K por tanto ker(h) C K, lo que cumple que ker(h) = K]|.

Corolario 18 5i f: A" — A es un epimorfismoy g: B — B’ es un monomofis-
mo de R-mddulos, enfonces

h = Hom(f,g) : Hom(A, B) — Hom(A', B')
€5 un monomaorfismo.
Prueba. A probar que ker(h) = 0. Sea ¢ € ker(h) donde h(¢) =0
glé(f(z)))  =(gedof)(z)
= [Hom(f, g)(#)](x)

= h(¢)(x)
-0

Y como g es monomorfismo ¢{f(z)) = 0 y como f es epimorfismo 3z € 4
tal que f(x) =y ¥y € A entonces ¢(y) = 0y como ¢ € ker(h) por tanto
ker(h) =0.]|
Teorema 22 Si M es un R-mddulo arbitrario y
PRy R AT N
es una sucesidn exocta de R-mddulos, entonces la sucesion
0 — Hom(C, M) & Hom(B, M) L Hom(4A, B)

con f* = Hom(f,i) v g* = Homl(g,?), donde i : M — M es el homomorfismo
identidad del mddulo M, es también exacta.

Prueba. A probar que Im{g*) = ker(f*)
(1) Im{g*) € ker(f*). Como g es epimorfismo e ¢ es monomorfismo, se deduce

6
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del (Cor. 18) que g* = Hom(g, 1) es monomorfismo. Como gof = 0, es inmediato
que Hom(go f,¢) =0. Luego

frog® = Hom(f,2) o Homlg,1)
= Hom(fog,ioi)
= Hom(f o g,i)
=0
Entonces g* o f =0 me determina el homomorfismo trivial y por la (Prop. 13)
Im(g") € ker(f")

(ii) ker(f*) € Im(g*). Llamemos K = Im(f) = ker(g); K sub-médulo de B.
Como f* = Hom(f,1) se sigue de (Teo. 21) que

oK) = o(Im(f)) C ker(i) =0

(por ser ¢ monomorfismo por Prop. 8). Y por ello ¢(K) = 0. Por consiguiente,
¢ B — M induce un homomorfismo

¢ B/K—M
Donde K C B denotamos con ¢ = B/K el médulo coclente con la proyeccién
natural p: B — @ y tenemos el siguiente tridngulo conmutativo
BE M
PN SY
@
Donde ¢ es el homomoerfismo inducido por la funcién ¢. Comeoe g es epimorfismo

con K como su nicleo ker(g) = K. La funcién g : B — C induce un isomorfismo
h: @ =B/K = C Ya que por (Prop. 14)

Coim(g) = B/ker(g) = B/K =~ I'm(g)
donde fm(g) C C'y K < B. Tenemos el siguiente tridngulo conmutativo
BLC
PSR
@
Donde A es el isomorfismo inducido por el epimorfismo g, Obtenemos asi el

signiente diagrama:

C
g/ "\ h
B £
AN

M

En él, los dos tridngulos son conmutatives. Siendo A isomorfismo, podemos
definir un homomorfismo

x=¢ohl:C—=M
Entonces y € Hom{[C, M) y
g"(x) = [Hom(g,9)|(x) =toxoeg=xog=twoh tog=top

Luego ¢ € Im(g*) y de aqui que ker(f*) € Im(g*). Por tanto ker(f*) =
Im(g*) ).

T
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Teorema 23 5% la sucesion de homomorfismos de R-mddulos
-4l BpLco—o

es una sucesion exracta corta que se descompone, entoneces igual sucede con la
SUCesIon

0 — Hom(C, M) & Hom(B, M) 5 Hom(A, M) — 0

donde f* = Hom(f,?) v ¢* = Hom(g, 1) representando 1 : M — M el endomor-
fismo identided de un R-mddulo M

Prueba. Por (Teo. 11 ) f tiene un inverso por la izquierda. En otras palabras,
existe un homomorfisme A @ B — A tal que el producto j = ko f es el endo-
morfismo identidad del médule A. Como (por Prop. 34)

h = Hom(f,i) o Hom(h,i) = Hom(ho f,ioi) = Hom(j,1)

¢s el endomorfismo identidad de Hom(A, M) de ahi que & ¢s un isomorfismo,
se deduce de (Teo. 3) que f* = Hom(f, ) es un epimorfismo. Por (Cor. 18), la
sucesién es una sucesién exacta corta. Ademds en virtud de {prop. 34) ya que
f* es epimorfismo y tiene inverso por la izquierda la sucesién se descompone. ||

Teorema 24 5i M es un R-mddulo erbitrario y
0—-ALpiLc
es una sucesidn exocta de R-mddulos, entonces la sucesion
0 — Hom(M, A) 2 Hom(M, B) & Hom(M,C)

con fo = Hom(i, f) v g. = Hom(i, g) dondei: M — M denota el homomorfis-
mo identidad de M, es fambién una sucesion eracte corta.

Prueba. A probar que Im(f.) = ker(g.)

(i) Im(f.) C ker(g.). Como f es monomorfismo & 7 epimorfismo, se deduce del
(Teo. 21) que Hom(f,7) = f. es monomorfismo. Puesto que go f = 0 es claro
que Hom(i,go f) = Hom(:,0) = 0. Luego

g» © fu = Hom(i,g) e Hom(i, f) = Hom(i 0%, g o f} = Hom(i,go f) =0
entonces g. o f. me define el homomorfismo trivial lo que implica
Im(f) C ker(g.)

(il) ker(g.) < Im(f.). Sea ¢ € ker(g.).
Como g. = Hom(i,g) : Hom(M, B) — Hom(M, C). Deducimos del (Teo. 21)
que
(M) = &(Im(z)) C ker(g) = Im(f)
Puesto que f es monemorfismo, existe un isemorfismo j : Im(f) = A tal que
f o7 es el homomorfiso inclusidn de Im(f) en B.
A .
foj=i:Im(f)— B
vt Im(f)Z AL B

M =B
Definamos el homomorfismo identidad ¢ : M — A, tomando Vo € M

8
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Entonces 3 es un elemento de Hom (M, A) y
folb(@)) = Hom{i, fi[(x]]
=fo q[)(c) oq
= foi(x)
= fli(¢{x))] ;por ser homo. inclusién
= é(z)
Entonces f, [¢) = ¢ de ahi que ¢ € Im(f.) y como ¢ € ker(g,) tenemos que
ker(g.) € Im(f.)
Por tanto ker(g.) = Im(f.) ||

Teorema 25 5% la siguiente sucesidn de homomorfismo de R-mddulos
t—AlBLc—aq

€s una sucesion exacta corta que se descompone, entonces iguel sucede con la
sucesion
0 — Hom(M, A) &5 Hom(M, B) & Hom(M,C) — 0

donde f. = Hom(s, f) ¥ g. = Hom(i,g) coni: M — M designando el endo-
morfismo tdentidad de un R-mddulo M.

Prueba. Por la (Prop.34) el homomorfismo g posee inverso por la derecha. En-
tonces existe un homomorfismo £ : C — B tal que goh = 7 es el endomorfismo
identidad del médule . Como

Hom(i,g)o Hom(i, h) = Hom(ioi, g o h) = Hom(i, j)

es el endomorfismo indentidad de Hom(M, €'y Por (Prop.11) g. = Hom(s, g) es
un epimorfismo. Por (Teo. 23) esto implica que la sucesién de la conclusién de
(Teo. 24) es una sucesién exacta corta. Y por (Prop. 34) por ser g, epimorfismo
se descompone||

Proposicion 35 Pare cuslquier R-mddulo libre A sobre un conjunto S, probar
que Hom(A, B) es isomorfo al mddulo Fun(S, B) de todas las funciones de S
en el modulo B.

Prueba. A probar que Hom(A,B) = Fun(S,B). 81 F = Fun(S, B) hay que
verificar que tiene una estructura de R-médulo. Definamos una adicién + en el
conjunte F. Tomandoe como suma de funciones

f+g: S— B
z = (f+9)(z) = f{2) +g(x)
Para cualquier a € R f € F. Consideremos la funcién
af: S—B

z — (af)(z) = alf(z)]

La correspondencia (a, f) — af define la multiplicacién escalar en F
[ RxF—=F
(o, f) = pla, fl = af

Asi I queda estructurado como R-médule. Como A es un R-méduloe libre sobre
5 juntamente con la funcién f .5 — A tal que para todo g : .5 — X existe un
tnico homomorfismo h: 4 — X tal queg=ho f
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LR
g~ h
B
Definamos la funcién
i Fun(S, B) — Hom(A, B)
g— (@) =h

tal que g = h o f. A probar que ® es un isomorfismo.

Epimorfismo: Sea b ¢ Hom(A, B), se debe encontrar g € Fun(S, B) tal que
®(g) = h pero como

st oa
ho f>.,"h
B

Tomando g como la composicién de figsig=ho f: 5 — B entonces
g € Fun(S, B), tal que &(g) =h

Fun(S, B) 2 Hom(A, b)

g—Plg)=h

Monomorfismo: Sea g € Fun(S, B) entonces g € ker(®), entonces ®(g) = 0. Ya
que

g=hof=0(f) =0
Entonces ker(®) = 0. Por tanto ¢ es isomorfismo
Proposicién 36 Probar gque para todo R-médulo libre F y toda sucesicn exacta
corta

t-ALBLo—a0
de R-mddulos la sucesidn 0 — Hom(F, A) Fid Hom(F,B) & Hom(F,C) — 0
donde f, = Hom(f,7) v g. = Hom(i,g) econ i : F — F {denotando el homo-
motfismo identidad de f), es también eracta.

Prueba. Sabemos que la sucesion 0 — Hom(F, A) Eid Hom(F,B) EL Hom(F,C)
es exacta por (Teor. 24) para ver la exactitud en toda la sucesién hay que probar
que g, es epimorfismo

g« =Homli, ¢): Hom(F,B) — Hom(F,C)
& — Homli,g)(4)
=go doi
=go Qﬁ
=
Para ello sea ¢ € Hom(F, C) necesitamos encontrar un unico homomorfismo
~v € Hom(F, B) tal que Hom(i, g)(+) = ¢

Como F es un R-mddulo libre existe un conjunto S donde (f : § — F)

A

¢ 1Y
BLcC =0
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En donde para todo x € .5, #@(f(x)) € C. Como g es epimorfismo 3b € B tal
que g(b) = ¥(f(z)). Siendo F un mddulo libre el mapeo
f: S—=F

T—y
induce un homomorfismo

¢: F—B
¢ f(z) — b

en donde g(o(f(x))) = g(b) = ¥(f(x)) paratodo z € S
glo(fl)=9(f1: 5 —=C

glé) =

para todo ¢ € Hom(F, B). Entonces Hom(z,g)(7) = gevoi=goy =1. Por
tanto g. = Hom(i, g) es un isomorfismo y por tanto la sucesién

0 — Hom(F, A) & Hom(F, B % Hom(F,C) — 0

€8 una sucesidén exacta corta

1.9. Maoddulos Proyectivos

Un R-méduloe se dice proyectivo siy sélo si, para todo homomorfismo f: X — B
y todo epimorfismo g : A — B de R-mdduloes, existe un homomorfismo

h: X — A que satisface go h = f. En el lenguaje de diagramas, esta definicién
puede ser expresaca como sigue: Un R-mddulo X es provectivo si y sélo si todo
diagrama

X

1f
AL B0

de homomorfismo de R-médulos, cuya fila es exacta, puede ser inmerso en un
diagrama conmutativo:

X

hoLf
AL B0

Proposicion 37 Todo R-mddulo libre es proyectivo

Prueba. Consideremos un R-médule libre X arbitraric generade por un subcon-
junto 5 de X. Sea un homomorfismo f: X — B y un epimorfismo g : A — B
de R-mddulos arbitrariamente dacos.

X

Lf
AL B0

Para cualquier s € 5, existe un elemento j (5) de 4 con g [j (5)] = f(s) puesto
que g es epimorfismo. La correspondencia s — j (s) define una funcién
j 8 — A Como X es un R-médulo libre sobre el conjunte .5 C X, existe un
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unico homomorfismo /@ X — A extensién de j. Comprobemos que goh = f.
Para ello, sea x € X. Como S genera X, es r una combinacién lineal

i
xr = E (8737

i=1

cong; € Rys; € Sparatodoi=1,2,...,,n Entonces tenemos:

glh(x)] —Zazg (s:)] —Zazg
—Zazf 5i) = (Zaﬁt) = f(x)

Puesto que x es un elemento arbitrario de X, es goh = f, 1o que completa la
demostracidn. ||

Proposicién 38 Todo sumando directo de un R-mddulo proyective es proyec-
tivo.

Prueba. Supongamos que la suma directa X = U@V delos dos R-médulos U y V
es proyectiva. Para probar que U es proyectivo, sea un homomorfismo f : U7 — B
y g : A — B un epimorfismo, ambos arbitrariamente dados. Denotemos con
§:U —= X yp: X — U, respectivamente, la inyeccién natural y proyeccién
natural. Como X es proyectivo, existe un homomorfismo &k : X — 4 que satisface

gok=fop
Consideremos el homomorfismo composicién h = ko j: U — X. Puesto que
po j es el endomorfismo identidad de U, obtenemos
goh=gokoj=fopej=Ff
lo que completa la demostracién.
Proposicién 39 Toda suma directa de R-mddulos proyectivos es proyectiva.
Prueba. Consideremos la suma directa
X=>% X
icM

de una familia arbitraria I' = { X;|i € M} de R-mddulos proyectivos.

Sean f' X — Byg: A — B un homomorfismo y un epimorfismo, respectiva-
mente, arbitrariamente dades. Para cada ¢ € M, sea d; : X; — X la inyeccién
natural. Como X; es proyectivo, existe un homomorfismo h; © X; — A4 que
satisface g o h; = f o d;. Entonces obtenemos la suma directa “realizada”

o (Z h,i) X —A
i€ M
de la familia H = {h; 11— Ali € M} Paraello,sean s € X yp;: X — X; la

proyeccidn natural para todo ¢ € M. Entonces tenemos

(goh)(x) =D (gohiom)(z)=>_ (fodiop) ()

e M ic M
=f (Z (d; o p;) (:c)) = f(x)
EM

lo que implica que go h = f.
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Teorema 26 Seq X un R-mddulo arbitrario e i : X — X su endomorfismo
identidad. Entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:

{a) X es proyectivo.
(b) Toda sucesién exacta corta
0—vLvix_—o
de R-mddulos se descompone.
(c) X esisomorfo a un sumando directo de un R-mddulo libre.
(d) Sig: A — B es epimorfismo, enfonces
gx=Hom (i,g) : Hom (X, A) — Hom (X, B)
es también epimorfismo.
{e) Si
0t-——ALBL o 0

es una sucesién eracta corta de R-mddulos, enfonces lo sucesion
0 — Hom (X, A) & Hom (X, B) % Hom (X, C) — 0

con fx = Hom (i, f) y g« = Hom (4, g) es también una sucesidn exacta
coria.

Prueba. (a) = (b). Supongamos que X es proyectivo y consideremos el diagrama
de homomorfismos

X
Li
VL X—0

Por definicién, existe un homomorfismo h : X — V que satisface go i =i, Por
(Teor. 10) esto implica que la sucesidn exacta corta de (b) se descompone.

(8) = (). Por {4,6), X es isomorfo a un médulo cociente de nn R-médulo libre.
En otros términos, existe un R-médulo libre F y un epimorfismo g : F — X . Sea
Kelnicleode gy f: K — F el homomerfismo inclusién. Entonces obtenemos
una sucesién exacta corta

0—K—F—X—10

Por (b) esta sucesién se descompone. En virtud del (Teor. 10) esto implica la
existencia de un homomorfisme b+ X — F tal que g o i es el automorfismo
identidad de X. Por (Prop. 13), h es monomorfisme vy F = Im (h) & ker (g).
Luego X es isomorfo al sumando directo Jm (h) del médulo libre F.

(¢) = (a). Es consecuencia inmediata de {Prop. 39) y (Prop. 39).

(@) = (d). Por definicién g+ = Hom (4, ¢) es epimorfismo si y sélo si, para
todo elemento f: X — B de Hom (X, B), existe un elemento h : X — A de
homomorfismo Hom (X, a) tal que

g+ (h)=gohoi=geoh=Ff

Luego (d) se cumple si y sélo si X es proyectivo.

(d) = (e). Es consecuencia inmediata de (Teo. 24)
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Proposicién 40 Todo R-mddulo puede ser inmerso en una sucesion exacte
corta
0—ILLxZpm—o

de R-mddulos donde X es proyectivo.

Proposicién 41 Consideremos el siguiente diagrama de homomorfismos de R-
modulos:

X
LA
FREAY:JENYS

donde X es proyectivo, g o h = 0 y la fila es exacta. Probar que existe un
homomorfismo k: X — A que satisface fok =h.

Prueba. Como la sucesion es exacta, entonces: Im (f) = ker (g) ademéds goh = 0.
Se tiene que: Im (f) = ker (g) C ker (h). Obtenemos el siguiente diagrama.

X
Lh

f
Artay = Im () ey — 0
Por tanto existe un homomorfismo & : X — C tal que foh =k ||

Proposicién 42 Consideremos el siguiente diagrama de homomorfismos de R-

mddulos:
X Ly 2 g

il k|
AL BE ¢

donde X es proyectivo, el cuadro es conmutativo, la fila supertor es semieracta
y la inferior es exacta. Probor que existe un homomorfismo b+ X — A que
satisface foh =jod

Prueba. Como el cuadradoe es conmutativo kop = go 7, la fila inferior es exacta,
Im (f) = ker (g). Y como la fila superior es semiexacta, I'm (d) C ker (p); dop es
el homomorfismo trivial dop = 0. Entonces, por la proposicién anterior tenemos
que existe b : X — A tal que foh = jod. En el siguiente diagrama.

x Ly 2 g
Lh gl k|
FRER: Ao
Proposicidn 43 Probar que toda sucesidn exacte corta
0—-A—B—=C—=0

de homomorfismos de R-mddulos puede ser inmerse en un diagrame conmuta-
twe:
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0—- U & v B woo
21 ] i Big ] iz |
0— X=2y2Zz_g

P 7l 2l
0 - AL pLlco_aq

donde las filos y columnas son eractas, la fila intermedia se descompone y
X, Y, Z son R-mddulos proyectivos. Ademds, las sucesiones exactas cortas

0—-U—=X—-A—=0 0—-W-—=2—-=0C-—=10

pueden ser arbitrariamente escogidos.

Prueba. Sea A = %; donde X es un R-mddule libre = por (Prop.38) es proyec-
tivo. Entonces existe )
-5 x24-0

una sucesién exacta corta. De la misma manera sea C = %, donde Z es un R-
mddulo libre entonces por proposicidén (Prop. 38) es proyectivo. Entonces existe
una sucesién exacta corta

I—WwWaz2og

Ahorasea ¥ = X7, donde 7 y X son R-mddulos proyectivos entonces la suma
directa es proyectiva por proposicién (Prop. 39). Entonces existe una sucesién
exacta corta )

0I-X&v&z_o0
Sea V =U @ W, donde U y W son R-médulos proyectivos entonces la suma
directa es proyectiva por proposicién (Prop. 39). Entonces existe una sucesion

exacta corta )
0-UBVEBW-s0 |

1.9.1. Moébdulos Inyectivos

Un Rrmédulo X se dice inyective si y sélo si, para todo homomorfismo
f+A—= X v todo monomorfismo ¢ © A — B que satisface hog = f. En
términos de diagramas, esta definicién se enuncia como signe: Un R-mdédulo X
es inyectivo si y sdlo si todo diagrama

0—AZRB

Lf
X

de homomorfismos de R-mddulos, cuya fila es exacta, puede ser inmersc en un
diagrama conmutativo:
0—A%pB

floh
X

Respecto a la existencia de R-mdadulos inyectivos, tenemos el signiente tecrema.

Teorema 27 Todo R-mddulo es isomorfo a un submddulo de un R-mddulo in-
yective
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Prueba, La prueba se basa en la demostracién de el Lema siguiente *

Lema 9 Todo grupo abeliano A puede ser isomorfo a un subgrupo de un grupo
divisible abeliano si dado por algin y € D, n #0 yn € Z, 3r € D tal que
nr =y

A es un grupo abeliano, existe un grupo divisible J y un monomorfismo de un
grupe F: A — J. Por el Lema la funcién
F Homz(R,A) — Homz(R,J)
9— flg)="rg
es un monomorfisme de R-médulo. Como tode homomorfisme de R-médule es
un homomorfismo de Z-mddulo es facil ver que Homg(R, A) es un R-submddulo
de Homz (R, A) (Homg(R,A) € Homz(R,A)) finalmente se verifica que la
funcién
C: A — Hompg(R, A)
a— fa

donde f,(R) = ra es un R-modulo monomorfismoe (en hecho es un isomorfismo).
Componiendo estos mapeos produce un R-mdédulo monomorfismo

A= HomR) S Homz(R, A) L Hom (R, )

donde C es la funcién inclusion. Puesto que Homz(R, J) es un submddulo in-
yectivo por lema anterior tenemos un isomorfismo A en un R-méduloe inyetivo ||

Proposicién 44 Todo sumando directo de un R-mddulo inyectivo es inyectivo.

Prueba. Supcngamos que la suma directa X = U @© B. De los modulos Uy
V sobre R es inyectiva. Para probar que U es inyectivo, sean f: A — U un
homomorfismo ¥ g : A — B un moncomorfismo arbitrariamente dados. Con-
sidefemos la inyeccidén natural j : U — X y la proyeccidn natural p: X — U.
Como X es inyectivo, existe un homomorfismo k& : B — X que safisface
AL B
Flo Lk

v Lox

—

kog=gof

P
Consideremos el homomorfismo producto A = pok: B — U Como pojes el
endomorfismo identidad de U, obtenemos:

hog=pohog=pojof=F
Lo que completa la demostracién ||
Proposicién 45 Todo producto directo de R-mddulos inyectivos es inyectivo.

Prueba: Consideremos el producto directo
x=]Ix
icM

de una familia § = {X;/i € M} de R-mddulos inyectivos. Para probar que X
es inyectivo, sea f: A — X un homomeorfismo y g : A — B un monomorfismo

lver MacLane, S., Homology y Norcott, D. G, An Introduction to Homological Algebra
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arbitrariamente dados. para cada i € M, denctemos con p; : X — X; la proyec-
cidn natural. Como X; es inyectivo, existe un homomorfismoe h; : B — X; que
satisface

AL B

Fl/1h;
v iox,

hiog=piof

Pi
Considerando el producto directo restringido h = ([[;, ki) 0 : B — X de la
familia p = {h; : B — X;/i € M} donde

§:X—-PFP= H X; homomorfismo diagonal
ieM

Comprobemos que es g o h = f. Para ello, sea j € M Tenemos

pichog=pio(|[ hi)edeg=hyeg=psof
iEM

Como esto es clerto para todo 7 € M, obtenemos ko g = f, lo que completa la
demostraciénl|

Teorema 28 Siendo X un R-mddulo arbitrario e i X — X su endomorfismo
identidad, las siguientes proposiciones son equivalentes:

{a) X es inyectivo.
(b) Toda sucesidn exacta corta
o—-xLviv_o

de R-mddulos se descompone.
(c) X esdsomorfo a un sumando direclo de un R-mddule inyectivo.

(d) Para todo monomorfismo ¢+ A — B, es
(g«) = Hom(g',i) : Hom{B, X) — Hom(4, X)
un epimorfismo.
(e) Para toda sucesidn eracta corta
0—atpLo—o
de R-mdduios, lo sucesidn
0 — Hom(C, X)L Hom(B, X) £ Hom(4,X) — 0

donde fx = Hom(f, i) y gx = Hom(g, 1), es también una sucesicn exracta
corta.

Prueba. (a)=-(b). Supongamos que X es inyectivo y consideremos el diagrama
0-xLu

il h
X
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de homomorfismos. Por definicién, existe un homomorfisme h : U — X que
satisface g o f = 7. De aqui que f tiene inverse por la izquierda. En virtud de
(Teor. 10), esto implica que la sucesién exacta corta se descompone.

(b)=(c): Por (Tew. 27), X es isomorfo a un submddule de un R-mddulo inyec-
tivo. En otras palabras, existe un R-médulo inyectivo U y un monomorfismo
Fi X —=U.Sea K = f(X)y V = U/K. Entonces obtenemos una sucesién
exacta corta

o-xLvtv_o

donde g : I/ — V representa la proyeccién natural. Por (b), esta sucesién se
descompoene y de aqui que K sea sumando directo de U. Como U es inyectivo
y X es isomorfe a K| resulta que X es isomorfo a un sumando directo de un
R-médulo inyectivo.

(c)=(a): Sabemos que si ¥ = U & V donde V" es inyectivo y que X = U o
X = V por (Lema. 9) U v V son inyectivos v como X es isomorfo a U o V
entonces X es inyectivo.

(a)=(d): Por definicién (g+) = Hom{g',7) : Hom(B, X} — Hom[A4, X] es un
epimorfismo si y s6lo si, para todo elemento f: A — X de Hom(A4, X), existe
un slemento i : B — X de Hom(4, X) tal que

g'(h) = Homlg,?)

=iochog 0—-ALB
=hog Fl7h

Tuego (d) se cumple si y sélo si X es inyectivo.

(d)=le): Si (gx) = Homl(g',i) : Hom(B,X) — Hom(A, X) es epimorfismo.
Cumple que h — g (k) = f. Entonces por (Teo. 22) g« = Homl(g,1) :
Hom(C, X) — Hom(B, X) es monomorfismo y

Frx=[gx) = Hom(f,i) = Hom[g',%) : Hom(B, X) — Hom(A, X)
es epimorfismo entonces la sucesién

0 — Hom(C, X) % Hom(B, X) & Hom(4,X) — 0
es exacta corta.||

Proposicién 46 Consideremos el siguiente diagrama de homomorfismos de R-
modulos:
alpic
1A
X

donde X es inyectivo, ho f =0 y la fila es exacta. Probar que exriste un homo-
morfismo k : C — X que satisface kog=~h

Prueba:. Hay que tratar de definir una funcién & : € — X para ello utilizamos
la suguiete sucesidn

0— B/Im(f) % C
LA
X
En donde
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glb+ Im(f)) = g(b)
R(b+ Im{f)) = h(b)

ademas definamos la funcidn proyeccidn natural p que va de cada elemento de
B asu clase

pi  B—B/In(f)
b—p(b)=b+Im(f)

Primero veamos que g es monomorfismo para ello sea

(b + Im(f)) € B/Im(f) = b+ Im(f) € ker(g)
=glb+Im(f =0

= g(b) =0

= b < ker(g) = Im(f)

= be Im(f)

= b+ Im(f) = Im{f) =0; ya que abajo del cociente se hace 0
=b+Im(f)=

Y como b+ Im(f) € ker(g) = ker(g) = 0. Ahora hay que probar que

h B/Im(f) — X
b4 Im(f) — (b4 Im(f)) = h(b)

esta bien definida. Para ello probaremos que dades dos elementos iguales by +
Im(f) ,bo + Im(f) en B/Im(f) los representantes de sus clases son iguales

entonces by +Im(f) =by + Im(f)
= by — by € Im(f) C ker(h)

by — b € ker(h)

by — b2) = 0

b} = hiby) =

h{b1) = hibs)

= by + Im(f) = by + Im{f)

O

Entonces por la propiedad proyectiva existe k : C — X tal que kog = k, ademas
sabemos que para cualquier b € B arbitrariamente dado que

g +Im(f) = g(b)
hib+ Im(f))

Entonces
(ko g)(b) = k(g(b)) = k({b+ Im(f))) = k(b + Im(f)) = h(b)
Por tanto (ko g)(b) = h(b)

Proposicién 47 Consideremos el siguiente diagrame de homomorfismos de R-
modulos:

Al paco
|l a 1b
vivEx
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donde X es tnyecctivo, el cuadrado es conmutativo, la fila superior es eracte
y lo infertor semieracta. Probar que existe un homomorfismo ¢ : C — X que
satisface

cog=koh

Prueba. Definamos la funcidn proyeccién que va de cada elemento de B a su
clase )
0—B/Im(f) L C
p: B — B/Im(f) f~ 1h
X
hay que probar que
g: B/Im(f)—C
b+ Im(f) — glb+ Im(f)) = g(b)

esta bien definida; para ello sean by + Im(f), by + Im(f) € B/Im(f) a verificar
que los representantes de sus clases son iguales

b+ Im(f) = b Im(f)
= by — by € Im(f) = ker(g)
=b +b € kET(g)

Por tanto g esta bien definida para un tnico elemento en B/Im(f). Ahora hay
que verificar que g es monomorfismo para ello sea b + Im(f) un elemento de
b/Im(f) parab< B

= b+ Im(f) € ker(g)

=gb+Im(f))=0

= g(b) =0

= bhe ker(g) =Im(f)

=beIm(f)

= b+ Im(f) = Im(f) =0; ya que abajo del cociente se hace 0
=bh+Im(f)=0

Y como b4-Im(f) € ker(g) = ker(g) = 0. Por tanto § es monomorfismo. Ahora

probaremos que f esta bien definida para ello definimos f mediante
- B

o

b+ Im(f) = f(b+Im(f)) + (5o 5)(b)
Para ello sean

bl +Im(f) = bQ +Im(f)
=b—bhc Im(f)
= Jdac Atalque fla)=b1 — &y

ademss por conmutatividad del diagrama tenemos que

hla(a)) = B(fla)) = B(br — be)
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hlala)) = 3(by + b2) € Im(h) C ker(x)

(bl—bz Eker(
(ﬁ(bl_bQ) 0
= k(B(b1) — Bb2)) =0
= w&(B(b1)) — k(B(b2)) =
(ﬁ(bl) 7%( (b2))
Flby + Im(f)) = flbz + Im(f))

Por tanto f esta bien definida. Entonces existe un h: C — X tal que hog= f

Ahora verificaremos que ko J =c¢og. Sea b € B un elemento arbitrariamente
dado entonces tenemos que

(koB)(b) = flb+Im(f))
= (hog)(b = Im(f))
= h{glb + Im(f)))
= (hog)(b)

Por tanto se satisface la conmutatividad del diagrama ||

Proposicién 48 [/n grupo abeliano X se dice divisible si y solo si, para fodo
x € X y todo entero n # 0, existe & € X con na = x. Probar que X como
Z-mddulo, es inyectivo si y sélo si es divisible.

Prueba. =" Si X como Z-médulo es inyectivo. Para tode homomorfismo [ :
A — X y todo monomorfismo g: A — B existe h: B — X tal que
0—-a%nB

flsh
X

A probar la existencia de a € 4 tal que para todo r € X y todo enterc
n#0 na==x
0—=<n>%2

FLoh
X
endonde < n>={kn/kcZ}y
f: <n>—X
n — f(n)

kn — flkn) = kx

A verificar que f es monomorfismo. Para ello sean k), kz € 2, a € R

Fliin=kem) = F((k1 = ko)m) Flakn) = (ak)z
= (k1 = ko)z = a(kx)
=kir + ke _F
=af(kn)

B = flkin) = flkon) ) i )
Por tanto f es homomorfismo entonces existe b+ Z — X tal que foi = f
entonces

R(n) = h(i(n) = (hoi)(n) ==
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Luego h(n) = r entonces existe @ = k(1) tal que na ==
! <" Note que los tnicos ideales izquierdos de Z son grupos ciclicos
<n> nez.

La prueba se basa en la demostracién del Lema siguiente 2

Lema 10 Sea R un anillo con identidad A un R-mddulo unitario X es inyectivo
st y solo st para todo ideal izquierdo L de R, algin R-mddulo homomorfismo
L — X puede ser extendido pare un R-mddulo homomorfisme R — X

Si X es divisible vy f 1< n >— X es un homomorfismo entonces existe r € X
con nx = f(n). Define

0—<n>bZ
h: Z—-X fl h
l—=r ¥
A probar que si tomamos hf < n ><n>— X h/ < n >= f para ello
hk(n)) = (h<i)(kn) = f(kn), por tanto b/ < n >= f(kn) v verifica que A
es un homomorfismo que extiende a f. Por tanto, X es inyective por el lema
anterior.

?ver Tomas W. Hungerford Graduate Texts in Mathematics. 2003



Capitulo 2

Tor, y Ezt"

2.1. Resoluciones

A lo largo de esta seccidn, X denotard un R-médulo arbitrariamente dado.

Definicion 18 I/na resolucidn proyectiva de X es una sucesidn descendente
eracta a R
Col =0 =0, =01 — ..

de R-mddulos, que satisface las tres condiciones siguientes:
C—l = X
Cp =0 para fodo n < —1
C,, es R-mddulo proyectivo para todo n> 0

En particular, st Cy, es un R-mddulo libre para todo n > 0, enfonces la sucesidn
descendente C' se llama resolucion libre del mddulo X.

Una resclucién proyectiva toma la forma siguiente

a8

&, a. - a &
Ciio= O B 3BC B =130 232X =0

Nuestra atencién es probar que tode R-médulo tiene resclucién proyectiva. En
realidad vamos a probar que tode médulo X tiene resolucién libre. Referente a
la existencia de rescluciones proyvectivas, establecemos la signiente proposicién.

Proposicién 49 Todo R-mddulo X posee una resolucion libre.
Prueba: En virtud de (teor. 7) existe una sucesién exacta corta
0-Xe 2 h%x o0

donde Fy es un R-médulo libre. Aplicando (teor.7) al médulo Xo, obtenemos
una sucesén exacta corta

-5 r%x o0

para todo n > 0, donde Fi es un R-médulo libre. Por induccién, obtenemos una
sucesién exacta corta

0= X, 2 F. 2 X, =0

para tode n > 0 donde F,, es un R-mdédule libre. Obtenemos de esta manera el
diagrama siguiente
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0 0 0 0 0 0
NS AW NS
X, Xy Xo
Bur1 /" N on e/ New B N

Py B R, o R R R By g

definimos en base a ello una sucesién
oyt 3,
C:...— n«l»lgcn_n’cn—l_’---

de médulos y homomorfismos tomando

X sin=-1
C, = F, sn>0
0 sin< —1
h
B sin=0
Ay =% oy 10, sin>0
0 sin<0

Para probar que C es una resolucién libre de X, falta establecer su exactitud.

Para ello basta verificar Im(0,11) = Ker(dy,) o sea
Imaou, o Bpy1 = keray_10 By
para todo n > 0. Sabemos que Ima,, = Kerf3,, sera suficiente probar que

Imd, 1 = Imay, v kerd, = kerf,

Sea
T € kerd, & (an 198 (z) =10
& (o 1(Bn)(x)) =0
<= 8, =10
< x € kerf3,

Tuego kerd, = ker3,. Ahora probaremos que Imd, 1 = I'may,
(i) Imdni1 C Imay,

Seay € Imd, 11 = dr € F, 1 tal que

¥ = an(Bu1(x)) € Imay,
Imd, 1 C I'may,

(i) Imay, € Imdyiq

Sea Y < Ima,, = dz ¢ X, tal que
Y = an(z), perc
Bot1 es sobreyectiva
dr e Fupa tal que
z=Ppy(x), deaquique
Y =a,(z)
= an(fnr1(z))

= (ay 0 Buy1)(X) € ImOyiq
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y asi Ima, C Im0,41. Y tenemos
Im(Op11) = Im{ay,) = ker(5,) = Ker(d,)

para todo n > 0, lo que complsta la demostracion de (prop. 50)||

Consideremos ahora un homomorfismo A ¢ X — ¥ del médulo X en un R-
modulo Y. Sea

a, a 3,
Ci..=Ch) 2 Cr— =3 2X -0

una resolucién proyectiva de X, y

1

a a, a,
D:..=Dyy1 B Dp— =D 3D, 32Y =0

una resclucién proyectiva de V. Establescamos primero la siguiente proposicién.

Proposicidn 50 Erxiste un homomorfismo {transformacidn de cadenas)
f=4fn  Cn—=Dy/ne Z}

de la sucesion descendente C en la sucesion descendente D tal que f_1 =h

Prueba: Primero definimos f_; = A. A continuacién sea n < —1. Como O\, =
0, fn esta definido unicamente, esto es, f,, = 0. Para el caso n = 0 consideremos
el diagrama

2 x—o
fol lh=f1
Dy 2y =0

Como Cy es proyectivo y §: Dy — Y es epimorfismo, se sige de la definicion de
médulos proyectivos que existe un homomorfismo fi 1 Co — Dy que satisface
la relacién de conmutatividad ¢ fp = ho 8 = f_1 09, explicando mejor en el
siguiente diagrama

Cy

fo 'L fo100
mhy g
para el caso n =1 tenemos la siguiente situacién
Lo B x -0
fol Lh=Fa
Dy i Dy ﬂ’; Y =0
de aqui se deriva el siguiente diagrama
&
1l foo oy
by % py i

en el cual 86 o food =hodyod, =0 Ademas Cy es proyectivo v la fila es
exacta, por (prop. 42) existe f1 : Cy — Dy tal que 80 f1 = fpody. Supongamos
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ahora que para n > 0, tenemos construido f,, : Cn, — Dy, ¥V m < n de tal
manera que el rectAngulo

e, -1
fm l -L fmfl
2
Dm = Dm—l
es conmutativo. Consideremos el rectangulo

a [
Cpn 3 Ch1 =! Coz

fn—ll lfn—?

al &,
Dn — D’n—l _0’ Dn—?

Por (prop. 43), existe un homomorfismo f, : €, — D, que satisface
dofp,=fn—1cd

Es completa la construccion inductiva de la transformacién de cadenas f: C —
D y prueba (prop. 51)]].
Establescamos ahora la siguiente proposicién.

Proposicién 51 Dos komomorfismos (transformaciones de cadenas)
f=4fn Co = Dylne 7}

g=1gn:Cpn — Dylne 2}

de la sucesicn descendente C en la sucesicn descendente D, que satisfacen f_1 =
h =g_1 son homotdpicos.

Prueba; Tenemos que construir una homotopia (homotopia de cadenas)
kif=¢g:C—D.
Por tanto tenemos que constuir, para todo entero v, un homomorfismo
by Cp — Dy

tal que
Doky+hy 100=fo—gu
es el diagrama
Cn ]m Dn+l
l an l 8711—&-1
Cn—l k:l Dn

para todo n € Z. Para todo n < =1, k, = 0 es el unice homomorfismo de
C, en Dy 1 puesto que €, = 0. Para n = —1, tenemos la siguiente situacién

€ = Dy

Lo 18,
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c., = b,

tenemos del diagrama que f_1 —¢_1 =0y k_o =0 luego
S(J)Ok:,l +k’,203,1 =f1—g]_=h—h=o.

de modo que Jy 0k_; = 0, hacemos k_; =0y procedamos a construir ko, para
ello consideremos el siguiente diagrama

a2 o 2 o, =0
ko follgn o~ foillgaa ke

Do = b, =0

I

D
aiokol‘l’k_]_oao :fD_QO
1ok =fo—g

observemos el siguiente diagrama
Cy

ko o | Jo— @

i

a ak
Dy 3Dy 2Dy
B(fo = g0) = 85 © fo = % 0 g0
para definir %y, tenemos la siguiente situacién

oG B o, -0

follgo Ffoillaga
D= Dy i;f D_,

Bé)ofDZf—lolao:hOBo
dogn=g 100 =hody

de donde 3,(fo — go) =8y 0 fo— 090 = hody —hody =0y por (prop. 42 y
prop. 43) existe ko : Cp — D, de manera que

8 okg+k_10d = fo— go
Sea ahora n < 1 y asumamos que tenemos construido

kw1 Gy — D1, ¥m<n

de manera que ky,_1 0 Oy + 8;,1“ G by, = fr — Gm ¥ consideremos el siguiente
diagrama.

k) Ay
C, = Co1 e Chyo —

gollfo Vg1 llfor Vgnoll fae

3/+L 3/ 3171
- Dn+l = D, = D, = Dy,

De donde .
Opohn 1 +kn_208n1 = foo1 —gno1

el siguiente diagrama

a7
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Cn
]
a a
D’n—l = Dn = Dn—l

j representa el homomorfismo § = f, — gn — kn_1 0 &,. Componiendo j con
8: D, — D,_1, obtenemos

a;oj 3;(fn—9n— kn—loan)
:31 Ofn_alogn_alokn—loan
= fn—l cd— Gn—1 cd— (f'n—l — Gn—1— Kp_oo an—l) o an
:kn—Qoa —10871
=0
Como ,, es proyvectivo y la fila es exacta, se deduce de (prop. 42) que existe un
un homomorfismo k&, : C, — D11 que satisface la relacién
3;14-1 0kn =7=fn—0n—kn 190

Esto implica 3;+1 cky +kn_100, = f,—gs ¥ completa la construceidn inductiva
de la homotopia de cadenas

kif=g: C—D
Por consiguiente f y g son homotdpicos. ||

Apliquemos ahora (prop. 51 y prop. 52) al caso especial en que X =Y vy hes el
homomorfismoe identidad. En este caso, C y D son dos rescluciones proyectivas
del mismo mddulo X. Por (prop. 51), existe un homomorfismo

f=4fn Co = Dylne 7}

de la sucesién descendente C' en la sucesién cescendente D tal que f_ 1 es el
endomorfismo identidad kA del médulo X.
Andlogamente, existe un homomorfismo

g=1{gn: D, — Cylne Z}

De la sucesién descendente C tal que g_; es el endomorfismo identidad A del
médulo X, Consideremos las composiciones

gofidgnofn:Cholylne 2}

fogidfuogn: DyoDylne Z}
Se comprueba ficilmente que son endomorfismos de las sucesiones descendente
C' y D, respectivamente, satisfaciendo

giofa=h=f10g1,

donde ki representa el endomorfismo identidad de X. Por (prop. 52) go f es
homotdpico al endomorfismo identidad de la sucesién descendente C'y foges
homotdpico al endomerfisme identidad de D.

Las transformaciones de cadenas f v ¢ que satisfacen estas condiciones se -
denominan usualmente equivelencias de cadenas. Por tanto, f : C — Dy g
D — (' construidas anteriormente son equivalencias de cadenas, y las resolu-
ciones proyectivas C'y D del R-médulo X se dicen equivalenies homotdpicamente
¢ del mismo #ipo de homotopia. Resumiendo lo anterior, obtenemos el siguiente
teorema:
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Teorema 29 Todo R-mddulo X tiene une resolucidn proyectiva, y dos resolu-
ciones proyectivas del mismo mddulo X son equivalenies homotdpicamente.

La prueba se le deja al lector.

Definicién 19 Una resolucidn inyectiva en un R-mddulo X es una sucecion
ascendente exacta.

C:___ﬁcn—lﬂcnén_tlcn+l_)_”
que cumple
s Ol =X
n O Vo< -1

n O es un R-mddulo inyectivo para todo n > 0

Proposicidn 52 Todo R-mddulo X tene resolucidn inyectiva

Prueba. De la observacién anterior tenemos que la sucesién
0= X2, x, =0

es exacta, con Ly inyectiva. Haclendo lo mismoe para X,
0—-Xo B0, 38X -0

es exacta con Lj inyectiva. Y asi sucesivamente tenemos que la sucesién

0= Xn B 013 X, —0

es exacta. Por lo que tenemos el siguiente diagrama de R-mddulos

0 0 0 0 0 0
N N N
XD Xn—l XTL
a S NP an-1,” N Pa an /N Ban

0— Y @1 Lo &igo L= m Ly, 511,03)11,—1. I, 5n+ifan Lnii —0
donde los L, ¥n > 0, son R-médulos inyectivos. Definamos
L, sin>0

C"={ X sin=-1
0 sin< —1

¥
gtla, sin>0
=< fo sin=-1
0 sin< —1

o, es sobreyectiva y 3, es inyectiva. Luego se tiene
0 1 n—1 n mn+L
comxBor Lot otV on & ontl T

Solamente nos bastara probar que la sucesién C es exacta en C* 1! es decir
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Imé™ = kergn+t
ImpPni1 = kerapq1
Imd"® = Im(ﬁn+1 oay) =Imf, 1
kerd™l = ker(Bui10a, 1 = keran, 1)

Por que Spio es inyectivo Imd™ = kerd™t!, luego X posee una resolucién
proyectiva.||

Proposicién 53 Pare una sucesidn exacta corfa arbitrariamente dada

0—-X2vEz_o

de R-mddulos juntamente con resoluciones proyectivas arbitrariamente dadas
C y E de mddulos X y Z, respectivamente, eriste una resolucidn proyectiva I
del mddulo Y y dos transformaciones de cadena f : C — D, g: D — E de
estas sucesiones descendentes tales que, pare todo entero no negativo

00—, Ei " o E,—0
es una sucesicn exacta corta descomponible.

Prueba. Sean

a &, a 3
C:o o =Chp A M o A S =< =N gy
i1 o 9, 8 o G
D:. =D, =D, 3D, 11— =D =Dy—=2—=0

dos resoluciones proyectivas de médulos X y Z respectivamente. Consideremos
el suguiente diagrama

I I !

0—  Cup Bt i1 @ B =S S

1 8npa | 8ni1 @8y 4n L 8
0— O, In, c,oE, By E,

| &g ‘ | & @8, 1,
0— Cno1 = Cho1 @ En Fags FOSE ]

1 1 1

1 1 J
0— O R 9 E s B

1 19 @ 31 1 81
0— G I, Co® Ey B Eq
0— X A Y £ 4

1 1 l

0 0 0

Como Ey es proyectivo existe i 1 By — Y tal que go i = &; definamos la
funcién

o

BD: C()@ED—?Y

(zo, 30) — 8 (w0, 7o)
= fo{xo) + Alye)

—0

— 0

—0

—0

—0
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Probemos que 8, es sobreyectiva, Sea y € Y

yeV =gly) e
= o € Ep talque 8,(0) = g(u)
Aplicando Bg (0, 90)
= f8o(0) + hlyo) = h(yo)
estalque  g(A(y)) = 8,(zo) = gly)
esto implica y— h(yn) € ker g
= dup € X tal que
flza) =y — h(zo)

Sea x1 € Cy tal que dp(x1) = xo, aplicando

& (a1, 30) = f Bolx1) + h(3n) =y — hlyo) + h{ye) =y

lnego & es sobreyectiva
Probemos la conmutatividad del diagrama:
(i) Para el rectdngulo derecho tenemos. Sea xo € Cy
zo € Cy = fo(xo) (1)
O i) = ([ @ h)
= (f& & h)(zo,0)
=foolzo)  (2)

Luego de (1) v {2) se cumple que el rectangule derecho es conmutativo.
(ii) Para el rectdngulo izquierdo tenemos

& (polzo, o)) =8w) (1) ¥

o 1% Iy

9(9 (To,v0)) = g(f dolzo)+(m0))  9(F; (xo,w0)) = glhlwe)) = Ty (we)  (2)

luego de (1) y (2) se cumple que el rectangulo de la izquierda es conmutativo.
Probemos la exactitud en el médulo Cod Fy es decir que la Im(0,®8, ) = ker 0,
(i) Im(8;, @ &) C ker 8, Sea (a,b) € C, & E;

o

8 (& ®3)(ab) =8 (:(a),d(b)
= f Bo(dn(a)) +h Oy (b)
= h 9, (b)

Probemos que f 8, (h) = 0. Aplicando ¢ a h 9, (b) tenemos

g(h(01(1))) = (g o h)(8(b)) = (8,0 8,)(b) =0
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esto implica que:

RO(b)ckerg =3dreX tqflr)=ra(b)
= dxo € Cp g (90(.?60) =z

Aplicando (8" oig)(xe) = f(B(x0)) = flz) = R{I, (b)) ¥ asi

fOe)) +0 = F(8(xo)) + A(0)
= 0+ h(9; (b)) por tener escritura tinica
luego h(é)i(b)) =0

lo que completa la prueba de I'm(8) © 87) € kerd,
(i) kerdy, C Im(81 @ ")

Sea(zo, ) € kerd, = 8 (%0, 30)
= f{PolT0)) + hlyo)
=0
F((xe)) =00 = do(xp) =0
= dr € Oy tq 1(x1)
— 70
h{yo) =0 = Ty € By tq 8, (1) = 1o
= (z0,50) = (&1 @ &) (z1, 1)
luego (zo,30) € Im(8, & 8.)

de (i) (ii) concluimos que I'm{d, ® &) = kerd,
(i) Para el cuadrado de la derecha. Sea (an, by) € C, &
(an,ba) € Cr @ B = 8, (Pu(0n, b)) = 3, (ba)

por otra parte

i

Pnfl((gn@av}m)(a‘mbn)) - n—l(an(an)aan(bn))
- 8':1(671)

Luego el cuadrado de la derecha es conmutativo
(il) Para el cuadrado de la izquierda. Sea a,, € C,,

tn € Cp = (80 D 8,,)(in(an)) = (On ® 8,)(an, 0) = (Bn(an), 0)
por otra parte
in—l(an(a-'n)) = (an(an)ao)

luego el cuadrado de la izquierda es conmutativo. Probando asi que los cuadrados
conmutan. Ademaés para todo n > 0 se tienen que las filas son sucesiones exactas
cortas descomponibles por la forma que estan definidas em cada nivel v el nivel
nn = —1 tenemos que el médule Y se descompone en

Y = Im8, =Im féh @ Imh

teniendo asi que la sucesidn exacta corta de la fila n = —1 se descompone. Lo
que prueba la proposicién ||
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2.2. Funtores Torsion

A lo largo de la presente seccidn, X y YV denctardn R-médulos arbitrariamente
dados. Elijamos una resolucién proyectiva

a a e
C:i = Cp1 0,2 -G 23X -0

del médule X, y consideremos su producto tensorial C @ Y que es la sucesidén

COY  —ConoyY 2%, 0v™® . Loy ™% xey -0
donde i representa el endomorfismo identidad del médule Y. Como
8. 00, =(Opoi) @ (On110%) = (Opobp1)@i=0@i=0

C'®@Y es semiexacta y por tanto es una sucesién descendente. Para todo entero
72, el médulo de homolédgia n-dimencional

H,(CaY)de (CaY)
se define como en por Prop.50

ker(8, @ 1)

HOC®Y = ——— ——

Lema 11 Para cualquier otra resolucidn proyectiva

i i

D =Dy ™ DD =Dy X~

del mddulo X tenemos
H,(CeoY)~=H,(DaY)

para todo entero n.

Prueba: Por (teor. 29), existen transformaciones de cadenas
f=1fn:Cn— Dalnc 2},
g=1{gn: D, = Cylne Z}

de las sucesiones descendentes C' y D tales que las transformaciones de cadenas

gof=1gnofn:iCh—=Cylne Z}

feg=A{fancgn:Dn— DulneZ}
son homotdpicas y las transformasiones de cadenas identidad de C'y I}

Seai:Y — Y el endomorfismo identidad de Y. Se comprueba facilmente que
f@®i=1fa®i:Ch,®Y =D, @Y|ncV},

G6Ri=4¢.®i D, @Y =D, 0Y|neY},

son transformaciones de cadenas de las sucesiones descendentes C @Y y D@ Y.
Estas inducen homomorfismos

S i Ho(C®Y)— H,(D@Y),

g Hy(D@Y) = H(CRY),
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para todo entero n. Puesto que go f v f o g son homotdpicas a las transfor-
masiones de cadenas identidad de las sucesiones descendentes C y D, se sigue
facilmente que (g@i)o{ f®i) y (f®i)o(g@7) son también homotdpicas a las trans-
formaciones de cadenas identidad de las sucesiones descendentes C®Y vy D@Y.
Por (prop. 22, prop. 23 y prop. 25) esto implica que g. o fu ¥ f. ©g. son los auto-
morfismos identidad de los médulos H,(C@Y) y H,(D@Y), respectivaments.
Por tanto f. y g. son isomorfismos para todo entere n. ||

Lema 12 H,(C ®Y) =0 para fodon < 0.

Prueba; H,(C@Y) =0 para todo nn < —1 es obvie pueste que C, @ Y =0 para
todo n < —1. Para los casos n =0y n = —1, observemos que la exactitud de

Lo to Lo=c,
implica la exactitud de

oY agevio ey Bo,ev
en virtud de (teor. 18). Por tanto tenemos
Ho(C@Y)=0, H . (CeY)=0
Lo que completa la demostracién de (L. 12) ||

Nota 2 Por (L. 11), el mddulo H,(C @ Y) depende esencialmente sdlo del
entero n y los R-mddulos dados X e Y. Por (L. 12), H,(C®Y) es triwvial para
todo n < 0. Debido a esto, damos la siguiente definicion.

Definicién 20 Para todo enferc positive n, el R-médulo H,,(C @Y recibe el
nombre de producto forsidn n-dimencional sobre R de los R-mddulos dados X, Y
y serd denotado por

TorZ(X,Y)

Cuando no haya peligro de ambivedad, serd denotado por
Tor,(X,Y).

Ademds en el caso n =1, usaremos la notacidn mds simple y lo denominaremos
abreviadamente producto forsidn sobre R de X e Y.

Proposicidén 54 5i el mdduls X es proyectivo, entonces
Tor,(X,Y)=0
para todo entero positivo n y todo R-mddulo Y.

Pueba: Como X es proyectivo, tenemos una resolucién proyectiva

a 2,
Crioi= Oy 5 CpBC, =

con
o 0, (sin£0yn#-1)
"X, (sin=0on=-1)
y d, = 0 para todo n # 0, mientras que Jdy es el endomorfismo identidad del

modulo X. Se deduce que €' @ Y es exacta y por consigniente Tor, (X, Y) =0
para todo médulo ¥ y todo entero positive n. ||
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Proposicién 55 57 el médulo Y es proyectivo, entonces
Tor,(X,Y)=0
para todo entero positivo n y todo R-mddulo X.

Prueba: Sea ' una resolucion proyectiva de X. Como C es exacta e Y es proyec-
tivo, se sigue de ([20]Cap.1, ejer. 9E), que C®Y es también exacta. Esto implica.

Tor,( X, Y =H,(C®Y)=0

para todo entero positive n. ||. Como generalizacidn de (prop. 55), tenemos la
siguiente proposicién.

Proposicidén 56 Si el mddulo X tiene una resolucidn proyectiva C tal que
Cp, =0 para tode n > m, enfonces

Tor (X, Y)y=10
para todo n > m y todo R-mddulo Y. Ademds,
Tory(X,Y) = Ker{0n, ©1),

donde
O @i:C, @Y =Cp_1@Y

denota el producto tensorial del homomorfismo Oy, @ Cpy — Crp1 en C oy el
endomorfismo identidad i 1 Y — Y del mddulo Y.

Prueba: Tenemos la siguiente situacién
3,
Cm0—0 e, e, R X S
de donde resulta

COY:  =0=0=CpraY 2 C, 107 —-

Como C), ® Y = 0 para todo n > m, la primera afirmacién es obvia. Ademas,
puesto que
[m(8m+1 @ E) = 01

tenemos
Tor.(X,Y) = Ker(0,, @ 1)/ Im (011 @ 1) = Ker(0,, @1).

lo que prueba (prop. 57) ||. Si R es un dominic de ideales principales, tenemos
el siguiente corolario de (prop. 57)

Corolario 19 Dados dos mddulos X e Y sobre un dominio de ideales princi-
pales R, tenemos
Tor,(X,Y)1=0

parae todo entero nn > 1. Ademds,
Tor(X,Y) = Ker(f ©1),

donde f ® ¢ representa el producto tensorial del homomorfismo f : A — F es
cualquier sucesidn exacte corta

t—Aalrsx_o

con F' R-médulo libre y el endomorfismo identidad i :Y — Y.
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Prueba; De acuerdo con (teor. 7),existe una sucesion exacta corta

0—-ALrsx o

con F' R-mddule libre. De acuerdo con (prop. 38) el médulo A también es libre.
Luege F' y A son proyectivos. Asi obtenemos una resolucidn proyectiva C' de X
con Cp, = 0 para todon > 1y d; = f. Entonces (cor. 19) esconsecuencia directa
de (prop. 5). Lo que prueba el resultado. ||

Lema 13 57 fenemos el siguiente diagrame conmutativo

MIN=Q

R
T

entonces g lleva a kerh sobre ker f
Prueba. Definamos
G: kerh — kerf
T — g{x) = g(x)

Veamos que es schreyectiva. Si y € kerf, como g es sobre, existe x € M tal que
y = glz); con (f e g)iz) = h{z) esto implica que = € kerh. Generalicemos {cor.
19) estableciendo la siguiente proposicidn

Proposicidn 57 Para R-mddulos X e Y arbitrariamente dados y cuslquier
sucesion eracta corta
0—AaLpLx—o

Con P un R-mddulo proyectivo, tenemos
Torn(X,Y)=Tor_1(A,Y)

para fodon > 1 y
Tor(X,Y) = Ker(f @4)

donde f® representa el producto tensorial sobre R del homomorfismo f 1 A — P
y el endomorfismo identidad i Y — Y del mddulo V.

Prueba: Consideremos una resolucién proyectiva C' del R-médulo A.

CiimCon ey 2o B a0
ST A
i mCy e, e LB 2 pLx o
i~ SFf
A
SN
O 0

Puesto que 8y : € — A es epimorfismo y f: A — P es monomorfismo, tenemos
Ker(f o 8o) = Ker(dy) , Im(f 0 ) = Im(f)
Por lo tanto, Obtenemos una resolucién proyectiva C* tomando

( C,q sin>0on<—1
Cr=¢ P sin=0
X sin=-1
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¥
Op_1 sin>1
g — foa[) sin=1
" g sin=0
0 sin<0

nada mas falta probar la exactitud en C} y en P
m En CF, kerf o dy = kerd,, ya que f es inyectiva luego

kerf o8y = Imd
m En P, Imf o8y =Imf, ya que dy es sobreyectiva luego
m(f odp) = kerg
Entonces obtenemos

Tory(X,Y) = Ker(0, 1 @1)/Im(d),,, ®1)
= Ker(Op—1®@1)/Im(8, ®4)
= Tory_ 1(4,Y)

para todo entero n > 1. Queda por estudiar el caso n = 1. En virtud de (teor.
18), la exactitud de

B0y B A=
implica la de la sucesién
oY ey Aey -0
Por tanto, dy @ ¢ es epimorfismo y
m{th @1) = Ker(do ®1).

Consideremos el tridngulo conmutativo:

ey T pay

@i, S foi
AaY

Como Jp @ ¢ es epimorfismo, aplica Ker(9] @ i) sobre Ker(f ® ). Luego
Torp(X,Y) ~ Ker(d] @i)/Im(0; @4)

= Ker(8; @ #)/Im(8, @ 1)

= Ker(d; @)/ Ker(dy ® 1)

= Ker(f ®@1)

lo que completa la demostracién de (prop. 58). ||

Nota 3 1. Por conveniencia en el resto de esta seccidn, defintmos
Torp(X,V)=XaV

para dos R-mddulos cualesquiera X, Y.
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2. Para una resolucion proyectiva cuelquiera

3 3,
Civo = Coyy ™ Ca B Gy =

de un R-mddulo X, defimamos una sucesion descendente

= 41 ElC’n_n’c’n—l_""

de R-mddulos tomando

5 {Bn (sin>0)
8, = _
0 (sim<0)

Diremos que esto sucesion descendenie € es una resolucidn proyective
reductde del mddulo X.

3. La utilidad de las resoluciones proyectivas reducidas es debida al hecho que
todo mddulo en estas resoluciones es proyectivo.

Lema 14 Para R-mddulos X, Y arbidrariamente dados y cualquier resolucidn
proyective reducida C de X tenemos

H,(CaY)=Tor,(X,y)
para todo entero no negalivo .
Prueba: Para n > 0, tenemos evidentemente
H(C®Y)=H,(C@Y)=Tor,(X,Y).

Asi falta establecer ~
H,CaY)=XaY.

En virtud de (teor. 18), la exactitud de la sucesién
aso b x—o
implica la de la sucesién
oy ey Xxey -0,

donde 7 representa el endomorfisme identidad del médulo ¥, por tante Jy @1 es
epimorfismo y
Im{th @1) = Ker(d) ®1).

Consecuentemente, obtenemos

H{CaY) =Co@Y/Im(d @)
—Co@Y/Ker(8y ®1)
=X QY.

Lo que completa la demostracidn de (L. 14) ||
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Nota 4 Consideremos ahora homomorfismos arbitrariamente dados
h:X — X', kY =Y
de R-mddulos. Elgamos resoluciones proyectivasC yC' para los médulos X y X',
respectivamente. Por (prop. 51), emiste una transformacidn de cadenas
f:{fn:Cn—rCHHEZ}
de la sucesidn descendente C en la sucesidn descendente C' fal gque
f-1=h.

entonces
FOK={f,ok:C—noY —-C,aY'|lncZ}

Es una transformacion de cadenas de la sucesidn descendente € @Y en lo
sucesion descendente C'@Y'. Por tanto f @ k induce un homomorfismo

(f @ k) : Tor, (X,Y) — Tor, (X' V")

para tode entero m > 0. Por medic de {prop. 52), se comprueba que (f @ k)un
no depende de lg eleccidn particular de transformacidn de cadenas f: C — C
y esta completamente deferminado por el entero n y los homomorfismos h, k.
Este homomorfismo recibird el nombre de producio torsidn n-dimencional sobre
R de los homomorfismaos h, k, denotdndolo por

Tor,(h k) : Tor, (X, V) — Tor, (X' V)
En el cason =1, usaremos la notacidn mas simple
Torlh, k) : Tor(X,Y) — Tor(X', V")

y lo denominaremos producto torsidn (sobre R) de h y k. Por conveniencia,
definimos
Toro(h, k) =h@ k.

Fl teorema siguinte es ahora cbvio.

Teorema 30 Fara todo enlers no negative n, Tor, es un funtor covariante de
de dos variables de la categoria Mg con valores en Mpg.

Consideremos ahora un R-mddulo X y una sucesién exacta corta
0—ULvEiw—o
de R-médulos. Elijamos una resolucién proyectiva reducida
Cioim G 20,26, =
del médule X. Para todo entero n, la sucesién
0=CralU "2 ¢, 0V "2 ), W =0,

donde i, representa el endomorfismo identidad del mddulo €'y, es exacta; puesto
que C es proyectivo. Asi obtenemos una sucesién exacta corta

0= CrolU Y G 0v & (0)peow =0,

de sucesiones descendentes. Por (teor. 12), obtenemos una sucesidn de homologia
exacta
(o L Co)E T oW 2 H, (Cal)— -,

donde f. y g. estan definidas por las transformaciones de cadenas 1@ f y 1 @ g,
respectivamente, y @ es el homomorfismo de conexién definide en (1.6). En
virtud de (L. 14), esto implica el siguiente tecrema.
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Teorema 31 Para todo R-mddulo X v cuslquier sucesion exacta corta
0-ULviwoo
de R-mddulos, tenemos la sucesién exracta
= Tora (X, U) L3 Toro (X, V) & Tor, (X, W) 2 Tor,_1(X,U) — -

donde
f* :TOTn(i,f), G« :TOTn(i,g)

y O es el homomorfismo de conexidn. Esta sucesién finaliza con
=T X, W2 xeU Y xav ¥ xeow —0.

Demostracién: Sea € una resolucién proyectiva reducida del médulo X; y con-
siceremos el siguiente diagrama

! ! I

0=  Cop®U Bl o eV B C e W —~0
L By @iy L1 @iy | Fpp1 @iw
0— C,oU @ fn c, oV Qgn C,aW -0
1 1 1
1 1 1
0 c i@ fo i@go
h@U = ChaV Coa@W — 0
1 1 1
0 0 0

Dado que 0 — U e V £ W — 0 es una sucesién exacta vy (), es proyectivo
para todo n € Z resulta que las filas son exactas y que las columnas son semiex-
actas cumpliendo asi las condiciones planteadas en el proceso de definicién del
homomorfismo de conexdn.

Resultande asf la conclucion del teorema ||.

Debido a (cor. 19), se tiene el siguiente corolario de (teor. 31) para el caso
especial en que R es un dominic de ideales principales.

Corolario 20 Parae cualguier mddulo X sobre un dominio de ideales principales
R y cualquier sucesidn exvacta corta

—ULviEw_o

de R-mddulos, se tiene una sucesién exracta

Torii,f)
T

0 — Tor(X,U) Tor(X, V) "2 Tor(x, W) 2 xoU Y xov 'Y xew — 0,

Agqui, O es el homomorfismo coneridn, mientras que los otros komomorfismos
son los productos torsidn y los productos tensoriales del homomor fismo identidad
i: X — X ylos homomorfismos [ vy g, respectivamente.

Demostracién: Efectivamente si introducimos a X en una sucesidn exacta corta

C0=AlFL XS0



Desarrolio de las /—Ugebras y Complejos de Koszul 11

con F libre, A también es libre y asi obtenemos la resolucién proyectiva reducida
C.0- A L F—=0

en este caso obtenemos

) i) l
-UeA S veawed—o
liw f lia f li@f

fei g &i

00U F =S VaeF = W@l -0
il 1 ]
0 0 0

v de aqui chtenemos la sucesidn exacta

0 — H(CQU) — Hi(CQV) — Hi(CaW) — Hy(Cal) — Hy(CaV) — Ho(CaW) — 0

y esto es

0—=Tor(X,U)— Tor(X,V) = Tor(X,W) = Tor(X,U) — Tor(X,V) = Tor{ X, W) = Tor{X,U) — 0

y asi el resultado estd probado ||

Andlogamente, si se utiliza (teor. 19) resulta el siguiente tecrema.

Teorema 32 Para todo R-mddulo Y y cualquier sucesion exacia corfa
0—ULlviw—og
de R-mddulos, fenemos una sucesidn exracta
= Torg (U, Y) L2 Tora(V,Y) 2 Torg(W,Y) 2 Tory_1(U,Y) — ---

donde
fo =Tora(f,1), g« = Torn(g,7)

y O es el homomorfismo de conexidn. Esta sucesién finalize con
S TarW AT x Cvey @ wey -0

analogamente, (teor. 32) tiene un corolario semejante a (cor. 20). Demostracién:
Sean C y E dos resoluciones proyectivos de mddulos U y W luego existe una
resoluciéon proyectiva [ del médulo V' y dos transformaciones de cadenas

fiC—=Dyg: D= E

de estas sucesiones descendentes tales que para todo entero no negativo es una
sucesién exacta corta descomponible y por (teor. 19)

0—C0 "'y, "Y' vE, @Y — 0

es una sucesion exacta corta escomponible para todo entero no negativo y asi las
filas son exactas y las columnas semiexactas cumpliendose las hipétesis 1, el
proceso de construccién del homomorfismo de conexién resultande asi la con-
clusién del tecrema. ||
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El resto de la presente seccidn se dedica a la caracterizacién axiomdtica de
productos torsién y sus consecuencias. Para ello introduciremos en primer lugar
la nocién de sucesiones coneras de funtores.

Una sucesién de funtores covariantes
1y Mg — Mgn=0,1,2,...}

se dice conera descendente si y sdlo si, para todo entero n > 0 y toda sucesién
exacta corta

0—ULvEw—o
de R-médulos se da un homomorfismo
a: (ﬁn(W) i Cén—l(U)
que satisface las condiciones siguientes:
(1) La siguiente sucesién es exacta:
bnlf) Pnlg) E
= a(U) = 0n(V) =7 (W) = 1 (U) — - (W) =0
(2) Para un diagrama arbitrario
0-ULviwoo
la |8 LA
o LvEw o
de R-mdédulos con filas exactas v cuadrados conmutativos, el cuadrade
(W) 2 1 (U)
daly) | 1 én1(a)
Gn(W') 2 fn_a (V")

es conmutativo para todo n > 0. Por ejemplo sea X un R-mdédulo e : X — X
el homomorfismo identidad.

Entonces la sucesién
{tn i Mg — Mpg|n=0,1,2...}
de funtores covariantes, definida por
m(Y)=Tor (XY),  m(f)=Torn(i f)

para todo objeto de Y de Mg y todo morfismo f de Mg, es conexa-descendente
puesto que los homomorfismos de conexién

8 Tor, (X, W) — Tor,_1(X,U)

satisfacen las dos condiciones de acuerdo con {Prop.31) y su demostracidn.

Teorema 33 Sea {¢, : Mp — Mgn=10,1,2, ...} una sucesion conexra-descendente

de funtores covariantes que satisfocen las dos condiciones siguientes:

{a} éo es equivalente naturalmente a Tp.

(b) é,(F) =0 para todo R-mddulo libre F y todon > 0
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Entonces
@ (V) =7, (V) =Tor,(X,Y)

para todo enteron > 0 y todo R-mddulo Y.

Prueba. Sea h : ¢ &= 1) una equivalencia natural de los funtores ¢ y 7. Para
probar la condicién de (teor. 33), sea ¥ un R-mddulo. Elijamos una sucesién
exacta corta

o—ULviw—o

siendo F' un R-mdédulo libre.

Para el caso n = 0, se deduce de la definicién de equivalencia natural que
BY):do(Y)=n(Y)=XaV
Para el caso n = 1 consideremos el diagrama siguiente

& (F) =07 ,v) 2 4o(A4) ") ()

| h{a) | h(F)

n(F) =0 q(v) 2 )Y o)

La exactitud de las filas implica que los dos homomorfismos designados con &
son monomorfismos y

A (Y)] = Kerldo(f)].  8[m(Y)] = Ker[ro(f)].
Por (prop. 20), la conmutatividad del rectangulo implica que el isomorfismo
hi(Y): ¢n(Y) = maoa(A).
Consideremos el diagrama signiente:
0% 6,(¥) 2 6 104) 20
| hp1(A)

0 7al9) (YY) 2 Tn—1(A) 7a sl 0

La exactitud de las filas implica que los dos homomorfismos designados con &
son isomorfos. Luego obtenemos un unice isomorfismo

ha(Y) =0 0hy 1(A)0d: ¢nlY) = 7a(Y)

que satisface d o by (Y) = hy,_1(4) o 8. Esto prueba la demostracién inductiva
de (teor. 33). ||

Como aplicacién de (teor. 33), definamos ¢, : Mg — Mg tomando
u(Y) = Tor, (X, Y), () = Torn(f,1)

para todo objeto ¥V € Mg. Por (teor. 32) se deduce que {¢,|n > 0} es una
sucesién conexa-descendente de funtores covariantes. Como

VaX=Xav,

tenemos el siguiente corolario de (teor. 33).
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Corolario 21 Ley conmutativae para productos torsidn. Para fodo enteron = 0
y cualequiera R-mddulos X, Y fenemos

Torn(X,Y) = Tor, (Y, X)

Prueba, Paran =0

Torg(X,Y) =X@VY
Torg(Y, X) =Y ® X luego
Tor,(X,Y) =Toro(Y, X)

Supongamos que el tecrema es cierto, cualesquiera que sean X, y para todo
m <.y lo se probara para n. Sea

0—KLFPLx_o
con F libre. Por (teor. 32) tenemos la siguiente sucesién exacta
- = Tor,(FY)— Tor, (X, Y) — Tor,_1(K,Y) — Tor,_1(F,Y) — Tor,[Y, F) —
— Tor, (X, Y)Y — Tor, 1(V,K) = Tor, 1(Y,F) — -
pero
Tory(F,Y)Y=Tor, 1(F,Y)=Tor, 1(Y,F)=Tor, 1(Y,F) =0
por ser I R-mddulo libre. Luego
Tor, (X, Y)=Tor, 1(K, Y)Y Tor,(X,¥) = Tor, 1(Y, K)
como por hipotesis inductiva
Torn,—1(K,Y) = Tor,_1(Y, K)

luego

Torp(X,Y) = Tor, (Y, X)
Otra aplicacién de (teor. 33) es la siguiente. Tomemos ¢, : Mg — Mg como
el satelite por la izquierda ¢, = Sp(m) : Mg — Mg del funtor covariante

70 ¢ Mg — Mg. {du|n >0} es una sucesién conexa descendente. Debido a
@0 = Sp(m0) = m tenemos el suglente corolario del (teor. 33).

Corolario 22 Para todo entero n > 0 y cualquier R-mddulo Y, tenemos
[Srlm)](Y) = 1 (Y) = Tor, (X, Y).

Proposicién 58 Probar que siendo X un R-mddulo € i su endomorfismo iden-
tidad, las stquitencs proposiciones son eguivalentes:

a) Tor(X,Y) =0 para tode R-médulo V.

b) Tor(X,Y) =0 para todo n > 0 ¥ todo R-médulo ¥,

¢) Si f: A— B es un monomorfismo de R-médulos, también 1o es i @ f

d) Toda sucesién exacta de R-mddulos permanece exacta en la multiplicacién
ensorial por X.

e) Para todo R-médulo V' y toda sucesién exacta corta

(
(
(
(
£
(

0=-U—=V-=2X—-10
la siguiente sucesidn es exacta:

0—-U®Y —-=VaY-XaetY -0
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2.3. Funtores Extension

A lo largo de la presente seccidén, X e Y denctardn R-médulos arbitrariamente
dados. Elijamos una resolucién proyectiva

&, a 3,
Cioo 5 Ch 20,3230, 1= = 2X=0

del médulo X y seai: Y — Y el endemorfismo identidad de Y. Consideremos
Hom(C\Y), que es la sucesién

0 — Hom(X, V) & Hom(Co,Y) & Hom(Ch,Y) — -

& 5n+l
= Hom(Cp,Y) "= Hom{Cpi1,Y)—
donde 8 = Hom(y,1). Como
568" L = Hom(8, 1 08,,i0i) = Hom{0,i) =0,

Hom(C,Y) es semiexacta en el sentido de (30) y por tanto es una sucesién
ascendente. Para todo entero », el mddulo de cohomologia n-dimencional

H"[Hom(C,Y)]
de Hom(C,Y), esta definido como

7% Hom(C,Y))

HHHomCY ) = g e 7))

Por dualizacién de la demostracién (L. 12 y L. 13), se pueden establecer facil-
mente los dos lemas siguientes
Lema 15 Para cualquier otra resolucidn proyectiva

3; 3[ 3,
D:io =Dy 2D, 2D, = =Dy 2 X =0

del mddulo X, tenemos H"[Hom(C\Y)| = H*|[Hom(D,Y)| para todo entero n

Demostracién: Dado que tode R-médulo X tiene una resolucién proyectiva y
dos resoluciones proyectivas del mismo médule X son equivalentes homotdpica-
mente. Existen transformaciones de cadenas

F={fn Cn—Dyn/nc Z}
G=10n Dy —=Cpine 7}

es decir

a, &, 3,
C: o =) BC,3C 11— =3 X—=0

lfn«l»l lfn lfn—l lfO lf*l

3, i a,
D: - =Dy D, 2D 1 — -Dy32Y -0

| gn+1 | gn ) gn-1 1 g0 g1
&,
Ot = Cp 20, B0, - —CeEX—0

de las sucesiones descendentes C' y D de las transformaciones de cadenas

gof:{gnofn:cn—rcn/HEZ}
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fog={faogn Dy — Dy/ncZ}

son homotopicas a las transformaciones de cadenas identidad de C' y D. Si
tenemos que 7 : ¥ — Y es el endomorfismo identidad

i Hom(8, i
Hom(D,Y): 0 — Hom(X,V) "% HomiD0, V) — - = Hom(Dp, V) % Hom(Diy o1, V) — - -
Hom(f—lii) 1 ] Hom(fml) il J
Hom(d0,%) Hom(In+1,1)
Hom(C\Y):0— Hom(X,Y) =" Hom(Co,Y)— - — Hom(C,,,Y) = Hom(Chp1,Y) — -

Ademss
Hom(dny1,i)

Hom(C,, Y) — Hom(Cyy1,Y)
Hom{fn, i) 1 Hom(fop1,0) 1

Hom(a-:1,+1. vi)
—

Hom(D,,Y) Hom{Dpy1,Y)
Hom(0py1,4) o Hom{fu, 1) = Hom(fn 0 dny1,1)
Hom(fuy1,4) 0 Hom(8,,,,,9) = Hom(8,,; © fuy1,i)

luego Hom(f. 09p11,1) = JETO?/R(Z%qul o fat1,1)

y asi tenemos
Hom/(f, i) = {Hom(fn,i) : Hom(Dy,Y) = Hom(Cp, Y/n € Z)}

Homig,i) = {Hom(gn, 1) Hom(C,,,Y) — Hom(D,,,Y/n € Z)}

Son transformaciones de cadenas de las sucesiones acendentes Hom(C,Y )y Hom (D, Y).
Estas inducen homomerfismos

i H*(Hom(D,Y)) — H*(Hom(C,Y))
g": H*(Hom(C,Y)) — H"*(Hom(D,Y))

para todo n. Puesto que go f y f o ¢ son homotopicas a las transformaciones
de cadena identidad de las sucesiones C' y D se sigue que

Hom(g,©)o Hom(f, i) = Hom(f o g,1) = hom(i, 1)

Hom(f,#) o Hom(g,i) = Hom(g c f,i) = hom(s, 1)

son homotopicas a las transformaciones de cadenas identidad de las sucesicnes
ascendentes
Hom(D,Y)y Hom{C\Y)

respectivamente y
H™ Hom(f,)) o H*(Hom(g,i)) =* H"(C,Y)
H™(Hom(g,9)) o H*{Hom(f, 1)) =* H™(C,Y)

lo que implica que f* ¥ ¢" son isomorfos para todo entero n. Y asi
H™(Hom(C,Y) = H*(Hom (D, Y)))

Lema 16 H"[Hom(C,Y)] =0 para todo n < 0.
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Prueba. Paran < —1 H*"[Hom[C, Y] = 0 ya que Hom((,,,Y) = 0 para el caso
n =0y n= -1 tenemos
3y I 1
C:.C=0C=X =0
la exactitud de € implica la exactitud de Hom(C,Y)

Hom(CY): 0 — Hom(X,Y) Homnidd Hom(Co,Y) Homd Hom(C1,Y) —

por tanto
H°(Hom(C,Y)) =0  H ' (Hom(C,Y))=0

Por (L. 17), el médulo H*[Hom(C,Y)] depende esencialmente sélo del entero n
y los R-médulos dados X, Y . Por (L. 16), H*[Hom(C, Y] es trivial para todo
n < 0. Debido a esto damos la signiente definicién.

Definicién 21 Para todo enterc positivo n, el mddulo H"[Hom(C,Y)] sobre R
se llamard producto exfension n-dimencional sobre R de los mddulos X|Y v se
denotardn con el simbolo

Exth(X,Y)

Cuando no haya peligro de ambiguedad, serd denotfado por
Exi™(X)Y).

Ademds, en el caso n = 1, ulilizaremos la nofacidn mds simple
Ert(X,Y)

denomindndolo simplemente producto extensién (sobre R) de X e Y.

La siguiente proposicién puede probarse como (prop. 55) con modificaciones
evidentes.

Proposicion 59 57 el mddulo X es proyectivo entonces
Ex"(X,Y)=0
para todo entero positivo n y todo R-mddulo V.
Prueba. Dado que X es proyectivo tenemos una resclucidén proyectiva
cCoooo=Co -0, —-C 11— =X—=X-=>0

con
Cn:{ 0 sin#0, n#-1

X sin=06n=-1

aﬂ:{ 0 sin#-1

1z
Se deduce que Hom(C,Y) es exacta y por consiguiente
H*(Hom(C,Y)) =0

para todo médulo Y v todo entero positive ». Establescamos ahora la siguiente
proposicidn.

Proposicidn 680 Si el mddulo Y es inyectivo, entonces Ext™(X,Y) = 0 para
todo entero positivo n y todo R-mddulo X.
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Prueba: Sea C una resolucidén proyectiva de X.

A, IS
Ci= O 2o, B0, - =0 B X =0

Como C' es exacta e Y es inyective se deduce de (teor. 28 lit.e) que Hom(C, Y
es también exacta. Por ello

Ert™(X,Y)=H"[Hom(C, V)] =0

para todo entero positivo n. ||. Como generalizacién de (prop. 60) tenemos la
siguiente proposicién.

Proposicién 61 S5 el mddulo X tiene una resolucion proyective C fol que
Cp, =0 para todo n > m, enfonces

Exi®(X,Y)=0
pare todo i > m y todo R-mddulo Y. Ademds tenemos
Ext™(X,Y) = Coker[Hom (0, 1),

donde
Hom(d,,,1) : Hom(Cr,_1,Y) — Hom(Cp,, V)

es el Hom del homomorfismo Oy @ Cy — Cu1 de C y el homomorfismo
idenfidad 1 : Y — Y del mddulo Y.

Prueba; Como Hom(C,Y) = 0 para todo n > m, la primera afirmacidn es
inmediata. Adema4s, como

Ker[Hom(Om1,7)] = Hom{Ch, Y),

tenemos

m _ Ker[Hom(8ryq1,1)] _ )
Ext™(X)Y) = Tm[Hom (@ 1) = Coker[Hom(3,,,1)].

lo que prueba (prop. 62). ||.
Si R es un dominic de ideales principales, tenemos el siguiente corolario de
(prop. 62) que puede probarse como (cor. 19).

Corolario 23 Fara cualesquiera dos R-mddulos X|Y sobre un dominio de ide-
ales principales R, se tiene
Ext®(z,y) =0

pare todo entero n > 1.Ademds,
Exi{x,y) = Coker[Hom(f1)],

donde Hom(f,1) representa el Hom del homomorfismo f: A — F de cualquier
sucesidn eracta corta
0—Aalrix—o

con F' R-mddulo libre y el endomorfisme identidad i 1Y — Y del mddulo V.

Prueba. Efectivamente, dado que F es libre, A también es libre y asi 'y A4
son proyectivoes, luego tenemos una resolucién proyectiva del médulo X como
C, =0 paran> 1y d = f. Se cumple las hipotesis de (prop. 57) resultando
asi la conclusion del corolario ||

118
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Lema 17 5%
UHMLN

g\ h=Ffog
T

es un diegrama conmutative con f inyective entonces f induce un monomorfis-
mo entre el cokerg y el cokerh luego

M NJE(M),f(M)N N
Img  *‘Img' Imh ~ Imh
Prueba. Definamos
s M N
: — = —
Img Imh

x4 Img — f(x+Img) = f(x) + Imh

Sea
T1 —x2 € Im =>r—a2=¢(Y), paraalgan Y € T
= flr) = flzz) = flg(Y)) = A(Y) € Imh
por tanto  f(x1) +Imh = f(z2) + Im(R)
Si

x+Imgec Kerf = f(X) ¢ Imh

=y € T/f(x)=hly) = flg(y))
=1 =g(y) € Img

Por una demostracién dual de (prop. 58), generalizamos {cor. 23) mediante la
siguiente proposicidn.

Proposicion 62 Para R-mddulo X e Y arbitrariamente dados y cualquier suce-
sién exacta corta
0—AtpPZx—o

con P R-mddulo proyectivo, se tiene Ext™(X,Y) =~ Coker[Hom[f,i)] donde
Hom(f,1) representa el Hom del homomorfismo f: A — P y el endomorfismo
idenfidad i Y — Y del mddulo Y.

Demostracién: Consideremos una resolucién proyectiva de A

O,
CiomCopy 2 C,EBC, - =2 a=0
ax ar g *
C s O 20, L 20, Pl x
G SF
A
PARERN
0 0

obtenemos una resolucién proyectiva C* de X donde

Cp1, n>06n< -1
Cr=4{ P n=20
X, n=-1
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[ é‘n,l, > 1

[ f801 n=1
O = 12 n=0
0, n<1

la sucesién Hom(C™*,Y)

Hom(d3 Hom( 87

0 — Hom(X, V) T fom(P,v) Y Hom(Cy_1, V) — Hom(Ca, V) — Hom{Ci1,Y) — -

Hom(f,©) >~ " Hom(dp,i)
Hom{AY)
AN
0 0
luego obtenemos

_ Ker[Hom(8},,1,7)]

~ Im[Hom(8%,1)]

_ Ker[Hom(85,1)]
 Im[Hom(3; +,9)]

=H" Y (Hom(A Y)) ¥>1

H*(Hom(X,Y))

para €l caso n = 1 en virtud de {teor. 23) la exactitud de
oo, B a-0

implica la exactitud de

Hom{3,4) Hom(d,,1)
— —

Hom:0— Hom(AY) Hom(Cy,Y) Hom(C1,Y)

por lo que Hom(dy, 1) es inyectiva as{ Im{Hom(8y, 7)) = Hom(A,Y) ademds
Im{Hom(0y,1)) = Ker[Hom/(8y,1)]
considerando el diagrama

Hom/(d7,1)
—

Hom(X,V) 5 Hom(P,Y) Hom(Co,y) —

Hom(fsl) N / Hom(@o,i)
Hom(AY)
AN
0 0

_ ker[Hom(83,4)]

© Im[Hom(fdp,1)]
 ker(Hom(81,1))

~ Im[Hom/(fdy,i)]

_ Im[Hom(5,1)]

" Im[Hom(8y,4)] o Hom(f, 1)
. Hom(A)Y)
= Im[Hom/(f, )]
= koker|Hom/( f, )]

Ext(X,Y)

por que Hom( f, ) es sobreyectiva

Por conveniencia en la parte restante de la presente seccién, definimos
Ext®(X,Y) = Hom(X,Y)

para cualquiera R-mddulos X, V. Por una demostracién dual de la de (L. 14),
podemos establecer el siguiente lema.

120



Desarrolio de las /—Ugebras y Complejos de Koszul 121

Lema 18 Para R-mddulos X, Y arbidrariamente dados y cualquier resolucidn
proyective reducida C del midulo X se tiene

Hom"[Hom(C,Y)| = Ex"(X,Y)
para todo entero no negativo .
Demostracién: Dada una resclucién proyectiva cualquiera del médule X

C: 01 —=C,—=Ch1— - = CpX—10

CN’:C"’n+1—rC~’n—rén_1—r---—rC~’DX—r0

una resolucién proyectiva reducida del médulo X

0, n=-1
é*— Sn, n>0
o 0, n<(

para n > 0 tenemos
H™[Hom(C,Y)| = H"[Hom(C,Y)| = Ext(X,Y)
para n > 0. Falta establecer

HHom(C,Y)] = Hom(X,Y)

a 3 . . .
Sea O = (y & X — 0 una sucesién exacta corta la exactitud de esta sucesién
implica la exactitud de

0 — Hom(X,Y) T Hom(Co, V) T Hom(Cr, Y)

teniendo asi que Hom[8y,7) es inyectivo y Um[Hom/(8y, i)] = ker[Hom(d,,1)].
Consecuentemente

 ker[Hom(8,1)]

=

= ker[Hom(0y, 1)]

=2 ker[Hom(01,1)] = Im[Hom(d,1)]

~ Hom(X,Y)

H(C,Y)

Consideremos ahora homomorfismos arbitrariamente dados
h X — X, Y =YV

de R-médulos. Elijamos resoluciones proyectivas C'y €’ para los médulos X y X’
respectivamente. Por (L. 13), existe una transformacion de cadenas

F=1fn:C, —Cylnez}
de la sucesitén descendente C7 en la sucesidn descendente C tal que
fai=h
Entonces

Hom(f.k)={Hom(f., k): Hom(C,,Y) — Hom{(C,,Y)|n € Z}
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s una transformacién de cadenas de la sucesién ascendente Hom(C, V) en la
sucesién ascendente Hom(C", Y"). Por tanto Hom(f, k) induce un homomorfis-
mo

Hom(f, k)" : Ext"(X,Y) — Ext"(X'.Y")

para todo entero n > 0. Por medio de (prop. 52), se comprueba ficilmente
que Hom(f, k)*" no depende de la eleccién particular de la transformacién de
cadenas f : €' — C y esta completamente determinado por el entero n y los
homomorfismos A, k. este homomorfismo se denominara producto extension n-
dimenciongl sobre It de kb y &, ¥ sera denotado

Exzi™(h, k) BExt"(X,Y) — Ext™(X')Y")
En el caso n = 1, usaremos la notacién mds simple
Ext(h, k) : Ext(X,Y) — Ext(X', V")

denominandole producte extencidn (sobre R) de los homomorfismos dados hy k.
Por conveniencia, definimos

Ext®(h, k) = Hom(h. k).
El siguiente teorema es ahora inmediato.

Teorema 34 Para todo entero no negativo n, Ert™ es un funtor de dos vari-
ables de la categoria Mp con valores en Mg contravariante el la primera variable
y covariante en la segunda.

Consideremos ahora un R-mdédulo X v una sucesién exacta corta

o-ULvEiw o

de R-médulos. Elijamos una resolucién proyectiva reducida

~ ~ é ~ é ~

i nCpy1 26,256, 1 — -
del médule X para todo entero n, la sucesién

0 — Hom(Cro, 1) 7Y Hom( G, V) T Hom(E,, W) — 0,
donde 7,, representa el endemorfismo identidad maédule C,, es exacta de acuerdo
con ([20]teor. 9.4e) puesto que C, es provectivo. Asi obtenemos una sucesién
exacta corta
0— Hom(C,U) Homid l) Hom(C, V) HomiaU) Hom(C,W) =0

de sucesiones ascendentes. Por el dual de (teor. 12), obtenemos una sucesién de
cohomologia exacta

- — H[Hom(C, U] & B Hom(C, V)] & H[Hom(C, W) S H" ' [Hom(C,U)] — -

donde f* y ¢* estan definidas por las transformaciones de cadenas Hom(i, )y Hom(z, g),

respectivamente, y § es el homomorfismo de conexion. En virtud de (I.. 17}, esto
implica el signiente teorema

Teorema 35 Para todo R-mdédulo X y cualquier sucesidn exacta corta

1—ULviwoo
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de R-mddulos, tenemos una sucesidn exacta
= Ext®(X, 1) 5 Eat®(X, V) & Ext®(X,W) L Bzt (X, U) — - -

donde
£P=Ea"(i,f),  ¢" = Eai"(i,g),

y & es el homomorfismo conexidn. Esta sucesidn comienza con

Homl(4,f) Hom(i,g)
— —

0 — Hom(X,U) Hom(X,V) Hom(X,W) % Ext(X,0) — -

Debido a [cor. 23) tenemos el siguiente corolario de (teor. 10) para el caso
especial en que R es un dominio de ideales principales.

Corolario 24 Para cuclguier mddulo X sobre un dominio de ideales pricipales
R y cualquier sucesidn exvacta corta

0—ULviw—o
de R-mddulos, fenemos una sucesidn exacta
0— Hom(X,U) — Hom(X,V) — Hom[X, W) LA Ext(X,U) — Ext{X, V) — Fxt(X, W) — 0.

Agqui,d es el homomorfismo de conerion mieniras que los otros homomorfismos
son los Hom y los productos extencion del homomorfismo identidad i+ X — X
y los homomorfismos f y g, respectivamente.

Andlogamente, si se usa (feor. 23) es lugar de (teor. 26e), se puede establecer el
siguiente teorema.

Teorema 36 Para todo R-mddulo Y y cuelguier sucesion eracia corta

1—ULviwoo

de R-mddulos, fenemos una sucesidn exacta
= Egt™(W,Y) & Exn(V,Y) & Ext*(U,Y) & Bz P (W, Y) — -

donde
f* ZECL'tn(f,’E), g* =E1‘tn(g,?:),
y & es el homomorfismo conexion. Esta sucesidn comienza con

B8 Hom(U,Y) & Eat(W,¥) — - -

0 — Hom(W, V) "2 Hom(v,v)
Andlogamente, (teor. 36) tiene un corolaric semejante a (cor. 24).

Para caracterizar los productos extencién axiométicamente, definamos la nocién
de sucesidn eracta-ascendente de funfores contravariontes.

Definicion 22 na sucesidn de funfores contravariantes
{(bn . MR — MRIW == 0, 1, 2}

se llama conera-ascendente si y sdlo si, pare fodo entero n > 0 y foda sucesidn
eracta corta
0—-ULvEw—o

de R-mddulos, se da un homomorfismo
§:¢™(U) — ¢" (W)

que satisface las dos condiciones siguientes:
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1, Lo siguiente sucesicn es eracta:
0= (W) = = (W) “ () T g wy -
2. Para un diagrama arbitrario
0—ULyEZw_o

lalBlr
oLy L w o

de R-mddulos con filas exactas y cuadros conmutativos, el siguiente cuadra-
do s
@n(U!) N ¢n+l(W/)

Le™a) | o™ r)
6" (U) & 6" (W)
es conmulative para todo n > 0.

Por ejemplo sea ¥ un R-médule e ¢ : ¥V — ¥ el homomorfismo identidad.
Entonces la sucesién

{En . MR i MRITL = 0, 1,2}
de funtores covariantes, definida por
EMX) =Ext™(X)Y),  E"(f) = Exi"(f,9)

para todo objeto X de Mp v todo morfismo f de Mp es conexa-ascendentemente
puesto que los homomorfismos de conexién

§: Ext™(U, V) — Ext™H (W, Y)
satisfacen las condiciones (1) y (2} de acuerdo con (teor. 36) y su demostracién.
El siguiente teorema se establece por un razonamiento dual del de (teor. 33)

Teorema 37 Sea {¢" : Mg — Mg|n =0,1,2...} una sucesidn conera-ascendente
de funtores covariantes que satisfocen las dos condiciones siguientes:

(a) ¢° es equivalente naturalmente o E°
(b) ¢"(F) =0 para todo R-mddulo libre F y todo n >0

Entonces se cumple
(X)) = FMX) = Ext"(X)Y)
para todo entero n > 0 y fodo R-mddulo X

Como aplicacién de (teor. 37), daremos una construccién de los productos ex-
tension. Para ellos, sean z e ¥ R-mddulos. Elijamos una resolucién inyectiva

O el B o B ol L
del médule Y. Consideremos Hom{ X, C') que es la sucesidn

Hom(X,C): - — Hom(X,C™) & Hom(X, 0" — -,
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donde 8" = Hom(7, ?). Designando ¢ el endomorfismo identidad del médulo X.
Puesto que
§"cd = Hom(ici,d0d) =Hom(i,0) =0,

Hom(X, () es semiexacta y por tanto una sucesion ascendente. Para todo entero
n, el médulo de cohomologia n-dimencional

H" Hom(X,C)]
de Hom(X, ') esta definido. Establescamos el siguiente corolario del {teor. 37).
Corolario 25 Para todo entero positivo n tenemos
H" Hom(X,CY] = Ext™(X,Y).
Prueba: Definamos una sucesién ascendente
Coimem 1 G Dantn

de R-modulos tomando

S cn (Siﬂ#—l),
¢ ’{ 0 (sin=-1)

G 5" (sin>0)
10 (sin <0)

Esta sucesién ascendente ' se llamara resolucidn inyectiva reducidad del mddulo
Y. Su utilidad es debida al hecho de que todo mdédule de C es inyectivo. Como
en la demostracidn de (L. 14), se puede probar aquf que

H*[Hom(X, ()] = H*Hom(X,C)]
para tode n > 0 v que existe un isomorfismo natural
H[Hom(X,()] =~ Hom(X,Y).

Por otra parte, tode homomorfismo f: A — B de R-médulos induce un homo-
morfismo ~ _
F** . H"[Hom(B, ()| — H"[Hom(4, C)]

para tode entero n. Es evidente que, para todo n > 0 la funcién
9" Mr — Mg

definida por i
¢ (X)) = H"[Hom(X, ()], ot =

para todo objeto X de Mg y tode morfismo f de Mg, es un funtor contravari-
ante. Puesto que todo médulo €™ de la sucesidn C es inyectivo, se deduce de
(teor. 28 lit.e) que toda sucesidn exacta corta

o—-ULviw—o

de R-médulos, determina una sucesién exacta corta

e - g# -
- — Hom(W,C) & Hom(V,C) 2 Hom(U,C) — -
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de complejos de cocadenas con f* v g7 definidos de manera obvia. Por tanto
obtenemos un homomorfismo de coneccién

5" — T (W)
para todo n > 0 que satisface condiciones (1) y (2). Esto prueba que
{(jﬁn . MR — MRI?’L = 0, 1, 2}

es una sucesidn conexa-ascendente de funtores covariantes. Ahora sea F un R-
mddulo libre. Por (teor. 26 lit.e), se deduce que Hom{F, C) es exacta. por tanto
obtenemos .

¢ F)=H"[Hom(F,C)| = H*[Hom(F,C)] =0
para todo n > 0, y se verifica (b) de (teor. 37). Puesto que (a) de (teor. 37) se
satisface evidentemente, se sigue que

¢"(X) = E*(X) = Exi™(X,Y)
para todo n > 0 ||

Para otra aplicacidn de {teor 37), tomemos ¢™ : Mg — Mg como el satelite por
la derecha

o" = S"(E"): Mp — Mg
del funtor contravariante £ : Mg — Mp. {¢"|n > 0} es una sucesién conexa-
ascendente. Dehido a ¢° = SY(E®) = E tenemos el siguiente corolario de (teor
37)

Corolario 26 Para todo entero n > 0 y cualquier R-mddule X, tenemos

[S"(EM)(X) ~ E™(X) = Bxt"(X,Y).

2.4. Dimensiones

Definicién 23 See m un entero menor que —1. Un R-mddulo X se dice que
es de dimensidn proyectiva sobre R (o dimensién homoldgica sobre R)< m st
y solo si existe una resolucion proyectiva C de X que satisfoce Cp, = 0 para
todo n > m. Si tal entero m no existe, enfonces el mddulo X se dice que es
de dimensidn proyective co. El menor de tales enteros m recibe el nombre de
dimensidn proyectiva (sobre R) del mddulo X y se denotard por el simbolo
dimg (X) o por la notacidn mds simple dim (X) siempre que no existe peligro
de ambiguedad.

Ejemplo 8 Puesto que el mddulo cero 0 tHene una resolucidn proyectiva C' con
Cy, = 0 para todo n, tenemos dim = —1

Ejemplo 9 Sea X un R-mddulo proyective no nulo. Puesto que X es proyecti-
v6, obienemos una resolucicn proyectiva

Ci—Cn Oy — .
de X tomando
C _{X(sin:—lonzo)
Tlo(sinE-lyn#0)

 Ji(sin=0)
87{0(53'717&0)

donde i es el homomorfismo identidad i : X — X. Por ofra parte, puesto gue

X es no nulo, no existe resolucion proyectiva D de X con Dy = 0. Por tanio,
dim(X)=0
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Teorema 38 Sea m un enfero no negativo. Siendo X un R-mddulo arbitrario
ei: X — X su endomorfismo identidad, las cuatro proposiciones siguientes
son equivalentes:

{a) X es de dimensidn proyectiva < m.
(b) Ext™t1(X,Y) =0 para todo R-mddulo Y.
(c) La funcidn ¢™ : Mg — Mg definida por
&7 (V) = Fxt™ (X,Y), & (f) = Fat™ (i, )

para todo objeto Y de Mg y fodo morfismo [ de Mp es un funtor covari-
ante exacto por la derecha.

(d) Para toda sucesidn exvacta corie
00— A — mfl__)"'__)cl__’CO__’X__’O
de R-mddulos con Cy, C1, ..., Cp 1 proyectivos, el mddulo A es proyectivo.

Prueba. (a) = (b). Sea ¥ un R-médulo. Por (a), existe una resolucién proyectiva
' de X con Cy, = 0 para todo n > m. Esto implica Hom (Cy,,Y) = 0 para todo
n > m. En consecuencia, ocbtenemos

Ext" (X, Y) =~ H" [Hom (C,Y)] =0

para todo n > m. Tomando n = m + 1, se obtiene (b).
(b) = (¢). Consideremos una sucesién exacta corta arbitraria dada

0—U—V—W-—0
de R-mdédulos. De acuerdo con (teor. 33), tenemos una sucesién exacta
= Ext® (X, U) 3 Bxtm (X, V) 2 Extrt (X, 0) S
donde fx = Ext™ (4, f) f* = Ext" (i,9) y & es el homomorfismo de conexién.
Puesto que Ext™71 (X, /) = 0, tenemos una sucesién exacta
Ext™ (X,U) & Eat™ (X, V) & Ext™ (X, W) — 0
Esta es precisamente

& () * = g () T g (W) — 0

y por tanto @ es un funtor covariante exacto por la derecha.

(¢) = (d). Sea € la sucesién exacta de {d). Paran = 0,1,...,m — 2, sea I}, el
submédulo de C', que es la imagen del homomorfismo entrante y por consignien-
te el nicleo del homomorfismo saliente en la sucesién C. Entonces obtenemos
m sucesiones exactas cortas, a saber,

O—rALCm_l—rDm_Q—rO

0—bD, —D,—D, 1 —0

paran=m—2m—3,..,2,1y 0 — Dy — Cyp % X — 0. Aplicando (teor.
36) a la sucesién primera, obtenemos una sucesidn exacta

* ol
Hom (Cpy1,¥Y) 2 Hom (A, Y) S Hom (Do, Y) — 0
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puesto que C,,_1 es proyectivo. En ella, fx = Hom (f,i), representando ¢ el
endomorfismo identidad del médule arbitrario ¥, y 6° denota ¢l homomorfismo
de conexién. Aplicando (teor. 12) a cada una de las m—2 sucesiones intermedias,
obtenemos una sucesion exacta

0= Bet™ (D, Y)Y Bet™ (D y,Y) — 0

para todo n = m — 2,..,2,1 y tode R-médulo Y. Esto implica que el homo-
morfismo de conexidn & " ! es un isomorfismo para todon =m — 2,...,2, 1.
Aplicando (teor. 12) a la ¢ltima sucesion, obtenemos una sucesién exacta

0 — Ext™ (Do, V) ¥ Eat™ (X,Y) — 0
Esto implica que el homomorfismo de conexién
§=""10..5"08" : Hom (A, Y) — Ext™ (X,Y)

s un epimorfismo y Ker (§) = Ker ((50). En consecuencia, cbtenemos una suce-
sién exacta

Hom (Cp_1,Y) 2 Hom (A, Y) % Ext™(X,Y) — 0

para todo R-médulo V. Dado un epimorfismo arbitraric b : ¥V — ¥’ de R-
modulos, tenemos el siguiente diagrama

Hom (Crp_1, Y)Y L Hom(AY) S Ext™(X,Y) — 0
al 18 Ly

Hom(Cp 1Y) 2 Hom(AY") & Ext™(X,Y') —0
donde a, 3, estan inducidos por i : Y — Y. Puesto que Cy,,_1 es provectivo,
se sigue de (Teor. 26 e) que o es epimorfismo. Por otra parte, v es epimorfismo.
Por otra parte, v es epimorfismo debido a (c). Por el diagrama cazador, es
inmediatoe comprobar que 3 es también epimorfismo. En consecuencia, hemos
probado que, para todo epimorfismo A 1 ¥V — Y’ y todo homomorfismo k :
A——Y'de Hom (A, Y"), existe un homomorfismo g: 4 — Y de Hom (4,Y),
que satisface hog = 3 (g) = k. En virtud de la definicién de médulos proyectivos,
A es proyectivo. Por tanto (d) se cumple.
(d) = (a). Consideremos una resolucién proyectiva arbitraria €' el R-médulo X.
Sea A la imagen del homomorfismeo 9 : ¢, — €y, _1 de €', Entonces obtenemos
una sucesién exacta

0—-A—=Ch1—. = C1 =G =X =10

Por (d), A es proyectivo. Por tanto obtenemos una resolucién proyectiva €7 de
X con
0 sin>m

a =< A sin=0
C, sin<m

De acuerdo con la definicién, X es de dimensidn proyectiva < m. ||

Corolario 27 Para cualguier B-mddulo X, las siguientes tres proposiciones
son equivalentes:

(a) X es proyectivo
(b) Ext(X,Y) =0 para todo R-médulo Y.

(c) X es de dimensidn proyective < 0
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Prueba. (a) = (b). Es un caso especial de (prop. 60) (b) = () es consecuencia
de (teor. 38). Falta establecer (¢) = (a). Para ello, supongamos que X es de
dimensién proyectiva < 0. Por definicién, esto implica la existencia de una reso-
lucién proyectiva C de X tal que C,, =0 para todo n > 0. Por tanto C es de la
forma:

..—»0——>COE>X——>O——>...

La exactitud de esta sucesién implica que 8 : Cp — X es isomorfismo. Puesto
que Cj es proyectivo, también lo es X . ||

Proposicidén 63 Pora cualquier sucesion exacta corta
f g
00— A=FP=X—10

de R-mddulos donde P es proyectivo w X no lo es, tenemos dim(X) = 1 +
dim (A)

Prueba. Como P es proyectivo y X no, la exactitud de la sucesion dada implica
A = 0. Por tanto tenemos dim (4) > 0 y dim (X) > 1. Por (teor. 36), tenemos
una sucesién exacta

0—— Ext™1(AY) S Bzt (X Y) — 0

para todo enterc n > 0 v todo R-médule Y puesto que P es proyective. Por lo
tanto, Ext"t1 (A, Y) = Ext™2 (X, V). Asi (prop. 64) se deduce de la equiva-
lencia (a) < (b) de (teor. 38) ||

Proposicién 64 Para cuelquier enfero n > —1 w cualguier sucesion eracte
corta
0——ULvEiw_—o

de R-mddulos, dim () < n ydim (W) < n implican dim (V) <n

Prueba. Sea Y un R-mddulo arbitrario. Puesto que dim (U7) < ny dim (W) < n,
se deduce de (teor. 38) que Ext" ™1 (U, Y) = 0, Ext"™1 (W,Y) = 0 Por (teor.
36), tenemos una sucesién exacta

0=Ext"" (W, Y) = Ext"H (V,Y) = Ezt" L (U, Y) =0

La exactitud de esta sucesién implica Exi"t1(V,Y) = 0. Como esto es cierto
para tode R-médulo Y, se sigue de (teor. 38) que dim (V) < n ||

En particular, para el caso n = 0 se tiene el siguiente corolario.
Corolario 28 5¢ los mddulos U vy W de una sucesion exacto corta
0—ULvEiw_——o0
de R-mddulos son proyectivos, también lo es el mddulo intermedio V.
Definicién 24 Se llama dimensidn global del anillo R el entero ¢ infinito
Dim (R) = sup{dim (X)|X € Mg}

Teorema 39 Para todo enfero m > 0, las siguientes proposiciones son equiva-
lenies:

(a) Dim(R) <0

(b) dim (R} < m pare todo R-mddulo X
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(c) Ext™™ (X,Y) =0 para todo par de R-mddulos X e Y.

Prueba. (a) = (b). Se deduce inmediatamente de la definicién de Dim (R). Por
otra parte, (b) = (c) es consecuencia de (teor. 38).]|

Proposicidn 65 La dimensidn global del anillo Z de los enteros es 1, en simbo-
los
Dim(Z) =1

Prueba. Por (teor. 36) tenemos Fzt?(X,Y) = 0 para todo par de grupos
abelianos X e Y. En virtud de (teor. 39), esto implica Dim (Z) < 1. Por (cor.
19), cualquier grupo abeliano X que no es sin torsién no es proyective. Luego
dim (X) > | de acuerdo con (cor. 27). Por definicién de Dim (Z), esto implica
im (Z) = 1. De ambas desigualdades obtenemos que Dim (Z) =1 ||

Proposicién 66 La dimensidn global de un cuerpo F es 0; en simbolos,
Dim(F)=0

Prueba. Como todo médulo sobre un cuerpe F es libre y por tanto proyecti-
vo sobre F, por (cor. 27), tenemos Dim (X) < 0. Puesto que es cierto para
todo F-médulo y f # 0, se tiene Dim (F) < 0 Por otra parte, como F es F-
médulo, tenemos Dim (F) > dim (F) > 0. De ambas desigualdades obtenemos
Dim (F) =0 que es (prop. 67) ||

En particual, si F' es el cuerpo real, entonces % C F mientras que Dim (Z) >

D (F). En este caso, es también interesante observar que la dimensién topolégi-
cade ZesOylade Fesl.

2.5. Teoremas de los Coeficientes Universales

Trabajaremos con una sucesion descendente o complejo de cadenas arbitraria-
mente dada

a I}
C...—Chp ELC'n_n’ n—1 """ ..

de R-mdédulos y un R-médule G arbitrariamente dado que serd denominado el
mddulo coeficiente.

Por (seccidn 1.6) el médulo de homologfa n-dimensional H,, (C') = Z(C) /B, (C)
con Z, = Ker (d,), By, () = Im (8p+1) estd bien definido para todo entero n.
Primero, consideremos el producto tenserial C' @ G. Por definicién, €@ G es la
sucesién descendente

OntL# Or— L

COG: . —Crr ®G S oG 010675

donde 9« = 0®1 es el producto tensorial de 8, : C,, — C,,—1 v el homomorfimo
identidad ¢ : G — G
El madule de homologia n-dimensional

H,(CaG)=Z(C®G)/B,(C®G)

de C' @G se lama mddulo de homologio n-dimensional de C sobre el modulo coe-
fictente G y se denotard por H, (C; G). Nuestro objeto es determinar H, (C; G)
en términos de H, {C) y H,_1(C). Para ello definames un homomorfismo

Jn H, (Yo G — H, (C; &)

. ker(dy,) ker(d, ®1)
n — 806 - ———=
J T 28 7 Tm(on, @)
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Para todo entero n comoe sigue. Sean

Pr Zn (C) — f, (C)
ker(dy,)
n Op) = ————
P ker(8y) Tn(Bnss)
G wm(C®G) — H,(C;G)
G ker(d, @ i) — fer (0, @ 1)

Im(3n+1 @ 3)

las proyecciones naturales. Para definir 7, sean r € H, (C) y g € G arbitraria-
mente dados. Elijamos un elemento z € Z, () € €, que satisfaga p(z) = x.
Puesto que z € Cp, y g € G, tenemos z @ g € O, @ G. Como 9, = (2@ g) =
(D)) @(i@g)=0@g=0setendra que 2 @ g € Z, (C @ G) = ker(dy,). Si
21 — 22 € Imdy 1, entonces (21 — 22) ®@ g € Im(8,11 ®7) es decir que la funcién

. ker(0y) ker(D, @ 1)
' — B E =
7 T ) 2 T TmBa 21)
[z + Im{0p11)]| @ g — 2@ g+ Im(Dy1 @)

est4d bien definida.

Teorema 40 Teorema de Coeficiente Universal para Homoloyia.
5t R es un dominio de ideales principales y Cy, es un R-mddulo libre para fodo
entero n, entonces eriste un homomorfismo

kE:H,(C;G) = Tor[Hn_1 (C),G]
pare todo entero n tal que
0— H,(C)® G L H,(C;G) % Tor [H,_1 (C),G] = 0

es una sucesidn evacta corta descomponible, y por lo tanto, H, 1 (C;G) es
wsomorfo o la suma directa de H, (C)Y & G y Tor [H,_1(C),G]

Prueba. Consideremos la siguiente sucesién exacta
0—— Z, (V& C, L Z, 1 (C)C, 2 H, 1 (C) =0

donde e representa el homomorfismo inclusén, d estd definido pord : C, — €1
v p la proyeccién natural. Como R es un dominio de ideales principales, se sigue
de las hipdtesis, que los médulos Z,,_1 (C), 0, 7, (C) son R-médulos libres y
por tanto esta sucesion exacta es una resolucién proyectiva del médulo H, 1 (C).
Por consiguiente, la sucesién

0-— Z, (V5 C, 4 7, 10

es una resolucidn proyectiva reducida D del médulo H,,—; (7). Consideremos el
producto tensorial D@ G de Dy G

DG 0-—Z, () 0G 2,062 7, 106G =0
De acnerdo con (L. 14) y (cor. 19}, tenemos
Ker(e@i)=Hy (D@ @) =Torz [Hp1(C),G] =0

Ker(d®@i)/Im{e®i)=H, (D®@G)=Tor[H,_ 1 (C),G]
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Coker (d®@i) =Ho(D@G) = H,_1 (C)® G

La primera establece que e®¢ es monomorfismo y por tanto Z,, (C)&G puede ser
considerado como submédulo de €, @G, En consecuencia la imagen I (O 11 ©7)
del homomorfismo 3,11 @1 : Cp, 11 @G — C,, @G estd contenida en el submédulo
Zn ()@ G de Cy, ® G por consiguiente obtenemos las siguientes inclusiones:

Im@, 190 CZ,(C)@G C Ker(d, @) CC,,®@G
La segunda afirma que
Ker (8, @12) /2, (Y@ G C Tor [Hy_1(C), G|

La tercera con v sustituide por n + 1 dice que

Z,[CYeG/Im(0,@i)=H, (V&G
Puesto que el médulo 4 = Z, (C) @ G/Im (9, @ ) es submédulo de

H,(C;GYy=Ker (8, ®4%) /Im (8, @1)
y el médulo coclente H, (C;G) /A puede ser identificado con

B=Ker(8,@i)/Z,(C)a G
obtenemos una sucesién exacta corta
0— ASH, (C;6) 2 B-—0

donde a es el homomorfismo inclusién y A es la proyeccién natural. Para probar
que esta sucesiom exacta corta se descompone, consideremos la sucesién exacta
corta

00— 20 (C) % Cop L Byt (C) — 0

donde e es el homomorfismo inclusién y f estad definido por 8, : €y — Ch1.
Por ser submédulo del R-médule libre Cy,_1, se sigue que B, 1(C) es libre y por
tanto provectivo. Por (teor. 26 b) esta sucesidn exacta corta se descompone. En
virtud de (cor. 13) existe un homomorfismo h : C,, — Z, (C) tal que hoe es
el automorfismo identidad del médule Z, (C). Por tanto el producto tensorial
h@i: C, @G — Z,(C)®G es un homomorfismo tal que

(h@)ole®i)=(hoe)®@1

es el automorfismo identidad de Z, (C) @ G. Si Z, (') ® G es considerado
como submédulo de €, @ G, esto implica que la restriccién i @ 2|Z, (C) & G
es el automorfismo identidad de Z, (C') ® G. Por consiguiente, 7 ® i induce un
homomorfismo v : Hy, (C @ G) — A tal que v oa es el automorfismo identidad
del grupo A. Por {cor. 13) se deduce que la sucesién exacta corta

0—ASH, ;)2 B-—0

se descompone. Si identificamos a A con H, (C @ G) v B con Tor [H,_1 (C),G]
por los isomorfismos construides anteriormente, a se reduce a j y 3 determina
un homomorfismo &. Por tanto obtenemos una sucesion exacta corta

0— H,(C)®GL H,(CaG) L Tor[H,_1 (C),G] — 0

que se descompone. ||

Para el case particular en que R es un cuerpo, tenemos el siguiente corolario de
(teor. 40).



Desarrolio de las Algebras y Complejos de Koszul

Corolario 29 5i C es una sucesion descendente de espacios vectoriales sobre
un cuerpo B y G es un espacio vectorial cualquiera sobre R, entonces

J H,(CYeG— H,(C®G)
es un isomorfismo pare todo entero n.

El teorema de Coeficiente Universal (teor. 40) puede ser generalizado a una clase
méas amplia de sucesiones descendentes scbre R. Para ello, debemos introducir
la necién de aproximacién libre de una sucesién descendente sobre R.

Una aprozimacion libre de una sucesion descendente C sobre R, es una trans-
formacién de cadenas f : &' — C de una sucesién descendente C* sobre R en C
que satisface las siguientes tres condiciones:

(C1) Cf, es un R-médulo libre para todo entero n
(C2) fyn: C!, — €\, s un epimorfismo para todo entero n.

(C3) f induce un isomorfismo fx: H, (C') = H,, (C) para todo entero n.

Lema 19 5¢ R es un dominto de ideales principales, enfonces toda sucesion
descendente C' sobre R tiene una aproximacion libre.

Prueba. Para cada enterc n consideremos el submdédule Z, (C) = Ker (8,) de
Cy,. Por (Teor. 7) existe un epimorfismo Ay, @ F, — 7, (C) de un médulo libre
F, sobre Z, (C). Consideremos el submédulo Gy, = byt [By (C)] de F,. Como
F,, es B-mddulo libre por es Gy, un Rr-médulo libre. Sea €, = F,, & G,,_1 para
todo entero n. Entonces €7, es R-médulo libre y por tante {C1) se cumple. Para
todo entero n definamos un homomorfismo 8, : CJ, — CY,_; tomando

95, (x,9) = (y,0) para todo v € F y todo y € Cy 1 C F,,_1. Seguin esta defini-
cién, se tiene &, 0 8, ; = 0 y por tanto obtenemos una sucesién descendente

v

a; 3,
!, I m+L 13
Ci == O, e

Para todo entero n, definamos un homomorfismo f, : C, — ,, como sigue.
Consideremos el siguiente diagrama

Cn
len
dn+
Cpy1 BB, (C) =0

donde d,.1 ¥y e, son los homomorfismos definidos por 8,47, : Cy1 — € ¥
Ay @ Fp — Z,, (C), tespectivamente. Puesto que

Im (dps1 = Im (On41) = By (C))

la fila es exacta. Como G, es libre y por tanto proyectivo, existe un homomor-
fismo &, : G, — C,y1 que satisface d,, 11 0 k,, = e,. Entonces definimos f,
tomando f, (z,4) = hn (&) + kn_1 (7)) para todo x € f, y todo y € G,,_1. Es
evidente que f, es un homomorfismo. Para demostrar que f = {fajn € Z} es
una transformacion de cadenas de C” en C', debemos verificar la conmutatividad
del siguiente diagrama:

(SRS

n—1

f?ll fn—ll

a
Cn = C'n—l
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Para ello, x € f, v tode y € G,,_1, arbitrariamente dados, entonces,

=dy [kn—l (y)] ~€n-1 (y)

St [0n (@, 0)] = faet (100) = R 1 (1) = €1 (1)

Esto prueba que 8, o f, = fn_1 0 8. Por tanto f es una transformacién de
cadenas. Falta comprobar las condiciones (C2) y (C3).

Veamos (C2). Sea w un elemento cualquiera de &,,. Entonces 8, (w) € B,,_1 (C)
Como hn—1 es epimorfismo, existe un elemento y € Gy,—1 tal que iy, = 9, (w)
sea v = w — Kp_1 (y). Tenemos

811 = an [kn—l (y)] = 371, (w) — a1 (y) =0
Esto prueba que v € Z, (). Como hy, es epimorfismo, existe x € F,, tal que
ho(r)=v=w—kn_1(y)

En consecuencia, obtenemos f,, (x,y) = hy, (x) + k,_1 (¥) = w Por lo tanto, f,

es epimorfismo.

Para verificar (C3), observemos que Z,, (C") = F,, B,, (C") = G, y que f,, {1,0) =
hy, (1) para todo x € F,,. Como hy, es epimorfismo v Gy, = h, 1 [By, (B)], se signe

que [+ : H, (C") = F, /G, =~ H, lo que completa la demostracién. |

Consideremos ahora una aproximacién libre arbitrariamente dada f: €/ — C
de un complejo de cadenas sobre R. Para cada entero n, sea C, = Ker (f,) C
C!. Como [ es una transformacién de cadenas &/, aplica €}, en C)/_; y por
tanto define un hemomorfismo & : €7/ — C_|. Asi obtenemos un complejo de
cadenas

s
1 a

a”
"o, 1 L .
Chil—— C’n+1 - C?'L_>

Sobre R. C" es un subcomplejo de C* al que llamaremos nicleo de la aproxi-
macién libre f : €7 — . La sucesitn exacta corta de complejos de cadenas

0" S0 Lo -0
donde e representa la inclusién, recibird el nombre de sucesidn exacia corta de
P )
la aproximacién libre f: C" — C.

Lema 20 . El nicleo C" de cualquier aprorimacién libre f . C' — €' de una
sucesion descendente C' sobre R es una sucesidn eracta.

Prueba. Sea

) 1 1
0— ker(fs) = O, & ¢, —o0

0= ker(fo 1) =t e, —0

) 1 1
0— " - ' = C =0

la sucesién de homologia

— H (") = Ho(C) " H oy Bl —



Desarrolio de las Algebras y Complejos de Koszul

y como H,(Cy H,_1(C") =0y asi H,(C") = H,(C). ||
El producto torsidn de una sucesién descendente C' de R y un R-médulo G es
la sucesién descendente Tor (C, G):

Oy 1 * o
= Tor (Cpy1,G) "= Tor (€, ) 2 Tor (Cy_1, G) — ...
donde 8, * Tepresenta el producto tensorial d,,% = Tor (3, 1) del homomorfismo
8, : C,, — Cp_1 v ¢l endomorfismo identidad ¢ del médulo G.

Estamos ahora en condiciones de establecer la siguiente generalizacién de (teor.
40)

Teorema 41 5 € es una sucesidn descendente sobre un dominio de ideales
principales R, y G es un R-médulo tal que la sucesidn descendente Tor (O, G)
es exacte, entonces existe un homomor fismo

k:Hy(C;G) = Tor [Hy1 (C),G]
pare todo entero n tal que
0= H,(C)9G L H,(C;G) L Tor [H, 1 (C),G] =0

£s una sucesion eracta corta descomponible, y por consiguiente, Hy, (C;G) es
isomorfo o la suma directa de H, (C)® G y Tor [H,_1(C),G]

Prueba. De acuerdo con (lema 19) existe una aproximacién libre f : ¢/ — C de
la sucesién descendente dada €. Consideremos la sucesién exacta corta

o—c" Lo leooo

de la aproximacién libre f: € — €. Como (), es libre y por tanto proyectivo
para todo n, tenemos Tor (€7, C) = 0. Por consiguiente, se deduce de (lema 13)
que tenemos una sucesion exacta.

0=Tor(C,G) 206 ec @ Ccoc -0
de sucesiones descendentes, donde ¢ representa el endomorfismo identidad del

médulo Gy 9 designa el homomorfismo de conexién. Esta sucesién exacta se
descompoene en las dos sucesiones exactas cortas siguientes:

0= Tor(C,0) 2 " @G L Imle®i)— 0

0—Imeo)2cecZcec—0

donde ¢ esta definido por e ® ¢ y 77 es la inclusidn. Por nuestra hipétesis, la
sucesién descendente Tor (C, &) es exacta. En virtud de (lema 20}, la sucesién
descendente C” es exacta. Por submddulo de un R-médulos libre C,,, en C) un
R-médulo libre para todo n. Luego por (teor. 40)

H, (C";G) = [H, (C") @ G| & Tor [Ha_1 (C"),G] =0

para todo entero n. Esto implica que la sucesién descendente C” @G es también
exacta. Este Tor (C,G) y C" @G implica que la sucesién descendente Im (e ® 1)
es exacta. Por (teor 12), este hecho y la sucesién de homologia exacta de la
sucesién exacta corta

O—Im(eed 2 C'ecZcec -0

135



Desarrolio de las Algebras y Complejos de Koszul

implica que el homomorfismo inducide a,, = (f @ ) % : H,, (C";G) — H, (C; G)
es isomorfo para todo entero n. Por (C1) para la aproximacién libre f: C' — C,
el homomorfismo inducido fx* : H, (C") — H,, () es isomorfo para todo entero
7 . Esto implica que los homomorfismos

Fr@i:H, (CYeG—H,(C)® G

v =Tor (f*1): Tor[H,(C"),G] — Tor [H, (C),G]

son isomorfismos para todo entero n. Como C’;L es R-médule libre, podemos
aplicar (teor. 40) a ¢’ y obtenemos

0— H, (CYeGL H,(C6)E Tor[H,_1 (C'),G] — 0
que es una sucesion exacta corta descomponible. Definamos un homomorfismo
k:H, (C,G)— Tor|[H,_1(C),6G]
para todo n tomando k =y, 1 0 k" 0 o, 1. Queda por establecer que
0= H,(C)@G L H, (C;G) L Tor [H,_1 (C),G] = 0

es una sucesién exacta corta descomponible. Para ello, consideremos el siguiente
diagrama

0= Homn (CY®G L Hom, (C:G) & Tor[Ha_1(C"),G] —0
Ba 1 ‘ 1 an 1 Va1
0—  Homa(O)®G 3 Hom,(C;G) & Tor[H,_1(C)G] —0

Segun la definicién de 7 y 7 dada al principio de esta secciénm, el rectangulo
de la izquierda es claramente conmutativo. La definicién & anteriormente dada
implica que el rectdngulo de la derecha es también conmutativo. Puesto que los
homomorfismos verticales son isomorfismos y la fila superior es una sucesién
exacta corta descomponible, es sencillo comprobar mediante la conmutatividad
de los rectdngulos que la fila inferior es una sucesién exacta corta descomponible
y existe b : Tor[H,_1(C,G)| — H,(C";G) tal que k" o b’ = lpor [Hp1(C"), G|
Sea h: Tor[H,_1(C),G] — Hu(C;G) tal que h =a, o A o, b, v asi

kch =koazoh o1,

Loan oot

=10k oa,
=y 1ok ok ohlony, !

= Y10 I [Ha 1 (C), Gl oy Ly
="n-1 O"/w:—ll

= 17or[Ha-1 (C), G

Probando asi que existe i de manera que k o b = lypr[Hp_ 1(C), G| v luego la
sucesién
0—H,®G— H,(C;G) = Tor[H,_1(C),G] — 0

és una sucesin exacta que desciende lo que completa (teor. 41).]|
Ahora, consideremos Hom (C, G) que designa la sucesién ascendente (complejo

de cocadenas):

T T+ 1
= Hom (Cot, G) S Hom (Cy, G) °5 Hom (Cryr, G) — ..

136



Desarrolio de las Algebras y Complejos de Koszul

donde & = Hom (9,,1) es el Hom de 8, : C,, — C,_1 y ¢l homomorfismo
identidad ¢ : G — G El médulo de cohomologia n-dimensional

H™ [Hom (C,G)] = Z" [Hom (C,G)] / B" [Hom (C, G)]

de Hom (C, G) recibe el nombre de mddule de cohomologia n-dimensional de C
sobre el mddulo coeficiente G y se designard por H™ (C; G). Nuestro objeto es
determinar H™ (C'; &) en términos de H, (C) y H,—1 (). Para ello, definamos
un homomorfismo

b H™(C;GY — Hom[H, (C),G]

. ) _ ker[Hom(Bn 1y 10)] kET(an)
h: H" [ Hom(C,G)| = TnnTHom| a:, v — Hom {m,e}

ker[Hom{0, 11, 1¢)] ker(d,)
Im[Hom(@,, 1y 2om Lm(aw)’ }

para tode entero n como sigue. Sea
P Z"Hom (C,G) — H™(C;G)

ker[Hom(dy 1, 1a)]
Im[Hom(O,, 1¢)]

ker(Hom(8n11,1g)] —

p es la proyveccidon natural. Para definir i sea r un elemento arbitrario de
Hom(C;G)

ker[Hom(0n 41, 15)) ker(d,)
N Hom@a ] o™ Lm(@nﬂ)’G}

ker[Hom(Oni1, 1)) & ker[Hom(8n41, 1)) Aoy {ker(é)n) }

Im[Hom(0,, 1a)] Im{0)’
z— plz) == — h(z) =z,

Elijamos un elemento z € Z% [Hom (C, G)| C Hom (C,,, G) que satisface

p(z) =z. Como z € Hom (C,G), z es por delinicién un homomorfismo:
z:C, — G. Como 6" (z) = 2 0 8,1 = 0, z aplica el submédulo B, (C)
en el elemento 0 de G. Por tanto z induce un homomorfismo z* : H, (¢) — G.
Asi, z, es un elemento de Hom [H,, (C),G]. Se puede facilmente comprobar que
2z, no depende de la eleccién del elemento z y por tanto estd completamente
determinado por el elemento dado z de H" (C; G). Por consiguiente, podemos
definir & : H" (C;G) — Hom[H, (C),G], tomando h(x) = z+. Es inmediato
verificar que & es un homomeorfismo.

Teorema 42 Teorema de Coeficiente Universal pare Cohomologia.
5t R es un dominio de ideales principales v Cy, es un R-mddulo libre para fodo
entero n, entonces existe un homomorfismo

g: Ext[H,_1(C),G]—= H*(C;G)
pare todo entero n tal que
0— Ext[H,_1(C),G] L H*(C;6) & Hom [H,, (C),G] — 0

es una sucesidn eracta corta descomponible, y por consiguiente, H" (C;G) es
wsomorfo o la suma directa de Ext [H,—1 (CYG] y H™ (C; G).
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Prueba. Consideremos la siguiente sucesidn exacta
0= Z,(C) 5 C, L Z, 1(CY 2 H, 1(C)—0

donde e representa el homomorfismo inclusién, que estd definida por
8, : C,, — Cp_1 v pes la proyeccién natural, en otras palabras la sucesién

kET(an_l)
0 — ker(d,) 5 Cp 2 ker(a, ) & 2EGn1)
ker(dy,) ker(dn 1) () 0

puesto que & es un dominio de ideales principales se tiene que los maédulos

ker(8,) y ker(d,—_1) son R-médulos libres y asf la sucesién D es una resolucién

proyectiva reducida de H,,_1(C) = k‘ﬁ‘?g;j)

0 — ker(9,) = C, EL ker(3, 1) — 0
obteniendo Hom (D}, &) tenemos:

Hom (8y,
L

0 — Hom|ker(8,_1,G)| te) Hom(C,,G) Hom(Ghla) Homlker(8,),G] — 0

(1)
ker[Hom(0y, 15)]

HYD,G)= g ~ Hom[H,_1(C),G]
(2) ker[Homle, 1c)]
er|domie, lg)|
HYD,G) = Tm{Hom(d, 10)] ~ Ext[H,1(C),G]
3)
( HYD,G) = Homlker(dy), G| 0
T Im[Hom(e, 1q)]
esto implica Hom(Cy, )
o {Lip,

Homlker(®a), Gl ~ el

por (2) tenemos con n aumentando en |
Hom[H,(C), G| = ker[Hom/{[8n11, L))
veamos que ker[Hom(e, 1)) € ker[Hom (8,11, Lc)]. Sea

¢ € ker[Hom(e, 1g)| = ¢(Ime) =0
= dlkerd,) =0

dado que Im(8,.1) C kerd,

(ﬁ(lman—kl) =0
& € ker[Hom(8,11,15)]

y asi tenemos la siguiente sucesidn

ker[Homle, 1g)] o ker[Hom(Bn41,lc

O DalHom(dn,16)]  Im[Hom(d,, 1]

)l s ker[Hom(8ny1,1c)]

probemos que es exacta.

ker[Hom(d,41,1
Sea  ker[Hom(Oni1,10)] 2 ji[lj?ng(aﬂlgi])] L Hom {

ker(dy,)
Tm(Bnss)’ G}
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z —_— z + Im[Hom(d,,15)] — Z

=0 < zlkerd,) =0
< ker[Hom(e,15)] =0
por tanto
ker[Homle, 1)
Im[Hom {0y, 1)
y dado que Hom(H(C), &) =~ ker[Hom(0n+1, 1g)] tenemos que

kerB = = Ima

ker[Hom(e,1g)| o ker[Hom(d,41,1¢)] 5

D:0— -
Im[Hom(8,, 1] Im[Hom(8,, 1))

ker[Hom(8h 41, 1)

Sea
kET[Hom(8n+1, lg)]

Im[Hom(8,, 15)]

entonces G o f es la identidad en ker|Hom(dh11, 1o)], luego existe f y asi es
una sucesién exacta corta descompoenible, si identificamos

ker[Hom(e, 1g)| ker[Hom(8p41, 1a)]
Im[Hom(0g, 1)) Im[Hom{0, 1c)]

y ker[Hom(0yy1,1g)] = Hom(H,(C),G), teremos a =g, =3 =h

fker[Hom{8, 1. 16)] —

s Ext[Hp_1(c), G, =H"*(C;G)

0 — Ext[H, 1(C),G] & H™(C;G) & Hom[H,(C,G)] =0
es descendente luego
H™(C;G) = Ext[H,_1(C), G| ® Hom(H,(C),G) =0
lo que prueba el resultado ||

Corolario 30 57 C' es una sucesidn descendente de espacios vectoriales sobre
un cuerpo R, y G es un espacic vectorial sobre R, enfonces

h: H*(CG) — Hom[H, (C),G]
es un isomorfismo para todo enfero n.

Llamaremos Ext (C,G) a la sucesién ascendente:

g 6n+l
= Ext(Coly, G) S Ext (C,G) "= Ext (Cpyr, G) — ...

donde §” representa Exi (dy,,7) del homomorfismo 8, : C,, — C,,_1 v el endo-
morfismo identidad del médule G, 7.

De manera similar a la demostracién de (teor. 41), se establece la siguiente
generalizacidn de {teor. 42)

Teorema 43 51 C es una sucesicn descendente sobre un dominio R de ideales
principales y G es un R-mddulo tal que lo sucesidn ascendente Ext(C,G) es
eracta, entonces eriste un homomorfismo

g:Ext[H, 1 (C),G] = H*(C;G)
pare todo entero n tal que
0— Ext|H, 1(C),G| L H"(C;G) % Hom [H, (C),G] — 0

es una sucesion eracte corta descomponible, y por consiguiente, H* (C; G) es
isomorfo a la suma directa de Ext [H, 1 (C),G] y H" (C;5).
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Prueba. De acuerdo con (lema 19) existe una aproximacién libre f : ¢/ — C de
la sucesién descendente dada €. Consideremos la sucesién exacta corta

0—c" &L oo

de la aproximacién libre f: ¢/ — C. Como C, es libre y por tanto proyectivo
para todo n, tenemos Hom((C'; G) = 0 por lo que se deduce de {cor. 24) que

0 — Homle,G) ") gomie’, ) T Homic” 6y & Ext(C,G) — 0

es una sucesién exacta de sucesiones ascendentes, 8* designa el homomorfismo
de conexién, esta sucesién exacta se descompone en las dos sucesiones exactas
cortas siguientes

0 — Im[Homle, 1¢)] & Hom(C",G) L Exi(C,G) = 0
0 — Hom(C,G) ™) Hom(C!, 6) 2 Im[Hom(e, 16)] — 0
por nuestra hipéiesis Ext(C, ) es exacta, luego
H™(C",G) =~ Ext[Ho_1(C™), G| @ Hom[Ho(C™),G] = 0

para todo entero n, esto implica que Hom(C”, &) es también exacta. La exacti-

tud de Hom(C, @)y Hom(C", G) implica que la sucesién ascendente Im[Hom(e, 15)]
es exacta por (teor. 12) v este hecho v la sucesién de homologia exacta de la
sucesién exacta corta

0 — Hom(C,G) ") Hom(c!, ) 2 Im[Hom(e, 15)] — 0
implica que el homomorfismo inducido
an, = Hom{f, 15). : H"(C;G) = ™ (C',G)

es isomorfismo para todo entero n. Por condicién (C3) para las aproximaciones
libres f: C" — € el homomorfismoe inducido f, : H,(C") — H,(C) es isomor-
fismo para todo entero n, esto implica que los homomorfismos

Bn = Hom(f., 1) : Hom[H,(C),G] — Hom[H,(C"),G]
Yo = Ext(fu, 16) : Bat[H, (C),G] — Ext[H,(C"), G
Son isomorfismo para todo entero n, come C)) es libre podemos aplicar a C7
0 — Ext[H, 1 (C"),G] & H*(C";G) £ Hom[H,(C"),G] — 0
que es una sucesion exacta corta descomponible. Definamos un homomorfismo
J: Erxt[H, 1(C),G] = H*((;G)
ji oagted g
queda por establecer que
0 — Ext[H,_1(C),G] 2 H(C;G) £ Hom[H,(C),G] — 0

es una sucesién exacta corta descomponible para ello, consideremos el siguiente
diagrama:
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0 — Ext|H,_1(C),G] & HMC;G) & Hom[H,(C),G] — 0
fn l Qi l /6| l
0 — Bxt[H, 1(C"),G] & HYC,6) & Hom[H,(C"), G| —

Razenando en forma similar a el teorema (teor. 41) se concluye que
0 — Ext[H,_1(C),G] & H™(C;G) & Hom[H,(C),6] — 0
es una sucesion exacta corta que se descompone. ||

Lema 21 Si R es un dominio de ideales principales, entonces foda sucesidn
ascendente C sobre R tiene una aprorimacion libre.

Prueba. Sea
6n+L

™
Ciom Oy 20,0 Cpr— - —

para cada entero consideremos el submédulo 27(C) = ker §"*! de C,. Por
(teor. 7) existe un epimorfismo h : F,, — Ker(én + 1) de un médulo libre F,
sobre z". Consideremos el submédulo G, = A, (Im(§)) de F,, como F, es R-
mdédulo libre, C, es un R-médule libre. Sea Cf, = F,, @ Gy, 1 para todo entero n.
Entonces €, es un R-mdédule libre por tanto (C1) se cumple. Para todo entero
n, definimos un homomorfismo

n+1 . r 4
ot Cn—Chyy

(z,3) — dn + La(z, ) = (3,0)
paratode x € F y todo y € Gpy1 C Fha1 segun esta definicién se tiene
dn+421(6n+ 11{z,y)) = dn+21{y,0) = (0,0)
¥ por tanto obtenemos una sucesién ascendente
Civem O O Mgy o

Para todo entero n, definamos un homomorfismo f,,, considerando el siguiente
diagrama

n+1 n+2

= n@GrH»l = F’n+1@Gn+2 = Fn+2@Gn+3_’"'
fn l fn+l l fn+2 l
gn+L gn+2
= Cn — P B Gn+2 - Cn+2 -

tal que el siguiente triangulo es conmutativo

Gn+1

kn ./ l hn+1

Co *Z Im(5m+) — 0
con 81 ok, = Ay, asi tenemos
f’n: Fn@Gn—o—l_’Cn
(CE, y) - f(331 y) = hn(x) + kn(y)
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para todo x € F,, y todo y € Gpha1, es evidente que f,, es un homomorfismo.
Para demostrar que f = {f,/n € Z} es una transformacién de cadenas de CY,
en C,,, debemos verificar la conmutatividad del siguiente diagrama

671+l
F.® G’n+l - Fn+l 5] Gn+2

fnl fn+ll

g+t

C - Crya

5n+1(fn($: ¥)) =gt (hn(w) + kn(y))
= 5" (o () + 8" k(1))
- hn+1(Y)
¥
fn+1(5711+1($1 e f'n+1(y1 0) = hn+1(y)

esto prueba que §"tlo f, = fhy10 5?“, por lo tanto f es una transformacién
de cadenas.

Falta probar las condiciones (C2) y (C3). Para probar (C2). Sea w un elemento
cualquiera de e,,. Entonces 671 {w) € Im(§"*!) y como A, 1 es sobre

Ty € Gy tal que hpn i (y) = 5n+l(w). Sea V =w — hn(y)

§HV) = 8 w) = 8" (ka(p)) = 8" (@) ~ g (y) = 0

esto prueba que V € ker(6"t1) = Iz € F, tal que An(x) =v = w — k,(y) en
consecuencia obtenemos

Falz,y) = halz) + Ealy) =0 + kn(y) = w — kaly) +kaly) = w

por tanto f, es sobreyectiva.

. _ ker(d™Th
Para verificar (C3) observamos que H, = TG o Y due
T n

Fulz,0) = hy(x), como hy, es epimorfismo y G, = h, 1 (Im(5™)), se sigue que

F
fot Ho(C7) = e ~ Ho(C)

lo que completa la demostracién. ||

Teorema 44 S5i R es un dominio de ideales principales y C, es un R-mddulo
libre para todo enterc n, entonces existe un homomorfismo

k: HY(C;G) — Tor[H"{C),G]
para todo entero n tal que
0— HYC) @G L HC,G) £ Tor[H"1(C),G] — 0

es una sucesidn exacta corta descomponible, y por lo tante H™(C; G) es 1somorfo
a la suma directa de H*(C) @ G y Tor[H"1(C), G]

Prueba. Consideremos la siguiente sucesidn exacta

p kerd"t?
2

— n+ly & 57"»_4;1 n+2 - —
0= ker(d"th) = C, ker(8™%) Tm(57+1)

donde e es el homomorfismoe inclusién y p es la proyeccién natural. Como R es
un dominio de ideales principales, se sigue de nuestra hipétesis, que los médulos
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ker(d"+1) y ker(6™™%) son R-médulos libres v por lo tanto esta sucesién es
una resolucidén proyectiva del maédulo %::J = H"*{C). Por consiguiente,
la sucesién

D0 = ker(0"H S0, . ker(6™+%) = 0
es una resolucién proyectiva reducida D del médulo H™1(C).
Consideremos el producto tensorial D@ G de Dy G

0= ker(6™ 9 G) € C, 06 L% ker( 0 G) — 0

de acuerdo con {lema 14) y (cor. 19) tenemos

(1)

1
H'DoG) = % = H"HC) @ G = Coker(3™1 @)
(2) "
ker(5"* @i n
H(D®G) = % ~ Tor[H™1(C), G
(3)

HY(D®G) =ker(e @i) = Tory[H"(C),G] =0

n+1 :
la tercera establece que e ® 7 es inyectivo, la segunda % v la condicién

(1) disminuido © en uno

ker(s" ) @ G "

CcOomo
ker(8" )@ G ker(3™ @i) /Im (6" @ 1)
Im(3® 1 @i)  ker(Gr+1 @ G)/Im(o” @ 1)

obtenemos la siguiente sucesidn exacta corta

ker(d"H @ G o ker(d"Y @i g ker(5"t @i
Im(é" &) Im{" &) Im(8t & G)

donde a es la inclusidén v A el homomorfismo proyeccién. Para probar que esta
sucesién exacta corta se descompone, consideremos la siguiente sucesion exacta
corta

0 — ker(s"™) £ ¢, *2 Im(sn+) — 0
donde e es el homomorfismo inclusién luego existe b @ Cp, — ker(d™t!) tal
que hoe = lpp0™tL, también h® i : Cp, @ G — kerd™ ! ® G si hacemos
(h@i)o (e @3) = 1perd™T! @ G v asi la restriccién

h@ilkerd"™ @G = 10" @ G
luego induce el homomorfismo

Cker(8"Tl @) . ker(6"t1 @ G)
Im(é" ® 1) Im(én+ @)

. . n+1
de manera que ¥ o @ es el homomorfimo identidad de %1%% lo que prueba

el resultado. Si identificamos a los médulos de la siguiente manera

H™C) = kerd™™ @ G/Im(6" @ 1)
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H™(C;G) = ker(6"T @ 0)/Im(5" @ 1)
Tor[H"(C), G| = ker(5"*! @ i) /kers" @ G
y & =j, k =3 obtenemos
0— H*C)® G L H(C;G) & Tor[H*{C),G] — 0
que s una sucesién exacta corta descomponible. ||

Teorema 45 Si (' es una sucesidn ascendente sobre un dominio R de ideales
principales, y G es un B-mddulo tal que la sucesidon ascendente Tor (C,G) es
exacta, entonces eviste un homomor fismo

k:H"(C)®G — Tor [H"(C),G]

0= H"(C)a G L H"(C;G) & Tor [H™(C),G] =0

es una sucesion exacta corta descomponible, y por consiguiente H* (C @ G) es
isomorfo o la suma directa H" (C) ® G y Tor [H"(C),G] — 0.

Prueba. De acuerdo con (lema 20) existe una aproximacién libre f: ¢/ — C de
la sucesién ascendente dada C'. Consideremos la sucesién exacta corta

oSt so

de la aproximacién libre y por tanto proyectivo para todo n, tenemos
Tor(C',GY = 0 por consiguiente. Se deduce de (teor. 32) que tenemos una
sucesién exacta

0=Tor(C, )2 0"06 %06 Coc—0

de sucesiones ascendentes, donde § representa el endomorfismo identidad del
médulo G y 8 designa el homomorfimo de conexién. Esta sucesién exacta se
descompoene en las dos sucesiones exactas cortas siguientes

0= Tor(C,G) % C" G Im{e @)

O—Imea 2062 Ccoc—0

Donde £ esta definide por e @ ¢ v » es la inclusién por nuestra hipétesis la
sucesién ascendente Tor(C,G) es exacta, la sucesién ascendente C” es exacta.
Por ser submdédulo de un R-médulo libre para todo n. Luego por (teor. 44)

H™(C"G) = H*(C) @ G @ Tor[H"H{C"),G] =0

para todo entero n esto implica que la sucesién ascendente I'm(e @) es exacta,
este hecho y la sucesién de cohomologia exacta de la sucesién exacta corta

V=Tl 2o cea
implica que el homomorfisme inducido a,, = [f®i), : H"{C'®G) — H*(C®G)
es Isomorfismo para todo entero n. Por (C3) para la aproximacidén libre

7 C" — € el homomorfismo inducide fi @ H,(C") — H,(C) es un isomorfismo
para tode entero n. Esto implica que los homomorfismos

Bn=f @i Hy(CY @G = H(C) @G

p = Tor(fi, i) TorHn(C),G — Tor[H"(C), G]
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son isomorfismos para todo entero n. Como Cf es R-mddulo libre, podemos
aplicar (teor. 44) a ¢ y obtenemos

0—H"(C) oG L H(C6) L Tor [H™ () ,G] —0
que es una sucesién exacta corta descompenible. Definamos un homomorfismo
k:H*(C®G) — Tor[H"(C),G)
k=11 0k oo, es ficil establecer que
0— H* ()@ G L H™(C;G) 5 Tor [H™1(C),G] = 0
es una sucesion exacta corta descomponible y asi

H™C,G) =~ H*(C) @ G & Tor[H"(C),G] = 0

2.6. La Férmula de Kunneth

A lo large de la seccidn, C y D denotaran sucesiones descendentes arbitraria-
mente dadas de complejos de cadenas de R-mdédulos.

Para todo entero n, se considera la suma directa £ =37, Cp, @ Dy y el
homomorfismoe 8 : E,, — F,,_; definido sobre los generadores
By > Cp@Dy— Y. Coob,
pHa=n ptg=n—1
z@yde B, tal que d(x @ y) = 8z @ Oy + (—l)deg(mjw®3y
Puesto que se comprueba facilmente que 7 0 9 =0,
I 1(Fn(z @ y)) =0p1(Bp(z) @y + (-1)Px @ Fy(y))
1)@y + (1) (On1(z 38 ( ))

= (1 (Gp()) @ y + (1) H(B(x) ® 8, (y))
H=DP(Op(x) @ Bg()) + (~1Fz @ ( 1(Fe ()
=0

On_1(Os(z @ y)) = 0 por lo que obtenemos una sucesién descendente
E: .= n+1 2’ En £>E|'n—1 .

de R-maddulos, que recibe el nombre de producto tenscrial sobre R de las suce-
sicnes dadas C v D (descendente) y se denotarda ¥ =C ® D

Si C'y D son positivas, esto es, si C,, =0, D, = 0 para todo enterc negativo
1, entonces igual sucede con su producto tensorial ¥ = C & D. En este caso,
tenemos también la suma directa finita

k13
E,=> C,aD,
=0
para tode entero no negativo n.

Para todo par de enteros p y g, definimos un homomorfismo

.

pg | Hp (C) @ Hy (D) (C) (D) = Hpp (C® D)
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de R-mdédulos como sigue.
L ker(8y) ker(8;) ker(3n)
e Im(8p11) — Im(8g41)  Tm(dn11)
(@ +Im(Op+1)) @ (y + Im(Fgt1)) = @Y + Im(On41)

Sean los elementos £ € H, (C) y n € Hy (D). Son clases laterales de B, (C) y
B, (D) en Z, (C) y Z, (D), respectivamente. Sean

relC Z,(C) C Oy, yenC Z, (D) C
Eintonces x ® ¥ es un elemento de Cp, ® Dy € Fyyy

kerd, kerdp kerd,
Im3p+1 Im3q+l Iman+]_
(x +Im(0ps1)) @ (y + Im(y1p)) = z @y + Im(ny1)

Tpg -

Como dr =0y dy =0, obtenemos d (z@y) =0z @y + (-1Wzay=0.
Esto implica que z®y figura en Z, 4, (C' ® D) y por tanto determina un elemen-
to ¢ de Hyyy (C @ D). Se puede comprobar ficilmente que este elemento ¢ no
depende de la eleccién de los ciclos x e y de las clases laterales £ y i, respectiva-
mente. En consecucencia, { estd completamente determinado por los elementos
dados £ y 5. Asi, podemos determinar mp,, tomando 7, (€,7) = ¢. Es inmediato
verificar que 7, es un homomorfisme de R-médulos. El elemento mp, (€,7) se
Nama producto de homologie de los elementos £ € Hp(C) y n € H (D). Para
todo entero n, la suma directa realizada o sumadae

T= Y H,(C)®H,(D)— H,(C®D)
ptg=n

de la manera siguiente

ngp mpg
> (Z(% + Imdyin) @ (yig + Im8q+1)) = DD (wip @ yig + ImOnpa)

pHg+1 \i=1 pg=n i=1

a 7 es un homomorfismo de R-mddulos y se denominara producto de homologia
(n-dimensional) de las sucesiones escendentes dadas ¢’y D. En particular, si

_ [G{sin=0)
Dn_{U(Sin#O)

donde G es un R-médulo arbitrariamente dado, tenemos para todo entero n y
por consiguiente € ® D se reduce al producto tensorial € @ G definido en la
precedente. Ademds, como

 [G(sin=0)
He (D) = { O{sin #£0)

Fl producto de homologia 7 se reduce al homomorfismo
J Ho (V@G — Hy(C®G)
de la seccién presedente.
Definicién 25 I'n R-mddulo se dice plano si y sélo si se tiene
Tor (X,Y)=0

para todo R-mddulo Y.
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Lema 22 5{ G es un R-mddulo plano, entonces
r=7j:H, VG- H,([C®G)
es un isomorfismo para todo enfero n.

Prueba. Sea n un entero arbitrariamente dado. Designemos

Bp=Bo(C) =ImBni1)  Zn = Zu(C) =ker(d,)  H,=H,(C) er(9n)

Entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

0 0
T 1
& P ker(@n)
— 2 — n) = —————— — 0
00— Im(0y11) = ker(dy) TBner)
T é7'L+1 l f
Cn+l 821 Cn
i
C1'n—l

donde 8, y 9,41 son los homomorfismos de la sucesidn descendente C, D es
el homomorfismo definide por 8,41, e y f son homomorfismos inclusién y p
es la proyeccién natural de Z,, sobre su modulo cociente H, = Z,/By,. Las
filas y columnas de este diagrama son evidentemente exactas. Efectuando los
productos tensoriales con el homomorfismo identidad ¢ : G — &, obtenemos un
diagrama conmutativo:

0 0
1 1
ker(9,)
0— Im(d, G — I G@ - —" G =0
m{Ony1) @ ker(On) @ Ty id
T8 @i Lf®i
Copr ©G 2% 0 06
) 8, @i
Cro1®G

Como ( es plano, se deduce que es una consecuencia inmediata de (teor. 32),(teor.
21) que las filas y columnas de este diagrama de productos tensoriales son tam-
bién exactas. De la exactitud de la fila larga, se deduce que p @ ¢ es un epimor-
fismo e induce un isomorfismo k = (p®4), Z, @ G/Im(e @ i) = H, @ G ya que
Im(e @ 1) = ker(p @ 7) por la exactitud de la fila. La exactitud de la columna
corta implica que d®@ ¢ es epimorfismo, mientras que la exactitud de la columna
larga implica que f @ ¢ es monomorfismo y Im (f @ 1) = Ker (0, ®14) ya que
Im(e ® i) = ker(p & 7) por la exactitud de la fila. Puesto que el rectdngulo es
conmutative vy d @ 7 es epimorfismo se deduce que

Im((f@i)oe®i) =Im(@ni1 ®@1) = Im (01 @) = (f @) (Im{e @)

T Im(Fpi1)
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En consecuencia, el homomorfismo f ® ¢ induce un isomorfismo

.k€T8n®GW 3 @1
" Im(e®4)  Opy1 @1

A= (f@i)

ya que
0—kerd, G —-C,0G
kerd, @ G kerd, @1
Imle@:i) Imd, 1 ®i

por que (f @O (Imle@ ) = Im(Pnt1 © 1) y ker(0, ® 1) = Im(f ®14) y con-
siderando que

k kerd, ® G
—_ — —
Im{e ® i)
obtenemos Aok =7 : H,(C)9G — H,(C &G) por la definicién del homomor-

fismo 7, es evidente que A o k! = § ya que

Ho(C) @G H,(C®G)

0= kerd, G —=0C,0G

kerd, ® G kerd,, ® i
— = — =
Imle® i) Im(8,41 ®1)
por que (f @ ){Imle ® 1)) = Im(dpr1 @ 1) ¥ ker(8, ® 1) = Im(f ® i). Esto
implica que 7 es isomorfismo y completa la demostracién. ||
Ma4s generalmente, sea g un enterc. Si D, = 0 para todo n # g, entonces tenemos

0

Dy(sin=ygq)
O(sin#gq

En este caso, el producto de homologia w es 7 = 5 © H, ,(C)®@ D, —
H,(C®D)

o

Lema 23 57 D, =0 para todo n # ¢ y D, es un R-mddulo plano, enfonces
T =j: Hao(C)® Dy — H, (C @ D)
es un isomorfismo para todo entero n.

Prueba. Sea n un entero arbitrariamente dado designemos con

ker(O,—
Bo g =Im(dy_y11)  zn_g=ker(0n_y) v Hy, 4= ﬁ
1n—g
Entonces tenemos el signiente diagrama conmutativo
0 0
1 1
ker(3n_,)
e » q
0 —r Im(@n_q+1) bl k’eT(an_q) — 7]7”(8”7‘14»1) — 0
T én—q+1 l f
an— -+
Cnqurl = C'n—q
J an—q

C’n—q—l
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donde d,_g ¥ dh_gt1 son los homomorfismos de la sucesién descendente C, ¢

y f son los homomorfismos inclusién v p es la proyeccién natural del kerd,_,

sobre un médulo cociente %. Las filas y columnas de este diagrama son
n—q

exactas. Efectuando los productos tensoriales con el homomorfismo identidad

i: Dy — Dy, obtenemos un diagrama conmutativo

0 0
1 i
_ i ker(On_q)
— _ D, El kerd, oD, "= il o p 0
0 —Imdp g1 @Dy = kerdn_q & Dy Im{@,_q41) @5
Ténft?#»l@i lf@i
[ Sy
Comgr1® Dy = Cuyg@ Dy
| g @i
Cn—q+1 ® Dq

como D, es plano, se deduce que las filas y columnas de este diagrama de
productos tensoriales son también exactas. De la exactitud de la fila larga, se
deduce que p ® ¢ es epimorfismo e induce un isomorfismo

. kerd, _, kerd,_, @ D
- O g, o HTOa O
k=poi) Iméy, 41 ® &g ker(p®1i)
G @D,
T Imle@1)

ya que Im(e @ i) = ker(p ® i) = ker(p ® ¢) por ser la fila exacta. De la ex-
actitud de la columna corta implica que G,_g41 ® ¢ es epimorfismo, mientras
que la exactitud de la culumna larga implica que f ® i es monomorfismo y que
Im(f ®4) = ker(d, ® i) puesto que el rectdngulo es conmutativo y dn_g41 @4
es epimorfismo

Im(f®@toe®i)=Imdy 1 ®1=f@i(Imle @)
En consecuencia, el homomorfismo f ® 7 induce un isomorfismo.

B . kerdn_1 @Dy ker(9n_g @1)
A=(f@i). = Im{e@i)  Im(Bn 11 @1)

ya que

kerdn_q @ Dy ker(d,_, ®1)
Im{e®2) Dy g1 @1

0—kerd, @D, —C,_,®D, 0—

por que (f @ )(Imle ® ) = Im(Op_gi1 ®1) y ker(Op_q ®@i) = Im{f @ i) asl

kerd, oD X kerkerd, , » ker(kerd, , ®1)
Im(kerd,_,) ¢ Imle@1) In(Bp_ g1 ® 1)

Aok =Tn_g)q: Hnq ® D = Hy(C ® D) es un isomorfismo. ||

Definicién 26 [Una sucesidn descendente D de R-mddulos se dice que tiene
borde trivial si y sdlo st O, i D,, — D,,_1 es el homomorfismo trivial 0 para fodo
entero n. St I tiene borde trivial, entonces tenemos Hy, (D) = D, para todo
entero n. En este caso el producto de homologia 7 es

7= Y H,(C)®D,— H,({C&D)
ptg=n






