UNIVERSIDAD DE EL SALVADOR

FACULTAD DE INGENIERIA Y ARQUITECTURA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

TEOREMA DE METRIZACION
DE
NAGATA SMIRNOV

TRABAJO DE GRADUACION

PRESENTADO POR

Francisco Orlando Parada Batres
Pedro Flores Sanchez

PARA OPTAR AL TITULO BE

LICENCIADO EN MATEMATICA

ABRIL DE 1986/@?:\\\\_
1& wmauarees
({ FENTIE ¢

-.1-
> s
W2
”

7-uUu

SAN SALVADOH, EL SALVADOR, %+, .  CENTRO AMERICA.



UNIVEKSIUAD DE ElL SALVADOR

RLCTOR

SECRUTARLTG OLMTEAL

FACULTAD DE

Al ETAR LD

Pk, MTGUERET ANGLL PARADA

AL AMA CLORTA CASTANLDDA

INGENTERIA Y ARQUITECTURA

THO . MAHIET AHUONTO CANAS LA

]

Par TLLA

il ML Matbtclo MEJTA MPHLEY

DEFARTAMLNTO DE MATEMATICA

Lol

LTO, FOLANDO LEMU: GOMEZ



ORGANIZACION DEL TRABAJO DE GQRADUACION

7
S

/

COORDIHADOL © ING. JOST PRANCLIECO MARROOUIN WM&OL/
f‘_" !i-._

ALT.00R : =4

T / /
LG, Jooi TRANCINDO MARROQUIN er
o /

f



INTRODUCCTON
[ el Li'l'ul]\.') ol caepan e wlo e Ul e e tndoda et o
Pdtelomerotoe al recteg o Loy conneseptos Rndeos Jde Tonclopla que e
han consileralo nece cn fon para brie el caming que oo Tleva ol

Loeldo e T enpaedos met iaablon que vicnen o serr en escheda L pog

Tooqmeatud g Jde cata whii,

blecers 1a prueba de "I Moo=

Pedcticament ¢opara L bevcae o en

ma de Metolaweddn de Hoeoota cwiemey S henos util izaclo como herrant e

Taa, cutres e ., oo Bopacios Topoldeicos Conexos, Compriets Lo

)

Lxiomas e Separacion y Contabil il ely Lo mismo que Tenemos que hocen

M 1y 'il'.'lll ll«'i I o W Too o il I'.”,’.;}\-'[I) [ TR T :l'.A]:lel_‘u ‘i(.tll-lix Toipie

sulleicutes e que wle o e Do topalSpicg oea metrizable.

Looene 0L Teciem o e Moty oo cddn de Theala Smirnov! dende g6 es-
Tabdeven bas cotic e necesardas y culleientras pard gque un espacico

cmete o bles e cneaentean pues, condiciones lo sul'i -

b

clontemente fTuer Los para oue daed bquen metpizabilidad yodo sal Le tente

e e debTLen pore e tole crraedo e te llable Los satisiiooa.
Postertor 2l Teorems de Hopat Solrnov ae habla de Paracompae b -
dead v de Lopeecios lope Lhypricos loetlmente meteieables parva lleoae a0 -

cubminore cobe wne oo bacto de s Tevneee b Wopractar Smdrnov, clboandl e -

TUL Tespetna dJde Berede e idn de (INTRIVALN

Tord o1, Pooaprioube 1Y e eotarlecen el wiones allie enpd -
cilou poavaenmpactos Y narmatos o Lo mlamo que entre aspdelos meteini- -
Dites vy oo ve e Lo (oot bt fm pelac il e NEce a0 travdn el Fetone
AT LR



I o CEL}ATLJLL‘» V & Bl
du en el -‘7I1|'?L' (1 Ly Liyabaanda [

loo ndmeron realen. bnlre i e

Dl POt e e bar e AT |
[ TR (TS A ST T

oo Ll b g Eoloe e d
Pasicos o topal S ic o lesss vl

Esper o e st ro Tl

Macer Tneapid en ¢l conjunta de

Tedes lnportantes podedo:

7y
N ‘

NS

1

Bt I Givoel oorden lewicong

cGhe tencr o 1A nono Lon concep Lo

See O a lon lentores que

Opd o, U 2E U Pamde muy intereran

G

e Lo aplicaciones de Lo cotwdia

WS -

acemos uno aqul, se b dpreo -



UES BIBLIOTECR CENTRAL

WA T

INVENTARIO: 10117927

-
0
o

Introduce idn

CAFITULO L CONCEPr oY TrTRkopUcTokan

- FHapoedo Topol yioo oL, e e e e e 2
= Conjuliton Al L e e e e e e 2
- lnterdor deoun UCnnjolto L e e .. L

- TU')L.'.L S ]IIL:I'A ]J et

........... ¥
- Bace paraonncc Topo oo Lo et e et G
- Sullon [ vl [ i) reu b D e e e e e e e J
= T Topa oo del Ordal e e e ¥
- Peoducto Tinite de Vg ios . N e RN 1
- Bubespiolon Topoldolons e e L5

- Conjuntos Cerradon vy Clancaea deoun Uonjunto

......... L3
- Voelndarios o000, . e e e e e e e e e e e e DU
S 1 G I 20
- Panclobes Contrinwe . e e e b e e ek e e e i e s e e e e e v
= lotstoiioond Lein e s e e e e e C e e e e e e 24
- Tuncifn Abierta, Corrad e e e e e 2
~ Lev Topelosia Devvducl o Geneealiodda oo, e . 28
CAPTTULD TL 0 ColpRxfin VoMb TIAT L., .. K
= =] oS+ A 3
- I 2L N e b e e e . e
- Lot & L ey Lor el rr L b e @ T R R s oa o W h et e et e s s . -

= e Limite Comgeacto . . 52



- LCompacioad Local

CAMTTULD L[IL

A LOMAS DI

il

JoSepen Do

L Lo de U['\,‘ alin

Pl Teorcae o

Tatt T Lotew

CALPTIULG LV

Lol tloed T

oL Tarecma

Salb e ionte)

b Teoiema ¢

. '
L Teoremy o

CAPTTHIO Y

caltruLs v

J"'[‘ul- L«'(l. vl des g

i iedond e

I P ETI T

Conjunto Lu

Poo B b

e doo

It .

[ FotL o

fee oot

I Laen

Tindiod

1l .

[indte

contaleg b dond

CONTABTHLTDADL Y SEPARACION

Lo

.‘
—
=1
—
s

Hocvca=smirnoy (Cond Lo ldn

~Saieieey Coond ieidn Hecooaria) ...

TR RGINIS| ATV e e e e e « s
"‘l‘l-':.a]“- ..... f A e e .
L e e e e e e e e e s
. I I Ca
b i L . .

, lropicihed bl ol imo oo
T Y O T e U I SN
LI T P e s e e e e e e

P,‘—i}r .
L]
by

([U30]

—
]
2

—
[Sai



Conjunlo Conl bl Ce

e e e e e 154
Conjunt o Blea Ordendo e e e e e e e e e L5G

Toarenee el Baen Crachundonlo

Gl ovonjueto oy ol conjunl oo L. . 157

Prosdino Lo Caoteniang o I Lo B0 e Conjuntos . 156
2 e e L5Y

Ll Peinedpiv de Deriicidn Recuraiva

L.‘uﬂju[l'tu Tredi Lty .

e e e e e e e e e e e 12

Billiopraiia



CAPTTULDO T CONCEPTOS INTRODUCTORIQS



LSPACTO Toralnociod

D) wie Lo .
Jive o Lo T e un conianl o X, es una colece n 1 ode -
Subwastojunn s e T Peslie I Eonp e | r Lol

A AR T AU TP b ocabque o subceoleocldn de ooty e
L
b Jov dnbero e 0 N1 Lot e ol ‘.lllil‘l' subolece Lo tntla -
dov 1 ryoen T
Uty \'k'I:i VA A Ll = (SRS L B 1 ' M\JI,L‘(“L\I,I b ?u[‘lx) [SRN TSI Pt il es
L]_(JI}KA‘JL'J tiaafaad L‘) L [T 4 | 1
Procpbanennt e, 0l v Lo topod Golow e an par ondenado (9, ) que -

conuiste de oun conjunto 7oy ouna tonolop T T oen X, 01 no da larar g cun-

P P50, wild U eo e a=te Do g T

_(‘_;,;N.J{.;N;(:l ABTERTOL

SEY e cnpe b topokdeies con und tonoloela v, deod
mos e ute suabeonjunte U oo peerloaecs o L colecc dn T oen un niunto
abicrto de o,
i';,j“,”ﬂ’,l'_" L.k,

- {1, L, o] 5 i La Sleuicnre Fivura JlustTroarcnos

bt Loplobe p Lo ez Doelibs cre



G (o)

et ran e <y

wentos Tiene

vl H

Loriees,

[y BT

e 1ol

YT

Lol

i

rnd

Loervoae quae o un conjunto e 1

Lt

’

L

)

T i e ente

[N

!

ez los
Prermut Candlo a,
toada

Vero

]

[

Y

o

oy ui&Np]U Tl

Top Lo 1o,

subconiantos

el e L

le:

Je XL -

cle-

e de l

Lo edn—



.\L ” '.\_

-
— -
Ciyde o2
i el L,
Sl Ll LT, Coeno e 10T et
Lot le o gnee b bo e My et e
Liv o lecoldn vue Iyt et e X v 4 - gnenbe oo Conbod

Llovme et o b Lt

Tuanta ¥ cotes o estan on Ly
o

fu |

4

Ll Lo Do ey Lo tsta

[aar oot cd ol ",'Ull: il 110y

. ]

. \K

i -:Ilil,lll\' s b0

Todo wo Tl oo i o, AL

Lran pne oy Upoent %oy

B s AR

L1 wioileccidn
tuda
do

o Lo T bun complt

e XN X en findto

fetha el lear yde

A

S M T gy, (EnE

dos 1o

&n unit

LLamadi La topolovia Jdiserets,

1o Loy Ta

de todos losz sub
Yoo Tntonces 0o ag
cemenbos Minlto..

<
]

y X\ $ es r

LJ

I8 o
Boc v anibony, oy e oo U ens Tinito o
Uy oy oo, Uy son elementos de Uy, Boret
Lol Lo oo que
i a

o

JRENIY

[P

subcuniiun-

bl T dmedaLoeeta, oo La topnluaeioe teivial,

Y.



Lo eaprendon de booerechn e wnndn bt de conduntos finitos y
prr concdpulente un conjunbo Lo,
Diemplo 1on,:
Soc M un conuntey oo U by cobleenidn de torles Tos suboon
Juntos U de X oLal que XN U co cant b le o o todo XL Fntonces T, ¢S und
Yu[&lwuiu el A Para s Lo e Lo o M lopolop i en X, Lo hacoemos -
e Forune s bare ol cjempla 3

jnm;Jt-lu

Ve oo b D lale e Lopodoe it en el conjunto L heodimon -

ry
.
—

k)

e U e nan -I.L’.l..l’J‘LU o e o YooouuU CoT “, T, H(K

Lsotcdiz

SRS I DY P
Lilcindnees o U = {UfH g0y o Qi iy ool W] , La topoloela usual en It

N ctheot Tubt o A e un [SRAPICTS 10 topolé;.riwu X ol -
fotor o de A o ol b et Ly i b bodta s Tesn o coniunt oo abederlon -

Sonbendidos cle A e deen boe e 108 ),

Ljempla 1.6,

Py oo Pemp b oLy {ivuea 1), an (b, el iulcrior Jdel
cotpata by ab es v T wn e by, o i cont lene ninglne abioe -
Ty tlentes e el farcvedor e by Lbocs {a, b oL s evidente que ol

Ll Lo deoun aberto e e gt g coniud oy ademdans que el interior -

n

e e vonpubo clomA L e anhe hderlo contenido o an dicho coujuntaos



TOLULOULA MAL UINA

Lo wlado Xoog 1!
proplancite oot

T Jnl‘l.t'lx i
‘ol

Cloaro que

l.] Ly o e

poots

coenlrle b b e

Ul et bevrmdo

It Presi [l et e

Tonbs o s

BASL PAKA UNA T

Dodinieidin L.

Srouig cwlece [l

Ttal quee

L) NN X%
oA

A BN SO DURVRN WS OF
b cate e

AT que oy o e dos topoloeias enoun cobijiun-
1o, e i e TV e s Fina que Ty oSdot'eont Lene
den 1 ues 1! coteilel mente was fina nue €.
Sl e T o=l 1 Gt s que T ented tlameliCe s -
i I ol et
e bepolopTas en Yono nevcaavioanente gone compacab les, -
a Tivwre ode Lol T topolopia que se Dluttra en (o)
W Ui e cxda o de Lo Dinstradas en (o), (d)
b e vraena e Lo Lopsloyiiag Llustradas en (P e
iy 11“11 |« by, L 1o e rl\..vl“_lfi o (l)), (Q), (lx)

Fel RIRI M1 A TN o patnr eshe conceplo e L
ISR o Pl que 10 e mas erande que 1, vl es -
o
[

e Mt Hueeae! ¥ Yman e,

ofaal A

w1 cu oun iunt o, v Lase bara una bopalovia on X
R N tjuntosn i ¥ (l,l.\lih o elementos BAs Loeus) -
(X, iUy alomenos s clomento Lasico Bocoe contienc
et Lo dnberoee oo de olon elementos BAasieon B)ow By -
Lt th e il Lo e anldlene aox tal que



ol ]‘-3 =3

,

P oeoount b oo oo bl topolordos en X, o topedo -

pla Uopeneeaebe oo Lo Lo no T s Un Lubeonriunle Uode ¥oes albideeto
cre M Cenibe ey e edemetto e 1y Doleara ok o x £ U exisre un oo lemeln-
Lo basden e B Ll que e By 1o e,

Hole quie ool elopento e fen bicero en X bajo esta det tnde i6n,

i que o
_L'“-l'_lnj' Moo 1.7+

Sea 5oL ocolocooiGn de todas Lo regslones clreularas (in-
beeioren de clrmoalon) o oL plamos Poloneess 3 satizrace ambas cond e io-
NeS Jedta iy bocie s Pogee e sl e b Do f o b s imera conelicing Banta
e be s Crodo o el v poctencee 1 unae ceglon clreular, Lo <e -

putthe cond Do idn, e dhn U o Lo e o s b L topolowia venee ol por

Tipgura 4

e US—————

£, an ocubeatjdiblo U obed p Labo o el oL teandn ® oen U e2ta o deunia

cepidhn et cenbenrbbe en L

ol DO de todas Las renlones rectanslLorie:s
(i]llljl‘l T P TR ~:|l_"z. ) e o L |- boatten

, Jonde Los recrtdangulos Cieron -

Lordor s praraleles @ oy ejon coonnh nondo L Bntonees B0 satlcFace ambaes con



dlcioher ruaona oo Lo eonae b cwnd 1o Lo es tlustrada en Lo Uivara

My onocete ey b condicidn o Lrivial, porgue Lo interseccicon Jde Jos

Clementon Lacboor cunlequorens o olla minng un elenento ha:

S e c b Do condjanto, Lo coleeaidn doeotodon Lo sulb

colljatibon: nribar fos b W v uny Teee foaeas Lo Ltopoltopia discoraeca en

1
2

Va2 coln i oy ot Bouted bose para unee topeloola Toen

Colonee, 1o oo Dl e Lol das unlahes amenlos e

[

Sty A e ot Lo topolopias ooy o', repectiva-

Mo G L Dntwne o o v ben peopo s leiones con squivalentaen
[ LR TSR (TN T R A TR 16 L,

YY) Parda corles wovb Xy ool clvanento Basics e B que contione a4 ok, =Xl

Do Xoun eropoedo Lopo Laeico. Suptrane que C ez una colae
clonode vonjunt o abiiceto s ke X0l que o cadee conjunto b iorra Uoale
doy oead o woen Uy ocxiove o elemnent - O e CFal gque x £ ¢ UL Bnvonzes
C s ound Lbaze pora T topolapTo de X
lh'l..‘lli.(_'j_--rll 19, :

ST e T codeoe i e teados los dnteevalos abiicvrtos

I topolopTo ponereda por poen Dluwely o topolosia wsual en Lo pecta



§

el Bl H’ (S cr elec et e tondun, (o Lnte rvalos semiabicrios de la

Lorma

dotiede e by e Eopes oy cbee nhe poe (B0 e Llanad e la topolopia olel -

Limite foveadon, cuatebs o I e ba topolopia ded Limite inlcerior, lo

devnolames. e e

Lo fae il ver que oy PRI PR Do tnterseceian de oo e lemen
Fos b b I TR T TR U I T S R O S S SRR Vs SV TS R I

creanpr o que ool b beamon Ty sipone oo que Le b Sldo asivnado --
la Lopolop Loowsicel, 0 medeos gpbe cepee D inpuemos old Cusa.
Lemoe Ly,

Lot Uopolop ia el Timite interior 7' en R es estrletametle -

A Tince que la Lopaaboy b vl

SUBBASE __}L/lk_.ﬂ UNA TOFOLUGTA
Detinieiln L3

U bl o 8 o e topoloptoe en X0 es ana cawdeo =
oo de e e s ooaryo b o cn dpuadl o0 XL Lo toupolopla venerada

prot Loy mabboae o cn deram Db o e coleco B L b todas oo unfones de

ity seec lote:s Lindl Lo oyt oy de o,

Peoeboaes que dadiitines vt eata clouhg fopolaplol Farg cute -
propdod o serd suiide b nte mecto e gue Lo eodeenidn Bode todas Loas o -
Carprtir Lol Popdtoos Lo e bvmeenton de 8 20 un Lase, porque chitunaes. la

coleceldn ©ode tedse T tndomes b clementas de [Boes und topolosla -

prool Lo L Db = € X0 oo jea e ee 0wl e bomenta e &y opor consl -

Polonte e aie el et e Ly T r e b e s cond weddne o unee Lo



10O,

Para comprob e Lo s pela cond b5, sean

' I ¥ : ‘ ot "y R
By - [ B i i A PR T O D | L
Jon eleent e e 5 Sl Lhbereds 180
- Pt !
T S N O B R T A1 S A TR TP A b”)
3 IUHJ;I.'\::H Lt !llxlll NET \_‘illf.‘lx l.i|J.l vode oot Lo Jo \‘)_., .{‘.lll Tl o Ligpe —
ceoa o B
LA TOPOLOGTA DEL ORDEN
S1oA oS un calojuntao crdatnelo sinp lemente ) existe una topoloei -

unihol para Moo der indda uaede Ly oye e bdn e weden. Fsta tonolovioa os -

Tlomwula La vopulepia ool vrsdern.

Supdnpace gue e i e bnet o que lene ulla celacion de orclen sim
ple <L Dadow dos elomentas 0y b de ¥ oral e a < by exlsten dualva -
.

sunhbeonjunton de Qe Lo Lhawodos Los dntervalos ddeterminvedos cor oy

T I I T N R I A PE U

N

Lionoboe bon weehn aon ™ e bl bbar e ol caco que ¥ oes L cecta -

poeal, pero ccton o ol rvalas en oun conjunto ordenado aebilpario. Un

ot Thte ey lo liicite en X oan Tnverva-

coljunte Qo el Tap e
1o del Oltime vipao o 1 lmad s inlepvalo cappado on X, v 1on conijuntos -

dedl sopatelo y o Lo T o L ol dntervalos semiablectos,



coro e e tunb o o ey e ne iGn de ordlen s e, e

[ AU O E [ el Jooo o Lioulentes i

N NS TP T U (R RN RS R R SRS [\.‘ h), ot HU vnoelonaa Vuwui
et Ll : chcces de o e
T O O U N L T e O R S (T PR I ‘!, ol ’]JO cs oclomas e
wll TR RN S | ) ¥ woh ) [ DO U
limt 170 ST I der e S Y F| Lwhuluﬂ]w N H, (AR TEE T 1L¢MJ}J

1 o | Vo R I 1) I‘L.l AL L AR T N k_"'lll'll“[\,).\: ol Ti{“" L'),

L T T R N Y EY N R T S B L O R SA TR U R SYIN R stviutiton del 1 (5.
Tootninor e campetete e o der 0 Sl e Jos cegquer imionton Dava Ul
Loy predmesa 1t e i o et e e YoGnt o en Al omenan e wele-

menboo e B LD eelamanra e e e Lol ceinte), entd en tados los con-

Jutiloo, ded Uipo (20, ol ve b o bemento (i exiate)
Lo codryniton b Pipo CF) 00 L olro « lenehilo esld Enoun ol o alel

Cipee (Doe cvani oy note g Lo e o B e cacdbquider ddon caoniuntos

de boo Ulpos anteedonso o0 e teewo une Cotrjunt o de uno Jde esiou tines,

[y d Ton e e I i toe et in bl Aanlerormen-

CizoCo pree o ibe o oo Lo Lo le s Srebenr derdvacta del orden usiia el

Nale Aol e, it o Moen el weden lemiooor it i-



Gy el e, el T oo b b b por o xoy L UL cun st o -
Lo b s boce edleyrul o s proele ol prqueno, asi o la o bo o dael
ol e s B Ll oo by b o bec 1 on de tadas las Tatervalo Po-
Litcetan, de Do Toaas Lo e, s 8 a0 o, bl a0 = ey L el s

o oo lobos o 1 Lo anbeacsre el dondieados e e Cloaea b,
R (I R 1.{..‘1 it gl i e vall 1l o ill["l"',ll ~1L: b Fod'piey -~ x
e & I 4 £l e b S s i win e leere ot T taono lao oo T o

NIEITIR

a x d

L axb

O T TR T PRI N B R PEa Fovemat un condunto ocdene b v
Ul leme b G o mo o o La boge Los o del orden o eny X0 e 1o topealos Lo -
e lor s b cua coda conclint o unitardo e ) deptor S - L, e -
Cobeen o b conddunte undt ot Lidd (=L, ntl) cooun elemento bisicwe; v
sl = L, ol copjunto unitoeia {1t = [. S)ocnoun elemento T
Clemplo 1L,

Lo %= 4L, ‘} <7 enel ormben Texiconrdticg oy

Gl o e le: L« i sodeeteon i ouie e lemento maAs peouetie, Dores -



L3,

Calich 1% Toopae g ¥ - m L P Ly beidein, pepresoutar X pur
{ " . !
. I TP R
P | Lo a arlene e U L e L Bopobowr Toe A lgeretin, Loomovos -
Ca ol v,"lll-; it e Wl o e o aliserd o , v IS UAA ex e DO = e
Cotrpuind i b b HE bl e drital o abierto o conb tehe a by Tebe -

conlenee el el eietbo B bes e cn 3o e e b Cooe delinde itng oy tado

cloppenroy o e e il e e o0 | Ll it peabitorns e 1A sace s ldn o

I I
T R LAY I
LYoo coanianto o denado y o es un elemento ole X
Cowlo e oaby e INETELS T oLgee W i con | Lomados Los CAayiss Jeterming -
o Lo s e ! e
Lo
O A (J R
P T |
(= v, ) {I 4 s,
1 ) { | Toa
v, S I R
|
L Sl | o
Convjunton de los o pedimeros o tipes don Llamados payos ablecton) v ocon-
JU L e wde T o ) 4 Tt Lo, win Lboonadon paysia G el .
LU e el D& i b Dot o™ oy ieee que ravan abiderlos en ¥ oson -

conjuntos abicerlos en Lo topolorin del orden. Tn ofecto, lo won. Consi-

o

dervmos por ciemplo, L rayo (o, Foede S X tiene un elemente nds oran-

o "r‘uo Ch L fiees (n., b s ol ol clemento Ba oo (Cl, bb N A VI
Pdvne elomehto me o g, o bonec s Cag o p ) en Jeuad o La unidn e ro-
s o e Lot e Tl e Ly bopmne (o ®x)y paeca xoooa. Dooawbos ca -
iy Uy e b b U sl imi L e anlica vara ol ravo -
{ o)

Lo popar o bl Ty o clu bopanan uno subdbase vara Lo topolopia



bbb e o .

STy s ey e eces Dapendiie S, cninbe g mabiera usua o le letd,
Dl gty Topoc Lo b e A TR P AT LW S BRI PR
L | 1 ol

SR RS BTN IO FR S Lo teos. Lo topoludTa producto
e X A e T Lol Loe e Lo Cig baeae Lo 0ol CcIN B de roolos =
ca e e Loyt W Lhae Poaele U an conjunto e de Wy

Voo une sed oo junles adovenrt s e
Compeafooies e oo s bt e Loy preetmera cond iz ion on teivial, -

Vel e s e S e v el bA 0 s B seccaela cane e ian o e

Gi oAl de TACTL, oo D Dpbepeves ion e adologuicr pae Qe e lemenCod -

L) L v Uy < V) oy e = coer b ol o s Leo g e
(Uy > vy DV Ue = ) = U ) ok (Y)Y )

ool e lant e b vleee ki e T e TAn car an e lemento DAz o e

Ul [ U.’_‘ 'y \/] M - coabe e boe e S Y e UL ame il

e ————————

\ e e
T Ay — TR
U,

ot 0,

Livar w

4
S



T e wgu Lo o b0 i e gty Topoloo ta oen X ox Y. Ta unidn e

Lo bovs pond St bl 00t e b et bay o es un breodbeo o e
] 2 k]

Aoy cotciun oy, sl spiee 1o oo porbeneeo e 0 By pero ws abilerto o ¥
J Fl L 1 bl

:ﬁgqngnyys

e pen Lo b Lepda de Xy O ens una hase

]'-Hrﬂx 1.‘1 Lot L j.x 1 N vl il Lo codlen f")ll

T UT C T U AR TR AN B R0 S N U G (RS BN PR TNCR

i

TR Gl Lo oo s e s o 1topolowio de ]l eiden.

B prodbin Lo Do e Lopobo Toe o o wioma o5 Lloamada La tooolos i -

Pt b oo i e o= ol T hene ey beeooo oo coleaeidn de toadon Lo -
Dbt b o ju oot s b L e L Leoreina antarlor nus oo-
Pl FR e Tae e e o I ne do race ot productos (g, b os
Coy ) e Tntery 1L gt e ooy i Lonna 130 Como und s e

- o , _ — .
Tt oy T o B 0 o conopnlt s ptesbes mee Dhastrado come el e =
chor b v Eanoal e w0 ALD Lo Lopolavia usual o on BT e wrecina-

eottbe Loy oo Dol vl e e e eI b o L

POLOGTUOL

. . - ' -
Ll e s spacto topod e ieo cont Lo topolosia . i Y

cuoub ttabiconjunta e X001 e boco 180



e ot Lopo b i en Uy el o Ly aria del subespacio,
vl ety bepaLop Ty 0 cns Dol wng cdlispaedo ole Xy oot conjunton
ebe b o Doren de to oy b iate poee v o e L‘OH‘]UH{OS cbdcrlon de

Aocoir Y.

L il wer e |’,‘r‘ . W Lo b T ta conticne a oy oo Y bor-
CpLe
T SRR 7 o= Y X
donde ¢y o Lot b O L echo que Tas dintersecclones Cini-
Ladio v o uliione s bl o i oA en T, viche de laso oo
T o

Lo Luhy

Lo e ane bilie o o ropolopta de X, cntonces Ly colec
T
{ f .
¥ R S
cuouta Loae panros o P o Lo ol L uabee: ENTEEY T

Lot 1o,

Ded Y wi e pios b e X0 0 U s adbieeto en Yoy Y en abiier-

T

Co el =, chtobce:n, 1 es ol erto e 2

Ljemp o 100,

Clates bl e [ohecjuntes o= [_U, JJ de la coct o realy,

ctr o das bope Jop fie le b sadae, o Lo topedop o del sndenpacio tlene como

Do todon Lo sbbeonjunbos de Leorari (,‘l, LY MY, donde ((_L, L) es -

2

un Intervalo abderto en oo ol conjanto coode uno

de los  sigulentes ti



by
Coy 0o i | oo V0 o
"11 (I i v S N T 'I/,
oy, by )
" [ IR B L o ‘f,
\, ! I i hoesrAn an
[RXIEEN Y i Vi 4 [ I LA T AP Sl b e abilerlo ocn Y. e
Lo "\glllglilxlu (I =S L I !"w.v, oo ol abilortos ool G
(»‘.ifl i .||-’l‘ U,
fivbest o o Lo pu e g I P onvipncbors Sson Lo o bbb ar,

oo o Lo vy sho oo To b oo o L AT vt qui e el o ol -

Y I i \‘, 1} g 'Talkn | s alesd Gl LT T (\ A a0

wia cbobosabe e b e 0y v bnato gl fo U b et Lo jue e
i 1

o tnter X PO L S P ST U S ORI -,y con YL oo cn Lo tedes lo
. | i

Gloc e e e Y, ol b Pl e e it o Cualquicr olomente -

Bl wde Ta Lopa g Loe b b cnebete o e cont Lene o e de Lo S rme
1 0 \
\ | ! § i
praket Lic O 0 d Ty LT A fopu o B e Lo nile Cldnt Lot pade b
i3

e Y enoee s L
Jerar v |

i T :xz]lE Rt T b illlnn'-‘ con dor el Jy"‘>1 [l -
cdols oy 2l T e un Tt dho e o ay e S cnloneen La Lojesboe 1o del

SV I P [ A L T (P Y IR IO S R FICTR RO S Y IR P AR SN S U PR EOR [ TR B ([N ISR



.

Teraeoma 1.8

CUA e e sales o B de oy B oun subespacio de V) wnlon-

3

A

can b tapoloplae proebic 1o vnc Aos s Lo aon Lo topolopia A B8 -

Ferododa comne ubhe abe e oo D

L‘(J:J.JUN_‘I‘«.): CLRRADOUS _‘{ k_‘l_;.uU kA DEUN f?f)_:-lJ__L.il]iU
Pe-binicion 1,175,

Ui Luenochjunilo A e un copaclo Topoldeico Xoos vaerina-

et a

enooabierto

Lo cudicwnsjuriio LJ, Py e e o il aderlo ol ceerddo.,

e Lo G| Godicceet s oen ol conjunto X Tods conjunto

wooabier oy Shede bl To e roddo canjunlo e acrrada,

Teormm Lo,

SUd A U e cec T o Lol Sy ien, PnTonces las sivulontes con-
diciones son vialidan o
L)y ¢y L sou cerrul

D) e DhiLer e Do anl DLy o e el junt e corrados @s careadda,

Sy Lk un D L lita de can i sereandos em cerrada,

Ly oy X ooon certades (ooegue clhan i Les complementos de 1os conjun-



Y T RN O I N R ST IR R VAN TR SR SR

B R T P O S B TS LR T T RSN USROS ST IS (R {A.J , JpYianes ey de

[E SRV
et
NN ¢ Ly Cxn, A )
S L
t e
Cotes oo conjunto AL e rton por ol inieldn, ol wiembro de
o |

oo de T eciie S e et wie unidn arbitearia Jde conjuliios -

dhi e i,y s el stoee oA Dt abterto, e lootantee Y LA
ey

G LT A: e o rehy para Loz b, ooy g, o Dlrremos 1a ecuas Lon

A Lo derectio, v Lo o idns Fenemoss e Inlorsececldn fialta Jde o -

bLovtao, Por Lo oo L{“_ iy roedo,
X :
J"l‘ill)‘.\ T |:|_'_._ N
Dot Lonunto A de an espea Lo Lopolagloo By ola
RN T TN IS S £ S LS P RVt PYY R T R LA A, oo e line come Lo InTecseoa I de
i Jin Ayl Lejid LA S Ionel N,
Lojenng el e
! Ll Lot l‘]'\l‘in [ £ [ LJ, L_,xi, t:} [ N

e

Lot Comjunlon weppnsdo s Jde w0

oot coiis L b Le



Vot g el o T e e e Loesnean dackas cosnliam o cored
sec Arbemt poro ol b e e Lo A e e L eado pott e Tatorne -
DRI PRI DRSS

VECTNDARIOS

Unowvectobg oo de an punte ® de un espaclo topoldel -

oo e Loda cor jurtl o g cnt Dees Ui ol junle ablerto Gotal ogue w & 0.

Lot tlje il o [ HEE ey e L .1.1['\‘U e :)’.J- e 1(“). T el se .l:L

UG e U o pabclo e abiberto ol e veclndario de codd uno de sue

il o,
L natemiticos s a0 o ehudo ule copes lal terminolopia avuni. Ll los
abrevian ol entae fods MU et ol teera que conlbiane oo )Y opor by s

B Y R AU TN AW CWINTY PR

‘{“UN‘J O LIMITE

S0A e un .

N

s jund o el n_'iu[.mu:iu EU[_)ul:U.; NUISE- GEVECY)

Xoes ub punto o de Xy odee lis que w osoun panto Lindite (o punto de aoumu-
Lacidn) e A o ool v indo b 2 x 0 dnbaeseca o A en aldeln otro puan-
Lo distinto de o,

Diehior sl o Toge, = 0 un panite Limite de A 81 x & clh . f1).

ELopunbo 0 pucd o o O T ey,



| -]t‘llz ;"' L.

Coans dulipoem T veci o veab e ol A= (0, ‘IJ , wvhilwlizoen -
clopunte O s ket LT e ot Aoy Ul Looes = Bl oo Lo, todo
patibos el s el Iyd I A VI N T Pimere Jdo A [retu nineGn ol -
[ratito e e v wnr Linoile chee oy,

, J _ .. s -

(I | ‘(‘ (Y SEST Y I T boces ol anea puand Limdbe e B, =
|‘Ll.1|,‘|ll: iy Cres Jodlebo e 1Y Lictie il Ve id - Les Que o interaeed A oo
Pl 00 I, Ll il e sl e, T fur u ('.", 3), el g -

Lt Lo TER i A ot Lol ot ervalo L.', BJ R & R

cult AL de T IR L I T T UK I JPOPR P i [Jutel o Limdte e O 51 02

+

7 ES O N Oy YR [ B TOR™ (ORREY I i, ienon puntoe de Troes punto Limite

e 0 D b e el i e L peddhes ponilivon ) entouncen toda pun-
+ !

Coo e 4O g 1 cn punites LTt e o

u( R

w0 b Subees e o e JL Entoieas un conjunlo A el cerra
do oo Yowboy ol 0w T dnterse cidn e o conjunto cercado de Kocon
T,
Feamma 1ot

v T e b X0 A za cerrado en Yoy Y en oG
revede en X, cnbonces A ST T SR PR
Voo, |

Soac il ulbe Cpecctos ey seas A un subeonjunto de Y sea

UMD e Lty oles 0w 2L L g \ | vuatea che A e Yo LAY Y Y.

Cod o Dol o & clay 0y S o tado conjunto iblerto U cue -



sl rneen 0o
(Lo o, el Lo Lo T b oo dada por unha Lase, enton
' e Ui 1 C Poleedle o Lemento LA Ieo 1o conlie
i iy FEEN SAY
Pee e ks
cu A un ; Lo e w o edo fopelovios ¥yoLea -
JCAD v b be e e b e P ben o AL i i
At Yo a)
Cotra bzl bl
il ! R TR E TR AR ladnino es corrade s
s mnd P | r Lt e,
PUNC LGNS CON'TTHL
L] inle i LY
e Xy Y e k8 Lopaldatoons, Ung tune ion 1 X -
¢ . \ N - -
D L I N VT . U e ot slbaertas YVode Y, el cuntans e
T T VO S IR FO
Hotamos o ol Lo copaloepda el copario canvo Y oes Adala

Y N TR S nlitnd b de ) e sulicients
e La illm,’l‘[l Lo ol U wloemnnte Dasieo os ablerta:r el
avbitvario ablerto Vode Y pued sep esopito

como la unldn de

| P

(93

ety

DO Ul

Weot, Urnape

conijunto

clementos

ne

\
¥



ool T

prciebod dbee b e saal oot o Lo
mentio Subllicics e el ta, DL clequentao
de s wser LTo cainu wila LhiCepiie Lol

T_L}?A

cubban irogy e ool

Lo

e L
Tomfilan 1.2
LRI Los olesipeat ]
i fonolopia usual y o oaca H] TS IRRRE RRITY
vl el Limite dolerioe. et I
g -+ i 5 § —
Lo tuncadn pdent bbol, rix) =«

o Lon

r

e

[V

Wisivo arbitrario

Voo ablert

subbase §, para nectbar conti-

a0 dmapen inversa dae coada e

[ 1oares ¢ puoe-

(0 PR & ' T fer e lemen-

t

hfs Loo o dbLerto.
et de Los numercs 1o Le Curt -

s

S Lodo namero

Ol 1€ 2

UUna sy Lo Dmogren
D‘l }.,:_u 1l oo 1. I'Ili- filve y  Luey [N 314,LL'I'L'.) T
dentidad g B0 = I e, Cont T, o
|
Pl ety el s § A Jolerta e Hﬂ.].
e e Bd 2
. i [ I |
bas sipulontes pecpuaic lones gen wudy
(LY [ oon conlinu
(‘)) "o Lad | ol A hi ‘\7

oot

milsmo condunto cunl

veal x. Tnronces

[.H, L) de

inversa del conjunt

Vor olpra parte, la funcidn i--

10 Lmagen inversa Jde (a, b)) --

3R L= Y. lntunces
hres
s Ldene fle(a)) roalr(A)).
E . —1.
e Y, el conjunto £ (RB) ea oo -



2

HOMEOMORFTSHOS
P linieidn 1T,
Ui Moy Y ot lon topol&p icwsy ced £oooR om0 i -

i i, 01 Lantes e Divoe U0 10 e b tunec don doversa

sl cont Tk, ol bore o foest n b edos toy Do Lo

Lo condic idu e T noa cont inag Jice que para cada conjunto abier

oo Ude Fy b fmgen Doy o b U bacpe L tune in 10T 0 Y o R ws aliderta

oL e Lo tmege s Tnveroa b U tocio T tune lon F e La i que

Lo dmagens de U Jade Lo tane i

AT o gue clra lovir e ded tode un homeomorUlomo es decie que oo g

ifanciin biyeotiva &0 ¥ = ¥V Lol que U0 cs abierta s2x1 U eo abicrto,

Loto nog muoctr s que un boweomnord tamo [0 X = ¥ nos da un courres-

]"iwlnll:lﬂ, L il.L‘J’vt’L,i‘.-'; it Lot ol X Y Yo oodlno Cambién entre Jos a-

Licvlog de Xy dde Yo G un pesu Lol Loda peopicdad de X oque o ence

pomenl e cxpresoe b e bEemInes Jdeo Lo topolopia de X (esto es, en Uérmi-

nos e Ton conjanton b iorbons e XY T even, a0 través de la funceidu I, la

N

prop ledad covresponeliente para ol cepac o VL Tal propledad do Xocn Lla-

i



25.

mada ulla propleda] topoldyica de X,

Ahora supongamocs que £ X — Y funcidn continua inyectiva, donde

Xy Y son espacios topoldpicos. Seda Y el conjunto imagen £(¥), conside-

il mo un oudbe o pacio de Yy entoncez ta Tuncidn f': X —r 7 obtenida
esteinglendo el oo e Toen Diveoliva. i T opasa a ser un homeomor
Cismo de X con 0, dezimes guwe Lo funeddn £ 0 X — Y es una inmersidn

topoliyica, o simplemente uns inmerzién  de X en Y.

Terpln L2,

La fuucidn £ 0 T -— I, dada por f(x) = 3x + 1 es un ho

Moot Lomo . Vers Fioars

| i
| !
' |

: Flx)=—S——
fx) =3x+ 1 | i
| 1
| I
| l
! [
| }
I |
. ! | |
Mi¢ura 8 i
: |
- !

Figura 9
U1 odelindmos pof P It por La ecuscidn
1
gly) = 5 (y - L)
entonces podemos conpobar TAc Dlmente que f(gly)) = v v g(f(x)) = x pa-
- . . . . . -1
o todo rQmero veal 2oy v Lo pue que toes biyectiva v que ¢ = £ 5 -

la continuidad de £y ¢ oes un resultado familiar del cdlculo.

lemplo L0223,

La tunci’n I':(-1, 1) — R definida por

M(x) = —— ——



csoun hiomoomorFismo,. Ver {1lpuen 9. Su Inversa es la funciodon G detinida

|.11['

Gl = ==

Lo+ (1 + uy?)

Vs
Notumos gque Poes fune i2n bivectiva que preserva el orden.

FUohecho mue 0o un home s ot Lo puade ser probado eﬁ Aos for -
Ms. Ui booma oy ot e ae Toprecerva el oeden v bivectiva. IFolleva -

e elemento LA oo o L topalosla del orden en (-1, 1) <abre un ele-

mento Lacico pacra la topolopia del aeden en IR, v viceversa., Como un re-
oultado, Tocn autonicale gneute un horeomnoel ismo de (=1, 1) con ™ (ambos
con Ja topolopic dcl arden). Como la topolopia del orden en (4, 1) v la
topulorla usual (Sude e o) eolneiden, ' es un honeomorfismo de (=1, -

1)y con 7.

Una zepunda rurma Ao mos=lear Jue P oes un homeomorficmo ¢ usar la

continuidad de las tuwnciones aleochriicuas vy 1a funcidn raiz cuvclrada pa-

ra meafrars gque ambas, Py G son continuas. Nstos son hechos familiares

Uia dunedlin bivecriva 00 X — Y puede ser oontinua sin

(%)

s homeonor T laomo . g de codn, funeiones es la funcidn identidad - -
pot Py =l consdderada onocl gjemple 1,21, 9tea es la  siguicnte @ -

PR (ue Jdenotz el cTroulo andtario

IR0 R A .z gl o= 1
ths {xoxy | tve o= 1y
P . o
Cuotc bderado conm e cabespae s ded plano T0 )y zea
R
La funcidn deivinida por (1) = (Cos 27t, Sen 2"t). E1 hecho que f

es Diyectiva y continuag e —ipue lde las propiedades de las Sunciones --



. SO ; - \ . :
CorlponomeTrions s Doran b fane 1 Mo ot cont i La imapen baja 1 -
N . . r £ .. . a
dedoeonjunta albicewe U= [0, 0 J del dominic, por cejemplo, no ¢ bler

ol
Lo on H', Pate oL panto po= FUO) i etd en oun abierto Vo de RT, tal aue
Vo ;Lt PO
Yar Lipuea 10,

i~
—_
(=
=

Fipura 10

Cotis Ddevomas La Tuneion

M B
[0, L) e

obtenida Jde Lo Tune il T odel cijemple anterior expandiends el vaneos.

LA
Luncion gocs un wjompbo Jeouna Tuneidn nyectiva continue que 0o wS Uld

1omersidn.

FUNCION ALIERUA, CRRKADA

Det inlcidn L.4iv.

Lismacemos a una funeidn, runcion abierta, ool 1o ima-

pen de Ttodo conjunle alacrto ey un conjunle abierto.

Doefinteion 1.0,

U (w250 oo cemerla cail la imaeen de todo conjunto

CUriralha co W e pan e EPR Ty



AN N

LA TOPOIOULA PRODUCTO GENLKALTZADA

Percy fame-tle g e Ticing s v T boy o o el e b @

, .
oA de o o

s b Lop o bhp tonnns Al veien st reemodh sl detdoicdidn o pooductos

cartoerdation arbitvarios. Teiaten dos

formas de geleralizar ta o delind

cidn, Unia torg e foaca detcorminadr ates LtopolopTe en un ezpacio producto e

cL0 e Ul goteral ttac Won Jdivecra de la forma que Jefi-
fedmos una Locse oo Lo tope o T peoddunlo en ¥ox Y,
Ut e i 100,
i {E‘*{LL} = unee il ine de espacios topldpicos. To
et v alel et e g e Lopodopia en el éapania producto
X
fh | u
Lol coleecian Jde Coonas 1o cosjunton e Lo Forma
[
L1k (34
donde Uu e abilerto on I'IL parad Lode o ¢ 9.0 La topolupia vencreada por es
L e
i bas - ew Llamada la topoloeid de las cajas.
Coto eolear Do sotdef o o peimera condicldn para una baze poraue

X ¢ El mizw un cleme-nro LAc] oy v o satdiatace 1o sepunda condiviaon por
u S

que Lo lnteroe s Ao de cuslguiop par e elementos bisicos

€

ot ele -

moitlo Lberow,

(e vy oy oy = (v vy

abtt ] e Y Ak " Q
Feoter tapolopia oo boomds al ilivad s para ol espacio producto ”}‘fu » €O
i Veiellons,
Ut wepradela torme e gener-al Lo L defindlceidn previa es oonerali-

s Lo foremulas Do Ade sl e e Loy de b inieDan. Sea



L

[l 1o

tadon

soend

auamo ) Tore

Pacil

(SR

s

C

v

W)

¢

'
|5

[La

(S DR S S

Sfitestanr

e Lo

"
weoden
LT it
[ ¢
[REER |

‘\lllr_:

PRGN TWTR N (W

T

le:

LTl e

,)9

aceda elemento Il eqpad io producto sa B oocode-

T - TR

Ticiye fon wsoclela con el 1ndice Bl
| U denob T oo ],l:(‘\,‘ l‘("'}ll

"‘v

= 4 (o f o, abierto en X}
£ A I F

Wl b st colecceiones,

vetiernla por la o sabboane 8 es Llamdada 1a Lopol oaria pro

Tt Y e Llhanado el capacio prolucto
(re- J |84

produsto e la topologia de La caja. Es

orteeunla Lo ovemos 1o base B ogue § gonera. Lo colec
ooy L dnterscecosiones {initas de elenentos de §.

RAVEIREY STTRTRIEN WA

‘3

Cdodide s

Cod

e

Ay

L]nf

Lo

12

SRS EAVAR]

Lot ez

Ul colijunto Linite

Lt

U

L

L

(il

=1

&

oroenecen Al miomoe de los couijuntos & -

I3
5 e
1 B

piv oy T (v oy = onT o Ny

[ i [ 3 [4
o elementon de 8 o de un nGnevs findico de -

)

v e boemento de 8 Obtencnos alro nueve soldamen-

clogent o de i erentes conjuntos 6V' ML oclemen-
»}

poiccle ces e desecdito como sigue o bea .
do Tretices distinton del conjunto de Indices J,
Ao <l \\ﬂ | el L= l, ..... 5 N fntonces
Q



cdetes g o e T e e tos o e nton hasos e o parlicu
. - N .. : - . - . g
Jaotimen e QUL Note e gque un pabbos w0 2 0 ) eutd oen Bostoy sdlo siosu By
“
coorelerend ent o en Uy s e teee i et en U , ¥ oasl o sucesiiva -
mente. Mo cwicte nic, ey e feics Anoen Lo courdenada o de ), o1« o -
G e e Tiaed Fez s vv e ["ll LoUamo un resultado,  poedemos e
: 1 —
cribir B oovaun el ool
Lo T 1]
¢ (RY
Jdorele U et oo L peac i entora W 9 u# S
Lt (L il
Todo oo e Voo s T :-,L..uilsmwz
Toeorean VoL, o (Copparac ian de Lo topolopia Je la caja v topolopla pro
ducto),
Lo Ul i dee 1o cvcgor UK Clene como Lase Cudon Log -
: (83
congjultbe. e 1o Uy b e 1 e vdoiensto en X0 para toddo a. L to
&3 QO a -
polopgia peedacto oo I tiene comno bhase todos Jos confjuntos de la for-
(R4
e M donde U e abderte e M proea cada o aoy U Dpual oo X exeepto
o i (1 (x o
paind W ndero Lindto Jde dndic-s g,
Dos osas son Dnmediatanente <loaras, Prinero, para productos 1ind-
rl . N a . - . -
Fos 0w L o Lape by T son precisanente Tas mizmas. Sevunde ) 14
wl T
topulogia de Lo ey en wn peaceal win Fing que Lo topolopia produacto.
Teoreme 1LY,
Supdnpioe que L topolop T en cado espacio ¥ es Jado -
’ g
Lo wna boave B30 e v bec s B e et Lo conrjuntor de La forae
o
| t
(98 (%9
dunde b€ B para todo ey servied como unty base para La topolopgin de -
189 {1

HiBgLIOTEC

MivEREB|DAD OE B AR




31,

toulese Lo contjunton de La misma formo, donde B

Lo cadeey iGn A tende
(&1

E 14 prarat Wh Dfanerss il e RECHNT: Boo= X para 1 oslos los indi--
[ [ [

N IR RN B TR A T sl s dedoa

Ll

wil i
Ui mee i, Pl
e I R S G F T R T k| . Thilore A
ot x ¢
oot e e o [ gl e tew zon dadios en La i P
doe b cdjo, o Lo prottie bo cone Lo en La tonolopia paraducbo.
Dol e o ub bt o ol benpeqiee sivadentie doocmos Do iniedion
I IR R IR T e LT amenite el Lo o hT e
L N AN ANV RIa At Do Ui e e LD e andnnte @l Lo oo bu e
Doy
il tned
U o vt Dopa b dey 2 e e copoae i o s o™ L -
boe P (RN |+ X e o b Uit e X, coxLulen vec bl o o ”1 N
11‘:. U <y O N B TR S VTR I AR i S TP NS RS TR U
e 1 Iy
i i £ ¥ i | { vl ~‘:21r|["fu 1.‘).:r‘lor'FF, cllerp e -
o
el e o [oan (R R R R VRS INREI ST S O (NSRS NNV WL VS S U I S SRR O
I
t Jortedtd 1
Toscapeg | | ¢ .
e fly =% o donda o Lo wruac ién
el t
Py = | () )
i -
dostrde R S T E R O Y o I con i rspolog o uroone L as
(34 [§4
Lol en Lo FUnee 1on § e conbing s oy @01l 851 eada tuncidn Foo< sontinua,
0



CONEXIDAD Y COMPACIDAD



33.

i ALTOS | CX0S
| | g sl .

% b U T P e ey Una Jdo e an
b Vode st Ll oot s s s Ton disjuntos de X oo anidn -
gas Koo cripr b o crolanado ey 0 no axiste una copoeac idn de -
.

Conew i ol Do Ues uti por opbe bod topalde lea, va que estd fove-

oy o Uormineos e Loe eotecs 1on e oo ot abilerton de ¥, icho de

LUl Walint, A e cotno s b anh e |

%) L . .

eoocuald -"lLl'ik!'L‘ &2 =h)

CLor e Omor -

EYS

AT e v e b o o i e o0 e conexidad en 10 sipuilen -
1

UL o e e s s e Ly cd ey Tess T leos subc oniuntos, Jde X
due Sol adrierbos oy v b 0 T v “hoel conTunto vaeda clocapac Lo

moLoaes !t

oA Ui S T R VR N E TN Y I o cS ablecto y o cera olooon X
RITR TR [ ot b A N s A o T e Uil el e 00 de X
Proteguie ceb ot b e Lo b ko, v Lo vac o,y su s idn oo wL Con
veramenl o, L Wy N i e Sopann o bon de Xoene ncen U no vaclo
ot bt B I O ET VN PRV R VAVRNIFE AT PR O

Por v an waber e o Yoo un copac o Lopobdp Teo X e in e olea forma
Gl P I R L A PR B S S R RIS TR SN ST e N

| lil
R nnod e My una Separacidn de Y oes o un par

e s junt o pUIRRATS ! Tooenyns ulil o e Y, ninsuno de |




LN

T P C AR T SRS PR T N R T T B S S STl W SO IR A AN IR
R B O e T A Y NS S (N L 18 s wE i (e W sn Gl

U 0 il bt | |_- b, Yy U (0 ] b ]AI'(\7
Cor e e donbor ueee e Sy e [ I, 1)y (O 1] S N TRV TR RN L
ivrrlo v Y Leovaae e e clc i, e v chertente el los s torhean v -
b H g b Y
I TN O R N TTITY T YR P Pt b Uos wanun o cnil Dt
(] [I\ I WA A U oo fiviea o 3i-.!!1-(r_' U oo -"urlt, [aasfaa e,
ties |.|‘|l,“['lul).
11 (1T .
o = e pidint Gy b tormah wine Cenenac iGn de Moy oY =
CLLou b e [T il I TR S S AP TAS IR ST (TS TR I CRRRIT U o AN NN PO
U
tradee byt
cos b cir e e Loy ene XNy Cobiuil s Lo ey

yolr oy e e e 00 o s nlon son dT s juntor o sn o anidin
T O I R N L1 G 0 0, el DL Tan an Sconte o L e YL -
o o i ie ey, a0 el b cooov b o To tanTo Yo el cu b ue ente
oL e G f s e |

To-cir 1B

cronbs T e e e W e cni il os aonesEo L duie U Lelen

CLe [t R T T R



[ } TS B SR R o Lo el ~-“;llll[‘\l‘: coliex0s Ao un -M;ull'iu :"(‘,

R e T A T B S W PR (AR E Lovae b, 7 (S o5 Gl St e -
L

e epee s U Lo v Gh e b0 e Y0 L punto x SnTd v e dle Lon

com Ut U0 by g e 0 e e 0 e = Locnpciunto s A e s
o

P st g oo gobenr b e S byt paede wn b e I porgue -
Cole ot b el pantes s e e Pop o Teuiebe A G Tobo v g

[ I P I O I LS Y F U RN (U ) DU POV B FYIIS SYR TR U TR LR A SVO YR

SRR TS TR T LTy e de 0 DA R OOA)) cnton -



LS PACTON

(":;Ml‘/‘\(l‘l'(}_;i

e | fun i y .
Moo P A e cabaon i b ey o e T ana
R
vl et e :‘j, [ b . VR .l‘:j ' l | l;l'x;-.'ll N I_l'i, l'l'."||\‘l|lu, nln\;
A .[.\"\lll D (N Feoan v R IR P N ER TRYEE SR PR tl o=
o i | Los oy '
Lo b bhi s 540y
o TR AEVRTTRRETRN ol ot cub o 0Dl A=
crtnd Ll i NI T T R T TS N Y11 R RS UR SN Y FYATER R
el
P T T I T N AR T P VR AR T BTET Y EF T RIS P R -
[P REY R S I R ! oo b
A - {mﬂ I I T A
fecs ol et 111 Lol i l vl
. o 0y
iy I
L Pl RO VI VRN I TS RS ITI O Rl S
ol ,
S DI | e a !
Coh |
Pt Ll § oo U A . [ Y PR IR VITRY S RIS NS PO ¥ Qile vl et o, -
| IS B I TR S o L e S R AR T R PR TN AR U B N BN R VR YU PR R D S MR T I B TR R A
1
Covlo pubdes ot e e Uy e bl et e A cutiben i oo, Lo
ot Lo judte il Sl U R TR Y IS I /\, ;Lli||u coty e bomen by -
; Soaondit u o n Il O P S N O R R N R R
TR 0

il paer e o Lo D e ol e wie ndne o P inite e pun-



[ coahpe | | e S LR EERS A | ST A I oo Lo e tmtento o
et o e T AR |
| L
[ S PRI R IR TN o ol Loy b enbiie et e e
i
i | l,l o o |
o po o o
R L T Y T N L P T O R S P Y RTER TR (L IJ Lt e uzt =
conp o b TLol o Cory Ty o |5AALi I TR AT U RO I O TR B S
YR R G Y IPRVRLY SO (L | ‘E : l.‘ui'l.j‘:)
; Vo i 1! [ | L . RN ' 1_‘:“ A e ol iA.lelllv.' e ™
Vot | ( | U A (R ' il jl‘lx,‘ t ‘{.
Dt 0
Coa S b TR ST Yoor e L i S
B ¢ | b 1l “l‘lnl.r [ . i | [ 1 j.;HLw.‘ -lLvi'.:l'l el & ol i o2 il :'ZLll_'

Dot ol joly TR ol e sy A= {/\ } PSR SO L=
[} u,(‘-]
Corovle T il g bl R TS N TR RTRTE TR Lo boee 1o
i P [ I ;
Ll
Cobou b et b TR bty cnn Yy gt nete doanicagbe, -
, . & Caall ¢
[0 B O T U ST R G 0 T I VI A
oy [ T L I \I'J
B Yo
L'“l'l‘(' b j | - Lo ! . R .- N
I I [P T o s o] S P ETES PR R UOTU TS R S PUTRRRTRY FYRP
L
! L
o
Utz TSR L copree beedo raba dntento de Y o it oz



38,

Abcierton o X vt Loe ud anboolees Ldn tinity que cubve A Y v probemos
U Yo gt T

{ L } Gl ocalbe el e Yo pow abiierton en Yo Tara onda g,
w

el h b abbesta b X r L que AT -8 (0 Yo T coleceddn A2 {A [ ¢3oCu

8 (3 ¢} [$3

Lot bl boe ot 7 ot i e bes e ¥ For hipllesis, alpuna subooles -

- . . | - A v . A
CLGn Pdndta 1A s eaey B } Cllcie v T I unees {A' s ey AT } 5 und
(R4 | ltri U.l l_lll

satho ol oo 0 e A e cndbe s 1 Y AL Y e cotpacl o,

LSO TR I

Lo calecon i b e v ol i cspvs 1o compacta, e st
L'._l
Debinicicu 2.4,
I e b Ve L pien e D haanole an vapoesto HausdorTF
Sl e caddbi s w0, v b panto distdinton de Nyoexisten veoindarios -

i juntes Up oy G qae comd i nen o w2 respentiivamente.,

To-ciemo b,

| ] -‘4;11“i|;1.|_ il to cneoalt x’.;l;x-,'j_i') Housdorrl ¥ e oo -

i

potemi YN

coXouh espaeao Howeader BTy e A unr cabean o de KL -
Loteiices ol pant o x cooun ponts Dlnite de A sy w8io 81 todo vee lnda-

cileode s conriene unono Pl i e punton de AL

Teorom 2,06,
rodie con g fnpdemento ordenado o2 oun o) e i Housdorr

o lae Toporlope i e b Toris L o eedae Lo de adon e pacios Hoausnd e r e~

un oecopaedo Woesdoe Ul U el po Lo s an enpic o Haasdortf e wi espa-



oo cnpaedo Haweaor 1l U cs cereag

I T o { I
e,
el « »
a0 Lith Wher oy by copppac oo de ) enpner do Thona -y Xy
A L e bl e a7 [iwee oooxislon conjunlos abiertos Jdicioanloz oy
Vode & . ITER T L Vo e et oo ibe
S Y I R
P v bl o b [ I P R [xl, |1J Ciraoc o Lo ‘\’,
oyt deb boorems Db, e cach L e suboon junto cera o de '.1, l.:]
Ccocnnpo e Lo e clens et 0w Tone bl Teorenne 2.7 00 e o) Tnterva
Led! o s L] (e g e ot oo e compae Los pordue el Lo ne o Zon e
s lod e o |l btiale [y idest
KRR T '
7 Y : c b cofnpec b Db o tane Do con bl
3N [ "IH]*‘ .
f el
o & St L Do con T T ey sea X o Lo, e
A un il Twmbento ol condd Yy o congunrors ablectas en 7. La co -
]“\' lisls
|
| ) ot f&}
[ U B P S B IR S } . v -Allklxl llll;f'l‘ll t :‘:; SN A.-'l}‘il_Hl:\‘Ji. 3w T r.lhit.'.l‘
98] X Gl ' TN BT o Lo Loaoto ane T ro Clnite e IiillOS,



0.

cuhe o0 &L DnbafaCe To et e, Ns vevny A cubren a Py,

L't 4 T,

T A TS IR e T30 20ont T1na r'J_l‘.‘«/l:A,_‘t.[\/\l. LR e -
Somprnc Loy 0 s L b e Ty b e T e s
Pooar o ! t .

CLopoviabae Loe DR Dt 0 fer vl do COBpactos e cotlijad Ui,

L e [l tulben)

O N L ST TS o o paerodue Lo J0ow Y donele Y own com -

pete Lo, ol H s an e b vt e be s Y e condldens o recla - - =

oA b A s Y b o, 1 o pene e tahe Wox Y alredaedor Jeox o ®Y

Jotele: Woess ane o vecieba 0 b e

X
v
i
L
I‘ILE‘,LH‘H 1
tooboter unowr d el Pure ue un Lot io Lo aompac o, an cciterio -
TR E U PO S TV A TS PR TR IR TV [ ot sy cereados wAs Licn o giee o can—

Jutiben abvder o e Db Gl b e el lante, necos Dtamon 1o sl -

Y RTINE

—— N

— — T

dl=" : V|
] - - ..



41,

Ll dnnder i wi25
e colecs 000 Code sabeen o e X e ddee que aatbds
v Lo eap oot o Coerece g D bos sl paeer toda subcolecoion find

i (:, [ 'ill'\ LER I LR 1on \"i] [ T A Yt BE b \/-‘l"‘:-:k.

[evorema 2L LT
Tes o dun coba o Tape Lde Loo, barotess Xoes compdcto sl
Voo sl opara Loda e e 0 € de annfunton cerrados en X ogue satisfa-

./’ i
e Lo propidedad Jde dntoer seco ian Tindita, la inteesoecidn N Code rfo-
1 i . 3 ! cee

Wit to S0y sdlo s para toda colee -

salloface Lo propicdad de Intersecclon

clon A de sulconjuntos de Koo

Fluita, la intergeccoion

r ()

Jesns e bansurag tos Vo in,
covend 20100 0 (L L Lewniogng de Tychonall )
EL peocdneto aebiditracio de enpaclios copplctos os conpacto
el Lo tapolopio peoduc o,

Anlen de oeguie cdebdite el oL entudio de oS espacios compactos

G Devresar Lo cithord e Ly bt Calicopbos,



Cosetn Ll 1 iy

Tiva

\lu«i

Junte

Lidea

Cuorhid

D111 de

Caon

diz

e

il

Tilelie Lo,

I il

(KRR PR

meterlo s ol

L

La TOrOLOGLA METRICA

ol reecue e

RIS R R IR N CR OT

T

Ui et Lo 0 ocn un conjunta Xoen

shanienlt bt b
oo Lesdos ey 0Ky b dua bl e
AN boopmwrenr ol il PRV A x
l(, '-) ](:‘1, ) |l r l‘.:’ Ty Y, oA~
O i bt Lol ol 11 L~-l||1 1Lt
[T RS B R R e ot 5 \,') i
SRV PR SR Fhedora e Tk =2z

Jivtun Lo o ¥ en mener qud o

Joradio oL Al

4

3

il e U

LT

Ha

O, ol Ldereios

W

wlas nara de-

[ ;]J(rJu\“"L(l

Futieion

Sy LAl sl -

Yo Tota propiedad

et Lhouncedo La

el [SENE D B

Mste conjunto

ool Uhinos La omd

Lo D0y cwenilimes o ala bola st lenente cona B(x, €),
rare v ol i
o en e S teien an el conjunto A

, entonces la coloe

IS5

und lase parva

e 1 Ermi



INE

Uil L‘/| Lo Lo e 3 L) ot et [ o ‘1 i ”I"l-'l c1oa Induedda | deet” Jd.
Loc s fmeres v Dod e Wi lecs o teivialy o yer e x 8 BOx, 1)
P Londin G bt e wnpero b e et e coned i L0 para una base
A EU N B R B R P S T ot S omite e elec deLoe Leiment s bdsion {'-(.\', t_'), clrtounges
o Lo oseslromen o230 g [ o cwon GPeo cene /e crtd contenddo en

lieey, o by Do Lduam e & voigue o by g pios i Fivie o= dl=, v Inlonces - -

By, 6 0 Lbey, )y g Do blyy 8, cntoncees Ay, 20 < o = A,y

Jdoodo Uoe Locosnier g e fLbi-

dl S dlm, Y lly L 7)) 2 e L Ver Tipura 2

i
i
—y—
)
'
1
1
t
t
NN
~
L .
N\
7
k- e
-~
~. -
—
Ly

Ahor conp ol o ol condd e bon poane wna base s Sean By By
N ST T O N R S by 0y sl Tensmes el ol pieecisamente

O prodeiee o St Dt P bIves Sy s Lal que IJ‘(‘-/,ASL) Gy oy =

Sy o 0m ) Vo Tonedido B wed i [ ruenion e &L»l Y LS‘_': , voncelaimos que
Deonedo Lo b Leamaos faoloada podamon o T deriniaion Jde topolo -
,'Iikl T T PR EEY SN Bl | ot el Los abiertos asi

iy conjunto U oo abliderto en Ta topolopia md pica inducidy por d si



PR i [ S R R T o L g S ER T L GV S o L,
| —
Gl oreeane bl O R S T A G U L PR S SRR TPYE SRR Conversimeh De
1y et N G e T O R TS O R PO R BRI COR 1 |(_‘a, v Cpele Lol
.
oy I O T NS PR I PATR I ll_‘/, G) o et ey
: LI
' ol ITREET 5 § SRS
e, ) | ]
ST R ;
[ T e - o e s e Lot Do e tpdaens -
I e L T TS A TR N1 AT PRI TR S SO I B SRV RN AT oY PRSI
[ e Lilst [ R
ot b b e b e Lo il eeccbes 00 v ched G iihe paare
(I l:-: |
B R I TR TR TR U PR P e o Lo loe oo ol nelen -
O R T TP F S S T U N A T A R o e o eden v un e Lamento
[ENEE | : BTN IR R TR
¢ ) 7 M " )
ol )
Lot 1 === 1 [N B Ml oy T N ey i, €) 4
Ll I oy ) I N A N P - ., A P ow)
L =7y .
o T S R R o e e bey bl e -
el e I ey e o «l4]ul:( [P R R T T G Y DIV (P TEIE SR P N T
o e b e e bbb X anto s wh mcLeben enaaesd



R \‘.l i y
s o AR
Cooon U e P R N IR IV S S Il B AN Bl R A o jun-
R coo bl e e e vane e Ml G
oy c M
[P S 1], a [ ISR R S N R IEE B J et e de A
S P I TR | NITTR.
I { iy (I ]1‘4\1_1 bov )
T O Y A A T Y PR L Pl AR S TR G g e ted el G oy e i, o
1l | 1ti.-'ll le L 1 nle i | heem gels b Lon et o X, Torp elein -
plee, L T AN LT TP T PR TR O T T T R P R VI SR ITTE
R R O S R e A T PR Coue et aheeajant o Lo Moo =
ol o ol A7
T i
T e D O (1T B SR TN Y PR RS R oo Lot i tmee. ~
Ao e N e b e L ciue i
A, ) min {xl(-'_, B
ol o R Tt B O G B PEU P F RN P CRTI S SRS R TR BT T
R ERER 5 IR UTTIPCR N [TV R Cord ol o rreponddiente o d.
TR P
! Lol Cooe e A el oo ooy und mé-
[ sloen oy At Pl b gt a
i ) 77H NI A ](yﬁ )(*)
Mhe ot e, T L, vhCoon L Lt derccho de 1o

Piew e won U Cn ol mene s Ty cou b 1 ele lzquierdo es (nor definicion)

IO RO U TITIPE I IR Y PR I O T N R D CRF R SIY . Corno o due =



ey,

e, Lo, be ) i IV | , bate
. I Voo ) O I IS A A
Comeo A0, o0 ey o e b iGn, Lo desieablied telanealae -
T ]
I VO P N TN IV L ST TR ST (bl e e e Tan e la
RN
i l['i’ RN 1‘{\ , )
| P I S I G O
I ’ L
el s in Lo, ) Bemens gt e e e e e Lasian el Lenran ol

[IFERU R S
aoun b Y e e e o ol conunbs My o Ty T -
. e 1 jt i TR fig gl lI.JIJiH T S T IO ] ST R DL ey Y Illf"ll
[ Gl L & | TR TE X te k' TP AU RS AR SN E 2 Y I (S|
L
I A A )
1 i
[ 1 v T 1] 1
. T .o
b = oty e Y e Dy i Lo neci e
o O SN Ol
.o
1B T T b ;
1
. . - I
; Aot | 1 el Y L I om-%i i pe? [ R BN P Y
) ooy
| f - ; - -
| | b et Pioneky T O P



’
phocln
Y
.
el
Lo
o
an
[
th

P [PURTR

[ I Y RTI I

I NIV IS

el e

L

s

Livy

T

PTRIITINS P T

.

bosfpafo e ® Bude Fattae; vico b paedon

Prcted ey

|
! .
| !
[IRTIVS SR
(N )
T
I I
o o

Wttt aeos o bemmealon LA

aomCt i e Lintea o
. it
PR PRSI B R i o - b .

. . I
TR E [ETVER TR TI IO R

v

T T P RTTE N N RN R A

Y T FRER I goaderding -

W

Lo o o

TR I S R PR SR TRNTTY RS B SR OTY PP YR

1 S T O T U R AN SR I -
Pow ol oo
|
> lJ 2
Sy, Bm ) ouly I“,llxlflll'—
I, lenatortie b uiente &3

. - S
=ty « - o Y !
L) alal™ 1

TII naLvasTm |



i

IR RN

|

Lo

i
v

tules

i
f
1
L
pe
(BN

[T

P i

J

vl

bl

I Jo

s

ol

N Y e

P Vs 14T

Joconiuan-

e bor i

ey it -



’

|

3

AR RINAN

NITEREST:

I
[
i i
L)
il
Wit 4 Too

sue

SILEL e

v .

Cooll Ty

(v

R

\lt‘

Munelones

I

biecttnn o o

Srlinuas

clerta).

el 1,y

en | o=l >.M“ ol



51.

CORJURTES cOMPACTOS BN LA REFCTA RINAL
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PUNTO LIMITE COMPACTO

Un espacio X oo punto limite compacto, si todo subcon-

junlo duiinito Je Xoriene un pouto limite.
Alpunos autores Jdan a enta propiaedad el nombre de"propiedad de Dol-

Zalo—be Dsbere st 5ot il aedldod de rdchet!,

Tesdveino @090,

Conpocidad tmplica punto limite compacto, DEro no conversa

ez,

tgmﬂfl:

Sea Xoule enjacio cotipacto. Bado an o subconjunto A de X, quercmos
probar gue si A e infinito, enlonces A tiene un  punto limite. Probare-
mos el contraponitivo. Ui A no tiene punto limite, entonces A debe ser fi
nito.

Supongamos pres que A no tlene punto limite. Entonces A contiene to
dos sug punlos linites v oen poer lo tanto cerrado. Siendo un subconjunto
corrado dde un espacio conpato, A es coppacto. Para cada a en A, podenos
escoper un veclndario U, de 1 tal gque U, no interseca a A \ {a}, va gue
a0l e punta Limite e AL T conjunto A es cubierto por los conjuntos
abicrtos U,y <londo compacta, puede ser cubierto por un ndmero finito -
(n) de elios. Como cada U, contienc sdlo un punto de A, el conjunto A -
contiete n punkos,

Ll ejemplo sipuiente describe un espacio que es punto limite compac

I peto T e T,
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Considerenos ol conjunto bien ordenado no contable SQ, -

cii la topolopia del orden. Bl ecpacio QQ no es compacto, porque no es -

cerrado en o . No obstante es punto limite compacto : Sca A uan subcon-

junto infinito de o . Lscujamos un subconiunto B de A que es intinito -

»
conluble, Olomiy contrable, el conjunto B tiene una cota superior b en -

5.5 entonces B es un subconijunto del intervalo [ao, b] de 5., donde ag

Q2 Qr

o8 el mas pequenio elemento de DL oo ﬂl tiene la propiedad del supre-

mo, el intervala [”o’ LJ G cumpacto, For ¢l tecorema anterior, B tiene
1

un punto 1imite ® en Fdo, bJ . Bl punto % ¢3 Cambién un punto limite de

A, Ast SQ es punto Limite compacto.

Lexind 2.8, @
Sea ¥oun elpacio topoldpico que es punto limite comnacto, en

tonees toda sucesidu inFinita (xp) en X tiene una subsucesidn convereen

te., bsto es, exlste una sucesidn crccoiente

Ny < Tip < vy <L <,
< i
de enteros positives tal que
b'd A Cra e
Iy [ fll

convere.

I'mucha

Dada la sucesidn (%), cousideremos el conjunto

A= {x | nez|

11 b
rimero considerewss que el ceunjunto A es finito. En este caso, asesu--
ramas que existe un puntoe x tal que x = #, bara un nimero infinito de -

valores doe n, [Para profae esta alirnacidén, sea £ o Z+~+ A la Ffuncidn -
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derinida por [(n) = x, . Lutoness comn Z1 es la unidén de la coleccidn fi
. - -1 - )

nita Jde conjuntes Foo(x), va que x vavia an A, al menos uno de los con-

. ) -1 = 2 L . o

juntos £ "(x) debe ser infinito|. Entonces la sucesién (x,) tiene una -

subsucesidn que es constante, y por consipuiciite converpe autondticamen

te. Hupongimos que A es dnfinirto, Enlonces A tiene un punto limite x. -

Definines una subsuce=idn de (%) que converse a x como sigue : Escope-

mog nyp tal gque

LIonees supoanyamos Qe ¢l entero positivo n,

i ¢s dado. Ya que la bola

1, . , ¢ B
HER T ) odntersect A el oun namero inflinito de puntos, podemos escoger

un dndice n, > on, Lal que
1 1-1
- 1.
b C LUX, = )
g 1
Entonces lda subsuresidon =, X, ... <converge a X.
N n,
Leemon 2090 ¢

Sea al ecpacio secucncialmente compacto X, entonces toda cu-

(%)

Dievia abierta A de X tiene un ndmero de Lebespue §,

Fevetiy
Probaremcs el contrapoesitivo @ Supongames gque no existe ¢ > 0

tal que todo conjunto de didmerro menor que § estd en al menos un ele -
nento de A Tntonces A uo es seonencialmente compacto.

Asl asumamss que no existe tal §. Esto significa que para todo -
§ » 0, existe un subconjunto de ¥ que tiene un didmetro menor que § -
¢l cual no esta dentro de ninglin elenento de A, Fn varticular, para ca
dan € Z+, podemos  edcoper un punto €, que tenga un didmetro menor - -

1 s . N - .
que — el cual no esté contenido en ninpan elemento de A, Escojamos para

(%)  Ver Lema Jol Namero Je Lebesweue,



cada n, un punto x_ de 0 L Acepnramen aue cota suees DO {x)) no Fiene -
n '

n

subsucesiAn convereonto,

SUpONFmOS e (xn) Fiene una anboucenidm convervento (x ), qune
n.
1

converge a x. Ahora x pertenece 3 aleiin elemento de A dde A, v comn A ng

abi(nﬁtﬂ, exista o >~ 0 'l oaue A, ) OAD Doeoiamoan 1 saficiontamnn

te grande que

¢ 1 P
Al , ¥) < Vo= < =
n ! n. 9

i b
(AN ONE EY |
”l _
Lntonces ¢ C A, cembradicieonda 1o Formg on que co acaericpon Jen

My —

conjuntos Cp.

Definicidn 2,16,

i

S toda zucenidn on un espdacio X tiene una subouce -

sidn converpanle, decimos que X ea cocuencialmente compacto,

Lema 2.10. : (N1 Tema Ael nfimovn de leheague )

e A una cnbierta abiopta del espacio métrico (X, A). =i
1

X es compacte, oxi=te un & > 0 4417 ane para Todo suheonjanto de Xoope -

tiene difimetra menor que &, exisle an elementa e A fue Ina conticne.

EL nGmers & oo 1lamadn un nitmero e Lehesoue para 1o cubierta AL

Prueba
Como X oac compacto, por leoyema PL,23, ¥ es pnnta o Timite compac-
tO, ontraneog por lema 2,8 todlq cueecidn infinita (Y:) o ¥ A iens una -

subsuce=idn converrenta, es Jocir ¥ oo sacruenciaglmento compaeota, ¥ pop

lema 2.9, +oda culbiierta ahierta A As ¥ tiene nun nfmes o [elismena &,



Teoroma 2.24. : (Tearema de copntinuidad uniforme)

Sea [ 0 X — Y una fancidn continua del eapacio matrion

compacto (X, dy) al espacio marrico (Y, d,)., Fntopces £ es unilormenon-

\7

te continua. Feto es dado ¢ > 0 oxiste § > 0 t3l que para cualanine -

par de puntos xy, Xy Jde ¥,

dlors wa) < 8 == d (0, Flzp)) ¢

Prueba
Dade & > 0, tomemncs 1a ceublerta abierta de v opar belasn Mv, =)
Sea A la culiierta ahierta de X por 1az imdoenas invarscss de o-fas bo-
las bajo fF. Uscojamos & comu un nitmero do Lebespue papra 1a coliiorts AL -
Intences &1 %y y %3 aon dos punlos de X 4l que de(x), =) < 5, 21 con-
.

junto {x], xp}tiene difmetra menor que &, asi que =u imdgen {1(x)), ---

f(x,)} estd en aleuna bola Blv,

Fy. Trtenaes A {T(x), £(s)) < r, no-
il ¥
mo gueriamos.

Ahora probavemns que compacidnd v opunto 1imite compacto son equiva
lentes en espacicos merrizables,
Teorema 2,75,

Ara X oun eapacio melrizable, Fntences los simiientes e-

nunciados son equivalentes
(1) ¥ es compacio

(2 X es puntn Limile comractn

(3) X ez seenencialmente compaclo

~

Por teooremi 2,71 v lema 2.4 tenamng que se cample (1) > ()

===> (3). Renla puss que prabemns (3) > (1),



Primara probarem s ane pora todo £ > 0, exizle una cnbierta £

! i
nita Jde X por bolas de ralis £, Y una vez mis nrobaramos ol -
comtrarnsit o 81 para alpin © > 0, ¥ no puede ger cubierto -
por un nitmero finita de bolas de radin ¢, rnloncez X no e me-
cunneialmente compacio,

Supongannet pues qae X ono punde sep cubierto poroun wimero Findg

to de Polas de yvelic o0 Construoimes uma cucesison de puntos xw)
de X com~ signe @ Primera escopomos xp oun punle cialaiera de
X. Notando aque la bnla D(x1, £) no o3 1toda ¥(de olra Forma X -

podria ser cubierta per wma sola hola de radio £), ono

%9 un punio de X que no partencce a B(wy, rY., FEn general, da -
Aoz My, oo, ¥, ASCOMOMOS X un punto aue no estd en 1A n-

n: n+l

Rlxy, ) U ceee UOROx, E)

¥

neando el hecho que las holas estas no cubren a X, Notese que

por construcaidn dix

(% w.) > ¢ para i =1, ..., n. Por lo -
n+l’ 1 - ? ’

tanto, la sucesion (%) no puede 1ener suhancesidn canverpen -

L

y en efecto, toda bola Jde radico

(i

pucsla enntonery w2y napa 1o

sumo un valar de n,
Aliora proabaremos que X os compacto, Gra A nna cubierta abierta
de ¥X. Como ¥ en secuancialpente compacto, 1o cnbierty A Ficne

un nimero de Lebnzpue §. Usando paso 1, esncapcmos und cubierta

. " . .0 . ] .
finita de X por bolas de raldio 3 - Nada una de astas bolas tie
‘. . 248 .
ne diametro de a Jo asumo = asi podrmos escoror para cada u-

holia un eleomento de A ue la eontenga.  Hemoe ob
1 : -

tenido asi una subcoleccidn finita de A que onhre a X,



Definicidn 2.17,

Un espacia ¥ es localmente compacto en w ol ouf
gin subronjunto compacto C de X que conticne un vecindariao

localmente compacto en cada unc Jde zus punias, se dice que X es loecalmen
te companto,

Notese que un  eopacio compacto es auvlomiticamente loralmente com -

pacto.
iemplo 2,12,

Lt voelta real T oes localmente compacta, 1,1 punin = antd

en un intervalo (a, b)Y, que cold contenido en el compacta [4, B]l. E1 anb

espacio 0 de los niimeros raciondlos no es localmente compicto,

Lema 2,11.:

Rea X un e=pacio Hansdarf . Ontences ¥ oes Jocalmente compacto

cnox

A
[N
R
(%]
N
L
3

a1 para eada veninlario U de x, existe un varindario V de

¥ tal que cf(¥) en compacta v o(VY ¢ 1,

Corolarin 2

“ea Xoan orpacio HauadortF loecalmente comracto, sea ¥ oun

subespacio de X. "1 ¥ og cerradn en X o abiarto en X, entonoes ¥ oo local

menbto compacto

Corolario N

n espacio X es homeomorfo & un suboonjunto ahierto de un

espacio lNausdor{{ compacto =i v =5lo si X

cs HausdarlF localmente compAc
to.
P Siat (i 3 p
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CAPITULO 11T : AXTOMAS DE CONTABITLIDAD Y SEPARACTON



Lo,

LOS AXTOMAS DI CONTARTILTIDAD

Definicidn 3.1,

te dice que un otnacio X obiene una baee coptahle on

si exizte una colaceidn contable £ de vecindaricrs de % +al ane cada we-

Ip

cindario de x contiene Al menos uno de 1os elementos da B, Tn asnacin -
que Lione una Larse cantahle en cada umo Ae sns punlos ce dice aue aatlds
face el primrr axicoms de contabhilidad o que e3 un esnacio O imern nume-

rable.

[ A

NAktese qua un eapacin metrizalile e~ primero numerable @ Tea ¥ un -

espacio metrizable, =ca d Ta métrica que induce a su torolocia, enlonces
. Y g ; [

para todo = 8 X, 1a coleccitn de bolas Dy, — ) ez una hase contable en
n

X

Toorema 3.1.

s Xoun eapanin que zatisfacae el primer axioma de conba-
bilidad,
(a) L1 punls x pertencoe a la clavsnra ¢(A) del wubeapiomte A de X si

y 5310 31 exisle nna sueesidn de puntas de A ane converes ook,

(L)Y La funcidn @ X — ¥ ec continna si v «d6la a1 nara toda suceaiin
converaente (¥p) en X, aque converce a x, la nucesiin (M{x )Y con -
vorge a fx).

Delinicidén 3.7,

in repacin topoldeico X se dice aue sAatisface el cooin

do axinma de conFabilidad a aue rs secundo numerahble, =1 ¥ tiena una ha

ce contable rara su Lopalogia,



Eiemplo 2.1,
La recta real B ofjene una Lage conlahle, 1a coleecidn de
todos los intervilos abiartaos (a, h) con a v b racionales. Asi miaome

tiene una base conftable, la coleccidn de todes Ins productos e interva

Ty
los (aj, by) con aj < by y a;, by, nimerog racionales. Afin B° tiene una
baca contable., La coleccidn de todon los prodnctas 10 0 Ugy donde T,
n .

"
as un inlervalo albierto com pacionales en Jog azxtramnos naera un nimers -

Finito de valores de n, v Uy = B para todos los otyas valeron de n.

Ljemplo 3.2,

- .

. >l RY P : :
Fn Ta topalopia uniforme, T satisfaca Al mramer axiomi

de contabilidad (siendo metrizalhle). Tern no satisface o1 ceaundo, Conai
. . W . -
deremos el suboonijunta incontahle © de W que consinte de Todns 1az on-

cagiones da N’ v 1’2, 21 A es unt base para 1a fanolooia uniforme on

W . .
R, podemns ancapar, pavra cada w © C0 oan elemento R, Ao R aue contione

a xy que estd en 1a boli de radio 1 con contro en x. 71 ¥ v v =0on run-

P

tos distintos de €, entoness Ry * Nyy comn olx, v) = 1, 8o Tieme ane -

% ¢ Py, Concluimon Auea R e incontabla,

Teorema 3.2.

Un subecnanin Yy oun espacin primero conbahle e vrimero -
contable. Un suberspacio de un espacin secundo contable es zerundo conta
bla, v un |woducta contahla de sapacios primero contahles es primarn -

contable, v un prodiucto contakle de espacios secundo contibilen as cemin

do contahble,

Definicionm 2,7,

A

Un subeepinio A de un capacio X es demao on

c(A) = X.



Teorema 3.3,

(b)

Supénpase que ¥ biene una hase con

(O

table. Fntonces

Toda cabierta abiorta de ¥ contiene una subenleceifn conntable ane

cubre a X¥.

Lxiste un subconiunbe contahle de X que esg

Prueba :

(a)

(b)

-

S {R“} i base eontable pava X
Sea A una cuhierta abinrta de X, Para cada

el cual es po=ible, escopomne un elemanto A
elemento bAsico By, Ta coleccidn A' de los

ble, ya que ticne indices en un subeonijunto
X v Darlo un punta x # X, podemos escoger un
contiens a %, Comn A es ahierto, existe un

que % & Bp O AL Comn By crtA an oun elementa
estd definido para 1 indice ny como AL oon
%, A3i A" es una subcoleccidn contable de A
De cada ~lemento bisice no vacio Ry, escoge
Jjunto D = {xn ‘n e Z+} ns denco oen ¥y dado

- v . »
bArico alrededor de x inlerceca al coniunto

DefiniciAn 3.4,

una

Un espacio para el cnal toda on

subcubierta contahle o5 usnalwmente 1lamado u

denan en X.

entero nanitivo n pAara

n de A mue conticne el
~oninuntos Ay er conba -
de 2, Ademis cubre A
elemanta A de A que -
alemento bisico Ry tal
de A, el coniunte AL -
finnn a Pp, conticne A
qua cubre a X,

mos am punta ¥y, Bl con

\
w8

, Fodo »lemonto -

N.

hinrta abhierta contiena

n ennanin Tindelaf

Ejemplo 3.3. :

£l eﬂpnciufml zalilslFace todos las

salvo el serqundo,

Dido x E IR

1’ ¢l coninntlo de ftodos los eleme

axinmas de contabilidad

ntos hiasicas de 1 Fop-



’] N

ma [J-(, v o+ !TJ egoana oo copl o ble onow,

Hara ver W”“_WI o Fiene Lane cord abbe ) aeg R
cojamns para cada w, an e lemonto Ry do foral que x @ “x
bt * v, entancens P * B s vl aue v inl Ry, vy = inf D&,,.
Ly R olebhe ey i contal e,

fara prelae qnn Wl cnolind el Al e parqyfeoe mAn
rrobar que toda cnleimionta hioein e IT-'] Por e lomenl e
e sulealece 5 contahla age e A Wﬁ (<1 e para
de abirrtan aque ci]ase a1 1° ol umes de a1 Ta s en a1
Ao 1o svbealecc P00 de himdicns captahites ane

contable de alierl

un hasnico AdAe 10 =nh

—\

A=t
sicos para La fopala
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“en O

n1cemn
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ble de A que cubee fodn T
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D inicidn 1.7
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Mo linision 7.6,

'l LT e Ier conant e anitarde: i movrpraleet o
Xo I'mbtemeen X =1 _i‘w?; v cada par e ponsiste de oan puntn o«
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