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Dr. Otto Héctor Romero Germán
Centro de Investigación en Matemáticas (CIMAT)

México

4



AGRADECIMIENTOS

A mi madre y hermanos, por su apoyo y sacrificio para ayudarme a lograr mis objetivos y
metas.

Al profesor Luis Edmundo Ramı́rez Fuentes, por darme la motivación para estudiar ma-
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Al Ministerio de Educación de El Salvador y al Centre International de Mathématiques Pures
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Introducción

El objeto de estudio de este trabajo son los lazos topológicos. Los lazos topológicos son estruc-
turas algebraicas - topológicas no asociativas. Los primeros trabajos sobre éstas estructuras
fueron presentandos por Karl Hofmann (ver [10]), Lev Sabinin y Mal’cev (ver [18]). Podemos
encontrar ejemplos de lazos en varias ciencias como en f́ısica en la solución de la ecuación de
Yang - Baxter.

Los lazos tienen ciertos grupos asociados: el grupo generado por las traslaciones izquierdas,
el grupo generado por las traslaciones derechas y el grupo generado por las traslaciones iz-
quierdas y derechas, llamados grupo multiplicativo izquierdo, grupo multiplicativo derecho y
grupo multiplicativo, respectivamente. Cada uno de ellos actúa como grupo de transforma-
ciones sobre el lazo.

Este trabajo consiste de dos partes. La primera parte está dirigida a construir el lazo sole-
noidal universal, el cual es un lazo que se construye a partir de un lazo dado usando todas
las aplicaciones cubrientes sobre este lazo. El grupo multiplicativo solenoidal universal es el
grupo multiplicativo asociado a este lazo solenoidal. Se estudian las propiedades algebraicas
- topológicas de cada uno de estos objetos.

En la segunda parte se hace la descripción del grupo de Rhodes para lazos topológicos, el cual
es una generalización del grupo fundamental de un espacio topológico que incluye una acción
de grupo. Para el caso de un lazo se considera la acción del grupo multiplicativo actuando
sobre él. Se estudiarán propiedades que tiene el grupo de Rhodes con respecto de las propie-
dades que cumplen los lazos topológicos tales como la noción de isotopismo, entre otras. Se
probará la solubilidad del grupo de Rhodes para lazos topológicos centralmente nilpotentes.

El trabajo se desarrolla en cuatro caṕıtulos. En los caṕıtulos 1 y 2 se introducen los concep-
tos básicos tales como la noción de homotoṕıa, espacios cubrientes, lazos topológicos y las
propiedades más importantes para espacios cubrientes de lazos topológicos. En el caṕıtulo 3
se hace la descripción detallada del lazo solenoidal universal y su grupo multiplicativo. Se
demuestran distintas propiedades de este lazo. Finalmente, en el caṕıtulo 4 se describe el
grupo de Rhodes, algunas de sus propiedades y se prueban resultados de esta construcción
sobre lazos topológicos.

Incluimos al final del escrito un Eṕılogo donde se bosquejan algunas posibles ĺıneas de inves-
tigación a futuro y se plantean algunas preguntas concretas.
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1 Espacios topológicos

En este caṕıtulo presentaremos las nociones topológicas más importantes para nuestro estu-
dio. La primera de ellas es la noción de homotoṕıa y el grupo fundamental. Finalmente, se
revisarán las definiciones y propiedades más importantes de espacios cubrientes y cubrientes
regulares o de Galois. Las referencias que seguimos para este caṕıtulo son [1], [2], [9] y [16].

1.1 Espacios de funciones

Trabajaremos en la categoŕıa T op∗ cuyos objetos son espacios topológicos punteados y los
morfismos son funciones continuas punteadas.

Para X y Y conjuntos, denotamos por Y X al conjunto de funciones f : X → Y . Si X y Y son
espacios topológicos, denotaremos por C(X, Y ) al subconjunto de Y X de todas las funciones
continuas.

Sean X y Y espacios topológicos. La topoloǵıa compacto - abierta es la topoloǵıa en Y X que
tiene como subbase la familia de conjuntos:

(K,U)co = {f ∈ Y X/f(K) ⊂ U},

donde K ⊂ X es compacto y U es un abierto en Y .

Algunas de las propiedades más importantes de la topoloǵıa compacto - abierta son:

Proposición 1.1. La topoloǵıa compacto - abierta en C(X, Y ) es más gruesa que cualquier
topoloǵıa admisible.

Proposición 1.2. La aplicación evaluación e : C(X, Y )co × X → Y , (f, x) 7−→ f(x) es
continua si X es localmente compacto.

La g− topoloǵıa en Y X , es la topoloǵıa que tiene como subbase la familia de conjuntos

(K,U)g = {f ∈ Y X/f(K) ⊂ U},

donde K es cerrado en X y U abierto de Y , con la condición que K o el complemento de U
en Y sea compacto.

En el caso que X sea compacto, la topoloǵıa compacto - abierta y la g− topoloǵıa coinciden.

Sea X un espacio topológico, denotamos Homeo(X) el grupo de homeomorfismos, desde el
punto de vista algebraico, de X. Un resultado importate de la g− topoloǵıa (ver [1]) es el
siguiente teorema:

Teorema 1.1. El grupo Homeo(X) de un espacio localmente compacto y Hausdorrf es un
grupo topológico con la g− topoloǵıa. Además, la g− topoloǵıa es la topoloǵıa admisible más
fuerte para la cual es cierto.
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1.2 Homotoṕıa

La noción de homotoṕıa surge como una generalización de homeomorfismo. De igual manera
que los homeomorfismos sirve para clasificar espacios topológicos. En ese sentido, la homo-
toṕıa de funciones sirve para definir nuevos invarientes topológicos como el grupo fundamental
y los grupos de homotoṕıa de orden superior, entre otros.

1.2.1 Homotoṕıa de funciones

Sean f, g : X → Y funciones e I = [0, 1] = {t|t ∈ R, 0 ≤ t ≤ 1}. Diremos que f es homotópica
a g, y escribiremos f 'F g, si existe una función continua F : X × I → Y tal que:

F (x, 0) = f(x)

F (x, 1) = g(x)

F (∗, t) = ∗.

La definición nos dice que la homotoṕıa F deforma continuamente la función f en la función
g a través del tiempo o instante t. Ilustramos la definición para caminos f, g : I −→ X:

s
I × I

t
F

X

g

f

Figura 1.1: Homotoṕıa entre dos caminos f y g

Ejemplo 1.1. Sea X = Y = Rn. Las funciones f, g : Rn → Rn definidas por f(x) = x y
g(x) = 0 son homotópicas.

En efecto, definiendo F : Rn × I → Rn , F (x, t) = (1 − t)x, se tiene que F es continua y
además F (x, 0) = f(x) y F (x, 1) = g(x), por tanto f ' g.

La relación de homotoṕıa entre dos funciones es una relación de equivalencia:

Proposición 1.3. Para cualesquiera espacios X y Y , homotoṕıa es una relación de equi-
valencia sobre el conjunto de todas las funciones de X a Y . Además, si f ' g : X → Y ,
k : A→ X y l : Y → B son funciones, entonces f ◦ k ' g ◦ k y l ◦ f ' l ◦ g.

Para una función f : X → Y , denotaremos por [f ] la clase de equivalencia que contiene a f
y la llamaremos la clase de homotoṕıa de f . La colección de todas las clases de homotoṕıa de

12



funciones de X en Y es denotada por [X, Y ] y es llamada conjunto de clases de homotoṕıa.

Una función f : X → Y es llamada nulo homotópica si f ' ∗, donde ∗ : X → Y es la función
constante. Una homotoṕıa entre f y ∗ es llamada nulo homotoṕıa.

Un espacio X es contraible si idX es nulo homotópica, la nulo homotoṕıa es llama homotoṕıa
contraible.

Observación 1.1. Si el espacio X o Y es contraible, entonces cualquier función f : X → Y
es nulo homotópica.

Ejemplo 1.2. Sea Sn la n-esfera y p = −∗ ∈ Sn, el antipodal de ∗. Entonces Sn − {p} es
contraible.

Ejemplo 1.3 (El espacio peine). Sea C el subespacio de R2 que consiste de la unión de
[0, 1]×{0}, {0}× [0, 1] y { 1

n
}× [0, 1] para n = 1, 2, . . . . Se dota a C con la topoloǵıa inducida

como subconjunto de R2. Elegimos como punto base ∗0 = (0, 0), entonces C con punto base
∗0 es contráctil.

1.2.2 Equivalencias homotópicas

Para dos espacios X y Y se define la noción de equivalencia homotópica que es una noción
más general que la definición de homeomorfismo entre dos espacios.

Una función f : X → Y es llamada una equivalencia homotópica si existe una función
g : Y → X tal que es una inversa homotópica derecha e izquierda de f , esto es, f ◦ g ' idY
y g ◦ f ' idX .

Definición 1.1. Dos espacios X y Y tienen el mismo tipo de homotoṕıa si existe una equi-
valencia homotópica de uno sobre el otro. Lo denotaremos por X ' Y

Ejemplo 1.4. Si ı : A → X es una función inclusión y r : X → A es un retracto por
deformación, entonces ı y r son equivalencias homotópicas y A ' X.

Observación 1.2. 1. Todo homeomorfismo es una equivalencia homotópica.

2. Si g es una homotoṕıa inversa derecha e izquierda de f , entonces es única salvo homo-
toṕıa.

3. La composición de equivalencias homotópicas es una equivalencia homotópica.

4. Se pueden considerar dos espacios del mismo tipo de homotoṕıa como espacios escen-
cialmente iguales.

13



1.2.3 Homotoṕıa de pares

Sean X y Y espacios con subespacios A ⊆ X y B ⊆ Y , los pares (X,A) y (Y,B) son llamados
pares de espacios.

Una función de pares de espacios f : (X,A) → (Y,B) es una función f : X → Y tal que
f(A) ⊆ B.

Dos funciones de pares f, g : (X,A) → (Y,B) son homotópicas, f ' g, si existe una homo-
toṕıa F : X × I → Y satisfaciendo las condiciones de la definición de homotoṕıa que se dió
al inicio adicionando que F (A× I) ⊆ B.

Una función f : (X,A)→ (Y,B) es una equivalencia homotópica de pares, si existe una función
de pares g : (Y,B)→ (X,A) tal que f ◦ g ' id(Y,B) y g ◦ f ' id(X,A).

Sean f, g : X → Y , A ⊆ X y f |A = g|A. Si f 'F g y además F (a, t) = f(a) = g(a) para todo
a ∈ A y t ∈ I entonces diremos que f es homotópica a g relativa a A. Lo denotaremos por
f ' g relA. Se dice que A es fijado durante la homotoṕıa o que la homotoṕıa es estacionaria
en A.

1.3 Grupo fundamental

La idea de construcción del grupo fundamental de un espacio X es tomar un punto fijo x0 y
formar caminos cerrados basados en ese punto, luego tomar las clases de homotoṕıa de dichos
lazos y finalmente definir una operación sobre las clases de homotoṕıa.

Un lazo en el espacio X, basado en x0 ∈ X es una función continua γ : I → X tal que
γ(0) = γ(1) = x0.

0 1
I

γ

x0

Figura 1.2: Lazo basado en x0

Si α y β son dos lazos basados en el punto x0, definimos su producto α ∗ β como el lazo dado
por

(α ∗ β)(t) =

{
α(2t) si 0 ≤ t ≤ 1

2
,

β(2t− 1) si 1
2
≤ t ≤ 1,

14



esto es, en la primera mitad del tiempo recorremos el lazo α y en la segunda mitad del tiempo
el lazo β:

0 1

α ∗ β

1
2

I

α

β

x0

Figura 1.3: Multiplicación de lazos.

La multiplicación de lazos induce una multiplicación en las clases de homotoṕıa:

[α] · [β] = [α ∗ β].

En efecto, la operación · está bien definida; si α 'F α′ rel{0, 1} y β 'G β′ rel{0, 1}, entonces
α ∗ β 'H α′ ∗ β′ con

H(x, t) =

{
F (x, 2t) si 0 ≤ t ≤ 1

2
,

G(x, 2t− 1) si 1
2
≤ t ≤ 1.

Esta operación definida en el conjunto de clases de homotoṕıas de lazos forma un grupo. Es
fácil comprobar que el elemento identidad es la clase del lazo constante ex0 : I → X, t 7−→ x0

y el inverso de la clase [α] es la clase [ᾱ] donde ᾱ(t) = α(1 − t). Se establece el siguiente
teorema:

Teorema 1.2. El conjunto de clases de homotoṕıa de lazos en X basados en el punto x0

forma un grupo bajo la multiplicación [α] · [β] = [α ∗ β]. Dicho grupo recibe el nombre de
grupo fundamental de X y se denota por π1(X, x0).

Un primer ejemplo sencillo pero que ilustra geométricamente el grupo fundamental es el
cálculo del grupo fundamental de la esfera S2. Tomemos un punto cualquiera x0 sobre la
2-esfera, como muestra en la figura 1.4; ahora tomamos un lazo cualquiera, ese lazo puede ser
deformardo continuamente al punto tomado (puede pensar el lazo como hilo que va halando
continuamente). Se concluye que cualquier lazo es homotópico al lazo constante ex0 . Aśı,
π1(S2, x0) = 1

15



x0 x0 x0 x0

Figura 1.4: Lazo en S2

A continuación se muestran ejemplos no triviales para las cuales se necesitan otras herramien-
tas para su cálculo, algunos de ellos serán retomados en la sección de espacios cubrientes.

Ejemplo 1.5. a. π1(R, 0) = 0.

b. π1(S1, ∗) ∼= Z.

c. Si X y Y son espacios conexos por caminos entonces π1(X × Y ) es isofomorfo a π1(X)×
π1(Y ).

d. Si T ∼= S1 × S1, el toro de dimensión dos, entonces π1(T, ∗) ∼= Z× Z.

Ahora, enlistamos las propiedades del grupo fundamental que serán de utilidad a lo largo del
trabajo. Pueden ser revisadas con detalle en [2].

Propiedades 1.1. 1. Sean (X, x0) y (Y, y0) espacios. Una función base f : X → Y induce
un homomorfismo f∗ : π1(X, x0)→ π1(Y, y0), [γ] 7−→ [f ◦ γ].

2. Si (X, x0) y (Y, y0) tienen el mismo tipo de homotoṕıa, entonces los grupos π1(X, x0) y
π1(Y, y0) son isomorfos.

3. Si X es un espacio conexo por caminos entonces π1(X, x0) y π1(X, x1) son isomorfos
para cualquier x0, x1 ∈ X.

4. Si X es un espacio contraible entonces π1(X) es trivial.

5. Si un espacio X es conexo por caminos y π1(X) = 0, X es llamado simplemente conexo.

6. Cualquier espacio contraible es simplemente conexo. El rećıproco no es cierto, por ejem-
plo S2 es simplemente conexo pero no es contraible.

El grupo fundamental fue extendido por Eduard Čech quien definió los grupos de homotoṕıa
superiores πn(X) en el año 1932. Para cada espacio X y n ≥ 0 el conjunto [Sn, X] es llamado
el n−ésimo grupo de homotoṕıa de X y es denotado por πn(X).
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1.4 Espacios cubrientes

En esta sección daremos las propiedades más importantes sobre espacios cubrientes para es-
pacios topológicos y que luego serán aplicadas para lazos cubrientes de lazos topológicos.

1.4.1 Aplicaciones cubrientes

Sean X y E espacios topológicos y p : E −→ X una aplicación continua y sobreyectiva.
Diremos que p : E −→ X es un espacio cubriente de X si cada x ∈ X tiene un vecindario U
tal que p−1(U) es unión disjunta de abiertos Si en E, cada uno de los cuales son mapeados
homeomorficamente a U por p.

Notación:

1. Denotaremos por (E, p) al espacio cubriente de X, E
p−→ X.

2. Llamaremos fibra de p en x ∈ X al conjunto p−1(x).

Si (E, p) es un espacio cubriente de X y si x0 ∈ X, podemos dotar a la fibra p−1(x0) con la
topoloǵıa discreta como subespacio de E.

Iniciemos con un ejemplo que más adelante, junto con las propiedades de levantamiento,
servirá para calcular el grupo fundamental de S1: los espacios cubrientes de S1.

Ejemplo 1.6. La aplicación p : R −→ S1, x 7−→ e2πix es una aplicación cubriente.

R

S1

p

Figura 1.5: Cubriente p : R→ S1

La fibra de p en cada punto z de S1 es isomorfa a Z.

Ejemplo 1.7. La aplicación pn : S1 −→ S1, z 7−→ zn, con n un entero positivo, es una
aplicación cubriente para S1. La fibra de pn en z ∈ S1 son las ráıces n− ésimas de z.
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pn

z

z1

z2zk
zk+1

zk+2 zn

Figura 1.6: Cubriente pn : S1 −→ S1

Sean p : E → X y q : Y → X cubrientes del mismo espacio X. Un homomorfismo cubriente h
de (E, p) a (Y, q) es una función continua h : E −→ Y tal que el siguiente diagrama conmuta:

E h //

p   

Y

q~~
X .

En el caso que h sea un isomorfismo diremos que los cubrientes (E, p) y (Y, q) son isomorfos.

El siguiente teorema nos da una caracterización para espacios cubrientes isomorfos:

Teorema 1.3. Sea X conexo por caminos y locamente conexo por caminos. Dos espacios
cubrientes p : E → X y q : Y → X son isomorfos si y sólo si p∗π1(E, e0) y q∗π1(Y, y0) son
subgrupos conjugados de π1(X, x0) (con p(e0) = q(y0) = x0).

Demostración. Ver [16, Teorema 4.5.9]

Sea X un espacio topológico. Un espacio cubriente (E, p) de X para el cual E es simplemente
conexo es llamado cubriente universal de X. El término universal viene del hecho que (E, p)
cumple las siguientes propiedades:

1. Dos cubrientes universales del mismo espacio X son isomorfos.

2. Si (E, p) es el cubriente universal de X y (Y, q) es un espacio cubriente de X, entonces
existe una función continua p̃ : E −→ Y tal que (E, p̃) es un espacio cubriente de Y .

La primera propiedad nos dice que el cubriente universal es único, salvo isomorfismo, y la
segunda que el cubriente universal es el más grande de todos los cubrientes.

El cubriente universal no existe siempre para todo espacio X. El siguiente teorema nos da
las condiciones para su existencia.

Teorema 1.4. Sea X un espacio conexo, localmente conexo por caminos y semilocalmente
simplemente conexo. Entonces X tiene un cubriente universal.

En el ejemplo 1.6 el cubriente p : R −→ S1, x 7−→ e2πxi es el cubriente universal de S1.
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1.4.2 Propiedades de levantamiento

Las propiedades de lavantamiento hacen referencia a las propiedades que se tienen en el espa-
cio base y que se cumplen también cuando se levantan al espacio cubriente. Las propiedades
más importantes son: levantamiento de funciones, levantamiento de caminos y levantamiento
de homotoṕıas.

A continuación se resumen las principales propiedades de levantamiento, pueden ser revisadas
con detalle en [16] o [9]:

Proposición 1.4 (Levantamiento de funciones 1). Sea E
p−→ X un espacio cubriente,

f : (Y, y0) → (X, x0) una aplicación cualquiera y Y conexo. Si existe una aplicación f̃ :
(Y, y0)→ (E, e0) tal que pf̃ = f , entonces f̃ es única.

Proposición 1.5 (Levantamiento de funciones 2). Sea E
p−→ X un espacio cubriente

de X, f : (Y, y0) → (X, x0) una aplicación cualquiera y Y conexo por caminos y localmente
conexo por caminos. Entonces un levantamiento f̃ : (Y, y0)→ (E, e0) existe si y sólo si:

f∗(π1(Y, y0)) ⊂ p∗(π1(X, x0)).

E

p
��

Y
f //

f̃

88

X

Figura 1.7: Levantamiento de funciones

Proposición 1.6 ( Levantamiento de caminos 1). Sea E
p−→ X un espacio cubriente.

Si γ : I −→ X es un camino con punto inicial x0, existe un único camino γ̃ en E con punto
inicial e0 ∈ p−1(x0) tal que pγ̃ = γ.

E

p
��

I
γ //

γ̃

88

X

Figura 1.8: Levantamiento de caminos 1

Observación: En general el levantamiento de un lazo cerrado no siempre es un lazo cerrado.
Las aplicaciones cubrientes que śı cumplen esa propiedad son llamadas regulares, las cuales
estudiaremos en la siguiente sección.
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Y

π
��

f̃ // E

p

��
Y × I

F̃

77

F // X

Figura 1.9: Levantamiento de Homotoṕıa

Proposición 1.7 (Levantamiento de Homotoṕıa). Sea E
p−→ X un espacio cubriente

de X. Sea (Y, y0) un espacio cualquiera y f : (Y, y0) −→ (X, x0) una aplicación con levanta-

miento f̃ : (Y, y0) −→ (E, e0), e0 ∈ p−1(x0). Entonces cualquier homotoṕıa F : Y × I −→ X

con F (y, 0) = f(y), para todo y ∈ Y , puede ser levantada a una homotoṕıa F̃ : Y × I −→ E

tal que F̃ (y, 0) = f̃(y) para todo y ∈ Y .

Proposición 1.8 ( Levantamiento de caminos 2). Sea E
p−→ X un espacio cubriente

de X. Sean α y β dos caminos en X con punto inicial x0 y punto final x1; sean α̃ y β̃
sus respectivos levantamientos a caminos en E. Si α y β son homotópicos relativos a {0, 1}
entonces α̃ y β̃ también son homotópicos relativos a {0, 1} y en particular α̃(1) = β̃(1).

Las propiedades de levantamiento permiten deducir otras propiedades, por ejemplo, el cálculo
del grupo fundamental de S1.

Ejemplo 1.8. Del ejemplo 1.6 tomemos el cubriente universal p : R −→ S1, x 7−→ e2πxi.
Sea [α] ∈ π1(S1, x0) (x0 = 1) con representante el lazo α : I → S1 tal que α(0) = α(1) = x0.
Sea α̃ el levantamiento de α en R que comienza en 0. El punto final α̃(1) debe ser un punto
de p−1(x0), por lo que α̃(1) debe ser algún entero. Por la proposición 1.8 α̃(1) = n depende
únicamente de la clase de homotoṕıa de α. El entero n es llamado el grado de α y lo deno-
taremos por degα.

Podemos definir la aplicación φ : π1(S1, x0) −→ Z, [α] 7−→ degα. Se verifica que φ es un
isomorfismo de grupos y por tanto π1(S1, x0) ∼= Z.

Sean p : E → X y q : Y → X cubrientes del mismo espacio X. Supongamos que f, g : E −→
Y son dos homomorfismos cubrientes. Podemos considerar a f y a g como levantamientos de
la aplicación p : E → X con respecto de la aplicación cubriente q : Y → X.

Y

q

��
E

f,g

??

p // X

Con la hipótesis de que X es conexo, si f y g coinciden en un punto y dado que el levanta-
miento es único entonces f = g. Esto prueba la siguiente proposición

Proposición 1.9. Sean f, g : E −→ Y dos homomomorfismo cubrientes del espacio cubriente
(E, p) al espacio cubriente (Y, q) de X. Si X es conexo y si f(x0) = g(x0) para algún x0 ∈ X
entonces f = g.
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Otro resultado sobre homomorfismos cubrientes es que si tenemos dos espacios cubrientes
del mismo espacio, todo homomorfismo cubriente entre ellos es también un cubriente bajo
ciertas condiciones:

Proposición 1.10. Sean p : E → X y q : Y → X cubrientes del mismo espacio X. Si Y es
conexo y localmente conexo por caminos todo homomorfismo f : E −→ Y es un cubriente.

1.4.3 El grupo de transformaciones cubrientes Γ

Sea p : X̃ −→ X un cubriente. Diremos que los puntos Q1 y Q2 de X̃ son conjugados si
p(Q1) = p(Q2), esto es, si pertenecen a la misma fibra. De manera similar, diremos que dos
caminos γ̃1 y γ̃2 son conjugados si ambos son levantamientos del mismo camino.

Definición 1.2. El cubriente p : X̃ −→ X es llamado Galois, regular o normal si todo conju-
gado de un camino cerrado γ̃ en X̃ es también un camino cerrado.

Sea p : X̃ → X un cubriente. Un homeomorfismo σ de X̃ en śı mismo es llamado transforma-
ción cubriente de p : X̃ → X si pσ = p. El conjunto de todas las transformaciones cubrientes
forman un grupo, denotado por Γ, el cual llamaremos grupo de transformaciones cubrientes de
p : X̃ → X.

Sea p : X̃ −→ X un cubriente y Γ su grupo de transformaciones. Sea σ ∈ Γ, si σ(Q1) = Q2

entonces p(Q2) = p(σ(Q1)) = p(Q1). Por tanto, Q1 y Q2 son conjugados. Similarmente, sea

C̃1 una curva arbitraria en X̃ y el conjunto σ(C̃1) = C̃2, entonces C̃1 y C̃2 son conjugadas.

Una transformación cubriente σ está completamente determinada por la imagen σ(Q1) = Q2

de un punto cualquiera Q1. Sea S1 un punto cualquiera de X̃ y γ̃1 un camino que inicia en
Q1 y termina en S1. Sea γ̃2 un camino conjugado de γ̃1 iniciando en Q2 y sea S2 su punto
final. Dado que σ(Q1) = Q2, σ(γ̃1) es un camino conjugado de γ̃1 iniciando en Q2, tenemos
σ(γ̃1) = γ̃2. Aśı σ(S1) = S2.

1.4.4 La acción de Γ

Sea p : X̃ −→ X una aplicación cubriente y Γ su grupo de transformaciones cubrientes.
Definimos la aplicación Γ × X̃ −→ X̃, (σ, x̃) 7−→ σ · x̃ = σ(x̃), dado que Γ es un subgrupo

del grupo de homeomorfismos de X̃ por el teorema 1.1, Γ actúa sobre X̃.

Recordemos que en general, la acción de un grupo G sobre un espacio X es libre de puntos fijos
si g ∈ G y g ·x = x para algún x ∈ X implica que g = idX . Para el caso de la transformación
cubriente p : X̃ −→ X, sea σ ∈ Γ tal que σ(x̃) = x̃ para algún x̃. Entonces

σ(x̃) = x̃ = idX̃(x̃),

por la proposición 1.9, σ = idX̃ . Por tanto, la acción de Γ sobre X̃ es libre de puntos fijos.
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Otra propiedad importante de la acción de un grupo G sobre un espacio X es la propiedad
propia y discontinua. La acción del grupo G es propia y discontinua si todo x ∈ X tiene un
vecindario U con la propiedad que todos los elementos no triviales de G transforman a U
fuera de śı mismo, esto es, para todo g ∈ G, g 6= eG, (g ·U)∩U = ∅. Ahora, sea p : X̃ −→ X

y Γ su grupo de transformaciones cubrientes, sea x̃ un elemento cualquiera de X̃ y sea U
un vecindario de p(x̃) tal que p−1(U) = tα∈AŨα. Denotamos por Ũx̃ el vecindario de esta
colección que contiene a x̃. Sea σ ∈ Γ con σ 6= eΓ, desde que la acción de Γ es libre de
puntos fijos, σ(x̃) 6= x̃. Dado que pσ(Ũx̃) = p(Ũx̃) = U , σ(Ũx̃) = Ũβ para algún β ∈ A. Como

σ(x̃) 6= x̃, Ũx̃ 6= Ũβ y además, por definición los Ũα son disjuntos se tiene:

Ũx̃ ∩ σ(Ũx̃) = Ũx̃ ∩ Ũβ = ∅,

por tanto la acción de Γ es propia y discontinua.

En resumen, podemos establecer el siguiente teorema:

Teorema 1.5. Sea p : X̃ −→ X una aplicación cubriente y Γ su grupo de transformaciones
cubrientes. La acción de Γ sobre X̃ es libre de puntos fijos, propia y discontinua.

El siguiente teorema nos indica que Γ actúa transitivamente sobre la fibra de cada punto en
X si p : X̃ −→ X es un cubriente regular.

Teorema 1.6. Sea p : X̃ −→ X un cubriente regular. Sean Q1 y Q2 puntos conjugados
en X̃. Entonces existe una única transformación cubriente σ tal que σ(Q1) = Q2, la cual
denotaremos por σ(Q1;Q2). Además, sea {Q1, Q2, Q3, . . . } el conjunto de todos los puntos
que son conjugados con Q1 entonces el conjunto de todas las trasformaciones cubrientes de
p : X̃ −→ X es

{σ(Q1;Q1) = IdX̃ , σ(Q1;Q2), σ(Q1;Q3), . . . }.

Demostración. Sean Q1 y Q2 puntos conjugados en X̃. Para un punto cualquiera S1 en X̃
trazamos el camino γ̃1 que conecta a Q1 y a S1. Sea γ̃2 el camino conjugado de γ̃1 que inicia
en el punto Q2 y sea S2 su punto terminal. Probaremos que el punto S2 queda completamente
determinado por S1 y no depende de la elección del camino γ̃1.

Sea γ̃′1 otro camino de Q1 a S1 y sea γ̃′2 el camino conjugado de γ̃′1 que inicia en Q2 y sea S ′2 su

punto final. Desde que p : X̃ −→ X es regular y γ̃−1
1 ∗ γ̃′1 es un camino cerrado, su conjugado

γ̃−1
2 ∗ γ̃′2 es también un camino cerrado, por tanto S ′2 = S2. Por tanto, S2 es determinado por
S1.
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Q1

S1

Q2

S2 =S ′2

γ̃1 γ̃′1 γ̃2 γ̃′2

p(γ̃1) p(γ̃′1)

X̃

X

p

Finalmente, definimos σ como la aplicación que env́ıa todo punto S1 en X̃ en el punto S2

de la construcción anterior. Se tiene que σ es una transformación cubriente satisfaciendo
σ(Q1) = Q2.

El siguiente teorema nos da otras propiedades importantes de los cubrientes regulares

Teorema 1.7. Si p : X̃ −→ X es un cubriente regular entonces

1. p∗(π1(X̃, x̃0)) es un subgrupo normal de π(X, x0).

2. π(X, x0)/p∗(π1(X̃, x̃0)) es isomorfo a Γ.

Donde x̃0 ∈ p−1(x0) y Γ es el grupo de trasformaciones de p : X̃ −→ X.
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2 Lazos topológicos

El objetivo central de este caṕıtulo es definir y estudiar las propiedades de los lazos cubrientes
para lazos topológicos. Dichas propiedades servirán para definir el lazo solenoidal y el grupo
multiplicativo solenoidal. Las referencias principales para este caṕıtulo son: [1], [10], [11] y
[4].

2.1 Lazos topológicos

En esta sección estudiaremos la definición de lazo y sus propiedades. Iniciaremos con la
definición de lazo de forma algebraica y sus elementos principales: sublazos, núcleos, centro,
isotopismos y los grupos generados por las respectivas traslaciones. Luego se hará una breve
descripción de los lazos topológicos. La referencia para esta sección es [4].

2.1.1 La estructura algebraica de lazo

Un magma es un conjunto no vaćıo G junto con una operación binaria interna ·, al cual
denotaremos por (G, ·).

Dado (G, ·) un magma y a ∈ G un elemento fijo, llamaremos traslaciones por la izquierda
y traslaciones por la derecha a las funciones La : G → G y Ra : G → G, respectivamente,
definidas por

La(x) = a · x y Ra(x) = x · a
para todo x ∈ G.

Un magma (G, ·) se dice:

a) Conmutativo si La = Ra, para todo a ∈ G.

b) Asociativo si Ra·b = Ra ◦Rb, para todo a, b ∈ G.

c) Tiene elemento identidad por la izquierda (derecha) e ∈ G, si Le : G→ G ( Re : G→ G) es
la función identidad de G. También e es un elemento identidad de (G, ·) si e es identidad
por la izquierda y por la derecha.

Un magma (G, ·) es llamado cuasigrupo si las funciones La : G → G y Ra : G → G son
biyectivas para todo a ∈ G.

Proposición 2.1. Un magma (G, ·) es un cuasigrupo si y sólo si para todo (a, b) ∈ G × G
existe un único (x, y) ∈ G×G tal que a · x = b y y · a = b.

Demostración. Que La : G → G sea biyectiva equivale a que la ecuación a · x = b tiene
solución única. De manera similar, el hecho que la función Ra : G→ G sea biyectiva equivale
a que la ecuación y · a = b tiene solución única.
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Si (G, ·) es un cuasigrupo podemos definir dos nuevas operaciones binarias, (�) y (�) , sobre
G por

x�y = L−1
x (y) y x�y = R−1

y (x),

para todo x, y ∈ G. Nótese que x�y = z si y sólo śı xz = y, y que x�y = z si y sólo śı
zy = x.

Definición 2.1. Un magma (L, ·) es un lazo si (L, ·) es un cuasigrupo con elemento identidad.

Utilizando las operaciones (�) y (�) podemos dar la siguiente definición para lazo

Definición 2.2. Un lazo (L, ·,�,�) es un conjunto L junto con tres operaciones binarias ·,
�, � tales que

1. a · (a�b) = b, (b�a) · a = b, para todo a, b ∈ L,

2. a�(a · b) = b, (b · a)�a = b, para todo a, b ∈ L,

3. a�a = b�b, para todo a, b ∈ L.

Un lazo al igual que un grupo tiene subestructuras, una de ellas es la de sublazo. La definición
de lazo no exige el axioma de asociatividad, por eso es necesario definir otras subestructuras
como los núcleos: izquierdo, medio y derecho. En estos se encuentran los elementos del lazo
que asocian por la izquierda, centro o derecha con todos los elementos del lazo. Se tiene
también la estructura del centro de un lazo, que está formado por los elementos del lazo que
conmutan y asocian con todos los elementos del lazo. A continuación definimos cada una de
estas subestructuras:

Definición 2.3. Sea (L, ·) un lazo, un subconjunto H de L es un sublazo de (L, ·) si (H, ·)
es un lazo.

Definición 2.4. Sea (L, ·) un lazo. Definimos el núcleo izquierdo Nλ, el núcleo medio Nµ y
el núcleo derecho Nρ de (L, ·) por

Nλ = {a ∈ L|a · (x · y) = (a · x) · y, x, y ∈ L},

Nµ = {a ∈ L|(x · a) · y = x · (a · y), x, y ∈ L},

Nρ = {a ∈ L|(x · y) · a = x · (y · a), x, y ∈ L}.

El núcleo N del lazo (L, ·) se define por N = Nλ ∩Nµ ∩Nρ.

Observación 2.1. Si (L, ·) es un lazo, los núcleos Nλ, Nµ, Nρ y N son subgrupos de (L, ·).

Definición 2.5. Sea (L, ·) un lazo. El centro Z de (L, ·) es dado por Z = {a ∈ N |La = Ra},
donde N es el núcleo de (L, ·).

Si (L, ·) es un lazo, se tiene que:

1. N y Z son subgrupos de L.
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2. Z es un subgrupo abeliano de L.

3. Z es un sublazo normal de L.

Observación 2.2. Nos referiremos como subgrupos centrales a los subgrupos del centro Z.

Otra subestructura importante es la de sublazo normal. Sea H un sublazo del lazo (L, ·), H
es llamado lazo normal si

xH = Hx, (xH)y = x(Hy) y x(yH) = (xy)H.

2.1.2 Isotopismos de lazos

Una tripleta (α, β, γ) de biyecciones de un conjunto G sobre un conjunto H es llamado un
isotopismo de un magma (G, ·) sobre un magma (H, ◦) si satisface γ(x · y) = α(x) ◦ β(y),
para todo x, y ∈ G. (H, ◦) es llamado un isótopo de (G, ·) y los magmas (G, ·) y (H, ◦) son
llamados isotópicos.

Una biyección θ : G → H es un isomorfismo de (G, ·) a (H, ◦) si y sólo si (θ, θ, θ) es un
isotopismo de (G, ·) a (H, ◦), por lo que magmas isomorfos son isotópicos. El rećıproco no
siempre es cierto, magmas isotópicos no son necesariamente isomorfos.

Si G = H y la biyección γ es la aplicación identidad id, el isotopismo (α, β, id) es llamado
isotopismo principal.

Ahora, sea (G, ·) un cuasigrupo y f y g elementos cualesquiera en G, no necesariamente
distintos. Desde que (G, ·) es un cuasigrupo, las aplicaciones Lf y Rg son permutaciones del
conjunto G. Se define la operación

x ◦ y = R−1
g (x) · L−1

f (y),

para todo x, y ∈ G. Se tiene que (Rg, Lf , i) es un isotopismo principal de (G, ·) sobre (G, ◦)
y por tanto (G, ◦) también es un cuasigrupo.

La construcción anterior permite deducir que todo cuasigrupo es isotópico a un lazo:

Teorema 2.1. Sea (G, ·) un cuasigrupo. Si (H, ∗) es un lazo isotópico a (G, ·), entonces
existen f, g ∈ G tales que (H, ∗) es isomorfo a (G, ◦) donde x◦ y = R−1

g (x) ·L−1
f (y) para todo

x, y ∈ G.

Corolario 2.1. Si (G, ·) y (H, ∗) son lazos isotópicos, entonces existen f, g ∈ G tales que
(H, ∗) es isomorfo a (G, ◦) donde x ◦ y = R−1

g (x) · L−1
f (y) para todo x, y ∈ G.

Corolario 2.2. Si (G, ·) y (H, ∗) son lazos isotópicos y si (G, ·) es un grupo, entonces (G, ·)
y (H, ∗) son grupos isomorfos.

Definición 2.6. Sea (G, ·) un lazo y f, g ∈ G. El lazo (G, ◦) donde x ◦ y = R−1
g (x) · L−1

f (y)
para todo x, y ∈ G, es llamado f, g− isótopo de (G, ·).
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2.1.3 Grupo multiplicativo de un lazo

Si (L, ·) es un lazo, las traslaciones izquierdas y derechas, La y Ra, son biyecciones para todo
a ∈ L y por tanto permutaciones en L. Denotamos por S(L) el grupo simétrico de L, de
todas las permutaciones en el conjunto L, entonces La, L

−1
a , Ra, R

−1
a son elementos de S(L).

Estos elementos de S(L) generan subgrupos, muy importantes en la teoŕıa de lazos y lazos
topológicos, que definimos a continuación.

Definición 2.7. Para un lazo (L, ·) definimos el grupo multiplicativo izquierdo LMult(L), el
grupo multiplicativo derecho RMult(L) y el grupo multiplicativo Mult(L) de (L, ·) por

LMult(L) = 〈{La|a ∈ L}〉,

RMult(L) = 〈{Ra|a ∈ L}〉,

Mult(L) = 〈{La, Ra|a ∈ L}〉.

Propiedades 2.1. 1. Si (L, ·) y (H, ∗) son lazos isotópicos, LMult(L) ∼= LMult(H),
RMult(L) ∼= RMult(H) y Mult(L) ∼= Mult(H).

2. Si G es un grupo abeliano, LMult(G) ∼= RMult(G) ∼= Mult(G) ∼= G.

En [14] encontramos una relación muy importante entre el grupo generado por las traslaciones
izquierdas de un lazo L y el grupo generado por las traslaciones izquierdas del lazo cociente
L/M , donde M es un subgrupo central de L. Este resultado será utilizado en la teoŕıa de
grupos cubrientes del grupo G = LMult(L).

Proposición 2.2. [14, Proposición 1.20] Sea L un lazo y M un subgrupo central de L. Si G
es el grupo generado por las traslaciones izquierdas de L entonces el conjunto M∗ = {Lm|m ∈
M} es subgrupo normal de G y el grupo G′ generado por las traslaciones izquierdas del lazo
cociente L/M es isomorfo, como un grupo de permutaciones, al grupo cociente G/M∗.

Demostración. Para m,m1 ∈M se tiene L−1
m = Lm−1 y LmLm1 = Lmm1 , por ser M subgrupo.

Aśı, M∗ es un subgrupo de G. Ahora, sean x ∈ L y m ∈ M se tiene que LxLm = Lxm y
LmLx = Lmx por ser M un subgrupo central. De lo anterior se deduce que LxM

∗ = M∗Lx.
Por tanto, M∗ es subgrupo normal de G y la aplicación G′ −→ G/M∗, LxM 7−→ LxM

∗ es un
isomorfismo.

2.1.4 Lazos topológicos

Un lazo topológico es un lazo L junto con una topoloǵıa en L tal que las operaciones binarias
L× L→ L; (x, y)→ xy, x�y, x�y son todas continuas.

Sean L1 y L2 lazos topológicos, diremos que L1 y L2 son isotópicos si existen homeomorfismos
f, g, h : L1 → L2 tales que f(xy) = g(x)h(y). La tripleta (f, g, h) es llamado un isotopismo
de L1 a L2.

Un homomorfismo f : L1 → L2 de lazos topológicos es un homomorfismo de lazos que además
es continuo.
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Proposición 2.3. Sea f : L1 → L2 un homomorfismo de lazos topológicos. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. f es continua;

2. f es continua en cada punto x de L1;

3. f es continua en e1.

Recordemos que para un espacio topológico X, una familia de filtros U(x), x ∈ X es una
colección de filtros de vecindarios con respecto a una topoloǵıa si y sólo śı para cada x ∈ X y
cada U ∈ U(x) existe un V ∈ U(x) con V ⊆ U y U ∈ U(v) para todo v ∈ V . Se deduce de la
definición que si T es un homeomorfismo de X, entonces

T (U(x)) = {T (U) : U ∈ U(x)} = U(T (x)).

Proposición 2.4. Sea L un lazo topológico y U = U(e), un filtro de vecindarios de la
identidad. Entonces U satisface las siguientes condiciones

1. Para cada U ∈ U existe un V ∈ U con V V , V�V y V�V ⊆ U ;

2. para todo x ∈ L, U(x) = Ux = xU .

Observación 2.3. Para nuestro estudio sobre el lazo topológico L tendremos la hipótesis
general de que L es Hausdorff, compacto y conexo por caminos.

Si L es un lazo topológico Hausdorff y compacto, los grupos LMult(L), RMult(L) y Mult(L)
son grupos topológicos vistos como subgrupos de Homeo(L). Además, actúan por la izquierda
sobre L, todo esto utilizando en Homeo(L) la topoloǵıa compacto abierta (Teorema 1.1) .

2.2 Lazos cubrientes

2.2.1 Propiedades básicas

A continuación se estudiarán algunas propiedades de espacios cubrientes para lazos topológi-
cos probadas por Hofmann, K. H. en [10].

La primera propiedad es el levantamiento de la estructura del espacio base al espacio cu-
briente: si el espacio base es un magma (cuasigrupo, lazo o grupo) su espacio cubriente es
también un magma (cuasigrupo, lazo o grupo).

Teorema 2.2. Sea G una estructura topológica - algebraica con multiplicación continua
· : G × G → G, (x, y) 7−→ xy. Si G es conexo, localmente conexo y localmente simplemente

conexo entonces el espacio topológico (G̃, p) puede ser dotado de una operación continua

+ : G̃×G̃→ G̃, (x̃, ỹ) 7→ x̃+ ỹ y p es un homomorfismo. Además, si G tiene elemento neutro

e, G̃ tiene un elemento neutro en p−1(e).
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Demostración. Sea e, en principio, un elemento arbitrario de G y sea ẽ ∈ p−1(e) un punto

fijo. Como G̃ es simplemente conexo el producto directo G̃×G̃ es simplemente conexo. Ahora,
definimos la aplicación g : G̃× G̃→ G, (x̃, ỹ) 7→ p(x̃)p(ỹ). Nótese que g es continua, ya que
es la composición de dos aplicaciones continuas. Por la Proposición 1.5 existe una aplicación
continua + : G̃× G̃→ G̃ tal que el siguiente diagrama conmuta:

G̃

p

��
G̃× G̃

+

==

g // G,

esto es, p(x̃+ ỹ) = p(x̃)p(ỹ), con lo cual se prueba que p es un homomorfismo. Además, + es
continua desde que p y · lo son.

Ahora, si e es el elemento neutro en G, para la operación (x̃, ỹ) 7→ x̃+ ỹ se tiene:

p(ẽ+ ẽ) = p(ẽ)p(ẽ)

= ee

= e,

por lo que ẽ+ ẽ ∈ p−1(e), aśı ẽ+ ẽ = ẽ.

Definimos la aplicación continua h : G̃→ G̃, x̃ 7→ x̃+ ẽ. Esta env́ıa ẽ 7→ ẽ y además h ◦ p = p
ya que p(x̃+ ẽ) = p(x). Por lo que h es un levantamiento de p por śı misma.

G̃

p

��
G̃

p //

h

99

G

G̃

p

��
G̃

p //

id
G̃

99

G

La aplicación identidad en G̃ es también un levantamiento de p por p y dado que el levanta-
miento es único se deduce que:

x̃+ ẽ = x̃, para todo x̃ ∈ G̃.

De manera análoga se prueba que ẽ+ x̃ = x̃, para todo x̃ ∈ G̃.

Corolario 2.3. Sean L un lazo topológico y Q un espacio topológico. Sea Q
p−→ L un espacio

cubriente de L. Asuma que Q es conexo y localmente conexo por caminos, entonces Q es un
lazo topológico y p es un epimorfismo de lazos.

Corolario 2.4. Sea G un grupo topológico y asuma que el espacio subyacente de G admite
un cubriente universal p : G̃→ G. Entonces, para cada ẽ ∈ p−1(e) existe una única estructura

de grupo sobre G̃ con ẽ como elemento identidad y tal que p es un epimorfismo de grupos.
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El siguiente resultado es análogo a la teoŕıa de espacios cubrientes, donde se da la relación
del grupo de Poincaré del espacio y la fibra de la aplicación cubriente sobre el punto base.

Proposición 2.5. Sea (L̃, p, ẽ) el lazo cubriente universal del lazo topológico L. El grupo de

Poincaré de L es isomorfo a H̃ = p−1(e).

Demostración. Sea ã ∈ H̃. Las traslaciones Lã y Rã son homeomorfismos de L̃ que además
satisfacen p ◦Rã = p ◦Lã = p, es decir, ambas son levantamientos de la aplicación p : L̃→ L
y por tanto son iguales. Se tiene que Lã = Rã, para todo ã ∈ H̃.

Por otra parte, sea T un homeomorfismo del grupo de Poincaré y sean x̃ y ỹ elementos de L̃
tales que T (x̃) = ỹ. Dado que L̃ es un lazo, existen únicos ã′ y ã′′ ∈ L̃ tales que:

x̃+ ã′ = ỹ y ã′′ + x̃ = ỹ.

Se tiene que

p(x̃+ ã′) = p(x̃)p(ã′) = p(ỹ) = p(T (x̃)) = p(x̃), y

p(ã′′ + x̃) = p(ã′′)p(x̃) = p(ỹ) = p(T (x̃)) = p(x̃).

De lo anterior se deduce que ã′ y ã′′ pertenecen a H̃. Además, Rã′ y Lã′′ , elementos del grupo
de Poincaré, ambas son iguales a T .

Evaluando en ẽ a T , Rã′ y Lã′′ se obtiene que ã′ = ã′′. Por tanto, para cada elemento T en el

grupo de Poincaré existe un único ãT ∈ H̃, tal que

RãT = LãT = T.

Ahora, sean ã, b̃ ∈ H̃. Existe un único c̃ ∈ H̃ tal que Rb̃ ◦Rã = Rc̃, evaluando en ẽ se tiene:

Rc̃(ẽ) = c̃ = Rb̃Rã(ẽ)

= ã+ b̃.

Definimos la aplicación Ψ : H̃ −→ Γ, ã 7−→ Rã. Ψ es un homomorfismo de grupos ya que:

Ψ(ã+ b̃) = Rã+b̃

= Rã ◦Rb̃

= Ψ(ã) ◦Ψ(b̃)

Dado que para todo T ∈ Γ existe un único ãT ∈ H̃ tal que T = RãT , el homomorfismo Ψ es
un isomorfismo.

Observación 2.4. El papel de H̃ para el resto del trabajo es muy importante, H̃ es un
subgrupo central discreto de L̃ ([10, Proposiciones 1.2 y 5.12]), esto es otra forma de deducir
que el grupo fundamental de un lazo topológico es abeliano. Este hecho junto con el siguiente
teorema y los subgrupos de H̃ nos permitirá construir lo que más adelante definiremos como
el lazo solenoidal.
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Teorema 2.3. Sea L un lazo topológico, conexo y localmente conexo. Sea H un subgrupo
normal discreto de L. Sea h el homomorfismo asociado con H como núcleo. Entonces (L, h)
es un lazo cubriente para L/H. Si L es simplemente conexo, (L, h) es el lazo cubriente
universal de L/H y H es isomorfo al grupo de Poincaré de L/H.

Demostración. Nótese que h es continua ya que en L/H estamos tomando la topoloǵıa co-
ciente. Además, al ser H normal, H está contenido en el centro de L ([10, Proposición 5.12]).

Ahora, sea x′ ∈ L/H, entonces x′ = xH con x ∈ L. Al ser H discreto, el conjunto xH es
también discreto.

Sea U ∈ U(e) elegido tal que (U�U) ∩ H = {e}, esto implica que U ∩ H = {e} ya que de
lo contrario si a ∈ U ∩H, a 6= e, entonces de la igualdad ea = a se deduce que a ∈ U�U y
(U�U) ∩ H 6= {e}. Se tiene que U ′ = h(U) es homeomorfo a U ya que si para x, y ∈ U si
h(x) = h(y) implica que x = yt con t ∈ H, por lo que t ∈ (U�U) ∩H = {e} y x = y.

Sean x1 y x2 puntos distintos en xH, xn = xhn con hn ∈ H para n = 1, 2. Probaremos que
Ux1 ∩Ux2 = ∅. Por contradicción, supongamos que Ux1 ∩Ux2 6= ∅. Como H está contenido
en el centro de L se tiene

U(xh1) ∩ U(xh2) = (Ux)h1 ∩ (Ux)h2 6= ∅,
o equivalentemente,

Ux ∩ (Ux)h3 = Ux ∩ (Uh3)x 6= ∅,
donde h3 = h2h

−1
1 ∈ H. Es decir, existe a, b ∈ U tales que ax = (bh3)x, simplificando a = bh3,

entonces h3 ∈ (U�U) ∩H = {e}. Esto último implica que h1 = h2.

Entonces, para xH ∈ L/H existe el abierto V =
⋃

xi∈xH

U ′h(xi) y tal que h−1(V ) =
⋃

Uxi y

h es un homomorfismo cubriente.

2.2.2 Propiedades de lavantamiento y cubrientes de lazos

A continuación enunciaremos y demostraremos propiedades de levantamiento que también se
verifican para lazos topológicos que serán de utilidad para las siguientes secciones.

Dado (L, e, ·) un lazo topológico con operación continua · : L × L −→ L. La operación ·
induce una operación sobre las clases de homotoṕıa de lazos basados en e:

• : π1(L, e)× π1(L, e) −→ π1(L, e)

([γ1], [γ2]) 7−→ [γ1 · γ2],

donde γ1 · γ2 es el lazo definido por (γ1 · γ2)(t) := γ1(t) · γ2(t), para 0 ≤ t ≤ 1.
La operación está bien definida, en efecto, si γ1 'F γ′1 y γ2 'G γ′2 entonces γ1 · γ2 'H γ′1 · γ′2
donde H(x, t) = F (x, t) ·G(x, t). Además, con esta operación las clases de homotoṕıa de lazos
basados en e tiene estructura de lazo.

Esta observación nos permite demostrar la primera propiedad de levantamiento de homo-
morfismos de lazos:
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Proposición 2.6 (Levantamiento de homomorfismos de lazos). Sean L,L′ lazos to-

pológicos y Q
p−→ L un lazo cubriente para L. Si f : (L′, e′) → (L, e) es un homomorfismo

de lazos, entonces existe un único homomorfismo f̃ de levantamiento si y sólo si:

f∗(π1(L′, e′)) ⊂ p∗(π1(Q, ẽ)).

Demostración. Por las Proposiciones 1.4 y 1.5, existe el levantamiento f̃ y además es único.
Para completar la demostración debemos probar que f̃ es un homomorfismo de lazos.

Definimos la función continua h : L′ × L′ −→ L, (x′, y′) 7−→ f(x′)f(y′). Esta función admite

un levantamiento por Q
p−→ L ya que h∗(π1(L′×L′)) ⊂ p∗(π1(Q, ẽ)), en efecto, identificando

π1(L′ × L′) con π1(L′)× π1(L′), tenemos que para ([γ1], [γ2]), con γi lazos basados en e′:

h∗([γ1], [γ2]) = [f(γ1) · f(γ2)]

= [f(γ1 · γ2)] ∈ f∗(π1(L′, e′)) ⊂ p∗(π1(Q, ẽ))

Ahora, definimos las aplicaciones continuas ψ : L′ × L′ −→ Q, (x′, y′) 7−→ f̃(x′y′) y φ :
L′ × L′ −→ Q, (x′, y′) 7−→ f̃(x′)f̃(y′). Se tiene que:

p(ψ(x′, y′)) = p(f̃(x′y′)) = f(x′y′) = f(x′)f(y′), y

p(φ(x′, y′)) = p(f̃(x′)f̃(y′)) = p(f̃(x′))p(f̃(y′)) = f(x′)f(y′).

Se observa que ψ y φ son levantamientos de la función h, y dado que el levantamiento es
único ψ = φ y por tanto f̃ es un homomorfismo de lazos.

Corolario 2.5. Si (L̃, p) es el lazo cubriente universal para el lazo topológico L y (Q, q) es
un lazo cubriente para L, entonces existe un homomorfismo de lazos topológicos

p̃ : L̃ −→ Q,

tal que (L̃, p̃) es un lazo cubriente para el lazo topológico Q.

Demostración. Como L̃ es el lazo cubriente universal, se tiene π1(L̃, ẽ) = 0. En el diagrama:

Q

q

��
L̃

p̃

99

p // L

desde que p∗(π1(L̃, ẽ)) = 0 ∈ q∗(π1(Q, e′)), por la Proposición 2.6 tenemos que existe un

único homomorfismo de lazos p̃ : (L̃, ẽ) −→ (Q, e′) tal que q ◦ p̃ = p y por tanto p̃ es un

homomorfismo cubriente de lazos y (L̃, p̃) es un lazo cubriente para Q.

Proposición 2.7. Sean (Q1, p1) y (Q2, p2) lazos cubrientes para el lazo topológico (L, e). Todo
homomorfismo cubriente h de (Q1, p1) a (Q2, p2) es un homomorfismo de lazos topológicos.

Demostración. Si h es un homomorfismo cubriente de (Q1, p1) a (Q2, p2) , entonces (Q1, h)
es un espacio cubriente para Q2 de donde se sigue que h es un homomorfismo de lazos.
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2.2.3 Construcción de torres de lazos cubrientes

Los siguientes resultados son clásicos en la teoŕıa de espacios cubrientes. Probaremos que
también se cumplen cuando el cubriente tiene estructura de lazo topológico.

Proposición 2.8. Sea (L̃, p) el lazo cubriente universal del lazo topológico (L, e). Si K es

subgrupo de H̃ = p−1(e), entonces el lazo cociente L̃/K es un lazo cubriente de L. Además,

todo lazo cubriente de L es isomorfo al lazo cociente L̃/K, con K un subgrupo de H̃.

Demostración. Si K es subgrupo de H̃ ∼= π1(L, e), entonces K es un subgrupo central discreto

de L̃ y por el Teorema 2.3, (L̃, hK) es un lazo cubriente de L̃/K y π1(L̃/K,K) ∼= K. Ahora,

definimos pK : L̃/K −→ L, por pK(x̃K) = p(x̃). La aplicación pK está bien definida, en
efecto, si x̃K = ỹK entonces x̃ = ỹk con k ∈ K por lo que p(x̃) = p(ỹ)p(k) = p(ỹ). La
sobreyectividad de pK se deduce de la sobreyectividad de p. Además, se tiene el siguiente
diagrama conmutativo:

L̃

p

��

hK

xx
L̃/K

pK
&&
L

Que pK sea una aplicación cubriente se deduce del hecho que p y hK lo son y que hK es
abierta. Por tanto, (L̃/K, pK) es un lazo cubriente de L.

Sea (Q, q) un lazo cubriente para L. Tomamos K = q∗(π1(Q, e′)), entonces (Q, q) es isomorfo

a (L̃/K, pK) ya que q∗(π1(Q, e′)) = K = pK∗(π1(L̃/K,K)).

Q

q
��

∼= // L̃/K

pK
}}

L

Para cada lazo cubriente (L̃/K, pK) podemos establecer un resultado similar a la Proposición
2.5:

Proposición 2.9. Sea K un subgrupo central discreto de H̃ y (L̃/K, pK) el respectivo lazo

cubriente. Sea ΓK el grupo de transformaciones cubrientes de pK : L̃/K → L entonces

ΓK ∼= H̃/K.

Demostración. Sea ãK ∈ H̃/K, las traslaciones LãK y RãK son homeomorfismos de L̃/K.
Nótese que pK ◦ LãK = pK = RãK ◦ pK , en efecto
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pK ◦ LãK(x̃K) = pK(ãx̃K)

= p(ãx̃)

= p(ã)p(x̃)

= p(x̃)

= pK(x̃K)

pK ◦RãK(x̃K) = pK(x̃ãK)

= p(x̃ã)

= p(x̃)p(ã)

= p(x̃)

= pK(x̃K)

Ambas, LãK y RãK , son levantamientos de pK y por la unicidad de este se tiene LãK = RãK ,
para todo ãK ∈ L̃/K.

Ahora, sea σ ∈ ΓK y x̃K, ỹK elementos de L̃/K tales que σ(x̃K) = ỹK. Entonces pK(ỹK) =
pK(σ(x̃K)) = pK(x̃K) = p(x̃).

Por ser L̃/K un lazo existen únicos ãK y ã′K en L̃/K tales que

(x̃K)(ãK) = ỹK y (ã′K)(x̃K) = ỹK.

Se tiene que pK(x̃K · ãK) = pK(x̃ãK) = pK(ỹK), de donde se deduce que

p(x̃)p(ã) = p(x̃).

Aśı, ã ∈ H̃ por lo que ãK ∈ H̃/K. De manera similar se prueba que ã′K ∈ H̃/K. Como LãK
y Rã′K son elementos de ΓK y además satisfacen RãK(x̃K) = ỹK y Lã′K(x̃K) = ỹK,

σ = RãK = Lã′K .

Evaluando en ẽK a σ, se deduce que ãK = ã′K. Por tanto, para cada σ ∈ ΓK existe un único
ãK ∈ H̃/K tal que σ = LãK .

Definimos la aplicación φK : H̃/K −→ ΓK , ãK 7−→ LãK . Desde que LãK ◦ Lb̃K = Lãb̃K ,

para todo ãK, b̃K ∈ H̃/K, φK es un homomorfismo de grupos. Y dado que para todo

σ ∈ ΓK existe un único ãK ∈ H̃/K con σ = LãK , se concluye que φK es un isomorfismo de
grupos.

Bajo la hipótesis general dada en la Observación 2.4 y las hipótesis del Teorema 2.2, π1(L, e)
es un grupo abeliano finitamente generado (ver [15, Lema 10.1.9 (b)]) y por consecuencia

H̃ es también un grupo abeliano finitamente generado. Entonces todo subgrupo K de H̃ es
también finitamente generado. Además, H̃/K es finito si y sólo si H̃ y K son de igual rango.

Proposición 2.10. Sea K subgrupo central discreto de H̃ = p−1(e) y pK : L̃/K → L. Se
tiene que:

1. H̃/K es finito si y sólo si el rango de K es igual al rango de H̃.

2. p−1
K (e) = H̃/K.

Demostración. 1. Se deduce de lo anterior.

2. Sea x̃K ∈ p−1
K (e), pK(x̃K) = p(x̃) = e, entonces x̃ ∈ H̃, por lo que x̃K ∈ H̃/K.

Claramente, si x̃K ∈ H̃/K, entonces x̃K ∈ p−1
K (e).
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2.3 Completaciones profinitas

Sea (L̃, p) el lazo cubriente universal del lazo topológico L, H̃ = p−1(e) y Γ el grupo de trans-

formaciones cubrientes de p : L̃→ L. Recordemos que H̃ es un grupo central discreto de L̃,
esto es, todos los elementos de H̃ conmutan y asocian con todos los elementos de L̃. Además,
por la Proposición 2.5 H̃ ∼= Γ y por tanto H̃ ∼= π1(L, e). Sobre el conjunto S de los subgrupos

centrales discretos de H̃ y de igual rango que H̃, definimos la relación H ≤ K si y sólo śı
K ⊂ H. Resulta que (S,≤) es un conjunto parcialmente ordenado. Además, suponemos que⋂
H∈S H = {ẽ}.

2.3.1 La completación profinita del grupo fundamental

Como H̃ es un subgrupo abeliano de L̃, H̃ es un grupo topológico abeliano con la topoloǵıa
subespacio. También, para H subgrupo de H̃, H̃/H es un grupo topológico abeliano respecto

a la topoloǵıa cociente. Además, H̃/H es compacto por ser finito. Finalmente, desde que los

grupos cocientes H̃/H son finitos, podemos dotar a cada H̃/H con la topoloǵıa discreta. En

resumen, los grupos H̃/H son grupos topológicos abelianos, totalmente disconexos y com-
pactos.

Para H,K ∈ S, con H ≤ K, definimos la aplicación νHK : H̃/K −→ H̃/H, x̃K 7−→ x̃H.
Claramente las aplicaciones νHK son homomorfismos de grupos. Además, si H ≤ K ≤ J
tenemos el siguiente diagrama conmutativo

H̃/J

νKJ

||

νHJ

""

H̃/K νHK
// H̃/H

Se tiene que {H̃/K; νHK} es un sistema proyectivo de grupos abelianos compactos.

De acuerdo con [20, Proposición 1.1.4], sea CH̃ =
∏

H∈S H̃/H entonces (Ĥ, µK) es el limı́te

proyectivo de {H̃/K; νHK} con Ĥ := {c ∈ CH̃ |νHKπK(c) = πH(c)}, donde πH es la proyec-

ción C → H̃/H, y νH = πH |Ĥ .

Comenzaremos por estudiar las propiedades topológicas de Ĥ.

Proposición 2.11. Sea νH : Ĥ → H̃/H la respectiva proyección para cada H ∈ S. Los

conjuntos ν−1
H (VH), con VH abierto de H̃/H, forman una base para la topoloǵıa de Ĥ.

Demostración. La topoloǵıa en CH̃ es la topoloǵıa producto, sus abiertos tienen la forma⋂
H∈S

π−1
H (VH), con VH abierto de H̃/H. Los abiertos de Ĥ, con la topoloǵıa de subespacio, son

unión de abiertos de la forma

W = Ĥ ∩ π−1
Hi1

(VHi1 ) ∩ π−1
Hi2

(VHi2 ) ∩ · · · ∩ π−1
Hin

(VHin ),
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con Hij ∈ S , i1, . . . , in ∈ N.

Sea (xHH)H∈S ∈ W , debemos encontrar un abierto VK de H̃/K tal que (xHH)H∈S ∈ ν−1
K (VK)

y ν−1
K (VK) ⊂ W .

Desde que S es un conjunto parcialmente ordenado existem ∈ N tal queHm ≥ Hi1 , Hi2 , . . . , Hin .

Como las aplicaciones νHijHm son continuas, ν−1
HijHm

(Vij) es abierto de H̃/Hm. Además,

xHmHm ∈ ν−1
HijHm

(VHij ) ya que

νHijHm(xHmHm) = νHijHmπHm((xHH))

= πHij ((xHH)) ∈ VHij
= xHijHij

para j = 1, . . . , n.

Definimos V :=
n⋂
j=1

ν−1
HijHm

(VHij ), V contiene a xHmHm por lo que ν−1
Hm

(V ) es una vencidad

abierta de (xHH)H∈S en Ĥ.

Sea (yHH)H∈S ∈ ν−1
Hm

(V ) entonces yHmHm ∈ V por lo que yHirHir = νHirHm(yHmHm) para
r = 1, . . . , n. Aśı, ν−1

Hm
(V ) ⊂ W .

Ahora, sea i : H̃ → CH̃ , x̃ 7→ (x̃H)H∈S inducida por la proyección H̃ → H̃/H en cada

componente. Se tiene que i(H̃) ⊂ Ĥ, en efecto, para x̃ ∈ H̃ se tiene

νHKπk((x̃H)H∈S) = νHK(x̃K)

= x̃H

= πH((x̃H)H∈S)

Denotamos ĩ : H̃ → Ĥ, la aplicación inducida por i. El homomorfismo ĩ es continuo desde
que la composición νH ◦ ĩ es continua (por ser una proyección) y νH continua.

Verifiquemos que ĩ es inyectiva. Sea x̃ ∈ ker ĩ, entonces x̃ ∈ H para todo H ∈ S, por lo que

x̃ ∈
⋂
H∈S

H = {ẽ}, por lo que ker ĩ = {ẽ}.

Finalmente, para todo H ∈ S, νH (̃i(H̃)) = H̃/H, entonces para cualquier abierto VH de

H̃/H

νH (̃i(H̃)) ∩ VH 6= ∅,

y por tanto, ĩ(H̃) ∩ ν−1
H (VK) 6= ∅. Se ha probado que:

Proposición 2.12. ĩ(H̃) es denso en Ĥ.
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Sabemos que cada uno de los H̃/H son Hausdorff y totalmente disconexos por tanto su pro-

ducto cartesiano CH̃ también lo es. Aśı, Ĥ es Hausdorff y totalmente disconexo. Por otra

parte, los H̃/H son compactos entonces CH̃ es compacto. Para que Ĥ sea compacto debemos

probar que es cerrado en CH̃ . Sea (xHH)H∈S ∈ CH̃ − Ĥ entonces existen H,K ∈ S con

H ≤ K tales que νHK(xKK) 6= xHH. Por ser H̃/H Hausdorff existen vecindarios de U y V
de νHK(xKK) y xHH, respectivamente, tales que U ∩ V = ∅. Como νHK es continua existe

un abierto W de H̃/H tal que νHK(W ) ⊆ U , y por tanto νHK(W ) ∩ V = ∅. Entonces el

abierto W × V ×
∏

H′∈S−{H,K}

H̃/H ′ es un vecindario de (xHH)H∈S contenido en CH̃ Ĥ. Aśı,

CH̃ − Ĥ es abierto y por tanto Ĥ es cerrado.

Finalmente, desde que cada uno de los H̃/H es un grupo topológico, se induce una multi-

plicación en Ĥ componente a componente: sean (aHH), (bHH) elementos de Ĥ, definimos
(aHH) ∗Ĥ (bHH) := (aH ∗H bHH). La operación es cerrada, en efecto:

νHK(aK ∗K bKK) = νHK(aKK ∗ bKK)

= νHK(aKK) ∗ νHK(bKK)

= aHH ∗ bHH
= aH ∗H bHH.

La operación ∗Ĥ dota a Ĥ de estructura de grupo: el elemento identidad es (eH)H∈S , el inverso
de (aHH) es el elemento (a−1

H H) y la asociatividad se deduce de la asociatividad componente

a componente. Definimos la aplicación mĤ : Ĥ× Ĥ → Ĥ, ((aHH), (bHH)) 7−→ (aH ∗H bHH).

La continuidad de mĤ se deduce de la continuidad de las aplicaciones mH̃/H : H̃/H ×
H̃/H −→ H̃/H, (aH, bH) 7−→ a ∗H bH.

En resumen, tenemos el siguiente teorema

Teorema 2.4. Ĥ un grupo topológico compacto, perfecto y totalmente disconexo.

2.3.2 La completación profinita de Γ

Sea K ∈ S, para la aplicación cubriente pK : L̃/K → L denotamos por ΓK su grupo de
transformaciones cubriente, es decir:

ΓK = {σ : L̃/K → L̃/K, homeomorfismo |pKσ = pK}.

Por la Proposición 2.9 el grupo ΓK es isomorfo a H̃/K. Denotamos por QK = H̃/K y sea
φK el isomorfismo de QK sobre el grupo de transformación ΓK .

Recordemos que ΓK es subgrupo del grupo de homeomorfismos de L̃/K, el cual es un grupo
topológico con la topoloǵıa compacto abierta. Por tanto ΓK es un grupo topológico. Pero
además, ΓK es abeliano y finito aśı que ΓK es compacto. Podemos considerar en cada ΓK la
topoloǵıa discreta.
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Ahora, para H ≤ K, definimos la aplicación µHK : ΓK → ΓH tal que el siguiente diagrama
conmuta:

ΓH ΓK
µHKoo

QH

φH

OO

QKνHK
oo

φK

OO ,

esto es, φHνHK = µHKφK .

Nótese que si σ ∈ ΓK , existe un único ãK ∈ H̃/K tal que σ = LãK . De la conmutatividad
del diagrama se deduce que para todo H,K con H ≤ K :

µHK(σ) = µHK(LãK)

= φHνHKφ
−1(LãK)

= LãH .

Por lo que µHK : ΓK −→ ΓH , LãK 7−→ LãH .

Para H ≤ K ≤ J se tiene el diagrama conmutativo

ΓJ
µKJ

}}

µHJ

!!
ΓK µHK

// ΓH

Aśı, {ΓH , µHK}H∈S es un sistema proyectivo. Escribimos Γ̂ = ĺım←−{ΓH , µHK}H∈S .

Denotando por CΓ =
∏
H∈S

ΓH se tiene que Γ̂ = {c ∈ CΓ̃|µHKπK(c) = πH(c)}, donde πH es la

proyección CΓ → ΓH , y µH = πH |Γ̂.

Análoga a la Proposición 2.11 tenemos la siguiente proposición:

Proposición 2.13.

Los conjuntos µ−1
H (WH) con H ∈ S y WH abierto de ΓH forman una base para la topoloǵıa

de Γ̂.

En el diagrama

. . . ΓHoo ΓK
µHKoo . . .oo

. . . QH

φH

OO

oo QKνHK
oo

φK

OO

. . .oo

,
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las aplicaciones φK son isomorfismos, estos inducen un isomorfismo de ĺımites proyectivos
φ : Ĥ −→ Γ̂. Del hecho que los ĺımites Ĥ y Γ̂ sean isomorfos Γ̂ cumple las mismas propieda-
des demostradas anteriormente para Ĥ.

En el siguiente caṕıtulo estudiaremos como actúa Γ̂ sobre el lazo solenoidal
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3 El lazo solenoidal universal

En este caṕıtulo haremos la construcción de los dos objetos importantes de este trabajo: el
lazo solenoidal universal y el grupo multiplicativo solenoidal. Cabe recalcar que a pesar de
no tener asociatividad en general éstas construcciones son posibles por el hecho que H̃ es un
subgrupo central discreto de L̃. Además, la relación entre los grupos multiplicativos de cada
lazo subcubriente de L y los grupos subcubrientes de G = LMultL nos permite deducir la
relación entre los dos objetos universales construidos.

3.1 El lazo solenoidal universal L
Sean H y K en S tal que H ≤ K. Como H y K son subgrupos centrales discretos de H̃,
L̃/H y L̃/K son lazos cubrientes para L. Definimos la aplicación pHK : L̃/K → L̃/H tal
que el siguiente diagrama conmuta (existe y es única por la propiedad de levantamiento de
funciones).

L̃/K

pK

��

pHK // L̃/H

pH

��
L

,

es decir pK = pH ◦ pHK . Por la unicidad de pHK se deduce que pHK(x̃K) = x̃H, para todo

x̃K ∈ L̃/K.

Para H ≤ K ≤ J , se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

L̃/J

pKJ

��

pHJ

��

L̃/K
pHK // L̃/H

En efecto, los homomorfismos pHJ , pHK , pKJ satisfacen por definición

pJ = pH ◦ pHJ (3.1)

pK = pH ◦ pHK (3.2)

pJ = pK ◦ pKJ . (3.3)

Sustituyendo (2) en (3): pJ = (pH ◦ pHK) ◦ pKJ = pH ◦ (pHK ◦ pKJ), comparando este último

41



resultado con (1) y por la unicidad de pHJ se deduce que pHJ = pHK ◦ pKJ .

Por tanto, {L̃/H, pHK}H∈S es un sistema proyectivo. Ahora, sea C =
∏

H∈S L̃/H.

Definición 3.1. Definimos el lazo solenoidal como

L = ĺım
←
{L̃/H, pHK}H∈S := {c ∈ C|pHKπK(c) = πH(c) para todo H ≤ K},

donde πH es la proyección C → L̃/H.

La topoloǵıa en C es la topoloǵıa producto, sus abiertos son uniones de elementos de la forma

π−1
Hi1

(UHi1 ) ∩ π−1
Hi2

(UHi2 ) ∩ · · · ∩ π−1
Hin

(UHin ),

con Hij ∈ S. La topoloǵıa de L es la topoloǵıa de subespacio. Para cada H ∈ S denotamos

por ρH : L → L̃/H a la proyección canónica.

Proposición 3.1. Los conjuntos ρ−1
H (UH), con UH abierto de L̃/H, forman una base para

la topoloǵıa de L.

Demostración. Sea (xHH)H∈S ∈ W , debemos encontrar un abierto UK de L̃/K tal que
(xHH)H∈S ∈ ρ−1

K (UK) y ρ−1
K (UK) ⊂ W .

Sea m tal que Hm ≥ Hi1 , Hi2 , . . . , Hin . Dado que las aplicaciones pHijHm son continuas,

p−1
HijHm

(UHij ) es abierto de L̃/Hm. Además, xHmHm ∈ p−1
HijHm

(UHij ) ya que

pHijHm(xHmHm) = pHijHmπHm((xHH))

= πHij ((xHH)) ∈ UHij
= xHijHij

para j = 1, . . . , n.

Definimos U :=
n⋂
j=1

p−1
HijHm

(UHij ), U contiene a xHmHm por lo que ρ−1
Hm

(U) es una vecindad

abierta de (xHH)H∈S en L.

Si (yHH)H∈S ∈ ρ−1
Hm

(U) entonces yHmHm ∈ U , por lo que yHirHir = pHirHm(yHmHm) para
r = 1, . . . , n. Aśı, ρ−1

Hm
(U) ⊂ W .

Teorema 3.1 (I.M. Barahona). L es un lazo topológico.
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Demostración. Sean (xHH), (yHH) ∈ L.Definimos la operación en L componente a compo-
nente, esto es, (xHH) ∗ (yHH) = (xHyHH). L es cerrado bajo esta operación ya que:

pHKπK((xHyHH)) = pHK(xKyKK)

= pHK(xKKyKK)

= pHK(xKK)pHK(yKK)

= xHHyHH

= xHyHH

= πH((xHyHH))

Ahora, mostraremos que m : L × L −→ L, ((xHH), (yHH)) 7−→ (xHyHH) es continua.

Sea ρ−1
H (UH) un abierto básico de L con UH abierto de L̃/H. Desde que L̃/H es un lazo

topológico existen abiertos {V α
H}α∈A, {Wα

H}α∈A tales que

m−1
H (UH) =

⋃
V α
H ×Wα

H ,

donde mH es la multiplicación continua del lazo L̃/H, mH : L̃/H × L̃/H −→ L̃/H. Ahora,
definimos

V α = ρ−1
H (V α

H ),

Wα = ρ−1
H (Wα

H).

Luego, m−1(ρ−1
H (UH)) =

⋃
V α ×Wα. En efecto, sea ((xHH), (yHH)) ∈

⋃
V α ×Wα, por lo

que ((xHH), (yHH)) ∈ V α ×Wα, para algún α ∈ A. Se tiene que:

ρH(m((xHH), (yHH))) = mH(ρH((xHH)), ρH((yHH)))

= mH(xHH, yHH) ∈ UH

Por tanto, la operación m es continua. De manera similar, las operaciones � : L× L → L y
� : L × L → L son continuas.

Sea i : L̃→ C, x̃ 7→ (x̃H)H∈S inducida por la proyección L̃→ L̃/H en cada componente. Se

tiene que i(L̃) ⊂ L, en efecto, para x̃ ∈ L̃ se tiene

pHKπk((x̃H)H∈S) = pHK(x̃K)

= x̃H

= πH((x̃H)H∈S)

Denotamos ĩ : L̃→ L, la aplicación inducida por i. El homomorfismo ĩ es continua desde que
la composición ρH ◦ ĩ es una proyección, y por tanto continua, y ρH es también continua.

Verifiquemos que ĩ es inyectiva. Si x̃ ∈ ker ĩ entonces x̃ ∈ H para todo H ∈ S. Por lo que

x̃ ∈
⋂
H∈S

H = {ẽ}. Por lo tanto ker ĩ = {ẽ}.
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Finalmente, si H ∈ S entonces ρH (̃i(L̃)) = L̃/H, y por lo tanto para cualquier abierto UH
de L̃/H

ρH (̃i(L̃)) ∩ UH 6= ∅.

Por lo tanto ĩ(L̃) ∩ ρ−1
H (UK) 6= ∅. Se ha probado que:

Proposición 3.2. ĩ(L̃) es densa en L.

3.2 El lazo cubriente generalizado L̃× Γ̂

En lo siguiente, se probará que L̃× Γ̂ es el cubriente generalizado de L.

Proposición 3.3. 1. Si σK ∈ ΓK y σH = µHK(σK) entonces el diagrama

L̃/H

σH

��

L̃/K
pHKoo

σK

��

L̃/H L̃/KpHK
oo

conmuta.

2. Si σH ∈ ΓH y σK ∈ ΓK y el diagrama conmuta para algún x̃KK ∈ L̃/K entonces
σH = µHK(σK).

Demostración. (1) Sea σK ∈ ΓK , σK = LãK , y σH = µHK(σK) = LãH . Entonces para

x̃K ∈ L̃/K se tiene:

σHpHK(x̃K) = σH(x̃H)

= ãx̃H

= pHK(ãx̃K)

= pHKσK(x̃K).

(2) Sean σH = LãH y σK = Lb̃K y sea x̃K ∈ L̃/K tal que σHpHK(x̃K) = pHKσK(x̃K). Se
deduce que

ãx̃H = b̃x̃H

⇒ ãx̃ = (b̃x̃)h, para algún h ∈ H
ãx̃ = (b̃h)x̃,

por lo que ã = b̃h, es decir, ãH = b̃H. Aśı σH = µHK(σK).
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Proposición 3.4. Γ̂ actúa sobre L como grupo de transformaciones efectivo.

Demostración. Sea σ = (σH)H∈S elemento de Γ̂. Por la Proposición 3.3, σ induce un homeo-
morfismo L → L definido por: si x = (xHH)H∈S , σ(x) = (σH(xHH))H∈S . Luego,

1. (σσ′)(x) = σ(σ′(x)).

2. La identidad ê ∈ Γ̂, satisface ê(x) = x, para todo x ∈ L.

Ahora, probaremos que θ : Γ̂× L → L, (σ, x) 7−→ σ(x) es continua.

Sea (σ′, x′) ∈ Γ̂ × L dado y U un vecindario abierto de σ′(x′) en L, con U = ρ−1
H (UH)

y UH abierto de L̃/H. Como ΓH es discreto V = µ−1
H (σ′H) es un vecindario de σ′ en Γ̂.

Además, desde que la composición σ′ρH es continua, existe un vecindario W de x′ tal que
σ′ρH(W ) ⊂ UH . Se tiene que θ−1(U) = V × W , en efecto, sea (σ, x) ∈ V × W entonces
ρHσ(x) = σH(ρH(x)) = µH(σ)ρH(x) = σ′HρH(x) ∈ UH , aśı σ(x) ∈ U .

Sea (ẽH) el elemento identidad en L y las aplicaciones cubrientes hH : L̃ −→ L̃/H. La
sucesión (hH)H induce la aplicación

ĥ : (L̃, ẽ) −→ (L, (ẽH))

x̃ 7−→ ĥ(x̃) = (hH(x̃))H .

Ahora, podemos definir la aplicación P̂ : L̃×Γ̂ −→ L por P̂ (x̃, (σH)H) = σĥ(x̃) = (σHhH(x̃))H .

P̂ está bien definida, en efecto, sean H,K ∈ S con H ≤ K:

pHK(σK(hK(x̃))) = pHK(σK(x̃K))

= pHK(ãx̃K)

= ãx̃H

= ãHx̃H

= σH(hH(x̃)).

Además, P̂ es continua. Sea (x̃, (σH)H) un elemento arbitrario de L̃× Γ̂ y W = ρ−1
H (UH), con

UH abierto de L̃/H, una vecindad básica de P̂ ((x̃, (σH)H)), σH(hH(x̃)) ⊂ ρ−1
H (UH).

Como σH y hH son continuas, U := h−1
H (σ−1

H (UH)) es abierto de L̃ con x̃ ∈ U . Sea V =

∩µ−1
H (σH), este es un abierto de Γ̂ que contiene a (σH)H . Por tanto, U × V es una vecindad

abierta de (x̃, (σH)H).

El espacio L̃ × Γ̂ es también un lazo topológico, con la operación respectiva componente a
componente. Resulta que P̂ es un homomorfismo de lazos topológicos. En efecto:
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P̂ ((x̃, (σH)H) · (ỹ, (σ′H)H)) = P̂ (x̃ỹ, (σHσ
′
H)H)

= P̂ (x̃ỹ, (LãHH ◦ LãH ′H)H)

= P̂ (x̃ỹ, (LãH ãH ′H)H)

= (LãH ãH ′H(hH(x̃ỹ)))H

= (LãH ãH ′H(hH(x̃)hH(ỹ)))H

= (LãH ãH ′H(x̃ỹH))H

= ((ãH ãH
′H)(x̃ỹH))H

= ((ãH x̃)(ãH
′ỹ)H)H

= (ãH x̃H)H(ãH
′ỹH)H

= (LãHHhH(x̃))H(LãH ′HhH(ỹ))H

= (σHhH(x̃))H(σ′HhH(ỹ))H

= P̂ ((x̃, (σH)H)) ∗ P̂ ((ỹ, (σ′H)H))

Probaremos que L̃× Γ̂ es el cubriente generalizado de L respecto de la aplicación P̂ .

Diremos que un subconjunto Ṽ de L̃ es simple si p manda homeomorfamente a Ṽ en p(Ṽ ).

Lema 3.1. Si x, y ∈ L son tales que ρH0(x) = ρH0(y), donde H0 = H̃ entonces existe un

único σ ∈ Γ̂ tal que σ(x) = y.

Demostración. Sean x = (xHH), y = (yHH) ∈ L con ρH0(x) = ρH0(y). De la definición de L
se tiene que para todo H ∈ S

pH0H(ρH(x)) = ρH0(x), y

pH0H(ρH(y)) = ρH0(y).

Por lo que pH0H(ρH(x)) = pH0H(ρH(y)). Dado que pHH0 = pH es una aplicación cubriente
regular existe un único σH ∈ ΓH tal que

σH(xHH) = yHH.

Además, se cumple que

σHpHK(xKK) = σH(xHH)

= yHH

= pHK(yKK)

= pHK(σK(xKK)),

por la Proposición 3.3 σH = µHK(σK). Por lo que el elemento σ = (σH) es un elemento de Γ̂
y es tal que σ(x) = y.
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Lema 3.2. Para todo H ∈ S, dado σH ∈ ΓH , W = µ−1
H (σH) y Ṽ un abierto simple de L̃ se

tiene que
P̂ (Ṽ ×W ) = ρ−1

H (σHhH(Ṽ )).

Demostración. Sea x = (xHH)H ∈ ρ−1
H (σHhH(Ṽ )) se sigue que xHH = σHhH(ṽ) para algún

ṽ ∈ Ṽ . Luego, tomando H0 = H̃

ρH0(x) = xH0H0

= pH0H(ρH(x))

= pH0H(σHhH(ṽ))

= pH(σHhH(ṽ)), dado que pH̃H = pH

= p(ṽ), por la conmutatividad de la figura 3.1

= ρH0(ĥ(ṽ))

L̃

hH
��

p

&&
L̃/H

σH
��

pH
// L

L̃/H

pH

88

Figura 3.1: Diagrama conmutativo

Como ρH0(x) = ρH0(ĥ(ṽ)) por el Lema 3.1 existe σ0 = (σ0
H) ∈ Γ̂ tal que σ0(ĥ(ṽ)) = x, es

decir P̂ (ṽ, σ0) = x. De la igualdad

σ0
H(hH(ṽ)) = xHH = σHhH(ṽ),

se deduce que σ0 ∈ W . Por tanto, x ∈ P̂ (Ṽ ×W ). La otra inclusión es inmediata.

Lema 3.3. P̂ es un homeomorfismo local de L̃× Γ̂ sobre L. En efecto, si Ṽ es un conjunto
abierto simple de L̃, entonces P̂ mapea a Ṽ × Γ̂ homeomorficamente sobre ρ−1

H0
(p(Ṽ )), con

H0 = H̃.

Demostración. Sea Ṽ un abierto simple de L̃. Por el Lema 3.2 P̂ (Ṽ × Γ̂) = ρ−1
H0

[p(Ṽ )].

Probaremos que P̂ es inyectiva en Ṽ × Γ̂. Supongamos que P̂ (ṽ, σ) = P̂ (ṽ′, σ′), luego

(σHhH(ṽ))H = (σ′HhH(ṽ′)H)

σH0p(ṽ) = σ′H0
p(ṽ′)

p(ṽ) = p(ṽ′),

del hecho que Ṽ es simple se deduce que ṽ = ṽ′ y por tanto σ = σ′.

47



Ya tenemos los elementos suficientes para probar el teorema central de esta sección

Teorema 3.2. L̃× Γ̂ es el lazo cubriente generalizado de L con respecto a la aplicación P̂ .

Demostración. Dado V1 un abierto de L, por ser p : L̃ → L una aplicación cubriente

p−1(V1) =
⊔

Ṽi, con Ṽi abiertos de L̃ y p(Ṽi) homeomorfo a V1.

Además, ρ−1
H0

(V1) es un abierto de L el cual denotaremos por V , V = ρ−1
H0

(V1). Nótese que los

conjuntos Ṽi × Γ son abiertos disjuntos de L̃× Γ̂, probaremos que P̂−1(V ) =
⊔

Ṽi × Γ̂.

Por el Lema 3.2,

P̂ (Ṽi × Γ̂) = ρ−1
H0

(p(Vi))

= ρ−1
H0

(V1)

= V.

Aśı,
⊔

Ṽi × Γ̂ ⊆ P̂−1(V ).

Ahora, si (x̃, (σH)H) ∈ P̂−1(V ) entonces P̂ (x̃, (σH)H) ∈ V . Luego, (σHhH(x̃))H ∈ V de don-
de se sigue que ρH0(σHhH(x̃)) ∈ V1 por lo que p(x̃) ∈ V1 y x̃ ∈ Ṽi para algún i. Por tanto,

P̂−1(V ) ⊆
⊔

Ṽi × Γ̂.

Los conjuntos V construidos en el proceso anterior forman una cubierta de Ṽ tales que
P̂−1(V ) es unión disjunta de subconjuntos abiertos de L̃ × Γ̂, cada uno de los cuales es

mapeado homeomorficamente a V por P̂ .

3.3 La acción de Γ sobre L̃× Γ̂

Sea L un lazo topológico, p : L̃→ L su cubriente universal y Γ el grupo de transformaciones
cubrientes de p : L̃→ L. Sobre el producto L̃× Γ̂ definimos la acción

Γ× (L̃× Γ̂) −→ L̃× Γ̂

(σ, (x̃, (σH)H)) 7−→ (σ(x̃), (σHσ
−1H)H),

donde σ−1H : L̃/H −→ L̃/H, x̃H 7−→ σ−1(x̃)H.

Desde que la acción de Γ sobre L̃ es propia y discontinua y libre de puntos fijos (Teorema

1.5), también es propia y discontinua y libre de puntos fijos sobre L̃ × Γ̂. En efecto, sea W

abierto de L̃ tal que σ(W )∩W = ∅ para todo σ ∈ Γ, entonces W × Γ̂ es un abierto de L̃× Γ̂
satisfaciendo

(W × Γ̂) ∩ (σ · (W × Γ̂)) 6= ∅,
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para todo σ ∈ Γ.

Escribimos el espacio de órbitas L̃×Γ Γ̂ := L̃× Γ̂/Γ, dotado con la topoloǵıa cociente.

Denotamos por Π a la proyección natural Π : L̃× Γ̂ −→ L̃×Γ Γ̂.

Lema 3.4. Sean (x̃, (σH)H) y (x̃′, (σ′H)H) elementos de L̃× Γ̂ entonces:

P̂ ((x̃, (σH)H)) = P̂ ((x̃′, (σ′H)H))

si y sólo si
Π((x̃, (σH)H)) = Π((x̃′, (σ′H)H)).

Demostración. Supongamos que P̂ ((x̃, (σH)H)) = P̂ ((x̃′, (σ′H)H)) entonces σH(hH(x̃)) =
σ′H(hH(x̃′)) para todo H ∈ S. En particular, para Γ (H = {ẽ}) se deduce que p(x̃) = p(x̃′).
Dado que Γ actúa transitivamente sobre la fibra de cada punto de L, existe un único σ ∈ Γ
tal que x̃′ = σ(x̃). Luego,

σ′H(hH(x̃′)) = σH(hH(x̃))

= σH(hH(σ−1(x̃′)))

= σH(σ−1H(hH(x̃′)))

= (σHσ
−1H)(hH(x̃′)),

por lo que σ′H = σHσ
−1H, para todo H ∈ S.

Se sigue que

σ · (x̃, (σH)H) = (σ(x̃), (σHσ
−1H)H)

= (x̃′, (σ′H)H),

por tanto, Π((x̃, (σH)H)) = Π((x̃′, (σ′H)H)).

Rećıprocamente, si Π((x̃, (σH)H)) = Π((x̃′, (σ′H)H)) existe σ ∈ Γ tal que σ · (x̃, (σH)H) =
(x̃′, (σ′H)H) por lo que (σ(x̃), (σH(σ−1H))H) = (x̃′, (σ′H)H). Luego,

(σH(hH(x̃)))H = (σH(hH(σ−1(x̃′))))H

= (σH(σ−1H(hH(x̃′))))H

= ((σHσ
−1H)(hh(x̃

′)))H

= (σ′H(hH(x̃′)))H

Por tanto, P̂ ((x̃, (σH)H)) = P̂ ((x̃′, (σ′H)H)).

Teorema 3.3. El espacio de órbitas L̃×Γ Γ̂ es homeomorfo a L.
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Demostración. Por el Lema 3.4 existe una función biyectiva ∆ : L̃ ×Γ Γ̂ −→ L tal que el
siguiente diagrama conmuta

L̃× Γ̂

Π

zz
P̂

!!
L̃×Γ Γ̂ ∆ // L

La función ∆ es continua dado que P̂ es continua y Π es una función abierta. Que ∆ sea
abierta se sigue del hecho que es una función sobreyectiva y continua de un espacio compacto
en un espacio Hausdorff. Aśı, ∆ es un homeomorfismo por tanto L̃×Γ Γ̂ ' L.

Proposición 3.5. Si H = ĩ(L̃) entonces H es densa en L. Además,

H ∼= L̃,

como lazos topológicos.

Demostración. SiH ⊂ L̃×Γ Γ̂ y x ∈ H, existe (x̃, (σH)H) ∈ L̃×Γ̂ tal que Π(x̃, (σH)H) ∈ L̃×Γ̂.
Sea y ∈ H entonces existe una sucesión de puntos x = x0, x1, . . . , xn = y tal que dos puntos
consecutivos xj, xj+1 están en una misma placa, con j = 0, 1, · · · , n− 1.
Sean Π(Uj × {(σjH)H}) para j = 0, . . . , n las placas que contienen a xj y a xj+1. Podemos
suponer que x̃ ∈ U0 y que (σH)H = (σ0

H)H . Luego, dado que

x1 ∈ Π(U0 × {(σ0
H)H}) ∩ Π(U0 × {(σ0

H)H}),

existe γ1 ∈ Γ ⊂ Γ̂ tal que (σ0
H)H = (σ1

H(γ−1
1 H))H , esto es porque las funciones de transición

son multiplicar por la derecha por elementos de Γ vistos como elementos de Γ̂. De manera
similar, existe γj ∈ Γ tal que (σj−1

H ) = (σjH(γ−1
j ))H para j = 1, · · · , n.

Se tiene que
(σH)H = (σ0

H)H = (σn(γ1γ2 · · · γn)−1H)H ,

esto implica que (σH)H y (σnH)H están en la misma órbita y por tanto y ∈ Π(L̃× {(σH)H}).
Aśı, H ⊂ Π(L̃× {(σH)H}).

Además, dado que Π(L̃×{(σH)H}) es conexo por caminos se tiene que Π(L̃×{(σH)H}) = H.

La aplicación Π es inyectiva sobre L̃× {(σH)H} pues dos elementos en una misma órbita no

pertenecen al mismo nivel. Por tanto, Π : L̃× {(σH)H} −→ H es un isomorfismo de lazos.

Dado W ⊂ L̃ ×Γ Γ̂ un abierto y H = Π(L̃ × {(σH)H}) una hoja arbitraria probaremos que
H ∩W 6= ∅.

Como W ⊂ L̃ ×Γ Γ̂ es abierto, se sigue que Π−1(W ) ⊂ L̃ × Γ̂ es un abierto. Luego, existen

abiertos U ⊂ L̃ y V ⊂ Γ̂ tales que U × V ⊂ Π−1(W ).
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Además, dado que Γ es denso en Γ̂ existe un γ ∈ Γ tal que (γ−1H)H ∈ (σH)−1
H V , es decir,

(σH)H(γH)H ∈ V .

Reescribimos a H como H = Π(L̃ × {(σH)H}) = Π(L̃ × {(σH · γ−1H)H}). Ahora, como

L̃×{(σH)H}∩ (U ×V ) 6= ∅ concluimos que Π(L̃×{(σH ·γ−1H)H}∩ (U ×V )) 6= ∅. Dado que

Π(L̃× {(σHγ−1H)H} ∩ (U × V )) ⊂ Π(L̃× {(σHγ−1H)H}) ∩Π(U × V )) ⊂ H ∩W se deduce

que H ∩W 6= ∅. Por tanto H es densa en L̃×Γ Γ̂.

3.4 El grupo multiplicativo solenoidal

Recordemos que para L un lazo topológico el grupo multiplicativo

G = LMult(L) = 〈{Lx|x ∈ L}〉,

es un grupo topológico que actúa sobre L. Ahora, sobre G haremos la construcción universal
para definir el grupo multiplicativo solenoidal.

3.4.1 El grupo multiplicativo del cubriente universal de un lazo

Sea L un lazo topológico y (L̃, p) su lazo cubriente universal. Al ser ambos lazos topológicos
podemos tomar sus respectivos grupos multiplicativos, en particular estudiaremos la relación
entre G = LMult(L) y G∗ = LMult(L̃), para ello utilizaremos algunas propiedades probadas
en [14].

Lema 3.5. [14, Lema 1.34] Sea L un lazo topológico, conexo y localmente simplemente conexo
y sea G el grupo topológico generado por las traslaciones izquierdas de L. Asuma que G es
localmente simplemente conexo. Sea (L̃, p) el lazo cubriente universal de L y sea H̃ = p−1(e) ⊆
L̃. Entonces el grupo G∗ generado por las traslaciones izquierdas de L̃ es el grupo cubriente
de G tal que el núcleo de la aplicación q : G∗ −→ G es H̃∗ = {Lh|h ∈ H̃}, H̃∗ ∼= H̃.

Demostración. Al ser H̃ un subgrupo central discreto de L̃, H̃∗ es un subgrupo normal
discreto de G∗. Sea q el morfismo q : G∗ −→ G∗/H̃∗ con H̃∗ como núcleo. Por el Teorema 2.3

(G∗, q) es un cubriente para G∗/H̃∗. Por la Proposición 2.2 G∗/H̃∗ ∼= LMult(L̃/H̃), dado que

L̃/H̃ ∼= L, tenemos G∗/H̃∗ ∼= G. Aśı q : G∗ −→ G es un cubriente, donde q−1(eG) = H̃∗.

Observación 3.1. G∗ coincide con el cubriente universal de G cuando π1(L, e) ∼= π1(G, eG).

Bajo las mismas condiciones del Lema 3.5 se tiene el siguiente teorema:

Teorema 3.4 (I. M. Barahona). Sea H1 subgrupo central discreto de H̃ y H∗1 = {Lu|u ∈ H1}
el respectivo subgrupo normal discreto de G∗. La aplicación qH∗1 : G∗/H∗1 −→ G, g∗H1 7−→
q(g∗) es grupo cubriente de G. Además, G∗/H∗1 es isomorfo al grupo generado por las trasla-

ciones izquierdas del lazo L̃/H1, donde pH1 : L̃/H1 −→ L es el lazo cubriente de L asociado
a H1.
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Demostración. Dado que H∗1 es subgrupo central discreto de G∗ por la Proposición 2.3 el
morfismo tH∗1 : G∗ −→ G∗/H∗1 con ker tH∗1 = H∗1 es cubriente de G∗/H∗1 . La aplicación qH∗1
está definida de tal forma que el siguiente diagrama es conmutativo:

G∗
tH∗1

ww
q

��
G∗/H∗1

qH∗1 // G

La aplicación qH∗1 está bien definida y es una aplicación cubriente desde que q y tH∗1 lo son.

Finalmente, por la Proposición 2.2 LMult(L̃/H1) ∼= G∗/H∗1 .

Recordemos que paraH,K ∈ S = { subgrupos centrales discretos de H̃ y de igual rango con H̃}
definimos H ≤ K si y sólo si K ⊂ H. De manera similar, sobre el conjunto S∗ = {H∗|H ∈ S}
definimos H∗ ≤ K∗ si y sólo si K∗ ⊂ H∗.

Lema 3.6. Si H∗1 es subgrupo discreto de H∗ entonces existe un único H1 subgrupo central

discreto de H̃ tal que H∗1 = {Lh : h ∈ H1}.

Demostración. Sea H∗1 = {Lhα ;α ∈ A, hα ∈ H̃}. Probaremos que H1 = {hα}α∈A es subgrupo

de H̃. Sean hα, hβ ∈ H1. Como H∗1 es subgrupo se sigue que Lhα ◦ Lhβ = Lhθ . De aqúı
deducimos que hαhβ = hθ, es decir, la operación es cerrada en H1. Dado que la identidad
pertenece a H∗1 , e ∈ H1. Si hα ∈ H1, Lhα ∈ H∗1 . Luego, existe Lhθ ∈ H∗1 tal que Lhα ◦Lhθ = Le.
Se sigue que el inverso de hα es hθ ∈ H1.

Para H∗ ≤ K∗ definimos las aplicaciones qH∗K∗ : G∗/K∗ −→ G∗/H∗, g∗K∗ 7−→ g∗H∗. Se
tiene que {G∗/H∗, qH∗K∗}H∗∈S∗ forma un sistema proyectivo.
Denotaremos por

G∗ := ĺım
←
{G∗/H∗, qH∗K∗}H∗∈S∗ .

3.4.2 Construcción del grupo multiplicativo solenoidal

Tomaremos L un lazo topológico, conexo y localmente simplemente conexo y G el grupo
topológico generado por las traslaciones izquierdas de L. Asumiremos que G es localmente
simplemente conexo y por tanto G tiene cubriente universal G̃. Denotamos por r a la aplica-
ción cubriente r : G̃ −→ G.

Denotamos por K̃ := r−1(eG), K̃ es un subgrupo central discreto de G̃ y además K̃ ∼=
π1(G, eG). Sea K un subgrupo central discreto de K̃. Por la Proposición 2.3, G̃ es cubriente

de G̃/K con aplicación cubriente sK : G̃ −→ G̃/K tal que ker sK = K. Definimos la aplicación

rK : G̃/K −→ G de tal manera que el siguiente diagrama conmuta:

G̃
sK

xx
r

��
G̃/K

rK // G

52



La aplicación rK está bien definida y es una aplicación cubriente desde que r y sK lo son y
sK es abierta.

Sea K := {K|K es un subgrupo de K̃}. Sobre K definimos el orden K ≤ K ′ si y sólo si
K ′ ⊂ K. El conjunto (K,≤) es un conjunto parcialmente ordenado. Además, suponemos que⋂
K∈KK = {ẽG}.

Para K ≤ K ′ definimos la aplicación rKK′ : G̃/K ′ −→ G̃/K por g̃K ′ 7−→ g̃K. La aplicación

rKK′ es una aplicación cubriente. Tenemos que {G̃/K, rKK′}K∈K es un sistema proyectivo.

Definición 3.2. Definimos el grupo solenoidal G como

G := ĺım
←
{G̃/K, rKK′}K∈K

En lo siguiente demostraremos la relación existente entre el grupo solenoidal universal G y el
lazo solenoidal universal L.

Lema 3.7. El conjunto S∗ = {H∗|H ∈ S} es cofinal con el conjunto

K = {K|Kes subgrupo de K̃}.

Demostración. Para K ∈ K debemos probar que existe un H∗0 ∈ S tal que K ≤ H∗0 . Dado

que q : G∗ −→ G es cubriente de G podemos identificar a H̃∗ = q−1(eG) como subgrupo de

K̃. Entonces H∗0 = H̃∗ ∩K es un subgrupo de H̃∗ y aśı un elemento de S∗ tal que H∗0 ⊂ K
y por tanto K ≤ H∗0 .

Teorema 3.5 (I. M. Barahona). Los grupos solenoidales G y G∗ son isomorfos como grupos
topológicos.

Demostración. El sistema proyectivo {G∗/H∗, qH∗K∗}H∗∈S∗ es un subsistema del sistema pro-

yectivo {G̃/K, rKK′}K∈K desde que todo cubriente de G es de la forma G̃/K con K ∈ K y

H̃∗ = q−1(eG) se puede identificar con un grupo de K̃. Para cada H∗ ∈ S∗ y K ∈ K se tiene

la inclusión G∗/H∗ ↪→ G̃/K.

Dado que el conjunto S∗ = {H∗|H ∈ S} es cofinal con el conjuntoK = {K|Kes subgrupo de K̃},
por la Proposición [5, Proposición 3.15] se concluye que G∗ y G son isomorfos.

Teorema 3.6 (I. M. Barahona). El grupo solenoidal G es el grupo generado por las trasla-
ciones izquierdas del lazo solenoidal L.

Demostración. Sea L(xHH) un elemento de LMult(L), con (xHH)H∈S ∈ L. Observemos que

L(xHH)H∈S ((yHH)H∈S) = (xHH)H∈S(yHH)H∈S

= (xHHyHH)H∈S

= (LxHH(yHH))H∈S

Además, por la Proposición 2.2 para cada H ∈ S hay un isomorfismo entre LMult(L̃/H) y
G∗/H∗. Por lo anterior se tiene un isomorfismo:
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LMult(L) −→ G∗

L(xHH)H∈S 7−→ (LxHH
∗)H∗∈S∗ .
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4 Una aplicación: El grupo de Rhodes
para lazos topológicos

En este caṕıtulo estudiaremos el grupo de Rhodes y sus propiedades para lazos topológicos
tomando como grupos de transformaciones los grupos generados por las traslaciones izquier-
das, derechas e izquierdas derechas. Se estudiarán las propiedades que hereda el grupo de
Rhodes del lazo topológico, en espećıfico si L es centralmente nilpotente su respectivo grupo
de Rhodes es soluble.

4.1 El grupo de Rhodes clásico

En esta parte se presenta la definición y propiedades del llamado grupo de Rhodes (ver [17]).
En este art́ıculo Rhodes generaliza el concepto de grupo fundamental de un espacio topológi-
co. Define la categoŕıa cuyos objetos son los pares (X,G) formados por un espacio topológico
X y un grupo G de homeomorfismos de X, y cuyos morfismos (ϕ, ψ) : (X,G) → (Y,H)
consisten de una función continua ϕ : X → Y y un homomorfismo ψ : G → H tales que,
para cada par (x, g), ϕ(gx) = (ψg)(ϕ)(x). Con ello define el grupo σ(X, x0, G) y estudia su
relación con el grupo fundamental π1(X, x0).

Sea X un espacio topológico, G un grupo de homeomorfismos de X y g en G. Un camino
f de orden g con punto base x0 es una aplicación continua f : I → X tal que f(0) = x0 y
f(1) = gx0.

Un camino f1 de orden g1 y un camino f2 de orden g2 definen un camino f1 + g1f2 de orden
g1g2 dado por

(f1 + g1f2)(s) =

{
f1(2s), si 0 ≤ s ≤ 1

2
,

g1f2(2s− 1), si 1
2
≤ s ≤ 1.

55



Dos caminos f y f ′ de orden g son llamados homotópicos, denotado por f ∼ f ′, si existe una
función continua F : I × I → X tal que

F (s, 0) = f(s), 0 ≤ s ≤ 1,

F (s, 1) = f ′(s), 0 ≤ s ≤ 1,

F (0, t) = x0, 0 ≤ t ≤ 1,

F (1, t) = gx0, 0 ≤ t ≤ 1.

La relación f ∼ f ′ es una relación de equivalencia. Las clases de homotoṕıa de un camino f
de orden g es denotada por [f ; g].

Si los caminos f1 y f ′1 de orden g1 son homotópicos y los caminos f2 y f ′2 de orden g2

son homotópicos entonces los caminos f1 + g1f2 y f ′1 + g1f
′
2 son homotópicos. Por tanto la

composición de clases de homotoṕıa dada por

[f1; g1] ? [f2; g2] := [f1 + g1f2; g1g2],

está bien definida.

Proposición 4.1. El conjunto de clases de homotoṕıa con la composición ? es un grupo
denotado por σ(X, x0, G), y es llamado el grupo fundamental de (X,G) con punto base x0.

Demostración. En efecto la composición es asociativa. Si e es el elemento identidad del grupo
G y x′0 : I → X el camino constante, la clase [x′0; e] es el elemento identidad para la compo-
sición. Si ρ denota la aplicación de I en I que env́ıa s a 1− s, entonces para cualquier clase
de homotoṕıa [f ; g] su inverso es la clase de homotoṕıa [g−1fρ; g−1].

Ejemplo 4.1. a. Si G es el grupo cuyo único elemento es la aplicación identidad de X sobre
śı mismo entonces σ(X, x0, G) ' π1(X, x0).

b. Si X es simplemente conexo entonces σ(X, x0, G) ' G.

Teorema 4.1. Si x1 pertenece a la componente conexa por caminos X0 de x0, y λ es un
camino de x0 a x1, entonces λ induce un isomorfismo

λ∗ : σ(X, x0, G)→ σ(X, x1, G).

Sea (ϕ, ψ) : (X,G)→ (Y,H) un morfismo. Dado que ϕ(gx) = (ψg)(ϕx) para cada par (x, g),
si f es un camino en X de orden g con punto base x0 entonces ϕf es un camino en Y de
orden ψg con punto base y0 = ϕx0. Además si f ∼ f ′ entonces ϕf ∼ ϕf ′, por tanto (ϕ, ψ)
induce una aplicación en las clases de homotoṕıa

(ϕ, ψ)∗ : σ(X, x0, G) → σ(Y, y0, H)

(ϕ, ψ)∗[f ; g] = [ϕf ;ψg]
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Teorema 4.2. El grupo fundamental del grupo de transformaciones es un invariante del tipo
de homotoṕıa del grupo de transformaciones.

Un grupo de transformaciones (X,G) se dice que admite una familia k de caminos preferentes
en x0 si es posible asociar a cada elemento g1 de G un camino k1 de g1x0 a x0 tal que

a. El camino asociado a la identidad e es el camino x′0, y

b. para cada par de elementos g1, g2 el camino k1,2 de g1g2x0 a x0 es homotópico a g1k2 + k1.

Teorema 4.3. Si G es un grupo topológico de homeomorfismos que actuan continuamente
sobre X y (G,G) admite una familia de caminos preferentes en e, entonces σ(X, x0, G) ∼=
π1(X, x0)×G.

4.2 Propiedades del grupo de Rhodes

Iniciaremos con propiedades para espacios topológicos en general y luego estudiaremos las
propiedades para lazos topológicos.

Proposición 4.2. Sean X y Y espacios topológicos con puntos bases x0 ∈ X y y0 ∈ Y . Si
G y H son grupos topológicos actuando sobre X y Y entonces los grupos fundamentales de
Rhodes σ1(X, x0, G)× σ1(Y, y0, H) y σ1(X × Y, (x0, y0), G×H) son isomorfos.

Demostración. Sea [α; g] ∈ σ1(X × Y, (x0, y0), G×H), donde α : I → X × Y , α(0) = (x0, y0)
y α(1) = g · (x0, y0).

Las proyecciones canónicas:

p1 : X × Y → X q1 : G×H → G

p2 : X × Y → Y q2 : G×H → H,

inducen las aplicaciones

(p1, q1) : (X × Y, (x0, y0), G×H) −→ (X, x0, G)

con p1(g · (x, y)) = (q1g) · (p1(x, y)),∀(x, y) ∈ X × Y, g ∈ G×H,

(p2, q2) : (X × Y, (x0, y0), G×H) −→ (Y, y0, H)

con p2(g · (x, y)) = (q2g) · (p2(x, y)),∀(x, y) ∈ X × Y, g ∈ G×H.

Estas últimas, a su vez, inducen las aplicaciones:
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(p1, q1)∗ : σ1(X × Y, (x0, y0), G×H) −→ σ1(X, x0, G)

(p1, q1)∗[α, g] 7−→ [p1α; q1g], y

(p2, q2)∗ : σ1(X × Y, (x0, y0), G×H) −→ σ1(Y, y0, H)

(p2, q2)∗[α, g] 7−→ [p2α; q2g].

Ahora, definimos la aplicación

ψ : σ1(X × Y, (x0, y0), G×H) −→ σ1(X, x0, G)⊕ σ1(Y, y0, H)

[α; g] 7−→ ((p1, q1)∗[α; g], (p2, q2)∗[α; g])

La aplicación ψ está bien definida y además es un homomorfismo de grupos, en efecto, para
[α; g], [β;h] ∈ σ1(X × Y, (x0, y0), G×H) se tiene

ψ([α; g] ? [β;h]) = ψ([α + gβ; gh])

= ((p1, q1)∗[α + gβ; gh], (p2, q2)∗[α + gβ; gh])

= ([p1(α + gβ); q1(gh)], [p2(α + gβ); q2(gh)])

= ([p1α + p1(gβ); q1(gh)], [p2α + p2(gβ)); q2(gh)])

= ∗([p1α + (q1g) · (p1β); q1(gh)], [p2α + (q2g)(p2β)); q2(gh)])

= ([p1α; q1g], [p2α; q2g]) ? ([p1β; q1h], [p2β; q2h])

= ψ([α; g]) ? ψ([β;h])

La inversa de ψ es la aplicación

ϕ : σ1(X, x0, G)⊕ σ1(Y, y0, H) −→ σ1(X × Y, (x0, y0), G×H)

([γ1; f1], [γ2; f2]) 7−→ [(γ1, γ2); (f1, f2)],

donde (γ1, γ2) : I −→ X × Y , t 7−→ (γ1(t), γ2(t)).
En efecto,

(ϕ ◦ ψ)[α; g] = ϕ((p1, q1)∗[α; g], (p2, q2)∗[α; g])

= ϕ([p1α; q1g], [p2α; q2g])

= [(p1α, p2α); (q1g, q2g)]

= [α; g]

y

(ψ ◦ ϕ)([γ1; f1], [γ2; f2]) = ψ([(γ1, γ2); (f1, f2)])

= ((p1, q1)∗([(γ1, γ2); (f1, f2)]), (p2, q2)∗([(γ1, γ2); (f1, f2)]))

= ([p1(γ1, γ2); q1(f1, f2)], [p2(γ1, γ2); q2(f1, f2)])

= ([γ1; f1], [γ2; f2])

Por tanto, σ1(X × Y, (x0, y0), G×H) ' σ1(X, x0, G)⊕ σ1(Y, y0, H).
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Sea L un lazo topológico Hausdorff compacto, Mult(L) = 〈Lx, Rx|x ∈ L〉 actúa por la iz-
quierda en L utilizando en Homeo(L) la topoloǵıa compacto abierta. De ahora en adelante
para L un lazo topológico se tomará G = MultL como el grupo actuando sobre él para el
cálculo del grupo de Rhodes.

Teorema 4.4 (I. M. Barahona). Si (L, ·) y (H, ∗) son lazos topológicos isomorfos y G1, G2

sus respectivos grupos multiplicativos entonces σ1(L, e1, G1) y σ1(H, e2, G2) son isomorfos.

Demostración. Si θ : L −→ H es un isomorfismo de lazos topológicos entonces θ induce
un isomorfismo ψ : G1 −→ G2, con θg = (ϕg)θ para todo g ∈ G1. Las aplicaciones (θ, ψ) y
(θ−1, ψ−1) cumplen la condición para que (L, ·) y (H, ∗) tenga el mismo tipo de homotoṕıa.

Corolario 4.1. Si (L, ·) y (L, ∗) son lazos topológicos isotópicos y G1, G2 sus respectivos
grupos multiplicativos entonces σ1(L, e1, G1) y σ1(L, e2, G2) son isomorfos.

Demostración. Si los lazos topológicos (L, ·) y (L, ∗) son isótopicos entonces G1 = G2 = G.
Por lo tanto (L, ·) y (L, ∗) satisfacen la condición del mismo tipo de homotoṕıa con las
aplicaciones (idL, IdG).

Corolario 4.2. Si (H, ∗) es un lazo topológico isótopico a (L, ·) y G1, G2 sus respectivos
grupos multiplicativos entonces σ1(L, e1, G1) y σ1(H, e2, G2) son isomorfos.

Demostración. Si (H, ∗) es isótopico a (L, ·),(H, ∗) es isomorfo al lazo (L, ◦). Este último es
isótopico al lazo (L, ·). Por las Proposiciones 4.1 y 4.4 obtenemos el resultado.

En la Proposición 2.5 Hoffman da otra demostración de que el grupo fundamental de un
lazo topológico L, π1(L, e), es abeliano. Para el grupo Rhodes, Moo en [13] demuestra que el
grupo de Rhodes σ1(X, x0, G) es abeliano si X es un H− grupo de transformación, esto es,
si existe una aplicación continua µ : X ×X −→ X tal que µ(gx0, x) = µ(x, gx0) = gx para
todo g ∈ G.Para nuestro estudio podemos deducir el siguiente lema, cuya demostración se
sigue del Teorema 2.5 de [13].

Lema 4.1. Si X es un grupo topológico abeliano entonces σ1(X, e,G) es un grupo abeliano,
con G = MultX.
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4.3 Un teorema sobre la solubilidad del grupo
de Rhodes

El objetivo de esta sección es demostrar que si L es un lazo topológico centralmente nilpon-
tente y G = MultL entonces σ(L, e,G) es un grupo soluble. Para ello tomaremos como base
una construcción similar a la hecha por Bruck en [3]

Proposición 4.3 (Bruck). Si θ un homomorfismo, con núcleo H, del lazo L sobre θ(L)
entonces θ induce un homomorfismo Ψ de Mult(L) sobre Mult(θ(L)) tal que, θg = (Ψg)θ
para todo g ∈Mult(L). Si L es un lazo, G = MultL, H un sublazo normal de L y

GH = {g ∈ G|g(x) ∈ xH,∀x ∈ L},

entonces GH es un subgrupo normal de G y el grupo Mult(L/H) es isomorfo a G/GH .

Demostración. Nótese que si xy = z en L, θ(x)θ(y) = θ(z) en θ(L). Por lo que θLa = Lθ(a)θ,
en efecto

θLa(x) = θ(ax)

= θ(a)θ(x)

= Lθ(a)(θ(x))

= Lθ(a)θ(x).

De manera similar se verifica que:

θRb = Rθ(b)θ

θL−1
a = L−1

θ(a)θ

θR−1
b = R−1

θ(b)θ.

Ahora, sea g ∈Mult(L), g = Px1Px2 · · ·Pxr , donde Pxi = R±xi ó L±xi para cada i, por lo que

θg = Pθ(x1)Pθ(x2) · · ·Pθ(xr)θ.

Además, si g = IdL se verifica

θ(y) = θIdL(y)

= θ(y),

lo que implica que Pθ(x1)Pθ(x2) · · ·Pθ(xr) = Iθ(L). Por tanto, existe un homomorfismo bien defi-
nido Ψ de Mult(L) sobre Mult(θ(L)) tal que Ψ(Lx) = Lθ(x), Ψ(Rx) = Rθ(x) para todo x ∈ L
y θg = (Ψg)θ.

Si θ es la proyección L −→ L/H, Ψ : Mult(L) → Mult(L/H), es tal que Ψ(Lx) = LxH y
Ψ(Rx) = RxH y ker Ψ = GH , en efecto
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g ∈ ker Ψ ⇔ θg = θ

⇔ (θg)(x) = θ(x), para todo x ∈ L
⇔ (g(x)H) = xH, para todo x ∈ L
⇔ g(x) ∈ xH, para todo x ∈ L
⇔ g ∈ GH .

Por tanto GH es subgrupo normal de G y Mult(L/H) ∼= G/GH .

Recordemos que un lazo L es centralmente nilpotente de clase finita c, si tiene una serie
central superior de la forma

L0 = e < L1 < L2 < · · · < Lc−1 < Lc = L,

donde Li son sublazos normales de L y Li/Li−1 es el centro de L/Li−1 para i = 1, 2, . . . , c.

Proposición 4.4 (I.M. Barahona). Si L es un lazo centralmente nilpotente de clase finita c
entonces existe una cadena ascendente

G0 < G1 < G2 < · · · < Gc−1 < Gc = G,

del grupo G = MultL con las siguientes propiedades para i = 0, 1, 2, . . . , c− 1

i Gi es un subgrupo normal de G;

ii Mult(L/Li) ∼= G/Gi, y

iii Gi+1/Gi es un grupo abeliano.

Demostración. De la Proposición 4.3 se deducen (I) y (II) tomando Gi = GLi .
Para (III), siguiendo un razonamiento similar que en la Proposición 4.3 , se deduce que
Mult(Li+1/Li) ∼= Gi−1/Gi y dado que Li+1/Li = Z(L/Li) y este último es abeliano se tiene
que Gi+1/Gi es también abeliano.

Teorema 4.5 (I. M. Barahona). Sea L un lazo topológico Hausdorff y compacto y sea G =
MultL. Si el lazo subyacente de L es centralmente nilpotente entonces σ(L, e,G) es soluble.

Demostración. Si L es centralmente nilpotente, por la Proposición 4.4 existe una cadena
ascendente

G0 < G1 < G2 < · · · < Gc−1 < Gc = G,

Notesé que Gi actúa sobre Li, ya que la aplicación evaluación Gi × Li → Li es continua
con la topoloǵıa del subespacio. Entonces se tiene una cadena ascendente de subgrupos de
σ(L, e,G).

σ(L0, e, G0) < σ(L1, e, G1) < · · · < σ(Lc−1, e, Gc−1) < σ(Lc, e, Gc) = σ(L, e,G).
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Primero probaremos que σ(Li, e, Gi) es un subgrupo normal de σ(L, e,G). Definimos la apli-
cación Φ : σ(L, e,G) −→ σ(L/Li, e, G/Gi), [f ; g] 7−→ [ρif ; Ψg], donde Ψ está definida como
en la parte final de la Proposición 4.3 y ρi es la proyección L −→ L/Li.

Se tiene que Φ está bien definida y es un homomorfismo de grupos, en efecto

Φ([f1 : g1] ? [f2; g2]) = Φ([f1 + g1f2; g1g2])

= [ρi(f1 + g1f2); Ψ(g1g2)]

= [ρif1 + g1ρif2; Ψ(g1)Ψ(g2)]

= [ρif1; Ψ(g1)] ? [ρif2; Ψ(g2)]

= Φ([f1; g1]) ? Φ([f2; g2]).

Además, Φ es sobreyectiva desde que ρi y Ψ lo son, por tanto σ(L/Li, e, G/Gi) es isomorfo a
σ(L, e,G)/ ker Φ. Probaremos que ker Φ = σ(Li, e, Gi)

[f ; g] ∈ ker Φ ⇔ Φ([f ; g]) = [eL/Li , idG/Gi ], donde eL/Li es el camino constante I → eL/Li ,

⇔ [ρif ; g′] = [eL/Li , idG/Gi ]

⇔ ρif ' eL/Li y g ∈ Gi

⇔ f : I −→ Li y g ∈ Gi

⇔ [f ; g] ∈ σ(Li, e, Gi).

Aśı, σ(Li, e, Gi) es un subgrupo normal de σ(L, e,G) y σ(L, e,G)/σ(Li, e, Gi) ∼= σ(L/Li, e, G/Gi).

De manera análoga, se deduce que σ(Li+1, e, Gi+1)/σ(Li, e, Gi) ∼= σ(Li+1/Li, e, Gi+1/Gi).

Finalmente, probaremos que σ(Li+1, e, Gi+1)/σ(Li, e, Gi) es abeliano.

Desde que σ(Li+1, e, Gi+1)/σ(Li, e, Gi) ∼= σ(Li+1/Li, e, Gi+1/Gi) y Li+1/Li es un grupo abe-
liano por el lema 4.1 σ(Li+1/Li, e, Gi+1/Gi) es abeliano.

Entonces, la cadena ascendente

σ(L0, e, G0) < σ(L1, e, G1) < · · · < σ(Lc−1, e, Gc−1) < σ(Lc, e, Gc) = σ(L, e,G).

satisface para todo i = 1, 2, . . . , c:

1. σ(Li, e, Gi) es un subgrupo normal de σ(L, e,G), y

2. σ(Li+1, e, Gi+1)/σ(Li, e, Gi) es abeliano

Por tanto, σ(L, e,G) es resoluble.
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Eṕılogo

En este apartado plateamos algunas preguntas que puedan orientar una investigación a futuro.
Sea L un lazo topológico y G el grupo generado por la traslaciones izquierdas de L. Podemos
preguntarnos las propiedades que hereda G de G:

1. Si G actúa transitivamente sobre L, ¿ G actúa transitivamente sobre L?

2. Si la acción de G sobre L es libre de puntos fijos entonces ¿la acción de G sobre L
también es libre de puntos fijos?

Para cada H ∈ S, L̃/H es un lazo topológico y G∗/H∗ es su grupo multiplicativo por lo que se

obtiene un sistema proyectivo de grupos topológicos de transformaciones {(L̃/H,G∗/H∗)}H∈S .
¿ Es posible calcular el grupo de Rhodes de L

1. Usando la acción de G sobre L?

2. Usando la teoŕıa de la forma (shape theory)?
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