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Introduccion

El objeto de estudio de este trabajo son los lazos topolégicos. Los lazos topoldgicos son estruc-
turas algebraicas - topoldgicas no asociativas. Los primeros trabajos sobre éstas estructuras
fueron presentandos por Karl Hofmann (ver [I0]), Lev Sabinin y Mal’cev (ver [I§]). Podemos
encontrar ejemplos de lazos en varias ciencias como en fisica en la solucién de la ecuacién de
Yang - Baxter.

Los lazos tienen ciertos grupos asociados: el grupo generado por las traslaciones izquierdas,
el grupo generado por las traslaciones derechas y el grupo generado por las traslaciones iz-
quierdas y derechas, llamados grupo multiplicativo izquierdo, grupo multiplicativo derecho y
grupo multiplicativo, respectivamente. Cada uno de ellos actia como grupo de transforma-
ciones sobre el lazo.

Este trabajo consiste de dos partes. La primera parte esta dirigida a construir el lazo sole-
noidal universal, el cual es un lazo que se construye a partir de un lazo dado usando todas
las aplicaciones cubrientes sobre este lazo. El grupo multiplicativo solenoidal universal es el
grupo multiplicativo asociado a este lazo solenoidal. Se estudian las propiedades algebraicas
- topoldgicas de cada uno de estos objetos.

En la segunda parte se hace la descripcion del grupo de Rhodes para lazos topoldgicos, el cual
es una generalizacion del grupo fundamental de un espacio topoldgico que incluye una accion
de grupo. Para el caso de un lazo se considera la accién del grupo multiplicativo actuando
sobre él. Se estudiaran propiedades que tiene el grupo de Rhodes con respecto de las propie-
dades que cumplen los lazos topolégicos tales como la nocién de isotopismo, entre otras. Se
probara la solubilidad del grupo de Rhodes para lazos topolégicos centralmente nilpotentes.

El trabajo se desarrolla en cuatro capitulos. En los capitulos 1 y 2 se introducen los concep-
tos béasicos tales como la nocién de homotopia, espacios cubrientes, lazos topoldgicos y las
propiedades méas importantes para espacios cubrientes de lazos topolégicos. En el capitulo 3
se hace la descripcion detallada del lazo solenoidal universal y su grupo multiplicativo. Se
demuestran distintas propiedades de este lazo. Finalmente, en el capitulo 4 se describe el
grupo de Rhodes, algunas de sus propiedades y se prueban resultados de esta construccion
sobre lazos topologicos.

Incluimos al final del escrito un Epilogo donde se bosquejan algunas posibles lineas de inves-
tigacion a futuro y se plantean algunas preguntas concretas.
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1 Espacios topolégicos

En este capitulo presentaremos las nociones topolégicas mas importantes para nuestro estu-
dio. La primera de ellas es la nociéon de homotopia y el grupo fundamental. Finalmente, se
revisaran las definiciones y propiedades mas importantes de espacios cubrientes y cubrientes
regulares o de Galois. Las referencias que seguimos para este capitulo son [1], [2], [9] vy [16].

1.1 Espacios de funciones

Trabajaremos en la categoria 7T op, cuyos objetos son espacios topolégicos punteados y los
morfismos son funciones continuas punteadas.

Para X v Y conjuntos, denotamos por Y X al conjunto de funciones f : X — Y. Si X y Y son
espacios topolégicos, denotaremos por C(X,Y) al subconjunto de YX de todas las funciones
continuas.

Sean X y Y espacios topoldgicos. La topologia compacto - abierta es la topologia en Y que
tiene como subbase la familia de conjuntos:

(K7 U)co - {f S YX/f(K) - U}7

donde K C X es compacto y U es un abierto en Y.

Algunas de las propiedades mas importantes de la topologia compacto - abierta son:

Proposicién 1.1. La topologia compacto - abierta en C(X,Y) es mds gruesa que cualquier
topologia admisible.

Proposicién 1.2. La aplicacion evaluacion e : C(X,Y ), x X — Y, (f,z) —> f(x) es
continua si X es localmente compacto.

La g— topologia en Y, es la topologia que tiene como subbase la familia de conjuntos
(K.U)y={f e Y*/f(K) C U},

donde K es cerrado en X y U abierto de Y, con la condicién que K o el complemento de U
en Y sea compacto.

En el caso que X sea compacto, la topologia compacto - abierta y la g— topologia coinciden.

Sea X un espacio topoldgico, denotamos Homeo(X) el grupo de homeomorfismos, desde el
punto de vista algebraico, de X. Un resultado importate de la g— topologia (ver [1]) es el
siguiente teorema:

Teorema 1.1. El grupo Homeo(X) de un espacio localmente compacto y Hausdorrf es un
grupo topolégico con la g— topologia. Ademds, la g— topologia es la topologia admisible mds
fuerte para la cual es cierto.
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1.2 Homotopia

La nocién de homotopia surge como una generalizacién de homeomorfismo. De igual manera
que los homeomorfismos sirve para clasificar espacios topoldgicos. En ese sentido, la homo-
topia de funciones sirve para definir nuevos invarientes topolégicos como el grupo fundamental
y los grupos de homotopia de orden superior, entre otros.

1.2.1 Homotopia de funciones

Sean f,g: X — Y funciones e I = [0,1] = {t|t € R,0 <t < 1}. Diremos que f es homotépica
a ¢, y escribiremos f ~p g, si existe una funcién continua F': X x I — Y tal que:

F(x,0) = f(x)

F(z,1) = g(x)
F(x,t) =

Q

*

La definicion nos dice que la homotopia F' deforma continuamente la funcion f en la funcion
g a través del tiempo o instante t. [lustramos la definiciéon para caminos f,g: 1 — X:

Figura 1.1: Homotopia entre dos caminos f y ¢

Ejemplo 1.1. Sea X =Y = R". Las funciones f,g : R" — R" definidas por f(z) =z y
g(x) =0 son homotdpicas.

En efecto, definiendo F : R" x [ — R" | F(x,t) = (1 — t)z, se tiene que F es continua y
ademds F(x,0) = f(z) y F(z,1) = g(z), por tanto f ~ g.

La relacién de homotopia entre dos funciones es una relacion de equivalencia:

Proposiciéon 1.3. Para cualesquiera espacios X y Y, homotopia es una relacion de equi-
valencia sobre el conjunto de todas las funciones de X a Y. Ademds, si f ~¢g: X =Y,
k:A— X yl:Y — B son funciones, entonces fok~gok ylof~log.

Para una funcién f : X — Y, denotaremos por [f] la clase de equivalencia que contiene a f
y la llamaremos la clase de homotopia de f. La coleccién de todas las clases de homotopia de
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funciones de X en Y es denotada por [X,Y] y es llamada conjunto de clases de homotopia.

Una funcién f: X — Y es llamada nulo homotépica si f =~ %, donde * : X — Y es la funcion
constante. Una homotopia entre f y * es llamada nulo homotopia.

Un espacio X es contraible si idx es nulo homotépica, la nulo homotopia es llama homotopia
contraible.

Observaciéon 1.1. Si el espacio X oY es contraible, entonces cualquier funcion f: X — Y
es nulo homotopica.

Ejemplo 1.2. Sea S" la n-esfera y p = —x € S", el antipodal de *. Entonces S™ — {p} es
contraible.

Ejemplo 1.3 (El espacio peine). Sea C' el subespacio de R? que consiste de la unién de
[0,1] x {0}, {0} x [0,1] y {2} x [0,1] paran =1,2,.... Se dota a C' con la topologia inducida
como subconjunto de R%. Elegimos como punto base xq = (0,0), entonces C' con punto base
xq es contrdactil.

1.2.2 Equivalencias homotdépicas

Para dos espacios X y Y se define la nocién de equivalencia homotopica que es una nocion
mas general que la definicién de homeomorfismo entre dos espacios.

Una funcién f: X — Y es llamada una equivalencia homotdpica si existe una funcion
g : Y — X tal que es una inversa homotopica derecha e izquierda de f, esto es, f o g =~ idy

ygo f~idy.

Definicién 1.1. Dos espacios X y Y tienen el mismo tipo de homotopia si existe una equi-
valencia homotopica de uno sobre el otro. Lo denotaremos por X ~Y

Ejemplo 1.4. Si:: A — X es una funcion inclusion y r : X — A es un retracto por
deformacion, entonces v y r son equivalencias homotopicas y A ~ X.

Observacién 1.2. 1. Todo homeomorfismo es una equivalencia homotdpica.

2. Si g es una homotopia inversa derecha e izquierda de f, entonces es unica salvo homo-
topia.

3. La composicion de equivalencias homotdpicas es una equivalencia homotopica.

4. Se pueden considerar dos espacios del mismo tipo de homotopia como espacios escen-
cialmente iguales.
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1.2.3 Homotopia de pares

Sean X y Y espacios con subespacios A C X y B C Y, los pares (X, A) y (Y, B) son llamados
pares de espacios.

Una funcién de pares de espacios f : (X, A) — (Y, B) es una funcién f : X — Y tal que
f(A) C B.

Dos funciones de pares f,g : (X, A) — (Y, B) son homotdpicas, f ~ g, si existe una homo-
topia F': X x I — Y satisfaciendo las condiciones de la definicion de homotopia que se di6
al inicio adicionando que F'(A x I) C B.

Una funcién f : (X, A) — (Y, B) es una equivalencia homotdpica de pares, si existe una funcién
de pares g : (Y, B) — (X, A) tal que fog~idyp y go f~idcx,a.

Sean f,g: X =Y AC Xy fla=g|a. Sif~pgyademds F(a,t) = f(a) = g(a) para todo
a € Ayt el entonces diremos que f es homotdpica a g relativa a A. Lo denotaremos por

f ~grelA. Se dice que A es fijado durante la homotopia o que la homotopia es estacionaria
en A.

1.3 Grupo fundamental

La idea de construccion del grupo fundamental de un espacio X es tomar un punto fijo xg y
formar caminos cerrados basados en ese punto, luego tomar las clases de homotopia de dichos
lazos y finalmente definir una operaciéon sobre las clases de homotopia.

Un lazo en el espacio X, basado en xqg € X es una funciéon continua v : I — X tal que
7(0) = (1) = zo.

Figura 1.2: Lazo basado en z

Si oy 8 son dos lazos basados en el punto xy, definimos su producto « * 3 como el lazo dado
por



esto es, en la primera mitad del tiempo recorremos el lazo « y en la segunda mitad del tiempo

el lazo f:

«a
ax*f3 B
— Lo
0 5 1
I

Figura 1.3: Multiplicacién de lazos.

La multiplicacion de lazos induce una multiplicacién en las clases de homotopia:

[a] - [8] = [ f].

En efecto, la operacién - estd bien definida; si a« ~p o/ rel{0,1} y 5 ~¢ p’' rel{0, 1}, entonces
a* 8~y o * [ con

Esta operacién definida en el conjunto de clases de homotopias de lazos forma un grupo. Es
tacil comprobar que el elemento identidad es la clase del lazo constante e,, : I — X, t — x
y el inverso de la clase [a] es la clase [@] donde a(t) = a(l —t). Se establece el siguiente
teorema:

Teorema 1.2. El conjunto de clases de homotopia de lazos en X basados en el punto xq
forma un grupo bajo la multiplicacion [«] - [B] = [a * B]. Dicho grupo recibe el nombre de
grupo fundamental de X y se denota por m (X, xo).

Un primer ejemplo sencillo pero que ilustra geométricamente el grupo fundamental es el
calculo del grupo fundamental de la esfera S?. Tomemos un punto cualquiera zy sobre la
2-esfera, como muestra en la figura[I.4} ahora tomamos un lazo cualquiera, ese lazo puede ser
deformardo continuamente al punto tomado (puede pensar el lazo como hilo que va halando
continuamente). Se concluye que cualquier lazo es homotdpico al lazo constante e, . Asi,
™ (SQ, JIQ) =1

15



Qe L,

Zo Zo

Figura 1.4: Lazo en S?
A continuacién se muestran ejemplos no triviales para las cuales se necesitan otras herramien-
tas para su célculo, algunos de ellos seran retomados en la seccién de espacios cubrientes.
Ejemplo 1.5. a. m(R,0) =0.
b. Tl(Sl,*) = 7.

c. Si X yY son espacios conexos por caminos entonces m (X X Y) es isofomorfo a m(X) X
1 (Y)

d. SiT=S'xS! el toro de dimension dos, entonces (T, *) 2 Z x 7.

Ahora, enlistamos las propiedades del grupo fundamental que seran de utilidad a lo largo del
trabajo. Pueden ser revisadas con detalle en [2].

Propiedades 1.1. 1. Sean (X,x0) y (Y, o) espacios. Una funcion base f : X — Y induce
un homomorfismo f.: m(X,z0) = m (Y, y0), [v] — [f o 7]

2. Si (X, xo) y (Y,yo) tienen el mismo tipo de homotopia, entonces los grupos m (X, xq) ¥y
(Y, yo) son isomorfos.

3. 81 X es un espacio conexo por caminos entonces m (X, xo) y m (X, z1) son isomorfos
para cualquier xo,x; € X.

4. St X es un espacio contraible entonces m (X) es trivial.
5. Si un espacio X es conexo por caminos y m(X) =0, X es llamado simplemente conexo.

6. Cualquier espacio contraible es simplemente conexo. El reciproco no es cierto, por ejem-
plo S? es simplemente conexo pero no es contraible.

El grupo fundamental fue extendido por Eduard Cech quien defini6 los grupos de homotopia
superiores m,(X) en el ano 1932. Para cada espacio X y n > 0 el conjunto [S”, X] es llamado
el n—ésimo grupo de homotopia de X y es denotado por m,(X).

16



1.4 Espacios cubrientes

En esta seccion daremos las propiedades més importantes sobre espacios cubrientes para es-
pacios topologicos y que luego serdan aplicadas para lazos cubrientes de lazos topoldgicos.

1.4.1 Aplicaciones cubrientes

Sean X y E espacios topolégicos y p : E — X una aplicaciéon continua y sobreyectiva.
Diremos que p : E — X es un espacio cubriente de X si cada x € X tiene un vecindario U
tal que p~(U) es unién disjunta de abiertos S; en E, cada uno de los cuales son mapeados
homeomorficamente a U por p.

Notacién:
1. Denotaremos por (E, p) al espacio cubriente de X, E -2+ X.
2. Llamaremos fibra de p en z € X al conjunto p~'(z).

Si (E,p) es un espacio cubriente de X y si 2o € X, podemos dotar a la fibra p~*(z) con la
topologia discreta como subespacio de F.

Iniciemos con un ejemplo que més adelante, junto con las propiedades de levantamiento,
servird para calcular el grupo fundamental de S': los espacios cubrientes de S*.

Ejemplo 1.6. La aplicacion p : R — S!, x —— 2™ es una aplicacion cubriente.

lp
ay

Figura 1.5: Cubriente p : R — S!

La fibra de p en cada punto z de S' es isomorfa a 7Z.

Ejemplo 1.7. La aplicacion p, : S — S', 2 —— 2", con n un entero positivo, es una
aplicacién cubriente para S'. La fibra de p, en z € S* son las raices n— ésimas de z.

17



Rfg_» * =+ 22

R+ 21
Zk4+2 o . . <n

>
Figura 1.6: Cubriente p,, : St — S!

Seanp: F — X yq:Y — X cubrientes del mismo espacio X. Un homomorfismo cubriente h
de (E,p) a (Y, q) es una funcién continua h : E — Y tal que el siguiente diagrama conmuta:

E h Y

N

En el caso que h sea un isomorfismo diremos que los cubrientes (E,p) y (Y, ¢) son isomorfos.

El siguiente teorema nos da una caracterizacién para espacios cubrientes isomorfos:

Teorema 1.3. Sea X conexo por caminos y locamente conexo por caminos. Dos espacios
cubrientes p : E — X yq:Y — X son isomorfos si y solo si p.mi(E,eq) y q.m1(Y,y0) son
subgrupos conjugados de m (X, xo) (con p(eg) = q(yo) = o).

Demostracion. Ver [16, Teorema 4.5.9] O

Sea X un espacio topoldgico. Un espacio cubriente (E, p) de X para el cual F es simplemente
conexo es llamado cubriente universal de X. El término universal viene del hecho que (F, p)
cumple las siguientes propiedades:

1. Dos cubrientes universales del mismo espacio X son isomorfos.

2. Si (E,p) es el cubriente universal de X y (Y, ¢) es un espacio cubriente de X, entonces
existe una funcién continua p : F — Y tal que (F,p) es un espacio cubriente de Y.

La primera propiedad nos dice que el cubriente universal es tinico, salvo isomorfismo, y la
segunda que el cubriente universal es el mads grande de todos los cubrientes.

El cubriente universal no existe siempre para todo espacio X. El siguiente teorema nos da
las condiciones para su existencia.

Teorema 1.4. Sea X un espacio conexo, localmente conexo por caminos y semilocalmente
simplemente conexo. Entonces X tiene un cubriente universal.

En el ejemplo [1.6| el cubriente p : R — S, o — €™ es el cubriente universal de S*.

18



1.4.2 Propiedades de levantamiento

Las propiedades de lavantamiento hacen referencia a las propiedades que se tienen en el espa-
cio base y que se cumplen también cuando se levantan al espacio cubriente. Las propiedades
mas importantes son: levantamiento de funciones, levantamiento de caminos y levantamiento
de homotopias.

A continuacion se resumen las principales propiedades de levantamiento, pueden ser revisadas
con detalle en [16] o [9]:

Proposicién 1.4 (Levantamiento de funciones 1). Sea E -2+ X un espacio cubriente,
[ Yoy) = (X,20) una aplicacion cualquiera y Y conexo. Si existe una aplicacion f :
(Y,yo0) = (E,eo) tal que pf = f, entonces f es unica.

Proposicién 1.5 (Levantamiento de funciones 2). Sea E -+ X un espacio cubriente

de X, f:(Y,yo) = (X, x) una aplicacion cualquiera y Y conexo por caminos y localmente
conexo por caminos. Entonces un levantamiento f: (Y,yo) — (E,eq) existe si y sdlo si:

fe(m(Y,90)) C pa(mi(X; 20)).

E
7

p

vy 1 . x

Figura 1.7: Levantamiento de funciones

Proposicién 1.6 ( Levantamiento de caminos 1). Sea E -2+ X un espacio cubriente.
Sty I — X es un camino con punto inicial xq, existe un unico camino v en E con punto
inicial eq € p~(xo) tal que py = 7.

E
P

p
=7 .X

Figura 1.8: Levantamiento de caminos 1

Observacién: En general el levantamiento de un lazo cerrado no siempre es un lazo cerrado.
Las aplicaciones cubrientes que si cumplen esa propiedad son llamadas regulares, las cuales
estudiaremos en la siguiente seccion.



Figura 1.9: Levantamiento de Homotopia

Proposicién 1.7 (Levantamiento de Homotopia). Sea E -2+ X un espacio cubriente
de X. Sea (Y,yo) un espacio cualquiera y f: (Y,y0) — (X, xo) una aplicacion con levanta-
miento f: (Y,yo) — (E, o), eo € p~*(x0). Entonces cualquier homotopia F : Y x I — X
con F(y,0) = f(y), para todo y € Y, puede ser levantada a una homotopia F:YxI—E

tal que ﬁ(y, 0) = f(y) para todoy € Y.

Proposicién 1.8 ( Levantamiento de caminos 2). Sea E -2+ X un espacio cubriente
de X. Sean o y B dos caminos en X con punto inicial xo y punto final x1; sean o y 5
sus respectivos levantamientos a caminos en E. Si a y B son homotdpicos relativos a {0,1}
entonces & y B también son homotdpicos relativos a {0,1} y en particular a(1) = B(1).

Las propiedades de levantamiento permiten deducir otras propiedades, por ejemplo, el calculo
del grupo fundamental de S!.

Ejemplo 1.8. Del ejemplo tomemos el cubriente universal p : R — S!, x — 2™,
Sea [a] € m (S, wg) (xo = 1) con representante el lazo v : I — S! tal que a(0) = a(1) = .
Sea a el levantamiento de o en R que comienza en 0. El punto final a(1) debe ser un punto
de p~(x0), por lo que (1) debe ser algiin entero. Por la proposicidn a(l) = n depende
unicamente de la clase de homotopia de . El entero n es llamado el grado de o y lo deno-
taremos por dega.

Podemos definir la aplicacién ¢ : 7 (S*,z0) — Z, [a] — dega. Se verifica que ¢ es un
isomorfismo de grupos y por tanto w(S', zy) = Z.

Seanp: F— X yq:Y — X cubrientes del mismo espacio X. Supongamos que f,g: EF —
Y son dos homomorfismos cubrientes. Podemos considerar a f y a g como levantamientos de
la aplicacién p : E — X con respecto de la aplicacién cubriente ¢ : Y — X.

Con la hipotesis de que X es conexo, si f y g coinciden en un punto y dado que el levanta-
miento es Unico entonces f = g. Esto prueba la siguiente proposicién

Proposicién 1.9. Sean f,g: E — Y dos homomomorfismo cubrientes del espacio cubriente
(E,p) al espacio cubriente (Y, q) de X. Si X es conexo y si f(xg) = g(xo) para algin xy € X
entonces f = g.
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Otro resultado sobre homomorfismos cubrientes es que si tenemos dos espacios cubrientes
del mismo espacio, todo homomorfismo cubriente entre ellos es también un cubriente bajo
ciertas condiciones:

Proposicién 1.10. Seanp: E — X yq:Y — X cubrientes del mismo espacio X. Si'Y es
conexo y localmente conexo por caminos todo homomorfismo f: E — 'Y es un cubriente.

1.4.3 El grupo de transformaciones cubrientes I'

Sea p : X — X un cubriente. Diremos que los puntos ()7 y @2 de X son conjugados si
p(Q1) = p(Q2), esto es, si pertenecen a la misma fibra. De manera similar, diremos que dos
caminos 7y, y 72 son conjugados si ambos son levantamientos del mismo camino.

Definicién 1.2. El cubriente p : X — X es llamado Galois, regular o normal si todo conju-
gado de un camino cerrado v en X es también un camino cerrado.

Sea p: X > X un cubriente. Un homeomorfismo o de X en si mismo es llamado transforma-
cién cubriente de p : X — X si po = p. El conjunto de todas las transformaciones cubrientes
forman un grupo, denotado por I', el cual llamaremos grupo de transformaciones cubrientes de
p: X — X.

Sea p: X — X un cubriente y T’ su grupo de transformaciones. Sea o € T, si a(@Q1) = Q2
entonces p(Q2) = p(a(Q1)) = p(Q1). Por tanto, @1 y @2 son conjugados. Similarmente, sea
(' una curva arbitraria en X y el conjunto o(C}) = Cs, entonces C; y Cs son conjugadas.

Una transformacién cubriente o estd completamente determinada por la imagen o(Q1) = Q2
de un punto cualquiera ;. Sea S; un punto cualquiera de X y 77 un camino que inicia en
(21 y termina en S7. Sea 7, un camino conjugado de 7; iniciando en ()3 y sea Sy su punto

final. Dado que o(Q1) = @2, 0(71) es un camino conjugado de 7; iniciando en @, tenemos
O'(%l) = "72 Asi O'(Sl) = SQ.

1.4.4 La acciéon de I

Sea p : X — X una aplicaciéon cubriente y I" su grupo de transformaciones cubrientes.
Definimos la aplicacién I' x X — X, (0,7) — 0 - T = o(x), dado que I' es un subgrupo
del grupo de homeomorfismos de X por el teorema , I' actia sobre X.

Recordemos que en general, la accién de un grupo G sobre un espacio X es libre de puntos fijos
sig€ Gy g-x=uxparaalgin z € X implica que g = idx. Para el caso de la transformacién
cubriente p : X — X sea 0 € I tal que o(x) = T para algin z. Entonces

o(z) =z =1idx(7),

por la proposicién , o = idg. Por tanto, la accion de I' sobre X es libre de puntos fijos.
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Otra propiedad importante de la accion de un grupo G sobre un espacio X es la propiedad
propia y discontinua. La acciéon del grupo G es propia y discontinua si todo x € X tiene un
vecindario U con la propiedad que todos los elementos no triviales de G transforman a U
fuera de sf mismo, esto es, para todo g € G, g # eq, (g-U)NU = (). Ahora, seap: X — X
y I' su grupo de transformaciones cubrientes, sea ¥ un elemento cualquiera de X y sea U
un vecindario de p(7) tal que p~'(U) = UyeaUs,. Denotamos por Uz el vecindario de esta
coleccién que contiene a 7. Sea o € I' con o # er, desde que la accién de I' es libre de
puntos fijos, o(z) # 2. Dado que po(Uz) = p(Uz) = U, 0(Uz) = Us para algin 5 € A. Como

o(r) #17, Uz # lN]ﬁ y ademas, por definicion los U, son disjuntos se tiene:

ﬁgﬂd(ﬁg) = ﬁgﬁ (75 =0,
por tanto la accién de I' es propia y discontinua.

En resumen, podemos establecer el siguiente teorema:

Teorema 1.5. Sea p: X —X una aplicacion cubriente y I' su grupo de transformaciones
cubrientes. La accion de I' sobre X es libre de puntos fijos, propia y discontinua.

El siguiente teorema nos indica que I' actiia transitivamente sobre la fibra de cada punto en
X sip: X — X es un cubriente regular.

Teorema 1.6. Sea p : X — X un cubriente reqular. Sean @)1 y Q2 puntos conjugados
en X. Entonces existe una inica transformacion cubriente o tal que o(Q1) = Q2, la cual
denotaremos por o(Q1;Q2). Ademds, sea {Q1,Qa,Q3, ...} el conjunto de todos los puntos
que son conjugados con Q)1 entonces el conjunto de todas las trasformaciones cubrientes de
p: X — X es

{o(Q1; Q1) = Idg,0(Q1;Q2),0(Q1;Qs), ... }.

Demostracion. Sean Q7 y ()2 puntos conjugados en X. Para un punto cualquiera S en X
trazamos el camino 71 que conecta a Q1 y a S;. Sea 7, el camino conjugado de 71 que inicia
en el punto () y sea S, su punto terminal. Probaremos que el punto S; queda completamente
determinado por S; y no depende de la elecciéon del camino 7;.

Sea 7, otro camino de () a S; y sea 74 el camino conjugado de 7] que inicia en Q)2 y sea S}, su
punto final. Desde que p : X — X es regular y 5; ' 7, es un camino cerrado, su conjugado
35 1 * 7% es también un camino cerrado, por tanto S, = S,. Por tanto, Sy es determinado por

Sy.
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p(m)| | p(n)

Finalmente, definimos o como la aplicacién que envia todo punto S; en X en el punto S,
de la construccion anterior. Se tiene que o es una transformacién cubriente satisfaciendo

o(Q1) = Qs. O

El siguiente teorema nos da otras propiedades importantes de los cubrientes regulares
Teorema 1.7. Sip: X — X es un cubriente reqular entonces

1. p*(m()?, Zg)) es un subgrupo normal de (X, o).

2. 7(X, x0)/p(m (X, %)) es isomorfo aT.

Donde Ty € p~'(xg) y T es el grupo de trasformaciones de p : X — X.
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2 Lazos topologicos

El objetivo central de este capitulo es definir y estudiar las propiedades de los lazos cubrientes
para lazos topoldgicos. Dichas propiedades serviran para definir el lazo solenoidal y el grupo
multiplicativo solenoidal. Las referencias principales para este capitulo son: [I], [10], [II] y
4.

2.1 Lazos topoldgicos

En esta seccion estudiaremos la definicién de lazo y sus propiedades. Iniciaremos con la
definicién de lazo de forma algebraica y sus elementos principales: sublazos, nticleos, centro,
isotopismos y los grupos generados por las respectivas traslaciones. Luego se hara una breve
descripcién de los lazos topoldgicos. La referencia para esta seccion es [4].

2.1.1 La estructura algebraica de lazo

Un magma es un conjunto no vacio GG junto con una operaciéon binaria interna -, al cual
denotaremos por (G, ).

Dado (G,-) un magma y a € G un elemento fijo, llamaremos traslaciones por la izquierda
y traslaciones por la derecha a las funciones L, : G — G y R, : G — G, respectivamente,
definidas por

Liz)=a-zy R,(z)=x"-a

para todo x € G.

Un magma (G, -) se dice:
a) Conmutativo si L, = R,, para todo a € G.
b) Asociativo si R, = R, o Ry, para todo a,b € G.

c¢) Tiene elemento identidad por la izquierda (derecha) e € G, si L.: G — G ( R. : G — G) es
la funcién identidad de G. También e es un elemento identidad de (G, -) si e es identidad
por la izquierda y por la derecha.

Un magma (G, -) es llamado cuasigrupo si las funciones L, : G — Gy R, : G — G son
biyectivas para todo a € G.

Proposicién 2.1. Un magma (G,-) es un cuasigrupo si y sélo si para todo (a,b) € G x G
existe un unico (x,y) € G X G tal que a-x =b yy-a=>b.

Demostracion. Que L, : G — G sea biyectiva equivale a que la ecuacion a - z = b tiene
solucion unica. De manera similar, el hecho que la funcién R, : G — G sea biyectiva equivale
a que la ecuacion y - a = b tiene solucién unica.

]
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Si (G, ) es un cuasigrupo podemos definir dos nuevas operaciones binarias, (\\) y (/) , sobre
G por

Ny =L;'(y) y2/y =R, (2),

para todo z,y € G. Notese que x\y = z si y s6lo si xz = y, y que =/ y = z si y s6lo si
2y = x.

Definicién 2.1. Un magma (L, -) es un lazo si (L, -) es un cuasigrupo con elemento identidad.
Utilizando las operaciones (\) v (/) podemos dar la siguiente definicién para lazo

Definicién 2.2. Un lazo (L,-, /,\) es un conjunto L junto con tres operaciones binarias -,

/,\ tales que
1. a-(a\b) =0, (b/a)-a="b, para todo a,b € L,
2. aN\(a-b) =0, (b-a)/a=0b, para todo a,b € L,
3. aNa=0/b, para todo a,b € L.

Un lazo al igual que un grupo tiene subestructuras, una de ellas es la de sublazo. La definicion
de lazo no exige el axioma de asociatividad, por eso es necesario definir otras subestructuras
como los nicleos: izquierdo, medio y derecho. En estos se encuentran los elementos del lazo
que asocian por la izquierda, centro o derecha con todos los elementos del lazo. Se tiene
también la estructura del centro de un lazo, que esta formado por los elementos del lazo que
conmutan y asocian con todos los elementos del lazo. A continuacion definimos cada una de
estas subestructuras:

Definicién 2.3. Sea (L,-) un lazo, un subconjunto H de L es un sublazo de (L,-) si (H,-)
es un lazo.

Definicién 2.4. Sea (L,-) un lazo. Definimos el nicleo izquierdo Ny, el niicleo medio N, y
el nicleo derecho N, de (L, ) por

Ny={a€Lla-(x-y)=(a-x)-y, v,y € L},
Ny={a€Ll(z-a)-y=z-(a-y), v,y € L},
Ny={a€ell(zx-y)-a=xz-(y-a), v,y € L}.

El nicleo N del lazo (L, -) se define por N = N\N N, N N,.

Observacion 2.1. Si (L,-) es un lazo, los nicleos Ny, N,, N, y N son subgrupos de (L,-).

Definicién 2.5. Sea (L,-) un lazo. El centro Z de (L,-) es dado por Z = {a € N|L, = R,},
donde N es el nicleo de (L,-).

Si (L,-) es un lazo, se tiene que:

1. N y Z son subgrupos de L.
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2. Z es un subgrupo abeliano de L.
3. Z es un sublazo normal de L.
Observaciéon 2.2. Nos referiremos como subgrupos centrales a los subgrupos del centro Z.

Otra subestructura importante es la de sublazo normal. Sea H un sublazo del lazo (L,-), H
es llamado lazo normal si

tH = Hz, (zH)y = x(Hy) y x(yH) = (vy)H.

2.1.2 Isotopismos de lazos

Una tripleta (a, 3,7) de biyecciones de un conjunto G sobre un conjunto H es llamado un
isotopismo de un magma (G, -) sobre un magma (H,o) si satisface v(z - y) = a(z) o B(y),
para todo x,y € G. (H,o) es llamado un isétopo de (G, ) y los magmas (G,-) y (H,o) son
llamados isotdpicos.

Una biyeccién 6 : G — H es un isomorfismo de (G,-) a (H,o) siy sélo si (0,6,0) es un
isotopismo de (G,-) a (H, o), por lo que magmas isomorfos son isotdpicos. El reciproco no
siempre es cierto, magmas isotépicos no son necesariamente isomorfos.

Si G = H y la biyeccién « es la aplicacién identidad id, el isotopismo (a, 3,id) es llamado
1sotopismo principal.

Ahora, sea (G,-) un cuasigrupo y f y g elementos cualesquiera en G, no necesariamente
distintos. Desde que (G, -) es un cuasigrupo, las aplicaciones Ly y R, son permutaciones del
conjunto G. Se define la operacion

voy =R, (x) Ly (y).

para todo x,y € G. Se tiene que (Ry, Ly, 1) es un isotopismo principal de (G, -) sobre (G, o)
y por tanto (G, o) también es un cuasigrupo.

La construccién anterior permite deducir que todo cuasigrupo es isotopico a un lazo:

Teorema 2.1. Sea (G,-) un cuasigrupo. Si (H,*) es un lazo isotdpico a (G,-), entonces
existen f,g € G tales que (H, ) es isomorfo a (G,0) donde xoy = R, (x) -L;l(y) para todo
x,y € G.

Corolario 2.1. Si (G,-) y (H,*) son lazos isotopicos, entonces ezisten f,g € G tales que
(H,*) es isomorfo a (G,0) donde v oy = R, *(x) - L;l(y) para todo x,y € G.

Corolario 2.2. Si (G, ) y (H,x*) son lazos isotdpicos y si (G,-) es un grupo, entonces (G, -)
y (H, ) son grupos isomorfos.

Definicién 2.6. Sea (G,-) un lazo y f,g € G. El lazo (G,0) donde x oy = R;*(x) - L;l(y)
para todo x,y € G, es llamado f,g— isétopo de (G,-).
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2.1.3 Grupo multiplicativo de un lazo

Si (L, -) es un lazo, las traslaciones izquierdas y derechas, L, y R,, son biyecciones para todo
a € Ly por tanto permutaciones en L. Denotamos por S(L) el grupo simétrico de L, de
todas las permutaciones en el conjunto L, entonces L, L', R,, R, son elementos de S(L).
Estos elementos de S(L) generan subgrupos, muy importantes en la teoria de lazos y lazos
topoldgicos, que definimos a continuacion.

Definicién 2.7. Para un lazo (L,-) definimos el grupo multiplicativo izquierdo LMult(L), el
grupo multiplicativo derecho RMult(L) y el grupo multiplicativo Mult(L) de (L,-) por

LMult(L) = ({La]a € L}),
RMult(L) = ({R,|a € L}),
Mult(L) = ({Lq, Ry|la € LY).

Propiedades 2.1. 1. Si (L,:) y (H,*) son lazos isotépicos, LMult(L) = LMult(H),
RMult(L) = RMult(H) y Mult(L) = Mult(H).

2. 81 G es un grupo abeliano, LMult(G) = RMult(G) = Mult(G) = G.

En [14] encontramos una relacién muy importante entre el grupo generado por las traslaciones
izquierdas de un lazo L y el grupo generado por las traslaciones izquierdas del lazo cociente
L/M, donde M es un subgrupo central de L. Este resultado serd utilizado en la teoria de
grupos cubrientes del grupo G = LMult(L).

Proposicién 2.2. [T], Proposicién 1.20] Sea L un lazo y M un subgrupo central de L. Si G
es el grupo generado por las traslaciones izquierdas de L entonces el conjunto M* = {L,,|m €
M} es subgrupo normal de Gy el grupo G' generado por las traslaciones izquierdas del lazo
cociente L/M es isomorfo, como un grupo de permutaciones, al grupo cociente G /M*.

Demostracién. Param,m; € M se tiene Lt = L,,-1 Y Ly Ly, = Ly, , por ser M subgrupo.
Asi, M* es un subgrupo de G. Ahora, sean x € L'y m € M se tiene que L,L,, = Ly y
L, L, = L,,, por ser M un subgrupo central. De lo anterior se deduce que L, M* = M*L,.
Por tanto, M* es subgrupo normal de G y la aplicacién G' — G/M*, L,y — L, M* es un
isomorfismo. O

2.1.4 Lazos topoldégicos

Un lazo topolégico es un lazo L junto con una topologia en L tal que las operaciones binarias
LxL— L;(x,y) = zy,x,/y, x\y son todas continuas.

Sean Ly y Ls lazos topoldgicos, diremos que L; y Lo son isotdpicos si existen homeomorfismos
frg,h : L1 — Lo tales que f(xy) = g(x)h(y). La tripleta (f, g, h) es llamado un isotopismo
de Ll a LQ.

Un homomorfismo f : L1 — Ly de lazos topoldgicos es un homomorfismo de lazos que ademas
es continuo.
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Proposicién 2.3. Sea f : Ly — Lo un homomorfismo de lazos topologicos. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. f es continua;
2. f es continua en cada punto x de Lq;
3. f es continua en e;.

Recordemos que para un espacio topolégico X, una familia de filtros U(z), x € X es una
coleccién de filtros de vecindarios con respecto a una topologia si y sélo si para cada x € X y
cada U € U(x) existeun V € U(z) con V C U y U € U(v) para todo v € V. Se deduce de la
definicion que si T es un homeomorfismo de X, entonces

TU(x))={TU):U cl(x)} =U(T(z)).

Proposicién 2.4. Sea L un lazo topoldgico y U = U(e), un filtro de vecindarios de la
identidad. Entonces U satisface las siguientes condiciones

1. Para cada U € U existe un V€U con VV, VXV yV /V CU;
2. para todo x € L, U(x) =Uzx = aU.

Observacién 2.3. Para nuestro estudio sobre el lazo topologico L tendremos la hipotesis
general de que L es Hausdorff, compacto y conexo por caminos.

Si L es un lazo topoldgico Hausdorff y compacto, los grupos LMult(L), RMult(L)y Mult(L)
son grupos topolégicos vistos como subgrupos de Homeo(L). Ademas, actiian por la izquierda
sobre L, todo esto utilizando en Homeo(L) la topologia compacto abierta (Teorema |1.1) .

2.2 Lazos cubrientes

2.2.1 Propiedades basicas

A continuacién se estudiaran algunas propiedades de espacios cubrientes para lazos topologi-
cos probadas por Hofmann, K. H. en [I0].

La primera propiedad es el levantamiento de la estructura del espacio base al espacio cu-
briente: si el espacio base es un magma (cuasigrupo, lazo o grupo) su espacio cubriente es
también un magma (cuasigrupo, lazo o grupo).

Teorema 2.2. Sea G una estructura topologica - algebraica con multiplicacion continua
G xG— G, (r,y) —> xy. Si G es conexo, localmente conexo y localmente simplemente
conexo entonces el espacio topologico (é,p) puede ser dotado de una operacion continua
+:GxG— é, (Z,9) — T+7 y p es un homomorfismo. Ademds, si G tiene elemento neutro
€, G tiene un elemento neutro en p~i(e).
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Demostracidn. Sea e, en principio, un elemento arbitrario de G'y sea é € p~'(e) un punto
fijo. Como G es simplemente conexo el producto directo Gx G es simplemente conexo. Ahora,
definimos la aplicacién g : G x G — G, (Z,7) — p(Z)p(y). Nbtese que g es continua, ya que
es la composicion de dos aplicaciones continuas. Por la Proposicion [1.5] existe una aplicacion
continua + : G X G — G tal que el siguiente diagrama conmuta:

G

GxG J G,

esto es, p(T+7) = p(Z)p(y), con lo cual se prueba que p es un homomorfismo. Ademads, + es
continua desde que p y - lo son.

Ahora, si e es el elemento neutro en G, para la operacién (z, ) — T + 7 se tiene:

p(e+e) = plé)p(e)

= e’
por lo que é+¢é € p~i(e), asi e+ ¢ =eé.

Definimos la aplicaciéon continua h : G — é, Z+— T+é. Estaenvia é — €y ademés hop =p
ya que p(Z + €) = p(z). Por lo que h es un levantamiento de p por si misma.

G G
/L z’dét
p p

G .G Gt .G

La aplicacion identidad en G es también un levantamiento de p por p y dado que el levanta-
miento es Unico se deduce que:

T+e=1, paratodoi*eé.

De manera analoga se prueba que ¢ +x = z, para todo T € G.
O]

Corolario 2.3. Sean L un lazo topoldgico y Q un espacio topoldgico. Sea Q - L un espacio
cubriente de L. Asuma que @) es conexo y localmente conexo por caminos, entonces () es un
lazo topologico y p es un epimorfismo de lazos.

Corolario 2.4. Sea G un_grupo topoldgico y asuma que el espacio subyacente de G admite
un cubriente universal p - G — G. Entonces, para cada é € p~*(e) existe una unica estructura
de grupo sobre G con € como elemento identidad y tal que p es un epimorfismo de grupos.
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El siguiente resultado es andlogo a la teoria de espacios cubrientes, donde se da la relacion
del grupo de Poincaré del espacio y la fibra de la aplicacién cubriente sobre el punto base.

Proposicién 2.5. Sea (z,p, €) el lazo cubriente universal del lazo topoldgico L. El grupo de
Poincaré de L es isomorfo a H = p~*(e).

Demostracién. Sea @ € H. Las traslaciones L; y Rz son homeomorfismos de L que ademds
satisfacen po Rz = po Lz = p, es decir, ambas son levantamientos de la aplicacién p : L — L
y por tanto son iguales. Se tiene que L; = Rj;, para todo a € H.

Por otra parte, sea 7' un homeomorfismo del grupo de Poincaré y sean 7 y y elementos de L
tales que T'(Z) = g. Dado que L es un lazo, existen tnicos @’ y a” € L tales que:

F+d=79 y d+i=7.

Se tiene que

p(E+a) = p(@)p(a) =p(§) =p(T(7)) =p(@), y
pla” +1) = p(a”)p(@) =p(@) = p(T(7)) = p(Z).

De lo anterior se deduce que @’ y a” pertenecen a H. Ademsds, R y L, elementos del grupo
de Poincaré, ambas son iguales a T

Evaluando en ¢ a T, R; y L se obtiene que a' = a”. Por tanto, para cada elemento T en el
grupo de Poincaré existe un unico ar € H, tal que

R&T — LaT — T
Ahora, sean a, b € H. Existe un tmico ¢ € H tal que I; o Rz = Rg, evaluando en € se tiene:
R:(é) =¢ = RyRa(é)
= a+b.
Definimos la aplicacién W : H— I', a — R;. ¥ es un homomorfismo de grupos ya que:

\I/(d+6) = R

= Ra o) RI;
U(a) o W(b)
Dado que para todo T" € I' existe un unico ar € H tal que T' = R;,., el homomorfismo ¥ es
un isomorfismo. O

Observacion 2.4. El papel_de H para el resto del trabajo es muy importante, H es un
subgrupo central discreto de L ([10, Proposiciones 1.2 y 5.12]), esto es otra forma de deducir
que el grupo fundamental de un lazo topoldgico es abeliano. Este hecho junto con el siguiente
teorema y los subgrupos de H nos permitird construir lo que mds adelante definiremos como
el lazo solenoidal.
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Teorema 2.3. Sea L un lazo topologico, conexo y localmente conexo. Sea H un subgrupo
normal discreto de L. Sea by el homomorfismo asociado con H como nicleo. Entonces (L, b)
es un lazo cubriente para L/H. Si L es simplemente conezxo, (L,h) es el lazo cubriente
universal de L/H y H es isomorfo al grupo de Poincaré de L/H .

Demostracion. Nétese que b es continua ya que en L/H estamos tomando la topologia co-
ciente. Ademads, al ser H normal, H estd contenido en el centro de L ([L0, Proposicién 5.12]).

Ahora, sea 2/ € L/H, entonces ' = zH con x € L. Al ser H discreto, el conjunto xH es
también discreto.

Sea U € U(e) elegido tal que (UNU) N H = {e}, esto implica que U N H = {e} ya que de
lo contrario si a € U N H, a # e, entonces de la igualdad ea = a se deduce que a € UNU y
(UNU) N H # {e}. Se tiene que U' = h(U) es homeomorfo a U ya que si para z,y € U si
h(z) = h(y) implica que x =yt con t € H, por loque t € (UNU)NH ={e} y x =y.

Sean x1 y xo puntos distintos en *H, x,, = zh,, con h,, € H para n = 1,2. Probaremos que
Uz, NUxy = (). Por contradiccién, supongamos que Uxy N Uxq # (). Como H estd contenido
en el centro de L se tiene

o equivalentemente,
UxN (Ux)hs =Ux N (Uhs)x # 0,
donde hz = hghl_1 € H. Es decir, existe a,b € U tales que ax = (bhs)z, simplificando a = bhs,
entonces hy € (UNU) N H = {e}. Esto tltimo implica que hy = hs.
Entonces, para *H € L/H existe el abierto V = U U'h(x;) y tal que h=1(V) = UU&:Z- y

r,€xH
h es un homomorfismo cubriente. O

2.2.2 Propiedades de lavantamiento y cubrientes de lazos
A continuacién enunciaremos y demostraremos propiedades de levantamiento que también se
verifican para lazos topoldgicos que seran de utilidad para las siguientes secciones.
Dado (L,e,-) un lazo topolégico con operacién continua - : L x L — L. La operacién -
induce una operacion sobre las clases de homotopia de lazos basados en e:

o :m(L,e) xm(L,e)— m(L,e)

([l [yal) = [ - el

donde v; + 75 es el lazo definido por (71 - ¥2)(t) := 71 (t) - (), para 0 < ¢t < 1.

La operacién esta bien definida, en efecto, si y1 ~p 7] v 72 >~ 75 entonces vy - Yo ~p vy - V4
donde H(x,t) = F(x,t)-G(z,t). Ademés, con esta operacién las clases de homotopia de lazos
basados en e tiene estructura de lazo.

Esta observacién nos permite demostrar la primera propiedad de levantamiento de homo-
morfismos de lazos:
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Proposicién 2.6 (Levantamiento de homomorfismos de lazos). Sean L, L' lazos to-
poldgicos y Q - L un lazo cubriente para L. Si f (€)= (L,e) es un homomorfismo
de lazos, entonces existe un unico homomorfismo f de levantamiento si y sélo si:

fu(m(L ) € p(m (@, €)).

Demostracion. Por las Proposiciones y , existe el levantamiento f y ademas es unico.
Para completar la demostracion debemos probar que f es un homomorfismo de lazos.

Definimos la funcién continua h : L' x L' — L, (2',y') — f(2') f(¥/). Esta funcién admite
un levantamiento por Q@ —= L ya que h,(m (L' x L')) C p.(71(Q, €)), en efecto, identificando
m (L' x L") con m (L") x w1 (L"), tenemos que para ([y1],[y2]), con ~; lazos basados en ¢’

he(lnl, el) = [f(n) - F(72)]
= [f(n )] € fu(m(L,€)) Cp.(m(Q,€))

Ahora, definimos las aplicaciones continuas ¢ : L' x L' — Q, (2',y') f@y)y ¢ -
L'x L' — Q, (¢/,y) — f(z)f(3/). Se tiene que:

p@W (' y) = p(fa'y) = fa'y) = F@) (),
p(o(a’y) = p(f@) () =p(F@)p(f(y) = (’)f(y’)-

Se observa que ¥ y ¢ son levantamientos de la funcién h, y dado que el levantamiento es
Unico ¥ = ¢ y por tanto f es un homomorfismo de lazos. [

Corolario 2.5. Si (Z,p) es el lazo cubriente universal para el lazo topolégico L y (Q,q) es
un lazo cubriente para L, entonces existe un homomorfismo de lazos topolégicos

D L — Q,
tal que (Z,ﬁ) es un lazo cubriente para el lazo topologico Q).

Demostracion. Como L es el lazo cubriente universal, se tiene m (L, €) = 0. En el diagrama:

) Q
T
L L

desde que p*(m(z, €)) = 0 € q.(m(Q,¢€)), por la Proposicién tenemos que existe un
unico homomorfismo de lazos p : (L,é) — (Q,€) tal que go p = p y por tanto p es un
homomorfismo cubriente de lazos y (L, p) es un lazo cubriente para Q. O

Proposicion 2.7. Sean (Q1,p1) y (Qa2, p2) lazos cubrientes para el lazo topolégico (L, e). Todo
homomorfismo cubriente h de (Q1,p1) a (Q2,p2) es un homomorfismo de lazos topoldgicos.

Demostracion. Si h es un homomorfismo cubriente de (Q1,p1) a (Q2,p2) , entonces (Q1, h)
es un espacio cubriente para ()5 de donde se sigue que h es un homomorfismo de lazos. [
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2.2.3 Construccion de torres de lazos cubrientes

Los siguientes resultados son clasicos en la teoria de espacios cubrientes. Probaremos que
también se cumplen cuando el cubriente tiene estructura de lazo topoldgico.

Proposicién 2.8. Sea (Z,p) el lazo cubriente universal del lazo topolégico (L,e). Si K es
subgrupo de H = p~'(e), entonces el lazo cociente L/K es un lazo cubriente de L. Ademds,
todo lazo cubriente de L es isomorfo al lazo cociente L/ K, con K un subgrupo de H.

Demostracion. Si K es subgrupo de H m1(L, e), entonces K es un subgrupo central discreto
de L y por el Teorema (L, hy) es un lazo cubriente de L/K y m(L/K, K) = K. Ahora,
definimos pg : Z/K — L, por px(ZK) = p(Z). La aplicaciéon pg estd bien definida, en
efecto, si K = yK entonces T = gk con k € K por lo que p(z) = p(g)p(k) = p(g). La
sobreyectividad de px se deduce de la sobreyectividad de p. Ademas, se tiene el siguiente
diagrama conmutativo:

Que pg sea una aplicacién cubriente se deduce del hecho que p y hg lo son y que hg es
abierta. Por tanto, (L/K,pk) es un lazo cubriente de L.

Sea~(Q, q) un lazo cubriente para L. Tomamos K= ¢:(m(Q, €)), entonces (Q, q) es isomorfo
a (L/K,px) ya que ¢.(m(Q,€')) = K = pr. (m(L/K, K)).

= . L/K
N\,

Q

]

Para cada lazo cubriente (Z /K, px) podemos establecer un resultado similar a la Proposicién

Proposicién 2.9. Sea K un subgrupo central discreto de H y (E/K, pK) el respectivo lazo
cubriente. Sea Ui el grupo de transformaciones cubrientes de px : L/K — L entonces
'k *H/K.

Demostracién. Sea aK € H/K, las traslaciones Lax y Rax son homeomorfismos de L/K.
Notese que pg o Lix = px = Rak © px, en efecto
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pKOL&K(JNIK) = pK(&i’K) pKORdK<C(~7K) == pK(Ii'dK)

= plaz) = p(id)
= pla)p(z) = p(@)p(a)
= p(2) = p(@)
= pg(TK) = pg(TK)

Ambas, Lk v Rk, son levantamientos de px y por la unicidad de este se tiene Lzx = Rk,
para todo aK € L/K.

Ahora, sea o € ' y K, yK elementos de Z/K tales que o(ZK) = K. Entonces px (7K) =
pr(0(ZK)) = pr(ZK) = p(2).

Por ser L/K un lazo existen tnicos aK y @K en L/K tales que
(ZK)(aK) =gK vy (dK)(@K)=7gK.
Se tiene que px(TK - aK) = px(zaK) = px(yK), de donde se deduce que
p(2)p(a) = p(z).
Asf, @ € H por lo que aK € I:T/K De manera similar se prueba que 'K € I:]/K Como Lzx
y Rak son elementos de I'y v ademds satisfacen R;x(ZK) = gK y Lax(2K) = gK,
o0 = Rax = Lak.

Evaluando en €K a o, se deduce que aK = a'K. Por tanto, para cada o € I'k existe un tnico
aK € H/K tal que 0 = L.

Definimos la aplicacion ¢ : fI/K — 'k, alX = Lii. Desde que Lix o Ly = L,
para todo aK, bK € ﬁ/K, ¢k es un homomorfismo de grupos. Y dado que para todo
o € 'k existe un tnico aK € H /K con o = Lk, se concluye que ¢k es un isomorfismo de
grupos. O]

Bajo la hipotesis general dada en la Observacion y las hipdtesis del Teorema m(L,e)
es un grupo abeliano finitamente generado (ver [15, Lema 10.1.9 (b)]) y por consecuencia
H es también un grupo abeliano finitamente generado. Entonces todo subgrupo K de H es
también finitamente generado. Ademds, H/K es finito si y sélo si H y K son de igual rango.

Proposicién 2.10. Sea K subgrupo central discreto de H = pte) y px : E/K — L. Se
tiene que:

1. FI/K es finito si y solo si el rango de K es igual al rango de H.
2. pit(e) = H/K.

Demostracion. 1. Se deduce de lo anterior.

2. Sea K € pi'(e), px(ZK) = p(¥) = e, entonces T € H, por lo que K € f[/K

Claramente, si #K € H/K, entonces 7K € pj'(e).
]
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2.3 Completaciones profinitas

Sea (L p) el lazo cubriente universal del lazo topoldgico L, H=p 1(e) y T el grupo de trans-
formaciones cubrientes de p : L — L. Recordemos que H es un grupo central discreto de L
esto es, todos los elementos de H conmutan y asocian con todos los elementos de L. Ademas,
por la Proposunon H~T y por tanto H = 7r1(L e). Sobre el conjunto S de los subgrupos
centrales discretos de H y de igual rango que H definimos la relacién H < K si y solo si
K C H. Resulta que (S, <) es un conjunto parcialmente ordenado. Ademads, suponemos que

mHeS H = {é}-

2.3.1 La completacion profinita del grupo fundamental

Como H es un subgrupo abeliano de E, H es un grupo topoldgico abeliano con la topologia
subespacio. También, para H subgrupo de ﬁ H /H es un grupo topolégico abeliano respecto
a la topologia cociente. Ademas, H /H es compacto por ser finito. Finalmente, desde que los
grupos cocientes H /H son finitos, podemos dotar a cada H /H con la topologia discreta. En
resumen, los grupos H /H son grupos topoldgicos abelianos, totalmente disconexos y com-
pactos.

Para H, K € S, con H < K, definimos la aplicacién vy : I;T/K — I;T/H, K — TH.

Claramente las aplicaciones vyg son homomorfismos de grupos. Ademas, si H < K < J
tenemos el siguiente diagrama conmutativo

/ \
H/K H/H

VHK

Se tiene que {ﬁ /K;vhK} es un sistema proyectivo de grupos abelianos compactos.

De acuerdo con [20, Proposicién 1.1.4], sea Cz = [[pes H/H entonces (H, jux) es el limite
proyectivo de {H/K;vyk} con H := {c € Cxlvugxnk(c) = mu(c)}, donde 7y es la proyec-
cion C' — H/H, N Z: :WH|]§'

Comenzaremos por estudiar las propiedades topoldgicas de H.

Proposiciéon 2.11. Sea vy : H — ﬁ/H la respectiva proyeccion para cada H € S. Los
conjuntos z/;ll(VH), con Vi abierto de H/H, forman una base para la topologia de H.

Demostracion. La topologia en Cz es la topologia producto, sus abiertos tienen la forma

ﬂ wﬁl(VH), con Vy abierto de H /H. Los abiertos de H , con la topologia de subespacio, son

HeS
union de abiertos de la forma

W = Hﬂﬂ'H (Va,, )ﬂ?TH (Va,,) N ﬁ7TH (Va,, ),
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con H;, €S ,i1,...,10, €N,

Sea (rgH)pges € W, debemos encontrar un abierto Vi de F[/K tal que (zgH)pes € V]_(l(VK)
y V]_(1<VK> CcWw.

H.

in*

Desde que S es un conjunto parcialmente ordenado existe m € N tal que H,,, > H;,, H;,, .. .,

. . . -1 . ‘
Como las aplicaciones VH; H, SON continuas, I/Hij Hm(Vij) es abierto de H /H,,. Ademas,

meHm € ]/I;-Z]:]Hm(VH’L]) ya que

Vi, H (Tl Hm) = Vi, .78, (e H))
= 7n, ((xuH)) € Vi,
= ZL’HZ.j Hij
paraj=1,....,n
Definimos V := ﬂl/ VH ) V' contiene a zy,, H,, por lo que v (V) es una vencidad
7=1

abierta de (ry H)pges en H.

Sea (yyH)nes € vi (V) entonces yu,, H,, € V por lo que yu, H;, = vy, u,,(yu, Hn) para
r=1,...,n. Asi, VI}Z(V)CW. O

Ahora, sea 17 CH — Cg,

T — ($H)Heg inducida por la proyeccién H — H/H en cada
componente. Se tiene que Z(H ) C H en efecto, para = € H se tiene

varTe(TH)pes) = var(TK)
TH
= 7TH((f“[[)HGS)

Denotamos ¢ : H — H, la aplicaciéon inducida por i. El homomorfismo ¢ es continuo desde
que la composicién vy o7 es continua (por ser una proyeccién) y vy continua.

Verifiquemos que 7 es inyectiva. Sea & € keri, entonces & € H para todo H € S, por lo que

ze ﬂ H = {&}, por lo que keri = {é}.
Hes

Finalmente, para todo H € S, vy(i(H)) = H/H, entonces para cualquier abierto Vi de
H/H

v (i(H)) NV # 0,
y por tanto, i(H) N vy (Vi) # 0. Se ha probado que:

Proposicién 2.12. i(H) es denso en H.
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Sabemos que cada uno de los H /H son Hausdorff y totalmente disconexos por tanto su pro-
ducto cartesiano C'z también lo es. Asi, H es Hausdorff y totalmente disconexo. Por otra
parte, los H /H son compactos entonces C'z es compacto. Para que H sea compacto debemos
probar que es cerrado en Cgz. Sea (vgH)pes € Cy — H entonces existen H, K € § con
H < K tales que vy (xxK) # xygH. Por ser fI/H Hausdorff existen vecindarios de U y V'
de vy (zK) y xgH, respectivamente, tales que U NV = ). Como vgx es continua existe
un abierto W de ﬁ/H tal que vy (W) C U, y por tanto vy (W) NV = (. Entonces el

abierto W x V' x H ﬁ/H’ es un vecindario de (zyH)pes contenido en C'y H. Asi,
H'eS—{H K}
Cz — H es abierto y por tanto H es cerrado.

Finalmente, desde que cada uno de los H /H es un grupo topoldgico, se induce una multi-
plicacién en H componente a componente: sean (ayH), (byH) elementos de H, definimos
(agH) *z (byH) := (ag *g by H). La operacion es cerrada, en efecto:

vak(akx xx bk K) = vpk(agK *x b K)

= vyk(axK) *vgr (b K)

= agH xbyH

= ay*ybyH.
La operacion * 5 dota a H de estructura de grupo: el elemento identidad es (e H) ges, el inverso
de (ay H) es el elemento (a;'H) y la asociatividad se deduce de la asociatividad componente
a componente. Definimos la aplicacion mg : H x H = H, ((agH), (byH)) — (ap *p by H).
La continuidad de mp se deduce de la continuidad de las aplicaciones mg,n : H JH X
H/H —s H/H, (aH,bH) —> a %5 bH.

En resumen, tenemos el siguiente teorema

Teorema 2.4. H un grupo topologico compacto, perfecto y totalmente disconexo.

2.3.2 La completacion profinita de I

Sea K € S, para la aplicacién cubriente pg : E/K — L denotamos por ['x su grupo de
transformaciones cubriente, es decir:

I'x ={o:L/K — L/K, homeomorfismo |pxo = px}.

Por la Proposicién el grupo 'k es isomorfo a H /K. Denotamos por Qg = H /K y sea
¢k el isomorfismo de Qi sobre el grupo de transformacion I'k.

Recordemos que ' es subgrupo del grupo de homeomorfismos de L /K, el cual es un grupo
topoldgico con la topologia compacto abierta. Por tanto 'k es un grupo topolégico. Pero
ademas, 'k es abeliano y finito asi que 'k es compacto. Podemos considerar en cada ' la
topologia discreta.
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Ahora, para H < K, definimos la aplicacion uyg : 'k — 'y tal que el siguiente diagrama
conmuta:
HHK

y~———T"I%,

oH PK

Qu~——— Qx

esto es, OV = UK PK -

Notese que si 0 € 'k, existe un unico aK € f[/K tal que 0 = Lzi. De la conmutatividad
del diagrama se deduce que para todo H, K con H < K :

prx(o) = prr(Lax)
= ¢uvaxd " (Lax)

Por lo que UK : 'y — FH, Lax — Lig.

Para H < K < J se tiene el diagrama conmutativo

L'y

v N

I
'k I'y

HHK

Ast, {T'y, ik } Hes es un sistema proyectivo. Escribimos T = @{FH, UHEK }HeS-

Denotando por Cr = H 'y se tiene que I = {c € C5lpukmk(c) = mu(c)}, donde 7y es la
Hes
proyeccion Cr — 'y, y pig = myls.

Anéloga a la Proposicién tenemos la siguiente proposicion:

Proposicion 2.13.

Los conjuntos pz;'(Wy) con H € S y Wy abierto de Ty forman una base para la topologia
de T'.

En el diagrama

HHK
'y 'k e

bH PK

Qu <~ Uk
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las aplicaciones ¢k son isomorfismos, estos inducen un isomorfismo de limites proyectivos
O: H — T Del hecho que los limites H y T sean isomorfos I cumple las mismas propieda-
des demostradas anteriormente para H.

En el siguiente capitulo estudiaremos como actia T sobre el lazo solenoidal
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3 El lazo solenoidal universal

En este capitulo haremos la construccion de los dos objetos importantes de este trabajo: el
lazo solenoidal universal y el grupo multiplicativo solenoidal. Cabe recalcar que a pesar de
no tener asociatividad en general éstas construcciones son posibles por el hecho que H es un
subgrupo central discreto de L. Ademas, la relacién entre los grupos multiplicativos de cada
lazo subcubriente de L y los grupos subcubrientes de G = LMultL nos permite deducir la
relacion entre los dos objetos universales construidos.

3.1 El lazo solenoidal universal L

Sean H y K en § tal que H < K. Como H y K son subgrupos centrales discretos de H ,
L/H y L/K son lazos cubrientes para L. Definimos la aplicacién pyyx : L/K — L/H tal
que el siguiente diagrama conmuta (existe y es tnica por la propiedad de levantamiento de
funciones).

L/)K—" . T/H,

es decir px = py o pux. Por la unicidad de pyg se deduce que pyx(TK) = H, para todo
iK€ LJK.

Para H < K < J, se tiene el siguiente diagrama conmutativo:
L)J

PHJ
PKJ

L/K K L/H

En efecto, los homomorfismos py s, pax , pry satisfacen por definicién

P; = PHOPHJ (3.1)
Pk = PHOPHK
P;r = PKOPKJ-

Sustituyendo (2) en (3): p; = (py © prx) © Prs = pu © (DK © PK ), comparando este ltimo
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resultado con (1) y por la unicidad de py; se deduce que py; = prk © prJ.
Por tanto, {Z/H, PHK fHes €8 un sistema proyectivo. Ahora, sea C' = [] o Z/H
Definicién 3.1. Definimos el lazo solenoidal como

L =Mm{L/H, pugtues = {c € Clpuxmi(c) = m(c) para todo H < K7},
—

donde g es la proyeccion C — E/H

La topologia en C' es la topologia producto, sus abiertos son uniones de elementos de la forma
77;11-11(UH1- )ﬂﬂ—H (UH )N ﬁ7TH (UH ),

con H;, € §. La topologia de L es la topologia de subespacio. Para cada H € § denotamos
por pg : L — L/H a la proyeccién candnica.

Proposicién 3.1. Los conjuntos py;'(Uy), con Uy abierto de E/H, forman una base para
la topologia de L.

Demostracion. Sea (xgH)ges € W, debemos encontrar un abierto Uy de Z/K tal que
(xnH)pes € pg (Ux) v ok (Ux) C W,

Sea m tal que H,, > H; ,H,;,, ..., H; . Dado que las aplicaciones PH;,H,, SO continuas,

p;ﬁj u,,(Un;;) es abierto de L/H,,. Ademés, x, H,, € pI_{:me(UHij) ya que

pHinm(meHm) = pHinmWHm((xHH»
= 7p, ((xull)) € Uy,
= IHinz'j

paraj=1,....n

Definimos U := ﬂp;ﬁ_ a1 (U Hij), U contiene a xy,, Hy, por lo que py' (U) es una vecindad
J
j=1
abierta de (ryH)pes en L.

Si (yHH )HES € p- (U) entonces Y, Hnm € U, por lo que yy, H;, = pu, u,,(Yu,, Hm) para
r=1,...,n. Asi, p (U) C O

Teorema 3.1 (I.M. Barahona). £ es un lazo topoldgico.
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Demostracion. Sean (xgH), (yuH) € L.Definimos la operacién en £ componente a compo-
nente, esto es, (rgH) * (ygH) = (xgynH). L es cerrado bajo esta operacion ya que:

purTk((tnynH)) = puk(xyxK)
= puk(rrKyxK)
= pux(@xK)purx (Y K)
= xyHynH
rpynH
mu(zrynH))

Ahora, mostraremos que m : L X L — L, ((xgH),(ygH)) — (zpyn H) es continua.

Sea pp;'(Ug) un abierto basico de £ con Ugy abierto de L/H. Desde que L/H es un lazo
topoldgico existen abiertos {V{ taca, {W§ }aca tales que

myg' (Un) = Vi x Wy,

donde my es la multiplicacién continua del lazo L/H, my : L/H x L/H — L/H. Ahora,
definimos

Ve = pgt(V),
We = pg(W5).

Luego, m~Y(p;'(Uy)) = JV* x W<, En efecto, sea ((xyH), (ynH)) € UV x W2, por lo
que ((zgH), (yupH)) € V* x W?, para algin o € A. Se tiene que:

pu(m((zuH),(ynH))) = mulpu((xuaH)), pu((ynH)))
= my(zgH,ypH) € Uy

Por tanto, la operacién m es continua. De manera similar, las operaciones / : L X L — Ly
N\ : £ x L — L son continuas. ]

Seai:L — C, & (TH)ges inducida por la proyeccién L— E/H en cada componente. Se
tiene que (L) C L, en efecto, para T € L se tiene

puxTk((TH)pes) = pax(TK)
= zH
= 7mp((TH)nes)

Denotamos ¢ : L — L, la aplicaciéon inducida por ¢. El homomorfismo i es continua desde que
la composicion py o4 es una proyeccion, y por tanto continua, y py es también continua.

Verifiquemos que ¢ es inyectiva. Si & € keri entonces & € H para todo H € S. Por lo que

S ﬂ H = {é&}. Por lo tanto keri = {¢&}.

HeS
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Finalmente, si H € S entonces pH(Z(Z)) = E/H, y por lo tanto para cualquier abierto Uy
de L/H

pr(i(L)) N Un # 0.
Por lo tanto 7(L) N pi (Uk) # 0. Se ha probado que:

Proposicién 3.2. i(L) es densa en L.
3.2 El lazo cubriente generalizado L x I
En lo siguiente, se probara que L x T es el cubriente generalizado de L.

Proposicién 3.3. 1. Sioxg € 'k yog = pux(ok) entonces el diagrama

L/H< T/K

L/H L/K

PHK

conmuta.
2. 8iog € 'y yog € 'k y el diagrama conmuta para algin rxK € E/K entonces
OHg = MHK(UK)~

Demostracion. (1) Sea o € 'k, ox = Lak, ¥ on = pux(ox) = Lzu. Entonces para
TK € L/K se tiene:

= artH
= pHK(ELi’K)
= pukok(TK).

(2) Sean oy = Lag y 0 = Ly v sea TK € Z/K tal que ogprk(TK) = pyrok(ZK). Se
deduce que

aiH = biH
ai = (bZ)h, para algin h € H
ax = (bh)z,
por lo que @ = bh, es decir, aH = bH. As{ oy = k(oK) ]
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Proposicién 3.4. ' actia sobre L como grupo de transformaciones efectivo.

Demostracion. Sea 0 = (o) pes elemento de T. Por la Proposicion o induce un homeo-
morfismo £ — L definido por: si x = (xgH)pes, 0(z) = (og(xyH))ges. Luego,

1. (c0')(x) = o(c'(x)).
2. La identidad é € T, satisface é(z) = z, para todo z € L.

Ahora, probaremos que 0 : ' x £ — L, (0,2) — o(x) es continua.

Sea (¢/,2') € T x £ dado y U un vecindario abierto de ¢’(z/) en £, con U = pH (UH)
y Uy abierto de L/H. Como Iy es discreto V = puj (o)) es un vecindario de o’ en T
Ademas, desde que la composicion o’py es continua, existe un vecindario W de z’ tal que
a’pH(W) C Ug. Se tiene que 6~ 1(U) = V x W, en efecto, sea (o,2) € V x W entonces

pro(x) =ou(pn(x)) = pu(o)pu(x) = oypu(z) € Uy, asi o(x) € U.
O

Sea (¢H) el elemento identidad en £ y las aplicaciones cubrientes hy : L —s L/H. La
sucesion (hy)y induce la aplicacién

h: (L&) — (L, (¢H))

A~

T W) = (ha(Z))n

Ahora, podemos definir la aplicacién P : LxT' — £ por P(%, (o)) = oh(&) = (ohy(F))y.

P est4 bien definida, en efecto, sean H, K € S con H < K:

puk(ox(hx(Z))) = prx(ox(TK))
= ppk(azK)
= arH
= aHzH
= on(hu()).

Ademsds, P es continua. Sea (%, (o)) un elemento arbitrario de L x 'y W = oy (Ug), con
Uy abierto de L/H, una vecindad bésica de P((Z, (o)), ou(hu (%)) C pi (Un).

Como oy v hy son continuas, U := hy;' (o5 (Uy)) es abierto de L con & € U. Sea V =
Npg (o), este es un abierto de I' que contiene a (o). Por tanto, U x V es una vecindad

abierta de (Z, (o) n).

El espacio LxT es también un lazo topoldgico, con la operacion respectiva componente a
componente. Resulta que P es un homomorfismo de lazos topoldgicos. En efecto:
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Y, (Lagay m)m)
Layann(ha(29)))n
Layan a(hu(Z)hu(9))) u
Loyau(T9H)) i
(anan H)(ZGH))a
(anz)(ag'§)H)u
G H) (@ §H)
Laznhu(Z))n(Lay nhu(9))n
thH(f))H(O"HhAH(Q))H
= P((@ (ou)n)) * P((9, (0)n))

Probaremos que L x T es el cubriente generalizado de L respecto de la aplicacion P.

(
(
(
(
(
(
(
(

Diremos que un subconjunto V de L es simple si p manda homeomorfamente a V en p(V).

Lema 3.1. Si z,y € L son tales que py,(x) = pr,(y), donde Hy = H entonces existe un
unico o € I tal que o(x) = y.

Demostracion. Sean x = (xyH),y = (ygH) € L con pp,(x) = pu,(y). De la definicién de £
se tiene que para todo H € S

por(pr(x)) = pry(x), ¥
o (PE(Y)) = pHo(Y)-

Por lo que py,u(pu(z)) = puyu(pr(y)). Dado que pyy, = py es una aplicacién cubriente
regular existe un tnico oy € I'y tal que

Ademads, se cumple que

onprk(rxkK) = op(zpH)
= ynH
= pux(YxK)
= puk(ok (v K)),

por la Proposicién on = uui(ok). Por lo que el elemento o = (o) es un elemento de T
y es tal que o(z) = y. O
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Lema 3.2. Para todo H € S, dado oy € Ty, W = pi (o) ¥ V un abierto simple de L se
tiene que

P(V xW) = py'(ouhu(V)).

Demostracion. Sea v = (zyH)y € py Yoghy(V)) se sigue que 2y H = ohy(0) para algin
ev. Luego, tomando Hy = H

pu,(x) = xy,Hy
= puon(pu())
= payr(ouhm (7))
= pu(omhu(?v)), dado que pyy = pu
= p(?), por la conmutatividad de la figura

= i (h(9))

L

L/H o

o /

L/H

L

Figura 3.1: Diagrama conmutativo

Como py,(z) = pu, (R(¥)) por el Lema [3.1] existe 0° = (69) € T tal que o®(h(7)) = z, es
decir P(9,0°) = z. De la igualdad

se deduce que ¢” € . Por tanto, = € P\(XN/ x W). La otra inclusion es inmediata. ]

Lema 3.3. P es un homeomorfismo local de L X T sobre L. En efecto, si V es un conjunto
abierto simple de L, entonces P mapea a V x r homeomorficamente sobre py. L(p(V)), con

Hy=H.

Demostracion. Se/z\l V un abierto fsvimp/l\e de L. Por el Lenia P(‘//\ x ) = pglp(V)].
Probaremos que P es inyectiva en V' x I'. Supongamos que P(0,0) = P(?',0’), luego

(cuhu(®)e = (oxha(V)u)

O’Hop(f)) = 0‘}{0]?(17/)
p(®) = p@),
del hecho que V es simple se deduce que © = ¥’ y por tanto o = o’. ]
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Ya tenemos los elementos suficientes para probar el teorema central de esta seccion

Teorema 3.2. L x I es el lazo cubriente generalizado de L con respecto a la aplicacion p.

Demostracion. Dado V1 un abierto de L, por ser p : L — L una aplicaciéon cubriente

p (V1) |_| V;, con V; abiertos de L y p(V;) homeomorfo a V;.
Ademas PHo 1(V}) es un abierto de £ el cual denotaremos por V, V = p;{l(Vl). Noétese que los
conjuntos V x I' son abiertos disjuntos de L x F probaremos que p! (V)= |_| 17; x T

Por el Lema [3.2]

P(VixT) = put(p(Vp)

)-
P
whir

Asi, |_|17 x T
Ahora, si (z, ( )

)
de se sigue que pHO(
PHV)c| |VixT.

v
€ P~Y(V) entonces ]3(:1?, (om)m) € V. Luego, (oghu(%))n € V de don-
()) € Vi por lo que p(z) € Vi y & € V; para algin i. Por tanto,

Los conjuntos V' construidos en el proceso anterior forman una cubierta de V tales que
Pil(V) es union disjunta de subconjuntos abiertos de L x T, cada uno de los cuales es

mapeado homeomorficamente a V' por Pp.

[

3.3 La accién de I sobre L x T

Sea L un lazo topoldgico, p : L — L su cubriente universal y I' el grupo de transformaciones
cubrientes de p : L — L. Sobre el producto L x T definimos la accién

I'x (LxT)— LxT
(0. (&, (om))) = (0(7), (ono ™ H)n),

donde 0'H : L/H — L/H, #H —> o~ (i) H.

Desde que la accién de I' sobre L es propia y discontinua y libre de puntos fijos (Teorema
, también es propia y discontinua y libre de puntos fijos sobre L x T. En efecto, sea W
ablerto de L tal que o(W)NW = @ para todo o € T, entonces W x I' es un abierto de L x T
satisfaciendo

(W xT)n (o (W xT))#0,
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para todo o € I'.
Escribimos el espacio de érbitas L X F:=1x f/ I', dotado con la topologia cociente.

Denotamos por II a la proyeccién natural 1T : LxT — L X T.
Lema 3.4. Sean (%, (on)u) y (&, (o)) n) elementos de L x T entonces:
P((z,(on)n)) = P((&, (o)) 1))

sty solo si

Demostracién. Supongamos que P((%,(op)n)) = P((#,(c)y)n)) entonces oy (hy(i)) =
oy (hy(Z')) para todo H € S. En particular, para I' (H = {€}) se deduce que p(z) = p(z’).
Dado que I' actia transitivamente sobre la fibra de cada punto de L, existe un tnico o € T’
tal que ¥’ = o(Z). Luego,

ou(hu(¥) = ou(hu(?))

por lo que o} = oo~ 'H, para todo H € S.

Se sigue que

o (&, (og)g) = (0(Z),(ogo " H)y)

= (&, (o%)n),

por tanto, II((Z, (o) m)) = (&, (o) H)).

Reciprocamente, si I1((Z, (og)n)) = (7, (o)) n)) existe o € T tal que o - (Z,(og)n) =
(@, (o) u) por lo que (0(%), (or (0™ H))i) = (&, (o) ). Luego,

(ou(hu(?)))n (or(hu(oc™"(&)))u
(ou(o " H(hgy ()
= ((ogo " H)(hn(Z")))u
= (og(hu(@)))u
Por tanto, P((Z, (or)u)) = P&, (d)))n)). 0

Teorema 3.3. El espacio de orbitas L xrT es homeomorfo a L.
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Demostracion. Por el Lema existe una funcién biyectiva A : L xp I' —» £ tal que el
siguiente diagrama conmuta

L Xr
La funcién A es continua dado que P es continua y II es una funcién abierta. Que A sea
abierta se sigue del hecho que es una funcién sobreyectiva y continua de un espacio compacto

en un espacio Hausdorff. Asi, A es un homeomorfismo por tanto L xp I' ~ L.
O]

Proposicién 3.5. Si H = i(L) entonces H es densa en L. Ademds,

H=L,
como lazos topologicos.

Demostracién. SiH C LxrLy x € H, existe (2, (oi)i) € LT tal que I1(Z, (o)) € LxT.

Sea y € H entonces existe una sucesion de puntos r = xg, x4, ..., T, = y tal que dos puntos
consecutivos ;, T;41 estdn en una misma placa, con j =0,1,--- ,n — 1.
Sean II(U; x {(0;)r}) para j = 0,...,n las placas que contienen a x; y a x,41. Podemos

suponer que & € Uy y que (og)x = (0%)y. Luego, dado que
z1 € (U x {(o)u}) NT(Uo x {(o)m}),

existe 7' € T C T tal que (0%)y = (0L (v7 'H))p, esto es porque las funciones de transicién
son multiplicar por la derecha por elementos de I' vistos como elementos de I'. De manera
similar, existe 7/ € T tal que (07 ') = (03 (v;"))u para j=1,--- .

Se tiene que
(0m)m = (0y)a = (" (my2- - 7) " H)m,

esto implica que (o)n y (0f;)m estdn en la misma 6rbita y por tanto y € (L x {(ou)u}).
ASf, H C H(L X {(O’H)H})

Ademés, dado que II(L x {(o)u}) es conexo por caminos se tiene que II(L x {(cx)x}) = H.

La aplicacién II es inyectiva sobre L x {(c)x} pues dos elementos en una misma érbita no
pertenecen al mismo nivel. Por tanto, IT: L x {(cg)n} — H es un isomorfismo de lazos.

Dado W C L xp I un abierto y H = II(L x {(ox)x}) una hoja arbitraria probaremos que
HNOW #£ 0.

Como W C L X T es abierto, se sigue que II"}(IW) C L x T es un abierto. Luego, existen
abiertos U C Ly V C T tales que U x V C ITI"}(W).
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Ademss, dado que I' es denso en T existe un v €T tal que (Y 'H)y € (on)5V, es decir,

Reescribimos a H como H = II(L x {(om)u}) = (L x {(oy - v"'H)y}). Ahora, como
L x <{(ou)u} N (U xV) # 0 concluimos que (L x {(op -7 "H) g} N (U x V)) # 0. Dado que
(L x {(ogy ™ H)g} N (U x V) C (L x {(ocxgy"H) g }) NII(U x V)) € HNW se deduce

que HNW # (. Por tanto H es densa en L xr L.
UJ

3.4 El grupo multiplicativo solenoidal

Recordemos que para L un lazo topoldgico el grupo multiplicativo
G = LMult(L) = ({Ly|x € L}),

es un grupo topoldgico que actiia sobre L. Ahora, sobre G haremos la construccién universal
para definir el grupo multiplicativo solenoidal.

3.4.1 El grupo multiplicativo del cubriente universal de un lazo

Sea L un lazo topolégico y (Z, p) su lazo cubriente universal. Al ser ambos lazos topoldgicos

podemos tomar sus respectivos grupos multiplicativos, en particular estudiaremos la relacién

entre G = LMult(L) y G* = LMult(L), para ello utilizaremos algunas propiedades probadas
n [14].

Lema 3.5. [74, Lema 1.34] Sea L un lazo topoldgico, conexo y localmente simplemente conezo
y sea G el grupo topoldgico generado por las traslaciones izquierdas de L. Asuma que G es
localmente simplemente conezo. Sea (L p) el lazo cubriente universal de L y sea H=p" (e) C

L. Entonces el grupo G* generado por las traslaciones izquierdas de L _es el grupo cubriente
de G tal que el nicleo de la aplicacion q : G* — G es H* = {Lp|h € H} H* =~ H.

Demostracién. Al ser H un subgrupo central discreto de Z H* es un subgrupo normal
discreto de G*. Sea ¢ el morfismo e G — G*/ H* con H* como nticleo. Por el Teorema
(G*, q) es un cubriente para G*/H*. Por la Proposicién 2.2 G*/H* = LMult(L/H), dado que
L/H = L, tenemos G*/H* = G. Asf ¢ : G* — G es un cubriente, donde ¢ '(eg) = H*. O

Observacion 3.1. G* coincide con el cubriente universal de G cuando m(L,e) = m (G, eq).
Bajo las mismas condiciones del Lema [3.5 se tiene el siguiente teorema:

Teorema 3.4 (I. M. Barahona). Sea Hy subgrupo central discreto de H y Hy ={L,|lu € H}
el respectivo subgrupo normal discreto de G*. La aplicacion quy : G*/H} — G, g*Hy —
q(g*) es grupo cubriente de G. Ademds, G*/H* es isomorfo al grupo generado por las trasla-

ctones izquierdas del lazo L/Hl, donde pp, : L/H1 — L es el lazo cubriente de L asociado
a Hl.
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Demostracion. Dado que Hj es subgrupo central discreto de G* por la Proposicién el
morfismo tyx : G* — G*/Hy con kerty: = H{ es cubriente de G*/HY. La aplicacién gy
estd definida de tal forma que el siguiente diagrama es conmutativo:

*

y L
q
qp*

G*/Hf — G

La aplicacion gg» estd bien definida y es una aplicacién cubriente desde que q y ¢ lo son.
Finalmente, por la Proposicién 2.2 LMult(L/H,) = G*/H7. O

Recordemos que para H, K € § = { subgrupos centrales discretos de H y de igual rango con H }
definimos H < K siy sélosi K C H. De manera similar, sobre el conjunto S* = {H*|H € S}
definimos H* < K* si y so6lo si K* C H*.

Lema 3.6. Si Hy es subgrupo discreto de H* entonces existe un unico Hy subgrupo central
discreto de H tal que HY = {Ly, : h € Hy}.

Demostracion. Sea Hy = {Ly ;o € A h, € ?[} Probaremos que Hy = {hq }aca €s subgrupo
de H. Sean ha, hg € Hy. Como HY es subgrupo se sigue que Ly, o Lp, = Ly,. De aqui
deducimos que h,hg = hy, es decir, la operacién es cerrada en H;. Dado que la identidad
pertenece a Hy, e € Hy.Si h, € Hy, Ly, € H{. Luego, existe Ly, € Hf tal que Ly, oLy, = Le.
Se sigue que el inverso de h,, es hg € H;. O

Para H* < K* definimos las aplicaciones qg-g+ : G*/K* — G*/H*, ¢*K* —— ¢g*H*. Se
tiene que {G*/H*, qy+k+} y+es+ forma un sistema proyectivo.
Denotaremos por

G* = m{G"/H", qu-sc- s

3.4.2 Construccion del grupo multiplicativo solenoidal

Tomaremos L un lazo topoldgico, conexo y localmente simplemente conexo y G el grupo
topoldgico generado por las traslaciones izquierdas de L. Asumiremos que G es localmente
simplemente conexo y por tanto G' tiene cubriente universal G. Denotamos por 7 a la aplica-
cién cubriente r : G — G.

Denotamos por K := r~eq), K es un subgrupo central discreto de G y ademas K =
71 (G, eq). Sea K un subgrupo central discreto de K. Por la Proposicién , G es cubriente
de G /K con aplicacién cubriente sy : G—G /K tal que ker sy = K. Definimos la aplicacién
K : G /K — G de tal manera que el siguiente diagrama conmuta:

=

G/K —%

52



La aplicacion rg estd bien definida y es una aplicacién cubriente desde que 7 y sk 1o son y
Sk es abierta.

Sea K := {K|K es un subgrupo de K}. Sobre K definimos el orden K < K’ si y solo si
K' C K. El conjunto (K, <) es un conjunto parcialmente ordenado. Ademés, suponemos que

mKeIC K = {éG}~

Para K < K’ definimos la aplicacion rx g : é/K’ — é/K por gK’' — gK. La aplicacién
rik es una aplicacion cubriente. Tenemos que {G/K, ik} kexc es un sistema proyectivo.

Definicién 3.2. Definimos el grupo solenoidal G como
G = 1m{G/K, ricx} rex

En lo siguiente demostraremos la relacion existente entre el grupo solenoidal universal G y el
lazo solenoidal universal L.

Lema 3.7. El conjunto S* = {H*|H € S} es cofinal con el conjunto
K = {K|Kes subgrupo de K}.

Demostracion. Para K € K debemos probar que existe un Hj € S tal que K < H{. Dado
que q : G* — (G es cubriente de G podemos identificar a H* = ¢ '(eq) como subgrupo de
K. Entonces Hy = H* N K es un subgrupo de H* y asf un elemento de 8* tal que Hy C K
y por tanto K < H. [

Teorema 3.5 (I. M. Barahona). Los grupos solenoidales G y G* son isomorfos como grupos
topoldgicos.

Demostracion. El sistema proyectivo {G*/H*, qy++} y+es+ es un subsistema del sistema pro-
yectivo {é/K, Tk }ex desde que todo cubriente de G es de la forma é/K con K € Ky
H* = q (eq) se puede identificar con un grupo de K. Para cada H* € S* y K € K se tiene

la inclusién G*/H* < G /K.

Dado que el conjunto 8* = {H*|H € S} es cofinal con el conjunto K = {K|Kes subgrupo de K},
por la Proposicién [B, Proposicién 3.15] se concluye que G* y G son isomorfos. ]

Teorema 3.6 (I. M. Barahona). El grupo solenoidal G es el grupo generado por las trasla-
ciones izquierdas del lazo solenoidal L.

Demostracion. Sea L, iy un elemento de LMult(L), con (xpH )pes € L. Observemos que

Leympes((WuaH)ues) = (xuH)nes(ynH)nes
= (rugHyuH)pes
(La:HH(yHH))HeS

Ademas, por la Proposicion para cada H € S hay un isomorfismo entre LM ult(z JH)y
G*/H*. Por lo anterior se tiene un isomorfismo:
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LMult(L) — G~

L(:vHH)Hes — (LIHH*)H*ES*-
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4 Una aplicacion: El grupo de Rhodes
para lazos topoldgicos

En este capitulo estudiaremos el grupo de Rhodes y sus propiedades para lazos topoldgicos
tomando como grupos de transformaciones los grupos generados por las traslaciones izquier-
das, derechas e izquierdas derechas. Se estudiaran las propiedades que hereda el grupo de
Rhodes del lazo topolédgico, en especifico si L es centralmente nilpotente su respectivo grupo
de Rhodes es soluble.

4.1 El grupo de Rhodes clasico

En esta parte se presenta la definicién y propiedades del llamado grupo de Rhodes (ver [17]).
En este articulo Rhodes generaliza el concepto de grupo fundamental de un espacio topoldgi-
co. Define la categoria cuyos objetos son los pares (X, G) formados por un espacio topolégico
X y un grupo G de homeomorfismos de X, y cuyos morfismos (p,¢) : (X,G) — (Y, H)
consisten de una funcién continua ¢ : X — Y y un homomorfismo ¢ : G — H tales que,
para cada par (z,g), ¢(gz) = (¥g)(¢)(x). Con ello define el grupo o(X, xg, G) y estudia su
relacién con el grupo fundamental 7 (X, o).

Sea X un espacio topoldgico, G un grupo de homeomorfismos de X y g en G. Un camino
f de orden g con punto base xy es una aplicacién continua f : I — X tal que f(0) = 2o y

f(1) = gxo.

Un camino f; de orden ¢g; y un camino f, de orden g, definen un camino f; + g1 fo de orden
g19> dado por

f1(28), Si
g1f2(2s — 1), si

»

V)
IA N
=

(fi+a1f)(s) = {

N = ;
IA A

Ji+g1f

9192(%)

g2(o)
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Dos caminos [y f’ de orden g son llamados homotdpicos, denotado por f ~ f’, si existe una
funcién continua F': I x I — X tal que

F(s,0) = f(s), 0<s<1,
F(s,1) = f'(s), 0<s<1,
F(0,t) = z0, 0<t<1,
F(1,t) gz, 0<t<1.

La relacion f ~ f’ es una relacién de equivalencia. Las clases de homotopia de un camino f
de orden ¢ es denotada por [f; g].

Si los caminos f; y f{ de orden g; son homotépicos y los caminos fo v f5 de orden g,
son homotdpicos entonces los caminos fi + g1fo v fi + ¢1f5 son homotdpicos. Por tanto la
composicién de clases de homotopia dada por

Lf15 1] * [fas 9o] := [f1 + 9125 9192],

estd bien definida.

Proposiciéon 4.1. El conjunto de clases de homotopia con la composicion x es un grupo
denotado por o(X, o, G), y es llamado el grupo fundamental de (X, G) con punto base xg.

Demostracion. En efecto la composicion es asociativa. Si e es el elemento identidad del grupo
Gy xy: 1 — X el camino constante, la clase [xj; €] es el elemento identidad para la compo-
sicion. Si p denota la aplicaciéon de I en I que envia s a 1 — s, entonces para cualquier clase
de homotopia [f; g] su inverso es la clase de homotopia [¢7! fp; g7 !]. O

Ejemplo 4.1. a. Si G es el grupo cuyo unico elemento es la aplicacion identidad de X sobre
st mismo entonces o(X, xg, G) ~ m (X, xo).

b. Si X es simplemente conexo entonces (X, xo, G) >~ G.

Teorema 4.1. St x; pertenece a la componente conexa por caminos Xo de xg, y A\ es un
camino de xo a x1, entonces \ induce un isomorfismo

A 0(X, 20, G) = 0(X, 11, G).

Sea (¢, ¥) : (X,G) — (Y, H) un morfismo. Dado que ¢(gz) = (1»g)(px) para cada par (x,g),
si f es un camino en X de orden g con punto base x(y entonces ¢f es un camino en Y de
orden g con punto base yy = ¢xo. Ademads si f ~ f’ entonces pf ~ @f’, por tanto (¢, 1))
induce una aplicacion en las clases de homotopia

(9071/))*:0-(Xax07G) — O-(KymH)
(0, )l f59] = lof;ibgl
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Teorema 4.2. FEl grupo fundamental del grupo de transformaciones es un invariante del tipo
de homotopia del grupo de transformaciones.

Un grupo de transformaciones (X, G) se dice que admite una familia k de caminos preferentes
en x, si es posible asociar a cada elemento ¢g; de G un camino k; de g1y a xg tal que

a. El camino asociado a la identidad e es el camino zy, y

b. para cada par de elementos gi, g2 el camino k; » de g1g22¢ a o es homotépico a g1ka + ky.

Teorema 4.3. Si G es un grupo topologico de homeomorfismos que actuan continuamente

~J

sobre X y (G, G) admite una familia de caminos preferentes en e, entonces o(X,xg,G) =
1 (X, 27()) x (.

4.2 Propiedades del grupo de Rhodes

Iniciaremos con propiedades para espacios topoldgicos en general y luego estudiaremos las
propiedades para lazos topoldgicos.

Proposicién 4.2. Sean X y Y espacios topolégicos con puntos bases v € X yyo € Y. Si
G y H son grupos topologicos actuando sobre X y'Y entonces los grupos fundamentales de

Rhodes o1(X, o, G) x 01(Y, 40, H) y 01(X X Y, (x0,%0),G x H) son isomorfos.

Demostracion. Sea [a; g] € 01(X XY, (x0,%0),G x H),donde o : I — X x Y, «(0) = (z0,%0)
y a(1) =g (o, y0).

Las proyecciones candnicas:

pliXXY—>X qliGXH%G

P X XY =Y ¢gp:GxH—H,

inducen las aplicaciones

(p1,q1) : (X XY, (x0,%),G X H) — (X, 20,G)
conpi(g-(z,9) = (qg) (m(z,y)),V(z,y) € X xY, g€ G X H,

(p2,q2) : (X XY, (x0,%),Gx H) — (Y,40,H)
con pa(g- (z,y)) = (q29) (p2(z,9)),V(2,y) € X XY, g€ G x H.

Estas ultimas, a su vez, inducen las aplicaciones:
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(P1, @)+ 1 01(X XY, (w0,%0),G x H) — 01(X,10,G)
(p1s 1)l gl — [masqugl, y

(P2, G2)s : 01(X X Y, (20, %0),G X H) — o1(Y, 90, H)
(P2, @2)+[c, 9]+ [p2c; qag].

Ahora, definimos la aplicacién

Vo (X XY, (20,%),Gx H) — 01(X,20,G) ® 01(Y,y0, H)

;9] — ((p1, q1)«es 9], (P2, @2) [ g])

La aplicacion 1 esta bien definida y ademas es un homomorfismo de grupos, en efecto, para
la; g], [B; h] € 01(X XY, (z0,v0), G X H) se tiene

Y([a; g [B; ) U([a+ gB; gh))

((p1, @)« + gB; ghl, (P2, @2) <l + gB; gh))
([p1(a+9B); i (gh)], [p2(a + 98); ¢2(gh)])
([pra+ pi(gB); a1(gh)]; [p2cr + p2(983)); 42(gh)])

#([pra+ (@19) - (p18); a1 (gh)], [p2c + (229) (p23)); @2(gh)])
([pra; 1], [p20v; g2g]) * ([p13; u b, [p23; q2h])
¥([a; g]) x ¥ (([B; b))

La inversa de v es la aplicacién
v:01(X,20,G) D o1 (Y,yo, H) —> o1(X XY, (20,40),G x H)
(s fils s o) V= [(n1592); (f1s f2)ls
donde (y1,7%) : I — X XY, t — (71(¢),72(1)).

En efecto,
(po)asgl = @((p1, qr)le; gl (P2, 2)<[a; g])
= o([pra;qg]; [p2es; gag))
= [(pa, p20); (19, 429)]
= [a;g]
y

(¥ o 0)([y1; fil, [y2s fol) ([(71,72); (f1, f2)])

(P, @)« ([(v1:72); (Fr; £2)]); (2, 42)«([(71,72); (f1, f2)]))
(1 (v, 72); a1 (f1s f2))s [p2(71,72)5 @2 (1, f2)])

(a3 f1], [res f2])

Por tanto, UI(X X Y? ('I07 yO) G x ) = 01<X7 Zo, G) D O-l(}/a Yo, H) u
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Sea L un lazo topolégico Hausdorff compacto, Mult(L) = (L, R.|x € L) actia por la iz-
quierda en L utilizando en Homeo(L) la topologia compacto abierta. De ahora en adelante
para L un lazo topoldgico se tomard G = MultL como el grupo actuando sobre él para el
calculo del grupo de Rhodes.

Teorema 4.4 (I. M. Barahona). Si (L,-) y (H, ) son lazos topoldgicos isomorfos y Gy, G
sus respectivos grupos multiplicativos entonces o1(L,e1,Gy) y o1(H, ez, Ga) son isomorfos.

Demostracion. Si 0 : L — H es un isomorfismo de lazos topoldgicos entonces 6 induce
un isomorfismo ¢ : G; — Gs, con g = (pg)f para todo g € G;. Las aplicaciones (0,v) y
(671, 4~1) cumplen la condicién para que (L, -) y (H, *) tenga el mismo tipo de homotopfa. [

Corolario 4.1. Si (L,-) y (L,*) son lazos topoldgicos isotopicos y G1, Gy sus respectivos
grupos multiplicativos entonces o1(L, e, G1) y 01(L, ea, G3) son isomorfos.

Demostracion. Si los lazos topolégicos (L, ) v (L, *) son isétopicos entonces G; = Gy = G.
Por lo tanto (L,-) y (L,*) satisfacen la condicién del mismo tipo de homotopia con las
aplicaciones (idy, Idg). O

Corolario 4.2. Si (H,x) es un lazo topoldgico isétopico a (L,-) y G, Gy sus respectivos
grupos multiplicativos entonces o1(L, e, G1) y 01(H, ea, G2) son isomorfos.

Demostracion. Si (H,*) es is6topico a (L, -),(H, %) es isomorfo al lazo (L, o). Este ultimo es
isétopico al lazo (L, ). Por las Proposiciones {4.1| y 4.4 obtenemos el resultado. O

En la Proposicién Hoffman da otra demostracion de que el grupo fundamental de un
lazo topolégico L, m (L, e), es abeliano. Para el grupo Rhodes, Moo en [13] demuestra que el
grupo de Rhodes 01(X, 2o, G) es abeliano si X es un H— grupo de transformacion, esto es,
si existe una aplicacién continua p : X x X — X tal que p(gzo, ) = pu(x, grg) = gx para
todo g € G.Para nuestro estudio podemos deducir el siguiente lema, cuya demostracién se
sigue del Teorema 2.5 de [13].

Lema 4.1. Si X es un grupo topoldgico abeliano entonces o1(X,e,G) es un grupo abeliano,
con G = MultX.
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4.3 Un teorema sobre la solubilidad del grupo
de Rhodes

El objetivo de esta seccion es demostrar que si L es un lazo topoldgico centralmente nilpon-
tente y G = MultL entonces o(L, e, G) es un grupo soluble. Para ello tomaremos como base
una construccién similar a la hecha por Bruck en [3]

Proposicién 4.3 (Bruck). Si 6 un homomorfismo, con nicleo H, del lazo L sobre §(L)
entonces 6 induce un homomorfismo ¥ de Mult(L) sobre Mult(0(L)) tal que, g = (Vg)0
para todo g € Mult(L). Si L es un lazo, G = MultL, H un sublazo normal de L y

Gy ={9 € Glg(x) € xH,Vx € L},
entonces Gy es un subgrupo normal de G y el grupo Mult(L/H) es isomorfo a G/Gp.

Demostracion. Nétese que si xy = z en L, 0(x)0(y) = 0(z) en 0(L). Por lo que 0L, = Lgy(q)0,
en efecto

OL,(x) = 6(ax)

= 0(a)f(x)
= Lo()(0(x))
= Lg(a)9<x).
De manera similar se verifica que:
HRb = Rg(b)e
0L, = Ly,0
OR,' = Ryq0.

Ahora, sea g € Mult(L), g = Py, Py, -+ P,,, donde P,, = Ry 6 L7 para cada i, por lo que
09 = Po(a1)Po(a) * = Paa,)0-
Ademas, si g = Idy, se verifica

0(y) = 01d(y)
= 0(y),

lo que implica que Py(z,)Po(ay) * * * Po(zr) = lo(r)- Por tanto, existe un homomorfismo bien defi-
nido ¥ de Mult(L) sobre Mult(6(L)) tal que ¥(L,) = Lo, ¥(R;) = Ry para todo z € L
y 09 = (¥g)0.

Si 6 es la proyeccion L — L/H, V : Mult(L) — Mult(L/H), es tal que ¥(L,) = L,z y
U(R,) = R,y y ker ¥ = Gy, en efecto
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geEkerV < fOg=20

(0g)(z) = 0(x), para todo z € L
(9(x)H) = zH, para todo x € L
g(x) € xH, para todo x € L
g€ Gy.

t e

Por tanto Gy es subgrupo normal de G y Mult(L/H) = G/Gy. O

Recordemos que un lazo L es centralmente nilpotente de clase finita c, si tiene una serie
central superior de la forma

Lop=e<Ilh<Llo<---<L.i1<L.=1L,
donde L; son sublazos normales de L'y L;/L; 1 es el centro de L/L; 1 parai=1,2,...,c.

Proposicién 4.4 (I.M. Barahona). Si L es un lazo centralmente nilpotente de clase finita ¢
entonces eziste una cadena ascendente

Go<Gi<Gy<- <G <G =G,
del grupo G = MultL con las siguientes propiedades para i =0,1,2,...,¢—1

1 G; es un subgrupo normal de G;

m Gi1/G; es un grupo abeliano.

Demostracion. De la Proposicion [4.3) se deducen (I) y (II) tomando G; = Gy,.

Para (III), siguiendo un razonamiento similar que en la Proposicién , se deduce que
Mult(Li1/L;) = Gi—1/G; y dado que L;y 1 /L; = Z(L/L;) y este dltimo es abeliano se tiene
que G;11/G; es también abeliano. O

Teorema 4.5 (I. M. Barahona). Sea L un lazo topolégico Hausdorff y compacto y sea G =
MultL. Si el lazo subyacente de L es centralmente nilpotente entonces o(L,e,G) es soluble.

Demostracion. Si L es centralmente nilpotente, por la Proposicién [4.4] existe una cadena
ascendente

Go<Gi<Gy< - <Ge1 <G, =G,

Notesé que G; actia sobre L;, ya que la aplicacion evaluacion G; x L; — L; es continua
con la topologia del subespacio. Entonces se tiene una cadena ascendente de subgrupos de

o(L,e,G).
o(Lo,e,Go) < o(Ly,e,G1) < -+ < 0(Le1,6,Ge1) < 0(Leye,Ge) =o(L,e,G).
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Primero probaremos que o(L;, e, G;) es un subgrupo normal de o(L, e, ). Definimos la apli-
cacion ¢ : o(L,e,G) — o(L/L;, e, G/G;), [f; 9] — [pif; Vg|, donde U estd definida como
en la parte final de la Proposicion y p; es la proyeccién L — L/L;.

Se tiene que P estd bien definida y es un homomorfismo de grupos, en efecto

O([f1: gl * [fai92)) = @([f1 + g1f2; 9192])
= [pi(fi +91f2); ¥(g192)]
= [pifi + g1pifo; ¥ (91) ¥ (g2)]
= [pif1; W(g0)] * [pif2; V(g2)]
= O([f1:91]) x 2([f2: g2])-

Ademads, ® es sobreyectiva desde que p; y W lo son, por tanto o(L/L;, e, G/G;) es isomorfo a
o(L,e,G)/ker ®. Probaremos que ker ® = o(L;, e, G;)

[fig] €ker® & @([f;g]) = ler/L,,idayq,), donde err, es el camino constante I — ey,
< [pif;91=ler, idesc]
< pif e, yg€EG;
s f:l—LiygeG;
& (fig] € o(Li,e,Gy).

Asi, o(L;, e, G;) es un subgrupo normal de o (L, e, G) y o(L,e,G) /o (L;, e, G;) = o(L/L;, e, G/G;).
De manera andloga, se deduce que o(L;y1,€,Giv1)/o(Ls, e, G;) = o(Liy1/Lise, Giv1/G;).
Finalmente, probaremos que o(L;11,e,G;11)/0(Li, e, G;) es abeliano.

Desde que o(Liy1,¢,Giy1)/0(Liye, G;) = o(Liy1/Liye,Giv1/G;) v Liy1/L; es un grupo abe-
liano por el lema o(Li11/Li,e,Giy1/G;) es abeliano.

Entonces, la cadena ascendente

O'(Lg,e,Go) < J(Ll,e,Gl> < < O'(chl,e,Gcfl) < O'(LC,G, GC) = U(L, B,G).

satisface para todot=1,2,..., ¢

1. o(L;,e,G;) es un subgrupo normal de (L, e, G), y
2. 0(Lit1,6,Giv1)/0(Li,e,G;) es abeliano

Por tanto, o(L, e, G) es resoluble. ]
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Epilogo

En este apartado plateamos algunas preguntas que puedan orientar una investigacion a futuro.
Sea L un lazo topoldgico y G el grupo generado por la traslaciones izquierdas de L. Podemos
preguntarnos las propiedades que hereda G de G:

1. Si G actia transitivamente sobre L, ; G actia transitivamente sobre L7

2. Si la accién de G sobre L es libre de puntos fijos entonces ;la accién de G sobre L
también es libre de puntos fijos?

Para cada H € S, E/H es un lazo topoldgico y G*/H* es su grupo multiplicativo por lo que se
obtiene un sistema proyectivo de grupos topolégicos de transformaciones {(L/H,G*/H*)} ges.
., Es posible calcular el grupo de Rhodes de £

1. Usando la accion de G sobre L7

2. Usando la teorfa de la forma (shape theory)?
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